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Uvod

Priestorové bodové procesy sit dobre zname objekty v teérii pravdepodobnosti
a su silnym nastrojom v Statistike pre modelovanie a analyzovanie priestorovych
dat. My sa v praci budeme zaoberat bodovym procesom v rovine, pricom pre
body uvazujeme este vlasnost dizka a orientacia. Stred - bod v rovine spolu s jeho

dvomi dodatoénymi vlastnostami vytvoria geometricky Gtvar a to tsecku.

Motivaciou pre skiimanie procesu tseciek je téma z praxe, z oblasti biostatis-
tiky. V stcasnoti je skiimanie Tudskych kmeniovych buniek velmi populdrna téma
a len nedavno sa objavili efektivne metddy ako detekovat stresové vlakna v tychto
bunkéch za réznych podmienok a tym predpovedat ich dalSie spravanie. Stresové

vldkna st priblizne linedrne a preto je vhodné ich modelovat ako tsecky.

Cielom tejto prace je aplikovat na redlne aj simulované data procesu tuseciek
dve metédy odhadu parametrov modelu, vhodne upravené pre proces useciek.
Pomocou tychto odhadov simulujeme procesom rodenia a zaniku proces tseciek
a vyhodnocujeme, ako dobre model koresponduje s podkladovymi datami. Pri
simulacii vyuzivame tsecky generované metédou MCMC. Za uc¢elom porovnania

vysledkov zavadzame vhodné popisné Statistiky.

V prvej kapitole sa zaoberame vseobecnym popisom bodovych procesov ako aj
roznymi vlastnostami platnymi pre priestorovy bodovy proces s priznakom. Za-
vadzame nevyhnutné pojmy a znacenie, ktoré st vychodiskom pre zvysok prace.
Osobitne v druhej kapitole je zadefinovany samotny model uiseciek s interakciami
a taktiez popis simulédcie modelu procesom rodenia a zaniku. V tretej kapitole
st detailne popisané jednotlivé metody odhadu parametrov modelu - momen-
tova metdda a metdda Takacs-Fiksel, ktorti sme pre tcely tejto diplomovej prace
modifikovali z procesu kruhov na proces tuseciek. Na zaver kapitoly sme zara-
dili popisné statistiky, ktoré budeme pouzivat na zhodnotenie vysledkov. Strucny
popis povodu a formatu redlnych dat uvadzame v kapitole styri. Blizsie sme rozo-
brali aj samotnt implementaciu metéd odhadu parametrov a simulaciu procesu
rodenia a zaniku v softvéri Mathematica 10.0 (Wolfram Research, Inc., 2014).
V poslednej kapitole sme sa zamerali na numerické vysledky, ktoré vysli pouzitim

algoritmu na redlne aj simulované data.



Kapitola 1

Zakladné pojmy

1.1 Bodovy proces

Bodovy proces je ndhodna vzorka bodov v d-rozmernom priestore. Jednoroz-
merny proces moze byt pouzity ako model postupnosti ndhodnych ¢asov vyskytu
nejakej Specifickej udalosti. Priestorovy bodovy proces sa vyuziva pri modelovani
nahodného usporiadania bodov v d-rozmernom priestore pre d > 2. Prikladom
dvojrozmerného procesu je mapa vyskytu konkrétneho druhu stromu v lese, pri-
¢om poloha aj pocet stromov je ndhodny.

V tedrii k jednorozmernym a priestorovym bodovym procesom su rozdiely
sposobené mimo iné absenciou prirodzeného usporiadania bodov vo vyssich di-
menzidch. Na jednorozmerny bodovy proces sa mozeme pozerat viacerymi spo-
sobmi, napr. ako na casy vyskytu udalosti T} < T, < ..., kedy ale jednotlivé
Casy T; st na sebe zavislé. Ind moznost je zaoberaf sa casmi medzi jednotli-
vymi vyskytmi S; = T, —T;, ktora je vyhodna najmi v modeloch, v ktorych st
51,9, ... nezavislé. Dalsim moznym pristupom je charakterizovat bodovy proces

ako kumulativny scitaci, kde
Ny=) LT <t}
i=1

pre vSetky ¢ > 0, pricom 1{...} oznacuje funkciu indikator, ktord je rovna 1,
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ak vyraz ”...” je pravdivy a 0 inak. Tento pristup je vyhodny v tom, zZe umoz-
nuje proces previest na ndhodnu funkciu spojitého ¢asu ¢, ale nevyhodou je opit
zavislost jednotlivych veli¢cin N;. Posledny z pohladov na jednorozmerny bodovy

proces, ktory uvedieme, su intervalové pocty

N (a,b] = N, — N,



pre 0 < a < b. Pre Poissonov proces st intervalové pocty pre disjunktné intervaly
stochasticky nezavislé.

Vo vyssich dimenzidch nie je mozné najst prirodzent analégiu k metéde urco-
vania ¢asov medzi jednotlivymi vyskytmi .S; ani k s¢itaciemu procesu V;. Uzitoc-
nym spdsobom ako narabat s priestorovym procesom je zovSeobecnit intervalové
pocty N (a,b] na mnozinové pocty N (A), ktoré pre kazda ohranifeni a uzavrett
mnozinu A C R? uréuji pocet bodov v mnozine A. Hodnoty sé¢itacej premenne;
N (A) pre vSetky podmnoziny A ndm poskytuju dostato¢nt informéciu k tomu,
aby sme vedeli zrekonsStruovat poziciu vsetkych bodov procesu. Preto mozeme
bodovy proces definovat aj ako stibor ndhodnych veli¢in N (A) indexovanych
mnozinami A. Sé¢itacie premenné N (A) pre rozlitné mnoziny A spliaji uréité

vztahy, ako vlastnost aditivity
N(AUB)=N(A)+ N (B),

vzdy ked A a B su disjunktné mnoziny (AN B = ()) a samozrejme

kde () oznacuje prazdnu mnozinu. Pre N (A) taktiez plati, Ze st spojité v tom
zmysle, ze ak A, je klesajuca postupnost uzavretych a ohranic¢enych mnozin s li-

mitou N, A, = A, potom musime mat
N(A,) - N(A).

Tieto vlastnosti musia byt splnené pre kazda realizdciu bodového procesu
alebo aspon s pravdepodobnostou 1. Ony zabezpecuji, Ze N je miera (alebo
prinajmensom s pravdepodobnostou 1, Ze hodnoty N (A) mdézu byt rozsirené
na mieru). Toto je koncept ndhodnej miery (Kallenberg (1983), Stoyan a kol.
(1995)). Formalne teda bodovy proces moze byt definovany ako ndhodna miera,
ktorej hodnoty N (A) st nezaporné prirodzené ¢isla (Daley a Vere-Jones (1988),
Stoyan a kol. (1995)). Zvycajne tiez predpokladame, ze bodovy proces je lokalne
konecny, teda

N (A) < oo

s pravdepodobnostou 1 pre vsetky ohrani¢ené A C R?. Taktiez predpokladame,

ze bodovy proces je jednoduchy:
N({z}) <1 pre vietky z € R?

s pravdepodobnostou 1. Inak povedané, pozadujeme s pravdepodobnostou 1, aby



ziadne dva body procesu neboli totozné. K jednoduchému procesu mozeme pri-
stupovat ako k bodovému procesu Z, povazovanému za nahodni mnozinu, alebo
ako k scitacej premennej N pre ten isty jednoduchy bodovy proces.

Indikator prazdnosti V' (A) mnoziny A, ktory je rovny jednej v pripade, zZe
mnozina A neobsahuje Ziadne body, nesie kompletnti informaciu o jednoduchom
bodovom procese. Ak pozname hodnoty V' (A) pre vsetky mnoziny A, tak vieme
ur¢it presnt polohu kazdého bodu z jednoduchého bodového procesu Z. Aby sme
to vedeli urobit potrebujeme mnozinu D, ktoré je zjednotenim vsSetkych otvore-
nych mnozin A takych, ze V (A) = 1. Doplnok D je lokalne koneénd mnoZina

bodov a uréuje ndhodntt mnozinu bodov Z. Indikatory prazdnosti musia spliaf
V(AUB) =min{V (A),V (B)}

pre vSetky mnoziny A, B a maju dalSie analogické vlastnosti, ako tomu bolo
pre s¢itaciu premennt N (A). Preto moZzeme alternativne definovat jednoduchy
bodovy proces ako ndhodnt funkciu V', ktora spliia pozadované vlastnosti skoro

iste.

1.2 Poissonov proces

Najskor uvedieme popis pre jednorozmerny Poissonov proces. Uvazujeme na-

sledujtice predpoklady:

1. Pocet prichadzajticich bodov v danom ¢asovom intervale ma strednt hod-

notu proporcionalnu k dlzke intervalu
EN (a,b] =X (b—a),

kde A je intenzita procesu;

2. prichody v disjunktnych casovych intervaloch st nezavislé: ak a; < b; <

ag < by < ...< Gy < by, potom N (ag,b1], ..., N (am, by s nezavislé;

3. pravdepodobnost dvoch alebo viacerych prichodov v ¢asovom intervale je

asymptoticky nizsieho radu ako dlzka intervalu:

P(N (a,a+h] >2)=o0(h), h 0.

Z uvedenych predpokladov vyplyva, ze pocet bodov prichddzajicich v danom

c¢asovom intervale ma Poissonovo rozdelenie:
N (a,b] ~ Poisson (A (b—a)).
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Tento zaver vychddza z rozdelenia intervalu (a,b] na vysoky pocet n malych
intervalov. Pocet prichodov v maljch intervaloch dlzky h je 0 alebo 1, aZ na
udalosti s pravdepodobnostou o (h) pre h | 0. KedZe N (a,b] je suc¢tom tychto
poctov, mé priblizne binomické rozdelenie. Pre n — oo dostdvame, ze N (a, ]

musi maf Poissonovo rozdelenie.

Definicia 1. Jednorozmerny Poissonov proces s konstantnou intenzitou A\ > 0

definujeme ako bodovyj proces v R, ktory spliia podmienky:

1. pre kazdy interval (a,b] md pocet N (a,b] Poissonovo rozdelenie so strednou

hodnotou A (b — a);

2. ak (a1,b1], ..., (@m,by] st disjunktné ohranicené intervaly, potom sicty

N (a1, b1], - .., N (am, by st nezdvislé nahodné veliciny.

Definicia 2. Priestorovy (dvojrozmerny) Poissonov proces s konstantnou inten-

zitou X > 0 je bodovyj proces v R? spliajiici:

1. pre kazdi ohranicend uzavretd mnozinu A md sucet N (A) Poissonovo roz-

delenie so strednou hodnotou \|A|;

2. ak Ay, ..., A, st disjunktné mnoZiny, potom N (Ay), ..., N (A,,) st nezd-

visle.
Vijraz |A| oznacuge Lebesqueovu mieru mnoZiny A, ¢o v R? znamend jej obsah.

Konstantna intenzita A pre priestorovy proces vyjadruje ocakavany pocet bo-
dov na jednotku plochy. Dolezit vlastnost Poissonovho procesu popisuje nasle-

dujtca lemma.

Lemma 1 (Baddeley, 2007, str. 10). UvaZujeme priestorovy Poissonov proces
v R? s konstantnou intenzitou X > 0. Nech B C R? je lubovolnd oblast s 0 <
|B| < oo. Ak mame dané N (B) = n, tak podmienené rozdelenie N (A) pre
A C B je binomické

POV () = k| N (B) =) = () (-,

kde p = |A|/|B|. Navyse podmienené zdruZené rozdelenie N (A;),..., N (A,) pre
lubovolné A, ..., A,, C B je rovnaké ako zdruZené rozdelenie tijchto premennijch
v binomickom procese. Inak povedané, ak mdme danych n bodov Poissonovho

procesu v B, tak tieto body su podmienene nezdvislé a rovnomerne rozdelené
v B.



Dokaz. Jednotlivé kroky dokazu st popisané v ¢lanku Baddeley (2007, str. 11).
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Podmienend vlastnost nam priamo poskytuje sposob, ako simulovaf priesto-
rovy Poissonov proces. Realizaciu Poissonovho procesu s intenzitou A v B vy-
generujeme tak, Ze najskor vygenerujeme ndhodnt premenni M z Poissonovho
rozdelenia s parametrom A| B|. Potom pre dané M = m generujeme m nezavislych

rovnomerne rozdelenych bodov v B.

1.3 Priestor vystupov

Bodovy proces mozeme popisat aj definovanim priestoru moznych vystupov
a potom Specifikovat pravdepodobnosti jednotlivych udalosti. Priestor realizécii
bodového procesu v R? je N, mnozina vsetkych sé¢itacich mier na R¢, kde sci-
tacia miera je nezaporné prirodzené c¢islo, ktoré ma konecnit hodnotu pre kazda
kompaktni mnozinu. Zékladna udalost pre bodovy proces je, Ze v mnozine A je
presne k bodov:

EAJC:{NGNN(A):/{?}
pre kompaktntt mnozinu A C R* a k=0,1,2, .. ..

Definicia 3. Nech N je mnozina vietkijch scitacich mier na R? a nech N je
o-algebra podmnozin N generovanych vsetkymi udalostami formy E4 j. Priestor

N so o-algebrou N sa nazjva priestor vijstupov pre bodovy proces v RY.

V skuto¢nosti N je najmenSia o-algebra na N, ktord garantuje, ze ak N
je bodovy proces na pravdepodobnostnom priestore (2, .4, P), potom premenné
N (A) pre kazda kompaktni mnozinu A st ndhodné premenné na tom istom

priestore. Meratelnost je poZiadavka na kazda udalost E € N, Ze udalost
{NeFE}={weQ:N”e L}

patri do A. Bodovy proces Z teraz mozeme formalne definovat ako ndhodnua
s¢itaciu mieru, tj. ako meratelné zobrazenie Z : 2 — N z pravdepodobnostného

priestoru (€2, A, P) do priestoru vystupov (N, ).

Definicia 4. Rozdelenie bodového procesu Z je pravdepodobnostnd miera Py na

priestore vystupov (N, N') definovand ako

Pz (A)=P(Z e A), AeN.



Jednotlivé body procesu mozu mat k nim prislichajicu dodatoénti informé-
ciu, inak povedané aj priznak. Proces s priznakom mozeme vyjadrit ako dvojicu

(z,m), kde z je poloha bodu a m je jeho priznak.

Definicia 5. Bodovi proces s priznakom na priestore R? s priznakmi v priestore
M je bodovy proces Y na R? x M taky, e Y (B x M) < oo skoro iste pre
vsetky kompaktné mnoziny B C R?. Teda korespondujici projektovany proces bez

priznakov je lokdlne konecny.

Veta 2 (Kingman, 1993). NechY je bodovyj proces s priznakom vR?, s priznakmi
v M amn je projektovany proces v R? bez priznakov. Potom nasledujice tvrdenia

st ekvivalentné:

1. m je Poissonov proces v R? s intenzitou \ a pre dané m priznaky prislicha-
Juce jednotlivym bodom m su nezavislé a rovnako rozdelené so spolocnym

rozdelenim () na M;

2. Y je Poissonov proces v RY x M s mierou intenzity A @ Q.

Dokaz. Jednotlivé kroky dokazu st popisané napr. v ¢lanku Kingman (1993).
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Definicia 6. Majme bodovy proces Z v R%. Vijraz

v(B)=E[Z(B)], BCR,
definuje mieru v v R? a nazjvame ho miera intenzity Z za predpokladu, Ze
v (B) < oo pre vsetky kompaktné B.

Nech Y je bodovy proces s priznakom v zmysle definicie 5. Rozsirime definiciu
miery intenzity aj na proces Y. Miera intenzity pre Y je miera v na RY x M

definované ako
v(U)=EY (U), UCRx M.

Je uplne urcena hodnotami

v(BxC)=EY (B xC)
=E Y 1{zeB}1{meC}

(z,m)EY

pre vietky kompaktné B C R? a meratelné C' C M.



Definicia 7. Bodovy proces s priznakom na R® s priznakmi v M je staciondrny,

ak jeho rozdelenie je invariantné voci posunom len v R?
(v,m) — (v+ w, m)

pre vietky w € RY,

Veta 3 (Baddeley, 2007, str. 31). Nech Y je staciondrny bodovy proces s pri-
znakom v R%. Predpokladdme, Ze korespondujici proces bodov bez priznakov md
konecnii intenzitu (teda EY (B x M) < oo pre vietky kompaktné B C R?). Potom

miera intenzity v procesu Y md tvar
v (B x K) = ] BIQ (K)

pre vietky B C R4, K C M, kde o > 0 je oc¢akdvany pocet bodov na jednotku ob-
jemu a Q) je pravdepodobnostnd miera na M, ktord sa nazyva rozdelenie typického

priznaku.

Dokaz. Jednotlivé kroky dékazu st podrobne popisané v ¢lanku Baddeley (2007,
str. 31).
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1.4 Konecné bodové procesy s hustotou

Definicia 8. Konecngym bodovym procesom nazveme bodovy proces X na
B C R4, pre ktory je N (B) < oo skoro iste.

Uvazujme Poissonov proces na B C R s mierou intenzity ), ktory je konecny.
Tato volba je ekvivalentnéd vyberu ndhodného ¢isla K ~ Poisson (A (B)) a potom
pre dané K = k generujeme k i.i.d ndhodnych bodov s rozdelenim W (A) =
A (A) /X (B). Realizacie koneného bodového procesu X patria do priestoru

NP ={N eN:N(B) < oo}

koneénych, jednoduchych sé¢itacich mier na B. Tento priestor moZeme rozlozit do

podpriestorov podla celkového poctu bodov:

NP =NoUN; UN,U...,



kde pre kazdé £ =0,1,2, ...
N, ={NeN:N(B) =k}

je mnozina vsetkych scitacich mier s celkovym mnozstvom k, ktoré st mnozinou
vSetkych konfiguracii & bodov. Toto sa da viac explicitne vyjadrit zavedenim

priestoru usporiadanych k-tic
S* ={(x1, ..., m) : 2 € B,x; # x; pre vietky i # j} .
Definujeme mapovanie I, : S* — Ny, ako
Ig (1, o 0g) = 0py + oo 4 Oy
kde 6., je Diracova miera sustredend v bode x;. To nam dava
N, = S%/ ~,
kde ~ je reldcia ekvivalencie podla permutécie, teda

(371, 7'rk)N (y17 "'7yk)<:>{x17 ---7xk}:{y17 7yk}

Typicky, A je Lebesgueova miera na ohrani¢enej mnozine v R%. Ozna¢me sym-

bolom P, rozdelenie Poissonovho procesu 7 s mierou intenzity A.
Definicia 9. Nech p : N? — R, je meratelnd funkcia splriajica

Jp (x) APy (x) = 1. Definujeme

P (A) = / p(x) dP, (x)

pre lubovolné A € N. Potom P je rozdelenie bodového procesu v zmysle de-
finicie 4. Funkcia p je hustota bodového procesu s rozdelenim P (vzhladom k

Poissonovmu procesu n).

Lemma 4 (Baddeley, 2007, str. 62). Pre bodovy proces p s hustotou p mame

=1
P(ueA)ze)‘(B)Zﬁ/.../l{In(xl,...,xn)EA}
n=0 /B B

p (I (21, ... x0)) A(dxy) ... N (dxy,)

(1.1)
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pre kazdé A € N a

E[F Zn'/ /F{[ (21, ..., x,) € A}

P (21, - w)) A (dz1) .. X ()

(1.2)

pre lubovolni integrovatelni funkciu F' : N — R,. Uvedené identity je mozné

prepisat ako

P(pe A)=E[p(n)1la(n)], (1.3)
E[F(p)]=E[F(m)p@)], (1.4)

kde m je Poissonov proces s mierou intenzity \.

Definicia 10. Nech p je bodovy proces na R?, redukovand Campbellova miera p

. . | ’ v
je miera C' na R? x N takd, Ze

C'[BxAl=E|Y 1{ueB}1{p\uc A}

uc K

pre B C RY a A € N. Predpokladajme, Ze redukovand Campbellova miera C"
procesu p je absolitne spojitd vzhladom na \y@P (g je d-rozmernd Lebesgueova
miera a P rozdelenie p). Potom Radon-Nikodymova derivdcia \* : RTx N — R,
z C" wzhladom na N\g @ P sa nazjva podmienend intenzita p. Je definovand tak,

aby platilo
C'B x4 = [ BN ()1 {1 € A} du
B

pre BCRYa AcN.

Uvazujeme koneény bodovy proces p na kompaktnej mnozine B C R%. Ak

existuje podmienena intenzita \* (y, u), tak splia

EY F (u,p\ ) / EN (y, ) F (y, )] dy (1.5)

uc K

pre Iubovolnt integrovatelni F'.

Nech g mé hustotu pravdepodobnosti p (ut) vzhladom na konstantny Poisso-
nov proces 7 s intenzitou jedna na B. Potom stredna hodnota hocijakej integro-
vatelnej funkcie h (p) sa da zapisat vo forme (1.2) alebo (1.3). Pouzitim tohto na

obe strany (1.5) dostaneme

B Fn\o] = [ EN@apmFeald. (10

uen
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Ak polozime
hy,m)=p(pU{y}) F(y,n)),

tak Tava strana rovnice (1.6) sa da prepisat na

Elp () 3 F (wn\ 0] =E[ S hwn\0)] = [ Bb.wlds

uen uen

kde posledné rovnost vznikla pouzitim rovnice (1.6) na proces 1, kedze podmie-

nena intenzita je na B identicky rovna jednej. Preto dostaneme

| BN Gep ) Py = [ Elpnu ) F o] dy

B

pre Iubovolna funkciu F'. Z toho vyplyva, Ze

N (y,mpn)=pnUy)

skoro iste, pre skoro vsetky y € B. Tento vysledok formuluje nasledujica veta.

Veta 5 (Baddeley, 2007, str. 65). Nech p je hustota pravdepodobnosti konecného

bodového procesu p na ohranicenej oblasti B C RY. Predpokladdme, Ze
p(x) >0 = p(x) >0, pre vSetky x C x.

Potom podmienend intenzita p ezistuje a je rovnd

p(xUy)

N (y,x) = PYSORE

xeN,y€ B,y ¢x, (1.7)

skoro vsade.

Lemma 6 (Baddeley, 2007, str. 66). UvaZujme konecny bodovy proces p na
ohranicenej oblasti B v RY. Predpokladdme, Ze p md hustotu p a podmieneni

intenzitu \*. Potom p je uplne urcend \*.

Dokaz. Jednotlivé kroky dokazu st popisané v ¢lanku Baddeley (2007, str. 66).

3

Poznamka. Bodovy proces p patri do triedy Gibbsovych procesov.
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1.5 U-statistiky

U-statistika radu k& € N kone¢ného bodového procesu p je funkcional defino-

vany ako

F(p)= > flx,...,2), (1.8)

(21, l‘k)EH];

kde f : B¥ — R je symetricka funkcia vzhladom na permutécie jej premennych a
f € Ly (AF). V tomto znadeni je ¥, mnozina k-tic rozlitnych bodov procesu p.
Hovorime, ze F' je vytvorend f. Zo Slivnyak-Mecke vety (Schneider a Weil, 2008)
mame

EF(n):/B.../Bf(xl,...,xk)A(d(xl,...,xk)),

pri¢om oznacenim A (d (x1, ..., xy)) myslime A (dzq) ...\ (dzy).
Pre kone¢ny bodovy proces p uvazujeme podmienent intenzitu z (1.7). Prav-
depodobnost P (y € u) = 0 a pre p(x) = 0 polozime \*(y,x) = 0. Ak n > 1

pouzijeme analogicky vztah platny skoro iste

p(xU{y1, -, Un})

)\; (yb "'7yn7X> =

p(x)
pre yi, ...,Y, € B. Potom A je jednoznacna podmienena intenzita n-tého radu
procesu p, A\j = 1. VSimnime si, ze A} je symetrickd v premennych vy, ..., y,.

Definicia 11. Strednd hodnota podmienenej intenzity \* bodového procesu p je

korelacna funkcia
p(y, ) =EX (y, ). (1.9)

Zaroven definujeme korelacni funkciu n-tého radu ako

pn(y17 "'7ynulJ’):E()\;(y17 "'7yn7l'l'))'

Veta 7 (Benes§ a Zikmundova, 2014, str. 900). Pre U-statistiku F' € Ly (P,)) rddu
k a hustotu p € Ly (P,) mdme

EF (pn) = " flxy, ..o z) BN (21, ooz, )] A (d (21, .oy 2g)) . (1.10)

Dokaz. Jednotlivé kroky dokazu st podrobne popisané v ¢lanku Benes a Zikmun-
dova (2014, str. 900).
d

Nech B C R? d € N je ohrani¢ena Borelovska mnozina s kladnou Lebesgue-

ovou mierou, X je kone¢ny bodovy proces na B s priznakom, pricom priznak ma
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geometricky vyznam. Dvojica (v, m), kde v je bod a m je priznak, tvori geomet-
ricky utvar (napr. v je stred a m dizka tsecky alebo v je stred a m polomer
kruhu). Symbolom Uy oznacime zjednotenie vSetkych ttvarov realizdcie procesu

x. Uvazujeme hustotu pravdepodobnosti (Mgller a Helisova, 2008)
p(x) =5 exp (0G (Ux)), (1.11)

procesu X vzhladom na Poissonov bodovy proces . Mame 6 = (04, ...,0,) je
vektor redlnych parametrov, ¢y je normaliza¢nd konstanta a G (Uy) € R! je vek-
tor geometrickych charakteristik Uy. Exponent v rovnici (1.11) obsahuje skalarny
stc¢in v R'. Najviicsia mnozina @ takych, aby bola rodina exponencialnych hus-
tot dobre definovana je {6 € R’ : E [exp (G (Uy))] < oo}, vid (Mgller a Helisova,
2008).

Definicia 12. Operdtor diferencie D F' pre funkcional F' bodového procesu p

definujeme ako nahodni premenni

DyF (p) = F (p +0y) — F (1)

pre y € B, kde 0, je Diracova miera siustredend v bode y. Indukciou pre m > 2 a

(Y1, - - - Ym) € B™ mdme funkciu

m 1 m—1
D F=D.D F,

ey Ym Y1 Y2, -y Ym
kdeD;:Dy CI,DOF:F.

Pre vektor geometrickych charakteristik G (Uyx) = (G1 (Ux), ...,G (Uy)),t €

N ozna¢me vektor m-tych diferencii nasledovne

D G (Uy) = (D;’} Gi1(Ux), -, Dy

y o Ym y e Ym

Veta 8 (Benes a Zikmundova, 2014, str. 906). UvazZujeme hustotu pravdepodob-
nosti z (1.11). Potom zodpovedajica podmienend intenzita N, ridu m € N pre

x € N splia
Ay (Yms -y y1,x) = exp (0Q,G (Ux))  skoro iste,
kde

QnG (Ug) =D . G(Uy) + | > Dyt L G(U)

14



a pricom indexy v sumdch musia byt rozdielne.

Dokaz. Jednotlivé kroky dokazu su podrobne popisané v ¢lanku Benes a Zikmun-
dova (2014, str. 906).
d
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Kapitola 2
Model usediek s interakciami

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf procesom tseciek s interakciami v R2.

Uvazujme najskor ohrani¢enti mnozinu B C R?,
Y = B x (0,b] x [-7/2,7/2), (2.1)

kde (0, ] je interval dlZzok tseciek. Poissonov proces m na Y mé mieru intenzity
A,
Ad(v,7,9)) = x (v) dv@Q (dr) V (d¢) (2.2)

pri¢om v oznaéuje polohu stredu tGsecky, 7 je dizka tsecky a ¢ orientacia vzhladom
na horizontalnu os. Dalej @,V st pravdepodobnostné miery, V' nedegenerované
a X je ohranicend funkcia intenzity bodov na B. Proces tsecCiek g ma hustotu
(1.11) s @ = (01, 6,) a predpokladame 6, < 0, aby sme zabezpecili, Ze p je hustota.
Okrem toho

G (U) = (L(Uy), N (Uy), (2.3)

kde L (U,) je celkova dlzka vietkych tseciek realizacie x a N (Uy) je celkovy pocet

priese¢nikov medzi tiseckami v x. Preto ak L je dlzka jednej usecky, tak

L) =Y L) (2.4)

uep

je U-statistika prvého radu a

N (Uy) = Z Ljunvz0) (2.5)

2
(u,v)Ep

DN | —

je U-statistika druhého radu.

Uvazujeme proces usefiek p z R? s U-statistikami v (2.3). Chceme vyjadrit
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podmienent hustotu procesu. Pre m € N je

Qm = ZDyzG (Uu) + Z D2¢,ij(UH) s

i=1 1<i<j<m

kde jednotlivé diferencie maju pre y,y; € Y (2.1), y,v; ¢ x,x € N nasledujici

L 0
D,G (Uy) = ) D2 G (Uy) = . (2.6)
2 uex Luny20] ’ Ly 20)

7 vety 8 dostavame

tvar

X (%) = % — oxp (011 (4) + 02V, (1)

A5 (Y1, y2,%x) = exp (01L (y1 U ya) + 02 (Nx (Y1) + Nx (y2) + N (y1 Ny2))),

kde pod oznadenim L (y; Uy;) rozumieme stcet dlzok segmentov y; a y;, dalej
Ny (y;) vyjadruje pocet priesec¢nikov tsecky y; so systémom tseciek x a N (y; N y;)

ma hodnotu jedna, ak tsecky ¥;,y; maja prienik, nula inak.

Désledok 1 (Benes a Zikmundova, 2014, str. 910). Nech p je proces iuseciek na
Y (2.1) s hustotou (1.11), 65 <0, potom pre U-Statistiky (2.4) a (2.5) mdme

EL(Uu):AP(y,u)L(y)A(dy),
1

EN (Uu) = ) /Y2 P2 (y17y27”) 1[y1ﬁy27é(2)})‘ (d (3/173J2))7

(2.7)
E[L(U.)*] :/Yp(y,u)L(y)QA(dy)

+ /yg p2 (Y1, y2, 1) L (y1) L (y2) A (d (y1, 42)) -

Predpoklad #; < 0 zodpovedd odpudivym interakcidm medzi tseckami, ak

0> = 0 jedna sa o Poissonov proces.

2.1 Simulacia modelu usediek

Realizaciu procesu useciek s interakciami mozeme simulovat podla Metropolis-
Hastings algoritmu rodenia a zaniku. Uvazujeme proces tuseciek p zadefinovany
v uvode tejto kapitoly. Nech U, je zjednotenie tuseciek realizacie x. Pre tisecku

y = (v,r,¢) a konfiguraciu bodov x definujeme Hastingsov pomer z (Geyer a

Mgller, 1994) ako

A(Y)

28 )\ A SV
(X7 y) 1 (y7 X) (n (X) 1)7
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kde n (x) je pocet tiseciek v realizicii x. Dalej v (2.2) polozime x (v) = z, pri¢om
z > 0 je parameter. Potom mame A = zLeb ® ) ® V. Po dosadeni dostavame

vztah
z|B|

H(x,y) = m

exp (01L (y) + 62Ny (y)) (2.8)

kde |B| = Leb(B).
Ak x(*r) je stav v iterécii iter, tak generujeme navrh, ktorym je bud ”naro-
denie” x(*") U {y} novej tisecky y s polohou stredu ¢, dizkou r a orientaciou ¢,

ter)\ L, } existujiicej tsecky x; = (5,74, ¢;) € x"). Ked navrhu-

alebo ”zanik” x!
jeme narodenie ¢, r, ¢ st nezavislé, ¢ je rovnomerne nahodne vybrany bod z B,
r, resp. ¢ su generované z rozdelenia (), resp. V. V pripade, ze navrhneme zanik,
x; je rovhomerne ndhodne vybrana tsecka z x(¢"). Narodenie aj zanik nastavaji
pre kazdy bod s rovnakou pravdepodobnostou a to 1/2. Prijatie ndvrhu zavisi na
Hastingsovych pomeroch H (x(*") y) a H (x(*)\ {z;}, ;).

Nazna¢me teraz jednoducht schému algoritmu:
1. Uvazujeme x(© ako vychodziu konfigurciu o 1 tsecke z Y (2.1).
2. nech x("¢") je konfiguracia bodov, s ktorou pracujeme v iteracii iter.

3. S pravdepodobnostou 1/2 navrhneme pridanie tsecky y a s pravdepodob-
nostou
min (1, H (x"), y))

iter+1) iter)

tento navrh aj prijmeme, inak nastavime x! = xliter),

4. Inak navrhneme zéanik jednej tisecky z; a s pravdepodobnostou

min (1,1/H (<50 {;} ;)

iter+1) (iter)

je névrh prijaty. V opa¢nom pripade x! =X .

5. Po skonceni pozadovaného mnozstva iteracii I7T'E'R mame nasimulovani

realizéciu x = xUTER)

Postup pre simulaciu modelu tseciek popisany v tejto podkapitole sme prebrali

z prace (Zikmundova, 2014).
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Kapitola 3
Statistika procesov usediek

V tejto kapitole uvddzame dve metédy odhadu parametrov (6,65, z) zave-
deného procesu tuseciek. Tieto metédy budt aplikované na simulované aj realne
data. Prva je momentovd metéda navrhnuté na zaklade vysledkov z clanku (Be-
nes a Zikmundové, 2014). Druh4 je zndma Takacs-Fikselova metdda, ktora bola
pouzita na proces kruhov v (Dereudre a kol., 2014). My ju modifikujeme na proces

usediek.

3.1 Momentova metéda odhadu parametrov (MM)

Majme jednu konkrétnu realizdciu procesu tuseciek x, ktori povazujeme za
znamu. To st pre nas podkladové déata, pricom usecky st dané ako body (stredy
tisediek) s polohou v okne B, dlzky a orientécie prislichajice ku kazdému stredu,
aby sme vedeli skonstruovat tsecku. Na zaklade znédmej realizicie x aproximujeme
rozdelenie dlzok a orientacii pomocou pravdepodobnostného histogramu. Nech

pocet stipcov histogramu je S, potom

max (diéka) — min (diéka)
S

je rozsah kazdého stlpca histogramu. Hranice jednotlivych stlpcov histogramu
st v (mm (diéka) , AN (diéka) +t,...,max (diéka)). Spocitame pravdepodob-
nosti, ze dlzky tseciek realizacie x patria danym intervalom. Vygka stipcov his-
togramu je potom urcend pravdepodobnostou, ze dl7ka tisecky realizacie x patri
rozsahu stipéeka. Obdobne postupujeme pri uréeni rozdelenia orientécii. Tieto
pravdepodobnostné histogramy uréujt aproximované rozdelenia @ pre dizky a V
pre orientacie useciek, ktoré tym padom povazujeme za zname.

Pre Gcely odhadu parametrov z rovnic (2.7) odhadneme Tavé strany z realiza-
cie x a integraly vpravo nahradime sumou cez nahodny vyber tseciek {y; };.]:1 =

{Cz‘,ﬁ‘,ﬁbz‘};}:l z aproximovaného rozdelenia Leb ® ) ® V spocitaného z reali-
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zacie x. Jedna sa o metédu Monte Carlo zaloZzeni na J nezavislych stredoch
useciek ¢y, ..., c; rovnomerne rozdelenych na B a J nezavisljch realizaciach
T, ...,7, TeSp. ¢1, ...,¢; z aproximovanjch rozdeleni @, resp. V. Dlzky a
orientacie generujeme z pravdepodobnostnych histogramov tak, Ze najskér na-
hodne zvolime jeden zo stlpcov histogramu, pricom kazdy z nich ma Sancu zod-
povedajicu pravdepodobnosti, Ze sa tam nachadza dlzka tsecky realizacie x. V
ramci stlpca uz dlzku tsecky volime ako rovnomerne nahodné ¢islo na intervale
([doln4 hranica stlpca], [horna hranica stlpcal).

Teraz pomocou uvedenej aproximécie prepiSeme rovnice (2.7) a zavedieme
cpm

velic¢iny pre ¢ = 1,2, 3 nasledovne:

o = Ly - 2F ZL u5) exp (L (55) + 02Ny (3))

O = N () - 5o S Y N
i<
exp (61 L (y; Uwyi) + 02 (N (y; Nyr) + Ny (y5) + Nx (01)))

| Bz

G = L(U)" - Z L (y;)" exp (1L (y5) + 025 (y;)) —

B |B|2 2 ZZL u) L
exp (601 L (ijyz)+92( (y; M) + Ny (y5) + Ni (w1)) -

Samotné odhady parametrov momentovou metédou potom dostaneme mini-

malizaciou

w

(2, é) = argmi(}lz (C’,iMM)2
T k=1

za podmienky z > 0 a 05 < 0.

3.2 Metoda Takacs-Fiksel (T-F)

Nech p je proces segmentov na mnozine Y (2.1), priom kazdy segment je
uréeny jeho stredom z B C R?, dlzkou r € (0,b] a orientéciou ¢ € [—7m/2,7/2].
Pre Tubovolni realizaciu x procesu p je Uy zjednotenim vSetkych tseciek danej
realizacie x. Dalej, v ivode tejto kapitoly uvadzame pravdepodobnostné miery
Q,V, ktoré uréujt rozdelenie dlzok a orientacii. Proces p s parametrami § a z > 0
je pravdepodobnostnd miera P*Y na mnozine konfiguracii bodov z Y (2.1), ktora

je absolutne spojita vzhladom na Poissonov proces s priznakom 7.
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Definujeme lokdlnu energiu jedného segmentu y vzhladom na realizdciu x na-

sledujticim vztahom
K (y,x) := 0D,G (Uy) = 6:L (y) + 02Ny (y)

kde D,G (Uy) je zo vzorca (2.6).
Nasledujuca veta charakterizuje proces tiseciek prostrednictvom tzv. GNZ rov-

nice.

Veta 9 (Georgii, 1976, Nguyen a Zessin, 1979). Pre lubovolni ohranicent mno-
Zinu B C R2, pravdepodobnostnd miera P na mnoZine realizicii N je bodovi
proces na'Y z (2.1) s parametrom 0, intenzitou z > 0 a rozdelenim Q,V dlzok

a orientdcii prdve vtedy, ked pre hocijaki nezdporni funkciu f:Y x N — R

5( S rmin) - (/g/Ob/Bzexp(he(y,u))f(y,u)va(d'f’)V(d@),

ucp
(3.1)
kde y = (v,r,¢), E je strednd hodnota vzhladom na P a p md rozdelenie P.

Rovnica (3.1) je zaroven vychodiskom pre metédu Takacs-Fiksel na odhad
parametrov (0, z).

Uvedieme metédu odhadu Takacs-Fiksel, ktora zavisi na volbe testovych fun-
kcii. Majme pre nejaktl nezdpornu funkciu f : Y x N — R a Tubovolné z > 0,
0 = (0; € R, 6, <0) ndhodnt premennt

05" ) = s o\ [ [ [ e (0 .0) 1 ) e @)V (00),

ucp

(3.2)
kde g mé rozdelenie P?*%" . Pod oznadenim z*,#* myslime skuto¢né parametre
procesu . 7Z ergodickej vety, ak B je dostatocne velkd, tak Cf_-;e (u; f)/|B] je
priblizne rovné E,« - (CZO 91]2( uw; f)), kde E,- ¢« je stredna hodnota vzhladom
na P?"% . Navyse, z GNZ rovnice (3.1) sa d4 ukazat, Ze

E,« o~ (Czo 91] (1; f)) = 0. Preto pre nejaka funkciu f by ndhodnéd premenné
C%% (w; f) mala byt blizko k nule, ked z = z* a § = #*. Tato skutocnost tvori
zaklad pre metédu odhadu T-F.

Pre danych K funkcif (fy), << je T-F odhad definovany jednoducho ako

=

(A, A) —argman( z6 (x; fk> , (3.3)

kde x je realizacia pu a K staci pre proces useciek rovné trom. Pouzijeme tzv.



pseudovierohodny odhad, ktory je osobitnym pripadom T-F procedury, kde

on? (y,x)

k=12
89].;; ) &

Je (y,x) =
fi(y,x) =L (y)
f2(y,x) = Ny (y)

a posledna testova funkcia je

1
Bz

f3(y,x) =

Aby sme ziskali odhady jednotlivych parametrov podla (3.3) potrebujeme napo-
Citat veliCiny z (3.2) pre vSetky tri testové funkcie f;.

Integralova ¢ast v rovnici (3.2) moézeme aproximovat metédou Monte Carlo
rovnako, ako tomu bolo pri momentovej metéde v podkapitole 3.1. Tym ziskame

aproximaciu

5 (x; Z f(u,x\u)— % Zexp (h? (4, %)) f (i, x) . (3.4)

uex

Prepisanim pre jednotlivé f; dostavame nasledujice vztahy:

ZeXfl Zfl (u,x \ u)

[ e 0 w0) 5 @)V 00) =
- Bl

D L) === exp (W (3i:x) fu (o X)
_ _Bley

S L) = EE Y e (L (31) + 0N () L (),

ngxfg ngux\

UuEX

/g /Ob /B zexp (1’ (y, %)) fa (y, %) dyQ (dr) V (do) =

= Z Ny (u) — |£3|Z ZGXP (h* (v, %)) fa (i, %) =

uUEX

= 3 Nt ) 205 e (4 () + 6u (3) Vs ()

uUEX
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ZeXf:a Zf3 (u,x\ u)

UEX
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iZ@_@Zexp he (i, x )fg(yz',X>:

n(x) 1

J
=B 7 ZGXP (01 L (yi) + 02N« (v3)) -
=1

3.3 Porovnavacie Statistiky

Po zadefinovani metéd na odhad parametrov procesu useciek s interakciami
vznikd otazka, ako jednotlivé metddy efektivne porovnaft, resp. ako preukazat
zhodu modelu s datami. VSeobecne v priestorovej Statistike vznika pri testovani
zhody viacero problémov. Takmer vyhradne sa pouzivaju testy Monte Carlo zalo-
zené na simulovanych datach s odhadnutymi parametrami. V tejto praci si nekla-
dieme za ciel skonstruovat presny Statisticky test dobrej zhody ale obmedzime sa
na popisni Statistiku realizacii procesu useciek s prihliadnutim na pouzity model.

Momentovi a T-F metédu mozeme porovnat v zmysle, ako dobre sa podo-
baju jednotlivé odhadnuté parametre, ¢o ale nemusi byt najlepS§im ukazovate-
Tom zhody, kedZe minimalizujeme funkciu o troch premennych a tie sa navzajom
ovplyviiuju. Iny pohlad, a tym sa budeme zaoberat najviac je, Ze porovname vlast-
nosti vyslednych realizacii na simulovanych datach. K tomu vyuzujeme medzivy-
sledky z jednotlivych iteracii pri procese rodenia a zaniku definovanom v podka-
pitole (2.1).

Teraz uvedieme niekolko Specifickych porovnani:

1. grafické zobrazenie vyslednej realizacie tise¢iek po poslednej iteracii, respek-

tive vychodzi systém useciek

2. graf vivoja celkového poéctu, celkovej dlzky a celkového poétu prieseénikov

useciek v priebehu simulécie

3. ciselné charakteristiky z bodu 2. v podobe priemerov a smerodajnych od-

chylok spocitanych zo stavov z kazdej tisicej iteracie

4. histogramy z grafov vjvoja z bodu 2., teda zastipenie konkrétnych hodnot
pre celkové poéty tseciek pocas simuldcie (rovnako pre celkovi dizku a

celkovy pocet priese¢nikov)
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5. histogramy rozdelenia dlZok a orientacii konfiguracie po 60-tisic, 80-tisic a

100-tisic iteraciach

6. histogram poctu priesecnikov jednotlivych tuseciek s konfiguraciou vo vy-

slednom systéme simulacie.
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Kapitola 4

Data a popis kodu

4.1 Realne data

V tejto podkapitole popiSeme charakter redlnych dat, ¢o znamenaju a ako
boli ziskané. Nasledujtci popis podkladovych dat aj motivaciu pre ich skiimanie
preberame z ¢lanku (Eltzner a kol., 2014). Realizaciou procesu tseciek st svalové
vldkna v Tudskej kmenovej bunke. V poslednych rokoch sa ukazuje, Ze pre bun-
kovi dynamiku je okrem tradi¢ne skiimanych biochemickych podnetov dolezité
aj mechanické prostredie. Obzvlast vyrazna je mechanicky stimulovana zmena
Tudskych kmetiovych buniek (KB) kultivovanych na pruznych substratoch roz-
licnej tuhosti. Pocas ranného stadia tohto mechanicky stimulovaného zmenového
procesu v KB hra struktira a polarizacia aktinmyozinovych stresovych vlakien
kltcovi tlohu a mdze byt pouzitd ako véasny morfologicky ukazatel a analogicky
myoblastového rozliSenia. Stresové vldkna st priblizne linedrne s rozliénou dizkou,
sirkou a orientdciou. Pouzitim fluorescentnej mikroskopie je mozné zobrazit roz-
loZenie vldkien a spolahliva extrakcia polohy, diZky, sirky a orientacie vldkien je
nevyhnutnostou pre dalSie spracovanie a zakladné porozumenie celkovej bunkove;j
mechaniky. Najméi studie dynamiky stresovych vlakien, kde st zaznamenavané
mnohopocetné ¢asové rady zivych buniek paralelne pocas 24-48 hodin vyzaduja
rychly a spolahlivy algoritmus rozpoznévania stresovych vlakien. Uvedeny ¢lanok
popisuje prave algoritmus, ktory vedie k vystupu mnoziny stresovych vlakien re-
prezentovanych tseckami s rozliénou polohou, dizkou, §irkou a orientéciou. Dosta-
tocne kvalitna extrakcia tychto vlastnosti vlakien nebola mozné pouzitim doteraz
znédmych metéd. V ¢lanku (Eltzner a kol., 2014) je podrobne popisany algoritmus
Filament Sensor(volne prelozené ”snima¢ vlakien” ), ktory dalej v texte oznacime

FS. Hlavné poziadavky su, aby FS extraktoval:
1. rychlo a bez dohladu

2. robustne (odhalenie tmavych ¢iar pretinajucich svetlejsie, rieSenie nehomo-
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genity a rozmazanosti obrazku)
3. vietky vlastnosti vlakien (poloha, dlzka, ...).

Pre ilustraciu uvddzame dva obréazky (vid obrazok 4.1), ktoré sme spolu s
.csv stiborom obsahujticim ¢iselné parametre realizacie ziskali od pana profesora
S. Huckemanna z Univerzity v Géttingene (jedného zo spoluautorov ¢lanku (Eltz-
ner a kol., 2014)). Prvy zobrazuje, ako vyzera bunka fluorescentne nasvietena a

zvicSend, druhy ma zvyraznené zltou farbou, ktoré usecky (vldkna) zachytil FS

algoritmus.

Obr. 4.1: Fluorescentne nasvietena kmernova bunka (vlavo) a ta istd bunka so
zvyraznenim useciek detekovanych FS algoritmom (vpravo).

Vyssie v texte uvadzame, Ze pre jednotlivé tsecky sa eviduje aj Sirka jednotli-
vych vlakien, pricom my pri aplikacii metéd tato vedomost nevyuzivame, vlakna
povazujeme za usecky rovnakej hribky. Pre tcely nacitania dat Mathematica no-
tebookom je .csv subor upraveny v MS Exceli a ulozeny ako .xlsx stibor v zlozke,
kde sa nachadza aj samotny notebook. V pévodnom .csv stibore st jednotlivé
tdaje pre kazdu tsecku v samostatnom riadku, ale v spolo¢nom stipci pri¢om
hodnoty st oddelené ¢iarkou. Preto treba najskor rozdelit ¢isla do samostatnych
stipcov, stipec pre §irku tsecky rovno vymazeme. Do stipca za uhol pridame jed-
noduchym prepoc¢tom (ak je uhol ¢ < 90°; tak je to ¢, inak ¢ — 180°) uhol v
stupfioch v rozmedzi (—90°,90°).

Ako je z podstaty dat zjavné, vyskytuju sa tam nekonvexné oblasti a koncen-
tracia vlakien po okraji bunky je vyssia ako v jej strede. Pre pouzitie metod na
odhad parametrov modelu tseciek je nevyhnutné, aby sme zobrali do itvahy kon-
vexni homogénnu oblast. Preto vyberieme len tie stredy tuseciek, ktoré spadnt do
vybraného okna. Okno volime odhadom, podTla toho, kolko bodov chceme skiimat

a tak, aby sme vybrali vlakna zo stredu bunky, nie z jej okrajov.
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4.2 Popis kodu

Program v Mathematice je rozlozeny do sekcii a zaroven stru¢ne okomento-
vany pri viac¢sine prikazoch a funkciach, aby bolo zjavné o ¢o v konkrétnych cas-
tiach kédu ide, pripadne preco sme zvolili urcité vychodzie parametre a sposob
vypoctu.

V prilohe na CD je niekolko notebookov, pre kazdu redlnu bunku jeden a
tiez program pre simulované data. Program popiseme vSeobecne, pre jednotlivé
bunky resp. simulované data su funkcionality rovnaké, menia sa medzivysledky a
pripadné zavery z nich.

Program sa zacina nacitanim dat zo spravne upraveného .xlsx stiboru. Na-
Citavame len presné stlpce a riadky, v ktorych st hodnoty. To znamena, Ze je
nutné nastavit pocet riadkov, zaciname riadkom dva a kon¢ime poc¢tom useciek
plus jedna (vynechéva sa prvy riadok s legendou tabulky). Méame nacitané polohy
stredov tseciek, dlzky a uhly, a preto nasleduje zakladny rozbor tjchto hodnot,
aby sme ziskali pociatocni informéciu o charaktere dat. Uréi sa velkost okna -
ako maximum a minimum suradnic stredov tseciek, Lebesgueova miera (obsah)
okna a vykreslime histogramy pravdepodobnostného rozdelenia dizok a uhlov.
Histogramy zobrazujeme tri s roznym poc¢tom stlpcov, aby sa dalo Tahsie rozhod-
nut, ktory z nich bude najlepsie pouzit ako vychodzie rozdelenie pre generovanie
useciek.

Dalej definujeme dve funkcie - jedna dava vystup true/false podla toho, &
maju dve tsecky priese¢nik (priesecnik v zmysle, Ze sa pretinaji v prave jednom
bode, funkcia neodhali tisecky totozné, ani z ¢asti totozné), druha néjde konkrétny
bod, kde sa pretinaji. Vstupom do funkcii je zaciato¢ny a koncovy bod, preto je
nevyhnutné vytvorit premennti, v ktorej evidujeme vSetky pociatocné a koncové
body tuseciek. Pouzili sme standardné goniometrické vzorce vyuzivajice polohu
stredu, dizku a uhol. V daliich vypoc¢toch nie je podstatné, ktorj bod tsecky
zvolime ako pociatocény.

V neposlednom rade pri vstupnych datach napoéitame stcet dizok systému
a celkovy pocet priesecnikov. Potom skontrolujeme, ¢i sa nejaké tri alebo viac
useciek nepretina v jednom bode, aby sme vcéas odhalili nevhodné vstupné data.

Ako sme popisovali v 3. kapitole pri metédach odhadu parametrov budeme po-
trebovat vygenerovat také body y; = (v;, 74, ¢;), Ze v; st rovnomerne rozmiestnené
stredy tseciek v okne B, r; je generované z rozdelenia dlzok podla histogramu
o pocte stipcov, ktory sme nastavili (parameter binsDlzky) a ¢ je z rozdelenia
histogramu orientécii s po¢tom stipcov binsUhly. Samotny postup generovania
spodiva v tom, Ze najskor na zaklade pravdepodobnosti dlZzok z danych rozsa-

hov histogramu vyberieme, z ktorého intervalu chceme dizku vybrat. Na tomto
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intervale potom uZ rovnomerne ndhodne vyberieme celoéiselni dizku a takto po-
kracujeme, kjm nevytvorime pozadovany pocet dizok. Obdobne postupujeme pri
uhloch. Pocet takto vytvorenych tseciek uvazujeme 10000, pricom tento pocet je
mozné upravovat podla potreby s tym, Ze samozrejme s vySSim poctom rastie aj
vypoctova narocnost oboch metéd odhadu parametrov modelu.

V tomto momente uz je vSetko pripravené na samotny odhad parametrov
(01,605, z). Pre urychlenie vypoctu pri metéde T-F najskdér parametricky napo-
Gitame aproximované premenné C5° (x, f;) z (3.4) a minimalizujeme sucet ich
kvadratov cez vsetky tri parametre. Samozrejme s podmienkami #, < 0 a z > 0.
Obdobne postupujeme aj pri momentovej metéde, kde sme naprogramovali ve-
liciny z podkapitoly 3.1. Tentokrat ale vyuzivame len 1000 z nagenerovanych
useciek.

Tym padom uz mame odhady parametrov modelu pre obe metédy spocitané
a mozeme pripravit tsecky a funkcie potrebné k simulacidm a nasledne porovna-
vacie Statistiky (grafické aj ¢iselné). Priprava tseciek, ktoré pouzijeme pri procese
rodenia a zaniku sa vyznamne nelisi od sposobu, akym sme generovali tisecky pre
ucely odhadu parametrov. Jedinym rozdielom je, ze pouzivame iny Seed Random
- vstavana funkcia, ktora nastavi ndhodny generator na nejaki hodnotu, aby bolo
mozné vypocty zrekapitulovat s rovnakym vysledkom. Pocet tseciek volime ako
iter a moze sa lisif od poctu iterdcii (kolko). Je tomu tak najmi z praktickych
ddévodov, aby bolo mozné vyskusat aj nizsi pocet iteracii v procese rodenia a za-
niku v pripade, Ze by napr. nastala situacia, kedy by boli tisecky len prijimané
a ich pocet by sa neustalil.

Vo vsetkych nasich vypoctoch je pocet iteracii v procese rodenia a zaniku
rovny stotisic (premennd kolko). Ako kolko je mozné volit aj iné ¢islo, idealne by
v8ak malo ist o ndsobok desattisic a nesmie byt viicsie ako iter. Proces rodenia a
zaniku spociva vo volbe pociatoc¢nej tisecky a v dvoch funkidch. Pociatocni tsecku
volime ako nejaki ”stredntt” tisecku, teda takt, ¢o méa priblizne priemerné surad-
nice stredu, dlzku a uhol, ako mali tsecky v podkladovych datach. Prva funkcia
potom spocita Hastingsov pomer z (2.8) pre nagenerovanu tsecku a realizaciu
aktualnu pre iterdciu, v ktorej sa nachddzame. Druhé funkcia rozhodne, podla
algoritmu popisaného v podkapitole 2.1, ¢i dana tsecka vznikne, nejaka existu-
juca zanikne alebo sa nestane ni¢. Vystup z tejto funkcie je v takom formate, aby
opiit vedel vstupif do funkcie a teda systém po poslednej iterdcii je vystupom
zo zlozenej funkcie, kedy kolko-krat do seba vnorime funkciu fciaRozhodni3 pre
parametre odhadnuté T-F a fciaRozhodni3M M pre odhady momentovou metd-
dou. Pri simulécii teda pracujeme pre obe metédy odhadu s rovnakymi ndhodne
generovanymi useckami, jedinym rozdielom simulacie st parametre (61, 65, z), po-

mocou ktorych sa spocita Hastingsov pomer. Vsetky realizacie po kazdej iteracii
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pozostavaji zo stradnic zadiatoénych a koncovych bodov tseciek a z vektora dlzok
vsetkych tseciek. St ulozené v premennych foldlistTF, respektive foldlistM M.
To nam umoziluje pozerat sa na vyvoj viacerych hodnot uz pocas simulovania,
nie len na jeho konci.

Zéaveretna ¢ast programu obsahuje vSetky grafické aj ¢iselné porovnania metéd
medzi sebou, kde to mé zmysel uvazovat, tam samozrejme porovnavame s pod-
kladovymi datami. Najjednoduch$im porovnanim je vykreslenie systémov tseciek
po skonceni simulacie. Dalsie porovnania, ktoré sa v praci vyskytuju st strucne
popisané v podkapitole 3.3. Na tomto mieste by sme ich rozsirili o nejaké specifika
aplikované pri programovani.

Grafy vyvoja celkového poctu tseciek aj ich celkovej dlzky v priebehu si-
muléacie obsahuje stavy vo vSetkych iteraciach. Tomu tak ale nie je v pripade
priesecnikov - zacineme po iteracii od = 10000 a zobrazujeme potom stav po
kazdej dalSej stej iteracii (krok2 = 100). Poé¢itanie prieseénikov mé najvyssiu
vypoctovi narocnost spomedzi ostatnych charakteristik, preto sme to takto na-
stavili. Informécia je aj tak dostatoénd a vyznamne sa urychli vypocet. Kedze
mame posunuty pociatok do polohy od nastavujeme adekvatne aj ¢iarky na si-
radnicovej osi. Ich vypocet je naviazany na krok2 a veli¢inu od preto je vhodné
krok2 nemenit, pripadne menit po zvaZzeni vplyvu na oznacenie ¢iarok na osi.
Rovnako berieme do tivahy len tieto vybrané body pri zostrojovani histogramu
zastipenia konkrétnych hodnot pre celkovy pocet priesecnikov. Histogram je teda
v pripade celkového poctu priese¢nikov konstruovany z (kolko — od) /krok?2 ¢isel,
ale pri pocte tseciek a celkovej dizke pocas simulovania je to kolko ¢isel.

Vypocet priemeru a smerodajnej odchylky uz uvazujeme vsade rovnako - po-
¢itame ich po kazdej tisicej iteracii (krokl = 1000). Premenna krokl mézeme
zmenit, je vSak potrebné, aby podiel (kolko — od) /krokl bol prirodzené &islo.

Podklady histogramov pre stav dlzok po iteraciach 60tisic, 80tisic a 100tisic
mame priamo ulozené v tychto poziciach v premennych foldlistTF, foldlist M M.

Co sa tyka orientacii, tie vypoéitame cez arkus tangens ako

¢ = arctan ((y2 — y1) / (v2 — 21)),

kde x1,y; st stradnice zaciatku tsecky a xo, yo stiradnice jej konca.

Cely tento popis je zhodny pre analyzovanie realnej bunky ako aj simulo-
vanych dat. Mierne odliSny je na zaciatku program pre simulované data, kedze
sme ich najskér potrebovali nasimulovat a potom aplikovat cely horeuvedeny po-
stup. Vychadzame z realnej bunky a simulujeme pre pevne stanovené hodnoty
parametrov (01,0, z), ktoré sme zvolili ako (—0,19; —0,12; 1,1). Vysledna reali-
zacia po procese rodenia a zaniku pri pocte iteracii 100-tisic st nase podkladové

simulované data.
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Kapitola 5
Numerické vysledky

V zéverecnej kapitole prace budeme interpretovat vysledky a porovname ich
pre readlnu a simulovani bunku. V podkapitole 5.1 vychadzame z redlnych dat
jednej kmeriovej bunky. Odhadneme parametre modelu a simulujeme model s
odhadnutymi parametrami. Porovnavame popisné statistiky realnych a simulo-
vanych dat a stcasne porovnavame obidve metdody odhadu. V podkapitole 5.2
pracujeme predovSetkym so simulovanymi datami. Postupujeme rovnako ako v
podkapitole 5.1 s tym rozdielom, ze vychodzie data st simulované a teda vieme,
ze zodpovedaji modelu (potom uz porovnavanie déva lepsie vysledky). Vsetky

grafické aj ¢iselné vystupy st aj v Mathematica notebookoch prilozenych na CD.

5.1 Realne data (bunkal)

V duchu popisu kédu uvedieme jednotlivé vysledky pre prvii bunku (ozna¢me
jubunkal). Na obrazku 5.1 je vykreslenie stredov useciek bunkyl. Tieto body sme
zvolili ako vzorku z bunky tak, aby bolo rozmiestnenie bodov priblizne homogénne

a nebrali sme do uvahy body z okrajovych oblasti bunky.
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Obr. 5.1: Bodovy graf stredov tseciek bunkyl

Pod obrazkom je umiestnena tabulka 5.1, ktorda obsahuje zakladné rozmery
okna, maximum dizky a Lebesgueovu mieru mnoziny. Okno sme zvolili obdlZni-

kového tvaru, s rozmerom 260 x 112. Samotna bunkal pozostava zo 172 tUseciek.
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Tabulka 5.1: Zakladné vlastnosti popisujice bunkul

Vlastnost Hodnota
Max x sturadnica 784
Min x suradnica 524
Max y suradnica 042
Min y stradnica 430
Max dlzka 74

Lebesgueova miera |B| 29120

Po naditani siradnic stredov, dlZok a uhlov sme ski$anim histogramov s roz-
nym poctom stipcov rozhodli, Ze za rozdelenie dlZok budeme povazovat histogram
s dvadsiatimi stipcami (binsDlzky = 20). Pre orientacie je postacujiice, aby stip-
cov bolo len desat (binsUhly = 10). Prislusné histogramy vidime na obrazku 5.2.
Viac ako 2/3 dl7ok st v rozsahu 20 — 30, podobne takmer 70% orientécii je v

rozmedzi —20° az 0°.
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Obr. 5.2: Histogramy rozdelenia pravdepodobnosti dlzok (vlavo) a orientacif
(vpravo), z ktorych vychadzame pri generovani useciek - bunkal

Pre tcely odhadovej metody T-F vyuzijeme meme = 10000 tseciek so stredmi
rovnomerne rozmiestnenymi v okne ohrani¢enom hodnotami z tabulky 5.1, dizky
a orientacie su celociselné a pochadzaju z rozdeleni, ktoré urcuji pravdepodob-
nostné histogramy z 5.2. Odhady parametrov momentovou metédou st pocitané
s vyuzitim rovnakych nahodnych tseciek ako u T-F metddy, ale pocitame len s
prvymi tisic bodmi (memeM M = 1000).

V nasledujtcej tabulke 5.2 st zapisané parametre odhadnuté obidvomi meté-
dami pre bunkul.

Za najmenej odlisné by sme mohli povazovat odhady pre 6, avSak 0y vyslo
pre metédu T-F nulové. Znamena to, Ze sa jednda o Poissonov proces a ¢o do
celkového poctu prieseénikov mozeme ocakavat, ze po skondeni simuldcie procesu
rodenia a zdniku sa jednotlivé metédy budia odliSovat vo vyvoji celkového po-

¢tu priesecnikov ovela viac, ako sa budi odliovat v celkovej dlzke. Paramater z
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Tabulka 5.2: Odhady parametrov (61,65, z) obidvomi metédami pre bunkul.

Parameter T-F MM
0, -0,255606  -0,1936
0, 0 -0,322196
3 452689  1,31085

odhadnuty T-F metdodou vysiel viac ako trojnasobny oproti MM odhadu.

Teraz pouzijeme MCMC k simulécii procesov tseciek s vyuzitim parametrov
z tabulky 5.2 odhadnutych prislusnou metédou na redlnych datach bunkyl. Vo
vyslednych grafoch pre priebeh simulacie a jej zaverec¢nu realizaciu uiseCiek neskor
uvidime, aky bude mat rozdiel v odhadoch dopad na celkovy pocet tseciek, kedze
ten vyrazne zavisi aj od toho, ako dobre parameter intenzity z doplnia pri vypocte
Hastingsovho pomeru aj zvysné dva parametre. Prva tisecka pre simuléaciu procesu
rodenia a zaniku ma poéiato¢ny bod {673,471} a koncovy {640,475}. Jej dlzka
je 33.

Vsetky vstupy do simulécie méame znédme a preto teraz uvedieme vystupy z
priebehu simulacie, ako aj vlastnosti zaverecnej realizacie po skonceni simulécie
s vyuzitim parametrov z tabulky 5.2. Velmi dobre ilustra¢ny je obrazok A.1,
na ktorom vidime vysledné systémy tuseciek po skonceni simulécii v porovnani
s podkladovym systémom tuseciek bunkyl. Vyzerd to tak, Ze simulované data
obsahuju tiseciek o nieco viac a skor kratsich, orientacie nevykazuju ziadnu zjavnu

zmenu.
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Obr. 5.3: Graf vyvoja celkového poctu tuseciek pre systémy useciek po kazdej
iteracii procesu rodenia a zaniku (vlavo pre T-F, vpravo pre MM) - bunkal

Na obrazku 5.3 sa moZeme pozriet na vyvoj celkového poctu useciek pocas
simulacie. Tento idaj pre obe metddy kolise, ale v oboch pripadoch mézeme pove-
dat, Ze koliSe okolo nejakej priemernej hodnoty a nedochddza k neobmedzenému
rastu ani poklesu po¢tu tseciek do nuly. Ciselné vyjadrenie priemerného poctu a

smerodajnej odchylky najdeme v tabulke 5.3, pricom tieto Statistiky pocitame zo
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stavov realizicii po kazdej tisicej iteracii (krokl) medzi realizaciou od = 10000
a poslednou iteraciou. Iteracie s nizs§im poradovym c¢islom neberieme do tvahy,
lebo simulécia zac¢ina na jednej isecke a tym by sa znizoval priemer a zvicSovala

smerodajné odchylka.

Tabulka 5.3: Priemer a smerodajné odchylka celkového poctu tseciek zo simulécii
pre bunkul.

Statistika T-F MM Podkladové data

Priemer 235,8 225,3 172
Smer. odchylka 16,9 12,9 -

Ako sme predpokladali, ukazalo sa, Ze ¢o do poctu tuseciek ich bude viac
v simulacii T-F ako v - MM. Rozdiel v priemeroch vSak nie je velky, je to len
10 tuseciek. U oboch metéd ale mame zhruba o viac ako Stvrtinu vyssi pocet
useciek ako bolo v pévodnom systéme bunkyl. Smerodajna odchylka vysla nizsia
pre parametre metédy MM. Poslednym porovnanim, ktoré uvedieme pre celkovy
pocet useCiek pocas simulacie je histogram zkonstruovany z hodnot grafu vyvoja
poctu usecéiek. Teda zistime, s akou pravdepodobnostou sa vyskytuju jednotlivé
celkové pocty useciek (vid obr. 5.4). Histogram zodpovedajici T-F metdde je
mierne posunuty vpravo, viac ako 60% realizacii v priebehu simulacie obsahuje
230 az 260 tseciek. Pre momentovii metédu vSak vidime, ze vykyvy nie st také
velké a pri viac ako 70% realizaciach méame celkovy podcet useéiek v rozsahu 210
az 240.

Struénym zéverom pre spravanie sa poctu useciek je, ze u oboch metéd zo
simulécie vyslo viac tseciek, ako mal povodny systém a zéroven blizsie (v zmysle
priemeru) aj stalejsie vysledky (v zmysle smerodajnej odchylky aj histogramu)

boli pre parametre odhadnuté momentovou metédou.
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Obr. 5.4: Histogramy poctu tseciek v priebehu simulacie pre parametre odhad-
nuté obidvomi metédami - bunkal.

Podobne ako pre celkovy pocet tseciek teraz popiseme vysledky tykajice sa
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celkovej dl7ky tseciek v priebehu simulacii. Najkor sa pozrime, ako vysla prie-
merné diZka a jej smerodajnéa odchyjlka pre rovnaké realizicie v priebehu simulacie
ako tomu bolo pri sledovani celkového poétu tseéiek. Ciselné hodnoty obsahuje
tabulka 5.4.

Tabulka 5.4: Priemer a smerodajna odchylka celkovej dlzky tseciek pre bunkul.

Statistika T-F MM  Podkladové data

Priemer 52926 5160,3 5243
Smer. odchylka 377,9  301,8 -

Ukazuje sa, Ze obe met6dy velmi dobre zachovavaji celkovii dizku. Priemerné
hodnoty sa od skutoéného suétu dlzok podkladovej realizacie tsediek odlisuji
o menej ako 3%. Smerodajnéd odchylka je opif vyssia pre tdaj zodpovedajuci
metéde T-F. Ako sa v priebehu simulacie vyvijal stcet dlZok tseciek vidime na
grafe 5.5. Celkova dlzka najskér rychlo rastie prijimanim tsediek a potom sa
od priemernej hodnoty vychyluje nahor k 6000 aj nadol po hodnotu 4300, ale

neobjavuju sa extrémnejsie vykyvy.
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Obr. 5.5: Graf vivoja celkovej dlzky tseciek pre systémy tseciek po kazdej iteracii
procesu rodenia a zaniku (vlavo pre T-F, vpravo pre MM) - bunkal

Zostava zameraf sa na pocetnost jednotlivych celkovych diZok pocas simulécie,
ktoré zobrazime pomocou histogramu. Na obr. 5.6 si moZeme v§imnuf, Ze obe
metddy st velmi podobné az na drobny rozdiel, ktory indikoval uz vysledok v
smerodajnej odchylke a to, ze pre momentovou metodu evidujeme mensie vykyvy,
kedZe viac ako 70% hodnot spadéa do jedného stipca histogramu. Ten zodpoveda
rozsahu celkovej dlzky priblizne 4800 az 5570.

Dosial uvedené vysledky tejto kapitoly naznacuju, Ze kedze oba modely velmi
dobre zachovavaju statistiku celkova dlzka vSetkjch tseciek systému, ale pocet
tsediek sa viznamnejsie zvysil, odrazi sa to zrejme v zmene rozdelenia dizok. Toto
eSte upresnime neskor, venujme sa teraz vystupom tykajicim sa suc¢tu priesec-

nikov medzi tseckami jednotlivych realizacii pocas simulacie. Graf vyvoja poctu
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Obr. 5.6: Histogramy celkovej dlzky tsediek v priebehu simulcie pre parametre
odhadnuté obidvomi metdédami - bunkal.

priese¢nikov nie je spocitany po kazdej iteracii, ale po kazdej stej a zacina od

iteracie 10000, podla ¢oho je aj upravena os na obrazku 5.7
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Obr. 5.7: Graf vyvoja celkového poctu priesecnikov pre systémy tseciek po kazdej
stej iteracii procesu rodenia a zaniku (vlavo pre T-F, vpravo pre MM) - bunkal

V pocte priese¢nikov sa pohybuji hodnoty pre metédu T-F okolo ¢isla 100,
klesaji az k 70-tke a najvyssie vystapaju k 160-tim priese¢nikom. Co je ale zau-
jimavé, nardzame na prvy vyznamnejsi rozdiel medzi metédami, pretoze pocet
priese¢nikov pre simulaciu s parametrami odhadnutymi momentovou metédou
sa krivka pohybuje zhruba okolo po¢tu 65. Priemerné hodnoty aj smerodajné

odchylky zhrnieme v nasledujtcej tabulke.

Tabulka 5.5: Priemer a smerodajna odchylka celkového poctu prieseénikov v re-
alizacii tuseciek pocas simulacie pre bunkul.

Statistika T-F MM Podkladové data

Priemer 105 65,6 102
Smer. odchylka 20,5 11,9 -

Vysledky z tabulky 5.5 ndm hovoria, Ze priemernd hodnota poc¢tu priesecni-

kov v T-F metéde vychadza 105, ¢o velmi dobre koresponduje s podkladovymi
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datami. Naopak metéda MM pocet priesecnikov spolahlivo nezachovala. Kedze
priemerné hodnoty st v oboch sledovanych modeloch odlisné, zastipenie jednot-

livych poctov priesecnikov pocas simulécie z obrazku 5.8 zvyraznuje tento fakt.
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Obr. 5.8: Histogramy celkovych poctov priesecnikov v priebehu simulacie pre
parametre odhadnuté obidvomi metddami - bunkal.

Histogramy pozostévaji z viacerych stlpcov aby sme poukézali na odlisnost
sledovanych modelov. Vicésina hodnot z lavého histogramu spada do rozmedzia
80 — 140, z pravého histogramu je to rozsah 50 — 90.

Aj pre priesecniky je mozné zostavit charakteristiku pre jednotlivé tusecky.
Zameriame sa na posledné realizacie po skonceni simulacie v porovnani s pod-
kladovymi datami bunkyl. Spocitame kolko priese¢nikov mé kazda tusecka so
zvyskom systému a z tychto hodndt zostavime histogram. Vysledok mézeme vi-
diet na obrézku A.2, ktory je v obrazovej prilohe. V bunkel sa pocet priese¢nikov
pohyboval od nuly do 7, pri metéde T-F to bolo 6 a najmensie maximum je
pri MM a to 4. Aj samotné rozdelenie hodndt je iné, ¢o sa ale ocakavalo, kedze
MM model generoval menej prieseénikov a preto aj takmer 66% usediek nemé
priesecnik so systémom. U podkladovych dat bunkyl je pravdepodobnost tsecky
bez priesecniku so systémom rovna len asi 37%. Potom pravdepodobnost jedného
priesecniku je u T-F a bunkyl podobna, ako zasttipenie tych nepretinajtcich sys-
tém, kdezto v MM modeli je tiseCiek pretinajucich systém raz asi polovica oproti
bezpriesecnikovym.

Ako posledné vystupy tykajice sa bunkyl uvedieme histogramy s rozdele-
niami dlZok a uhlov po 60.,80. a 100. tisicej iteracii. V predchadzajicom texte
sme nacrtli, ze otakdvame isty posun v rozdeleni dlzok. Dévodom je vyssi prie-
merny pocet tseciek, pri¢om celkovéa dizka koresponduje s bunkoul. Co sa tyka
orientacii dosial uvedené vysledky neindikovali vyznamnti zmenu. Pozrime sa te-
raz na prislusné histogramy. Uvadzame ich v obrazkovej prilohe, aby bolo mozné
¢o najlepsie porovnat vystupy prislusné jednotlivim metédam v porovnani s roz-
deleniami dlzok a orientacii bunkyl, ktoré boli zarovenn pouzité ako vychodzie

rozdelenia pre generovanie ndhodnych useciek.
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Viimnime si na obr. A.3 najskér stav v realizacii 60000. Rozdelenie dlzok pre
T-F je posunuté vlavo, do mensich hodnot. Zaroveii najkratsich tuseciek dizky
20 — 22 je len o malo viac ako v realnej bunkel. Vyraznejsi rozdiel je v MM his-
tograme, kde vidime, Ze tsecky dlzky 20 — 21 tvoria az 45%. Pre obe metédy uz
je len jedna dlzka vyssia ako 36, pricom v povodnom systéme sme takto dlhgch
tiseciek mali viac ako 15%. Podobny efekt posunu rozdelenia dizok smerom ku
kratsim tseckam vidime aj pre realizacie po 80tisic iteraciach. Teda trend ,skra-
covania,, useCiek sa objavuje uz u prvej trojice histogramov a zostava zachovany
aj pri poslednych realizaciach simulacie. Obrazok A.3 teda ukazuje, ze v prie-
behu simulécie sa rozdelenie dl7ok vyraznejsie meni v zmysle zasttpenia kratsich
useciek 20 — 25, ale dlhsie tisecky uz sa neobjavuju.

Pozrime sa teraz na histogramy orientacii na obr. A.4. Prva trojica obréaz-
kov, ktora ukazuje stav po iterdcii 60000 vs. podkladové data vysla velmi dobre,
rozdelenia st podobné, mierny rozdiel je, Ze v bunkel je o nieco viac orientacii
—9° — 0° a to 30% oproti 25%, respektive 22%.

7 dalsej sady histogramov vidime, Ze rozdelenie orientacii zodpovedajice T-F
je takmer uplne rovnaké ako ma samotna bunkal. Zmena nastala v MM obrazku,
kde sa zvysilo zastupenie zapornejsich uhlov. Dominuju orientacie v rozsahu —15°
az —9° so zastupenim 33%. Ked si vSimneme poslednt trojicu histogramov vi-
dime, Ze rozdelenia dobre koreSponduju. Dalo by sa preto povedat, Ze mierne
posuny v zastipeni orientacii pocCas simulacie nastavaju, ale celkovo uz aj po

iteracii 60-tisic dobre koresponduju s rozdelenim orientacii bunkyl.

5.2 Simulované data (bunkaSI)

Vysledky pre simulované data uvedieme v rovnakom formaéate, ako tomu bolo
pre bunkul, tiez vyhodnotime vsetky statistiky uvadzané v podkapitole 3.3. Roz-
delenia dlzok, orientacii z obrazku 5.2 a plochu okna bunkyl (vid tabulku 5.1
sme vyuzili pre ziskanie simulovanych dat procesom rodenia a zaniku s paramet-
rami (6,02, 2) = (—0,19; —0,12; 1,1). Poslednu realizéciu, teda ,novi,, bunku po
stotisic iteraciach procesu vezmeme ako podkladové simulované data a dalej ju
budeme oznacovat bunkaSI.

Pozrime sa najskor na obrazok 5.9, kde st formou bodového grafu zobra-
zené stredy tuseciek bunkySI. V porovnani s bunkoul méame stredov viac a st
rovnomernejsie rozmiestnené. To je aj prirodzené, kedze bunkal st redlne déta
zodpovedajice konkrétnej Tudskej kmertiovej bunke a simulovana bunka by mala
lepsie odzrkadlovat poziadavku homogénnosti.

Zakladné parametre okna a Lebesgueova miera |B| st zapisané v tabulke

5.6. Najdeme v nej aj udaj o maximalnej dlzke tsecky, tou je v tomto pripade
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Obr. 5.9: Bodovy graf stredov tise¢iek bunkySI

Tabulka 5.6: Zakladné vlastnosti popisujice bunkuSI

Vlastnost Hodnota
Max x stradnica 782
Min x suradnica 525
Max y suradnica 042
Min y stradnica 430
Max dlzka 50

Lebesgueova miera |B| 28784

dlzka 50. Lebesgueova miera, teda obsah okna, v ktorom sa vyskytuja stredy

vsetkych tuseciek systému bunkySI je o nieco mensi ako pre bunkul. Dévod je

zjavny, jednoducho do systému neboli vybrané tisecky s najkrajnejSou siradnicou

x bunkyl.
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Obr. 5.10: Histogramy rozdelenia pravdepodobnosti dlzok (vlavo) a orienticif

(vpravo), z ktorych vychddzame pri generovani tseciek pri bunkeSI.

Uvodné hodnoty $pecifické pre bunkuSI st nAm u7 znéame a v nasom algoritme

nasleduje odhad parametrov (6;, 09, z). K odhadom nevyhnutne potrebujeme néa-

hodne nagenerovat tsecky, ktorych stredy st rovnomerne rozmiestnené po celom

okne B a ich dlzky a orientacie pochadzaju z rozdeleni zobrazenych na obrazku

5.10. Pre dlzky opiif vyuzivame histogram o 20 stlpcoch, pricom viac ako 90%

dlzok je mensich ako 30, dlhgich tise¢iek mame len niekolko. Rozdelenie orientacii

méame v rozsahu —60° az 40°, kde viac ako 65% hodnot lezi medzi —20° a 0°.
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Tabulka 5.7: Odhady parametrov (6;, 62, z) obidvomi metédami pre bunkuSI.

Parameter T-F MM Povodné(bez”)
0, -0,234887 -0,221707 -0,19
0, -0,063435 -0,261809 -0,12
z 1,58094 1,38171 1,1

Odhady parametrov sme v Mathematice vypocitali minimalizaciou popisanou
v podkapitolach 3.1 a 3.2 a pouzitim nagenerovanych tseciek. Ako vysli odhady
je zhrnuté v tabulke 5.7. V prvom rade porovnajme odhadnuté parametre s tymi,
ktoré boli pouzité pre vytvorenie bunkySI. Najviac sa odliSuji v parametri 65,
kde pri T-F metdde tvori odhad polovicu a pri MM metdde viac ako dvojnasobok
zvoleného parametra. Odhady sa nezhoduju s povodnou volbou ani u zvy$nych
dvoch parametrov. Tieto rozdiely ale nevyhnutne nemusime povazovat za chybu v
odhadoch. Vzhladom na komplikovant $truktiru vyrazu, ktory minimalizujeme je
mozné, ze zhruba rovnako dobre model popisuja viaceré kombinacie parametrov.
To sa ostatne ukaze pri vysledkoch tykajucich sa néslednej simulacie procesu
rodenia a zaniku s odhadnutymi parametrami z tabulky 5.7.

Prejdime teraz k popisu spravania sledovanych veli¢in celkovy pocet tseciek,
ich celkova dlzka a pocet prieseénikov systému tseciek pocas simuldcie. Pocet
iteracii procesu rodenia a zaniku pre parametre odhadnuté obomi metédami je
stotisic.

Uvodom sa pozrime na vijvoj celkového poc¢tu tsediek. Na obrazku 5.11 si
modZzeme vSimnut, ako dobre sa poc¢ty tseciek na oboch grafoch zhoduju. Samoz-
rejme maju odlisny priebeh, ale véi¢sina hodndt sa drzi v pase 240 az 310 tseciek.

Velmi podobné ¢iselné vysledky preto mame aj v 5.8, kde st vypisané priemery

T-F MM
320
300+
% 300 ®
2 ‘s 2801
3 280 S
2 8 260}
te) o
a 260 &
B 3 2400
X
= 240 =
s © 220
i
220 _ L L L L 1 ) 1 L L L L )
0 20000 40000 60000 80000 100000 0 20000 40000 60000 80000 100000
poradie iteracie poradie iteracie

Obr. 5.11: Graf vyvoja celkového poctu useciek pre systémy useciek po kazdej
iteracii procesu rodenia a zaniku (vlavo pre T-F, vpravo pre MM) - bunkaSI

a smerodajné odchylky celkového poctu tiseciek v priebehu simulacie. Pocet tse-
¢iek v bunkeSI je 241 a teda priemery 272 (T-F) a 265,5 (MM) tvoria menej ako
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13%ny narast poctu tseciek. Smerodajné odchylky vysli velmi podobné pre obe

metédy odhadu parametrov modelu.

Tabulka 5.8: Priemer a smerodajné odchylka celkového poctu tseciek pre bun-
kuSI.

Statistika T-F MM Podkladové data

Priemer 272 265,5 241
Smer. odchylka 14,5 14,7 -

Co sposobili vykyvy v grafoch vyvoja poétu tseciek si pozrieme na dvoch
histogramoch na obr. 5.12. Je na nnom zobrazené zastupenie jednotlivych poctov
useciek pre vSetky systémy tseiek pocas simuldcie. V histograme vlavo patri az
75% hodnot do intervalu (249,283). Pri MM je histogram mierne posunuty do
mensich poctov tseciek a najbohatSie zastipenie 69% maji hodnoty v rozsahu
240 az 275. Zaverom, vysledky poctu tseciek v T-F a v MM dobre koresponduju,

ale su1 v priemere vysSie, ako bol pocet tise¢iek v bunkeSI.
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Obr. 5.12: Histogramy poctu tuseciek v priebehu simulécie pre parametre odhad-
nuté obidvomi metédami (bunkaSI).

Zamerajme sa teraz na dalsiu doleziti charakteristiku priebehu simulécie a to
sucet dizok tuseciek jednotlivych systémov. Priemery a smerodajné odchylky sme
spoditali z celkovej dizky systému tsediek prislichajicej ku kazdej tisicej iteracii
v rozmedzi 10000 az 100000.

Tabulka 5.9: Priemer a smerodajnéa odchylka celkovej dizky tiseciek pre bunkuSI.

Statistika T-F MM  Podkladové data

Priemer 5683,3 55554 5536
Smer. odchylka 308,8  304,8 -

Konkrétne hodnoty si mézeme pozriet v tabulke 5.9. Priemer celkovej dizky

tisediek pocas simulacie pre MM je blizsi skutocnej celkovej dlzke tseciek bunkySI,
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ale je dolezité poznamenat, ze aj ked je priemer T-F vyssi, jedna sa len o necelé
3% oproti udaju 5536 pre bunkuSI.
Uz sme naértli vysledky v§voja celkovej dlzky v absolttnych &slach priemerov

a smerodajnych odchylok. Na obrazku 5.13 vidime graf vivoja celkovej dlzky pre
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Obr. 5.13: Graf vivoja celkovej dizky tiseciek pre systémy tseciek po kazdej ite-
racii procesu rodenia a zaniku (vlavo pre T-F, vpravo pre MM) v bunkeSI

simulacie s vyuzitim parametrov odhadnutych obomi metédami.

Oba grafy maji podobny rozsah osi y, vysledné krivky sa pohybuju v pase
(4500, 6500). Este nam zostava pozriet sa na histogramy vyskytu jednotlivych
celkovyrch dlZzok pocas celej simulacie. Rozdelenia st velmi jednoznacné, ako uka-
zuje obr. 5.14. Pre T-F st aZ 3/4 v jednom stlpci histogramu, ktory zodpoveda
stuctu dizok 5200 —5950. Ked sa obzrieme na vetky vysledky stvisiace s celkovou
dlzkou tseciek systému je jasné, Ze pri oboch metédach je této Statistika vyborne

zachovana a koresponduje s bunkouSI.
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Obr. 5.14: Histogramy celkovej dlzky tise¢iek v priebehu simulécie pre parametre
odhadnuté obidvomi metédami - bunkaSI

KedZe odhady parametra 6,, ktory sa vztahuje k poc¢tu prieseénikov sa najviac
lisili od zvoleného 6y = —0,12 zaujima nas, ¢i aj v konecnom dosledku pocas
simuldcie uvidime rozdiely, alebo sa kombinécie parametrov - aj ked odlisné,
ukazu ako vhodné pre vytvorenie dat podobnych pévodnej bunkeSI. Na obr. 5.15

si pozrime, ako sa vyvijal celkovy pocet priesecnikov v priebehu simulacie.
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Obr. 5.15: Graf vyvoja celkového poctu priesecnikov pre systémy useciek po kaz-
dej stej iteracii procesu rodenia a zaniku (vlavo pre T-F, vpravo pre MM) -
bunkaSI

Uz na prvy pohlad je oc¢ividné, ze krivka v grafe T-F sa pohybuje vo vyssich
poctoch priesecnikov ako krivka v MM. Pre T-F mame maximéalne hodnoty pri
180 kdezto v MM grafe st najvyssie hodnoty asi 140. Taktiez by sme cheeli vediet,
ako sa spravaju priemerné hodnoty poctu priesecnikov oproti skuto¢nému poctu
v bunkeSI. Porovnanie si pozrime v tabulke 5.10. Pocet priesecnikov bunkySI
je 113 a teda je medzi priemermi T-F a MM. Blizsie k podkladovym datam
ma T-F priemer rovny 122.3. V smerodajnej odchylke je vysledok lepsi v casti
tabulky MM, teda pocty priese¢nikov maji v tomto pripade mens$ie vykyvy pocas
simuléacie.

Tabulka 5.10: Priemer a smerodajna odchylka celkového poctu priesecnikov v
realizacii tseciek pocas simulacie pre bunkuSI.

Statistika T-F MM Podkladové data

Priemer 122,3 93,3 113
Smer. odchylka 21,2 13,7 -

Rozdelenia poc¢tu priesecnikov pocas simulécie maji menej rozsiahle inter-
valy ale pravdepodobnosti st viac rozlozené do jednotlivich stipcov. Vypljva
to jednak z toho, ze pocty priese¢nikov st rddovo iné hodnoty ako napr. sucty
dlzok ale aj z toho, Ze tieto histogramy nepoéitame zo stotisic hodnét ale len
z (100000 — 10000) /100 = 900. V histograme T-F je navyraznejSie zastipenie
hodnot z intervalu 117 az 123, pricom tvoria necelych 14% poctov priesecnikov z
900 uvazovanych.

Vysledky suvisiace s bunkouSI este dokresluje niekolko obrézkov umiestne-
nych v obrazkovej prilohe. Najdeme tam napriklad porovnanie histogramov po-
¢tu priesecnikov jednotlivych tseciek so zvyskom systému pre realizicie tseciek

po skonceni simuldcie a pre samotnii bunkuSI. Na obrazku A.6 si vSimnime, Ze
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Obr. 5.16: Histogramy celkovych poctov priese¢nikov v priebehu simulécie pre
parametre odhadnuté obidvomi metédami- bunkaSI

pre vSetky tri histogramy je zastipenie useciek, ktoré systém nepretinaju tak-
mer rovnaky a to priblizne 46%. Najvicsi rozdiel oproti podkladovym datam je
pre pravdepodobnost jedného priesecéniku, kedy na histogramoch prislichajicich
metédam T-F a MM stipce siahajt k 37%, ale v bunkeSI len k 29%.

Na obr. A.7 méame pravdepodobnostné histogramy pre rozdelenie diZok v sys-
témoch tuseciek po 60-tisic, 80-tisic a 100-tisic iteraciach. Uz pri prvej trojici
histogramov si mézeme v§imnuf, Ze len priblizne 5% dlzok pri oboch metédach
odhadu parametrov je dlhich ako 25. Zaroveii st tsecky do dizky 25 rovnomer-
nejsie zastipené ako v bunkeSI, tam vyrazne dominuji dizky 20 — 21. V dalsich
dvoch pohladoch na rozdelenie diZok vidime miernu zmenu v zastipeni najkrat-
sich tseciek, so stupajicim mnozstvom iteracii sa rozdelenia pre T-F a MM viac
podobajt histogramu bunkySI. Faktom ale zostava, Ze zastiipenie dlzok nad 25
tvori pre obe metddy necelych 5% oproti bunke SI, kde ich je viac ako 15%.

Podobne, ako sme to spravili pre dizky teraz porovname aj rozdelenia orient4-
cii. Na obrazku A.8 vidime, ze uz po iteracii 60000 rozdelenia orientacii korespon-
duju s vychodzou bunkouSI. Zmeny pri vy$Som pocte iteracii st nepatrné, preto
by sme mohli povazovaf rozdelenia orientécii za ustélené uz od iteracie 60tisic s
tym, ze histogramy st takmer rovnaké ako pre bunkuSI.

Po vyhodnoteni vSetkych Statistik pre bunkuSI si na zdver moZeme pozriet vy-
kreslenie systémov tseciek po skonéeni simulacie v porovnani s bunkouSI (vid obr.
A.5). Z vysledkov celej tejto podkapitoly ocakdvame, Ze nespozorujeme Ziadny
zésadny rozdiel. Skuto¢ne, z obrazkov st jednotlivé realizacie velmi podobné v
zmysle sledovanych charakteristik (pocet a rozmiestnenie bodov, dlzky tseciek,

orientacie).
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5.3 Nehomogénna realna bunka (bunka2)

Na zaver kapitoly s numerickymi vysledkami este uvedieme niektoré vysledky
pre realnu bunku s ocividne nehomogénnym rozmiestnenim tuseciek. Pojmeme
to strucnejsie ako pri predchadzajicich dvoch bunkéch a poukadzeme najméi na
miesta, kde simuléacia najviac nekoresponduje s podkladovou realizaciou tseciek
bunky2. Bunka2 pozostava zo 176 tseciek a Lebesgueova miera okna je 53917.5
(takmer dvojndsobne vidsie okno ako pri bunkel). V tabulke 5.11 st zapisané
vysledky pre odhad parametrov obomi metédami. VSimnime si, ze odhady st
velmi podobné a teda sa da ocakévat, Ze vysledky zo simulacii pre obe metédy

sa nebudi vyrazne odliSovat.

Tabulka 5.11: Odhady parametrov (61,65, z) obidvomi metédami pre bunku2.

Parameter T-F MM
0, -0,20982  -0,207983
0, -0,315109 -0,332777
3 1,33119  1,31246

S odhadnutymi parametrami sme v programe spustili simuléciu a na obrazku
A.9 v prilohe si méZeme v8imnit, ako vyrazne sa realizacie po skonceni simulécie
odlisuju od pévodného systému. Rozdiel nie je len v homogénnejSom rozmiestneni
pri T-F a MM, ale najmi v pocte tsediek a v ich dlzkach.

Zamerajme sa teraz na jednotlivé vlastnosti realizacii pocas simulécie procesu
rodenia a zaniku. Na obrazku 5.17 vidime vyvoj poc¢tu tseciek pocas simulacie.

V oboch grafoch sa ich celkovy pocet pohybuje v pase 290 az 380.

celkovy pocet Useciek
celkovy pocet Useciek

260t . . . . . . . . . .
0 20000 40000 60000 80000 100000 0 20000 40000 60000 80000 100000

poradie iteracie poradie iteracie

Obr. 5.17: Graf vyvoja celkového poctu useciek pre systémy useciek po kazdej
iteracii procesu rodenia a zaniku (vlavo pre T-F, vpravo pre MM) - bunka?2

Priemery pre v§voj celkového poctu tseciek, celkovi dizku realizécii a celkovy
pocet prieseénikov v priebehu simulécie sme zhrnuli v tabulke 5.12. Najvyznam-

nejsi rozdiel je v pocte tseciek, kde nam priemerné hodnoty pre T-F aj MM vysli
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takmer dvojnasobok oproti poctu tseciek v bunke2. V zvysnych dvoch riadkoch
tabulky by sa zdalo, Ze hodnoty pomerne dobre koresponduju s vychodzou reali-
zéciou. Co ale v tomto pripade znamend, Ze dve z troch celkovych charakteristik,
na ktorych je model postaveny sice dobre sthlasia, ale pri dvojnasobnom pocte
useciek zo simulacie vysla tuplne ina realizacia, ako bol povodny model. Vysledky
pre bunku2 nemdzeme povazovat za uspokojivé, pre tato vzorku parametre od-
hadnuté obomi metédami nezachovaji pozadované vlastnosti modelu (obzvlast

pocet tseciek, a s nim stvisiaci celkovo iny vzhlad vyslednych realizacii simulacie).

Tabulka 5.12: Priemery celkového poétu tseciek, ich celkovej dizky a poctu prie-
secnikov pocas simulacie pre bunku?2.

Statistika T-F MM  Podkladové data
Priemerny pocet tiseCiek 334,8  345,2 176
Priemerna celkovéa dizka 6635 6847,8 6655,4
Priemerny celk. pocet priesecnikov 74,7 79,7 76

Zmenu v rozdeleni dlZok oproti bunke2 vyborne popisuje A.10 v obrazkovej
prilohe. Pokym v histograme podkladovych dat je eSte priblizne 30% tuseciek
dlhsich ako 40, v T-F a MM uz takéto tiseCky nepozorujeme vdbec.
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Z.aver

V tejto praci sme zadefinovali proces tsec¢iek ako Gibbsov priestorovy proces.
Uviedli sme dve metédy odhadu parametrov modelu a to momentova a Takacs-
Fiksel, ktora je znama pre model pretinajucich sa kruhov. My sme ju modifikovali
pre proces useciek a zjednotili znacenie s momentovou metédou. S odhadnutymi
parametrami potom MCMC metédou simulujeme procesom rodenia a zaniku mo-

del pre redlne aj simulované data.

Metody odhadu a simulaciu sme implementovali do softvéru Mathematica,
kde prebehli vSetky vypocty a zaroveii je v algoritme zahrnuta cast s vypoctom a
vykreslenim popisnych Statistik na porovnanie kvality odhadov aj zhody modelu
s podkladovymi datami. Algoritmus je univerzalny, spracuje rozne podkladové

data, ak st dané v pozadovanom formate.

Vysledky mame pre redlne data - bunkul, bunku2 a pre simulované data
(bunkuSI), ktoré vznikli z bunkyl vhodnou volbou parametrov tak, aby bun-
kaSI zodpovedala modelu. Najlepsie vysledky, v zmysle parametrov a nasledne;j
simulacie modelu nam vysli pre bunkuSI. V bunkel sa po simulécii viac prejavili
rozdiely oproti podkladovym datam, ¢i uz v pocte useciek alebo aj v pocte prie-
seCnikov systému. Za hlavni pri¢inu povazujeme nedostatocénit homogenitu dat a

fakt, ze sa jednalo o realne déta, ktoré nemusia tiplne vyhovovat danému modelu.

Bunka2 je ukazkou, ¢o sa stane, ked pouzijeme algoritmus na nehomogénne
data. Ukazuje sa, ze tato poziadavka je velmi podstatnou, pretoze v bunke2 sa
pocet tisediek simulaciou zdvojnasobil. Celkové dlzka tiseciek aj pocet prieseénikov
bol zachovany, ale pri dvojnasobnom pocte tseciek. Tym sa tplne zmenil vzhlad
vyslednych realizacii po skonceni simulacie s vyuzitim odhadnutych parametrov.
V tomto mieste vidime priestor pre rozsirenie algoritmu v zmysle parametra z,

ktory by bolo vhodné namiesto konstanty zvolit ako nejaki funkciu.
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Dodatok A

Obrazkové prilohy

V tejto Casti prace uvedieme niekolko obrazovych priloh, ktoré obsahovo pri-
slichaji ku kapitole 5. V ramci textu sa na obrazky odkazujeme a zvycajne st
tu umiestnené tri grafy, pripadne histogramy vedla seba. Ich vypovedna hodnota
je podstatne vyssia, ked st za sebou v rade a tym padom je kvoli velkosti nutné
ich mat otocené o 90°. Je vhodné sledovat obrazky popri ¢itani textu, najskor st
zaradené obrazky prislichajice k bunkel, potom obrazky k bunkeSI a na zaver
dva obrazky k bunke2.
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Obr. A.1: Vykreslenie systémov tseciek po poslednej iteracii simulacie v porovnani s pévodnou realizaciou bunkyl
T-F MM Podkladové data
06F 06F 06F
~ 05¢F ~ 05¢F ~ 05¢F
g g g
S 04¢p S 04¢p S 04¢p
3 3 3
g 03f g 03f g 03f
[0} (0] (0]
S 02f S 02f S 02}
L L (L
Q. Q. Q.
01F *’—‘ 01F 0.1F
0.0 : 0.0 I 0.0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6 7
pocet priese¢nikov Usecky so zvyskom systému pocet priese¢nikov Usecky so zvyskom systému pocet priese¢nikov Usecky so zvyskom systému

Obr. A.2: Histogramy poctu priesecnikov jednotlivych tseciek so zvyskom systému po skonceni simulécii v porovnani s histogramom pre
podkladové data bunkyl.
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Obr. A.4: Histogramy rozdeleni orientécii zhora postupne pre realizaciu po 60-tisic iteraciach, 80-tisic a pre poslednu realizaciu v porovnani
s rozdelenim orientacii tiseciek bunkyl
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Obr. A.5: Vykreslenie systémov tseciek po poslednej iteracii simulacie v porovnani s pdvodnou realizaciou bunkySI

T-F MM Podkladové data

041 0.4 0.4Ff
B k7 B
(=] (=] o
§ 03¢ 5 03f § 03[
[e} [e} [e}
el el el
g g S
o 02} o 0.2} o 0.2}
kel kel el
> > >
[ o ]
e 01F S 01l S 01l

0.0 0.0 ! 0.0 .

0 1 2 3 4 5 6 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
pocet priese¢nikov Usecky so zvy$kom systému pocet priese¢nikov Usecky so zvyskom systému pocet priese¢nikov Usecky so zvy$skom systému

Obr. A.6: Histogramy poctu priesecnikov jednotlivych tseciek so zvyskom systému po skonceni simulécii v porovnani s histogramom pre

podkladové data bunkySI.
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Obr. A.7: Histogramy rozdeleni dlzok zhora postupne pre realizaciu po 60-tisic iteraciach, 80-tisic a pre poslednii realizaciu v porovnani s

rozdelenim dfZok tiseciek bunkySI
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Obr. A.8: Histogramy rozdeleni orientécii zhora postupne pre realizaciu po 60-tisic iteraciach, 80-tisic a pre posledn realizaciu v porovnani

s rozdelenim orientacii tiseciek bunkySI
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Obr. A.9: Vykreslenie systémov tsecCiek po poslednej iteracii simulacie v porovnani s pévodnou realizaciou bunky2

T-F MM Podkladové data
025} 0.25f 025f [
. 020F .. 0.20] .. 0.20]
172} (72} (72}
o o o
C C C
S 0.15F S 0.15F S 0.15F
el el el
o o o
Q Q Q
3 o010} 3 o010} 3 o010}
> > >
© © ©
= 0.05f = 0.05f 2 0.05 (
0.00 . . 1 Y s T e S 0.00 1 1 ) 1 I 0.00 | | N P e e f———
15 20 25 30 35 15 20 25 30 35 40 20 40 60 80 100 120 140
dizka dizka dizka

Obr. A.10: Histogramy rozdeleni dfZok pre poslednt realiziciu v porovnani s rozdelenim dlzok tseciek bunky?2



Dodatok B
Obsah priloZzeného CD

Na prilozenom CD st ulozené Mathematica notebooky prislichajice k jed-
notlivym analyzovanym bunkam. Mame ich pod nazvami bunkal.ntb, bunka2.ntb
a bunkaSI.ntb. Na CD su taktiez zdrojové MS Excel stiibory s nazvami
bunkal_orezana_na_172bodov.xlsx a bunka2_orezana_na_176bodov.xlsz.

Jednotlivé notebooky obsahuju cely algoritmus pre odhadovanie parametrov,
naslednti simulaciu procesom rodenia a zaniku s odhadnutymi parametrami a aj
vsetky popisné statistiky uvadzané v texte prace.
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