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delu. Vzhladom k tomu, Ze na rozdiel od linedrneho modelu nie je mozné tieto
mnoziny ¢i intervaly jednoducho a jednoznacne zostrojit, musime sa z prak-
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»Although this may seem a paradox, all exact science
is dominated by the idea of approximation.“

— Bertrand Russell

Uvod

Pri rieseni realnych problémov v mnohych oblastiach vedy sa Casto stretavame
s potrebou vysvetlif zavislost ndhodnej veli¢iny nasho zaujmu (vysvetlovana
premennd) na jednej alebo viacerych vopred danych veli¢inach (vysvetlujice
premenné). V matematickej Statistike ¢i ekonometrii velmi ¢asto popisujeme
tato zavislost pomocou linedrneho modelu, ¢im implicitne prijimame predpo-
klad, Ze vplyv vysvetlujticich premennych alebo ich transformacii na vysvetlo-
vant premennu je linearny.

V realnych aplikéiciach vo fyzike, chémii, ekonémii ¢i inych odvetviach sa
vSak niekedy stava, ze vzfah medzi skiimanymi premennymi nemozno dosta-
to¢ne dobre popisat pomocou linedrneho modelu, pripadne z prislusnej tedrie
vieme, Ze vztah medzi sledovanymi premennymi je vskutku nelinearny. I v pri-
padoch, kedy aproximécia linearnym modelom poskytuje dostato¢ne dobré vy-
sledky, moze byt dovodom pre pouzitie nelinedrneho modelu zachovanie inter-
pretacie parametrov teoretického modelu, ktoré chceme odhadnut.

V tejto praci sa budeme zaoberat vlastnostami bodového odhadu para-
metrov normalneho nelinearneho modelu, ktory ziskame najcastejsie pouziva-
nou metodou nelinearnych najmensich stvorcov, ako aj naslednou konstrukciou
konfidenénych mnozin, resp. intervalov spolahlivosti, ktord je na vlastnostiach
bodového odhadu zalozend. Vzhladom k tomu, Ze moznosti vystavby konfi-
den¢nych mnozin pre parametre nelinearneho modelu je hned niekolko, budu
uvedené i vysledky simulacnej stidie vyhodnocujtce kvalitu jednotlivych me-
tod.

Prva kapitola sa venuje hlavne bodovému odhadu parametrov nelinearneho
modelu ziskanému metdédou nelinedrnych najmensich stvorcov, ktory je v pri-
pade normalneho modelu zhodny s maximalne vierohodnym odhadom, a jeho
zékladnym vlastnostiam. Ukazeme, ze pri splneni istych predpokladov regu-
larity je tento odhad konzistentny a ma asymptoticky norméalne rozdelenie.
Takisto sa budeme v kratkosti venovat problematike krivosti modelu, ktora
moze mat v pripade konecného vyberu zna¢ny vplyv na validitu uvedenych
asymptotickych ¢i pribliznych vlastnosti.

V druhej kapitole sti odvodené zakladné i menej pouzivané metoédy kon-
strukcie konfidenénych mnozin, resp. intervalov spolahlivosti, pre parametre
normalneho nelinedrneho modelu. Okrem azda najcastejsie pouzivanej pribliz-
nej metody zalozenej na Waldovom asymptotickom teste, si pomerne detailne
popiseme i vierohodnostné ¢i skérové konfidenéné mnoziny, ktoré sit rovnako
zalozené na znamych asymptotickych testovych statistikach. Takisto sa na za-
klade asymptotickej tedrie maximalnej vierohodnosti pokusime odvodit tzv.
asymptotické konfidenéné mnoziny a v kratkosti sa budeme venovat i presnej



metode konstrukcie konfidenénych mnozin, ktora je zalozena na tzv. Hartleyho
metode. V zavere prvych dvoch kapitol si na jednoduchom priklade ukazeme
aplikaciu uvedenych poznatkov v programovom prostredi R.

ZéavereCna tretia kapitola bude prezentovat vysledky simulacnej studie, kto-
rej cielom je popisat vplyv hlavne parametrickej krivosti nelinedrneho modelu,
ako aj rozsahu vyberu, na validitu prislusnych konfiden¢nych mnozin s ohla-
dom na pravdepodobnost pokrytia skutoéného parametra modelu prislusnou
konfiden¢nou mnozinou. Pomocou vysledkov tejto simulacnej studie sa poku-
sime rozhodnit, ktord z odvodenych metdd konstrukcie konfidenénych mnozin
pre parametre nelinedrneho modelu je z praktického hladiska najvhodnejsia.



1. Nelinearny model

1.1 Motivacia

Predpokladajme, ze stredné hodnoty nekorelovanych nahodnych veli¢in Y,
Y5, ..., Y, mdzeme vhodne popisat na zaklade modelu

E}/:L - f(a:ilv ooy Tk 0)7

kde z;1,...,z; su zname konstanty, k je pocet regresorov a @ je p-rozmerny
vektor parametrov.

Na rozdiel od linedrneho modelu vSak budeme uvazovat model, ktory je
v parametroch nelinearny, t.j. pre ktory plati, ze aspon jedna z parcidlnych
derivacii regresnej funkcie f podla jednotlivych parametrov nie je konstantna,
resp. je funkciou aspon jedného z parametrov. Jednoduchym prikladom modelu
nelinearneho v parametroch je napriklad Cobb-Douglasov model produkéne;
funkcie v obecnom tvare

)
f(xilu ooy Tiks 9) = ‘9055?11 C Ty

Ak by sme na tuto funkciu pouzili logaritmickt transforméaciu, jednoducho by
sme mohli ziskat model, ktory by uz bol v parametroch linearny, a teda by
bolo mozné pre odhad modelu vyuzit techniky pouZivané v pripade linearneho
modelu.

Moznost spravneho pouzitia linearizovaného modelu vsak tizko stvisi s cha-
rakterom nahodnej zlozky v modeli. Ak by sme v uvedenom pripade uvazovali
model s multiplikativnou nahodnou zlozkou v tvare

— 01 Ok &;
Yi = Ooxyy - e

kde pre nekorelovantt ndhodnt zlozku plati E¢; = 0 a vare; = o2, tak po loga-
ritmickej transformacii dostaneme linearny model s nahodnou zlozkou, ktora
spliia klasické poziadavky na tu kladené. Ak by sme vSak uvazovali aditivnu
nahodnt zlozku (u ktorej je vzhladom k charakteru vysvetlovanej premennej
Y; prirodzené predpokladat, Ze nerovnost EY; 4+ ¢; > 0, pripadne |¢;| < EY],
plati s pravdepodobnostou 1) a teda model v tvare

Y; = Opzli -2l + e,
kde plati Ec; = 0 a vare; = 02, tak po linearizacii dostdvame model
logV; =logty + 01 logxiy + ... + O log xy + €7,
ktorého nahodnu zlozku mozno vyjadrit ako

ef =log (1+¢(E Yi)fl).
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Aproximaciou Taylorovym polynémom prvého radu v bode Ee; = 0 dosta-
neme, ze pre nahodni zlozku v transformovanom modeli €] priblizne plati
Eef ~ E[&;(EY)"'] = 0 avare} ~ var[g; (EY;)"'] = 0?(EY;) % a teda
rozptyl ndhodnej zlozky e uz zavisi na velkosti EY;. V pripade, ze by sme
u ndhodnej zlozky e; navyse uvazovali norméalne rozdelenie, ndhodna zlozka
linearizovaného modelu €} by normélne rozdelend byt nemohla. Napriek tomu,
ze z uvedenych dovodov nie je vhodné pouzit odhady linearizovaného modelu
bezprostredne, mozu byt tieto odhady vyuzité vo forme prvotnej aproximécie
pre iterativny vypocet odhadu vektoru parametrov.

Je zrejmé, Ze idea linearizacnej transforméacie nemdze byt v niektorych pri-
padoch vdbec pouzita. Jednoduchym prikladom nelinedrneho modelu, ktory
nemoze byt jednoducho prevedeny na model linearny, je

f(x:;0) = 0y + 6,22

Nelinearny model, ktory nie je mozné linearizovat pomocou vhodnej transfor-
macie, nazyvame vnutorne nelinedrnym a v takomto pripade je uz pre odhad
modelu nutné vyuzit technik nelinedrnej regresie.

1.2 Bodovy odhad parametrov

V dalsom texte teda budeme pre vysvetlované ndhodné veli¢iny Y1, ..., Y, uva-
zovat model nelinedrny v parametroch v tvare

Vi= f(@a, .., vi; 07) + &, (1.1)

kde f je az na parametre zndma funkcia, x;1, ..., ; si zndme konstanty, 8* je
skuto¢na hodnota neznameho p-rozmerného vektorového parametra 6 a na-
hodné zlozky &; st nezdvislé a rovnako rozdelené s rozdelenim N (0, 02).

1.2.1 Metdda nelinearnych najmensich stvorcov

Jednym z najcastejsie pouzivanych odhadov vektoru parametrov 6 je odhad
ziskany metodou nelinedarnych najmensich stvorcov, ktory obdobne ako v line-
arnom modeli minimalizuje rezidualny stcet stvorcov v tvare

n n

S(0) = Z Y; — f(zi, ooy 23 0))° = Z V; — f(x;;0)]*. (1.2)

i=1 =1

Na rozdiel od linearnych najmensich stvorcov vsak nie je mozné pre obecnt
regresnt funkciu f najst prislusny odhad @ minimalizujtci (1.2) analyticky, ale
odhad je spravidla zalozeny na opakovanej linearnej aproximaécii a je pocitany
iteracne (napr. Gaussovym-Newtonovym algoritmom). Funkcia S(€) navyse
modZze mat okrem globalneho minima i minima lokalne, ¢o moze spdsobovat
dalsie komplikécie v pripade nevhodnej pociatocnej aproximécie pre tcely ite-
racného algoritmu.



Predpokladajme, Ze f (x;; ) st dvakrét spojite diferencovatelné a 6 je vni-
tornym bodom parametrického priestoru 2. Potom je pre bod minimalizujtci
reziduélny stucet Stvorcov vektor parcialnych derivacii S(@) nulovy, t.j. plati

0S(0)| om 0 o5

B Z.5(0)=0 1.3
00 |, 00 ( ) ’ (13)
kde sme si za ucelom zjednodusenia zaviedli alternativne oznacenie hodnoty
parcialnej derivacie v danom bode.

Pre nelinearny model budeme pouzivat i nasledovné znacenie: vektor hod-
nodt regresnej funkcie pri vektore parametrov € budeme znacit ako

f(9> = (f(xl; 0)7 s f(xn; 0))/

a maticu prvych derivacii regresnej funkcie podla @ typu n x p ako
0 0
F.(0)=—f(0)=|—/f(x:;0) ).

O matici F,(0) budeme predpokladat, ze ma prinajmensom v okoli bodu 6*
hodnost p. Takisto budeme pouzivat skrateny zapis f* = f(6") a F. = F.(0").

Pri danom znaceni moZzeme prepisat zapis modelu (1.1) do maticového
tvaru

Y =f"+¢,

kde € ~ N(0,0?l,), a funkciu (1.2) vyjadrujicu rezidualny sucet Stvorcov
do tvaru
2
SO)=[Y-fO)[Y -f(6)] =Y -fO)]" (1.4)

Z poziadavky nulovosti vektoru parcidlnych derivécii (1.3) dostavame nor-
malne rovnice pre nelinedrny model v tvare
10 56y = F.(0)[Y — £(8)] = 0.. (1.5)
200
Pri skiimani vlastnosti odhadu metédou nelinearnych najmensich stvorcov
budeme vyuzivat myslienku linedrnej aproximacie. T4 vychadza z predpokladu,
ze pre 0 dostatocne blizke skutoc¢nej hodnote 8* mdzeme vyuzit aproximaécie
Taylorovym polynémom prvého radu

£(0) ~ f +F (60— 0. (1.6)

Navyse vzhladom k predpokladanej spojitej diferencovatelnosti f(x;; @) pri-

blizne plati aj F(é) ~ F’, pricom dosadenim tychto aproximécii do normal-
nych rovnic (1.5) dostdvame priblizny vzfah
F [Y P _F(O— 9*)} —FY [s “F0-909| ~o0,

odkial mozno jednoducho ziskaf priblizné vyjadrenie odhadu nelinedrnych naj-
mensich Stvorcov @ v tvare

6~ 6"+ (F'F))" Fe. (1.7)

5



Analogicky pre reziduélny sucet Stvorcov (1.4) plati
SO)=||[Y —f —F (00| (1.8)

Dosadenim F: (0 — 6*) ~ F: (F'F:)”' F'e = Hie, kde Hy = F: (F'F)) ' FY/
je symetricka idempotentna matica, dostaneme priblizenie rezidualneho stuctu
stvorcov (1.8) v bode 0 v tvare

S(6) ~ [|(1, — Hp) el = &' (1, — H) e. (1.9)

Dolezité vlastnosti odhadu metddou nelinearnych najmensich stvorcov 6
st jeho konzistencia a asymptoticky normalne rozdelenie, ktoré vsak platia iba
pri splneni istych predpokladov regularity uvedenych v nasledujicich podka-
pitolach. Pri splneni predpokladov konzistencie odhadu 0 plati i konzistencia
odhadu rozptylu o? v tvare
S(6)

n—p

S? =

1.2.2 Metdéda maximalnej vierohodnosti

Dalsim ¢asto vyuzivanym odhadom vektoru parametrov @ je odhad ziskany
metodou maximalnej vierohodnosti. Ak pozname hustotu nezavislych nahod-
nych veli¢in Y7, ..., Y, tak maximalne vierohodny odhad ziskame maximaliza-
ciou logaritmickej vierohodnostnej funkcie modelu. V pripade, ze hustotu Y;
mozeme vyjadrit ako p(y;; @, 0?%), tak logaritmickd vierohodnostna funkcia mé
tvar

L(6,0%) =log [ [ p(v:;6.0%) = > logp(ys; 6,0%).
=1 =1

AvSak vzhladom k tomu, Ze uvazujeme normélne rozdelentt ndhodnt zlozku,
plati, ze odhad vektoru parametrov @ ziskany metddou nelinearnych najmen-
sich stvorcov je zhodny s maximalne vierohodnym odhadom.

Tvrdenie 1.1. Nech plati nelineirny model (1.1), kde ¢; YN (0,0?). Potom
mazimdlne vierohodnym odhadom vektoru parametrov 8™ je @ a mazimdlne
vierohodnym odhadom rozptylu o? je S(0)/n.

Dokaz. Ak plati norméalny nelinedrny model v tvare (1.1), tak mozeme loga-
ritmicki vierohodnostni funkciu vyjadrit ako

. 1 i s(xi:0)]”
L(6.0%) = D tog (e )
(0.0 =3 toa (e

n n 9 1 < 2
=~ log2r — Jlogo —ﬁ;m-ﬂxi,eﬂ

2

n n 9 1



Pre maximalne vierohodné odhady parametrov normalneho nelinedrneho mo-
delu 0 a 62 zrejme plati

a -~ a ~

—L(0,6°)=0 a —L(0,6%) =0.

0 1(6.59 (6.5
Je zjavné, Ze pri fixovani 02 je maximum logaritmickej vierohodnostnej funkcie
(1.10) dosiahnuté v bode minima rezidudlneho sctu Stvorcov, teda v bode 6.
Naopak pri fixovani vektoru @ v bode @ plati

(6,67 =~ + =0,

z ¢oho vyplyva, ze

Overime, e odhady 6 a 62 = S()/n skutotne maximalizuji logaritmickt
vierohodnostnt funkciu L(0, 0?). Vzhladom k tomu, ze S(6) > S(0) = no?,
plati

Ao N N 9 1 A n 9 1
L(O,a ) —L(970 ) = —§loga — 2&28(9) —I—§loga +T‘28(0)
n. &% no? 1
=——log— — —S5(6
210855 ~ 552 T 5,2500)
S 62 n  no?
—_—— O —_—— — —
=T %2 T 2T g
n (&2 o
:i(ﬁ_l_logﬁ)
>0,
pretoze pre vietky a > 0 plati a — 1 > loga a zaroven 62 > 0 s.]. O]

S vyuzitim vyjadrenia logaritmickej vierohodnostnej funkcie normalneho
nelinearneho modelu (1.10) mézeme zaroven vyjadrit Fisherovu informaé¢na
maticu pre neznamy vektor parametrov (6%, 02)" ako

H2L(0* ,02) 02 L(0* ,02)
T 0006’ T 90002
Jn(a*,a2) =E 7 ,
H52L(0* ,02) _ 0’L(6%,0?)

T 90200’ 802002

kde postupnym derivovanim (1.10) a (1.4) dostaneme

_ %F,(G*)’F,(O*),

E [_W] _ [_Lﬂs(o*)] _E [%F,(G*)’[Y—f(@*)}] — 0,

00002 20400
0?L(6%,0%) n 1 . n  no? n
. [_ do200? ] =k {_@ * ;8(0 )} T 20t - o8 20t



Prislusna Fisherovu informa¢nii maticu teda mozno vyjadrit ako

LF.(6")F.(6") 0O >

0/ n

20%

(1.11)

3,(6°,0%) = (

Alternativne moznosti odhadu vektoru parametrov 8* najde zaujemca na-
priklad v monografii [18].

1.2.3 Predpoklady konzistencie

V nasledovnych dvoch podkapitolach si zhrnieme postacujtice predpoklady pre
konzistenciu a asymptoticki normalitu odhadu 6. Pri vycte tychto predpokla-
dov budeme vychédzat ako z prehladu, ktory uvadzaju Seber a Wild [18] ¢
Wu [20], tak i z povodnych ¢lankov Jennrich [14] a Malinvaud [15].

Uvazujme opit model v tvare

Y = f(x:;0") + ¢, (1.12)

avSak zatial bez bliz§ich predpokladov o jednotlivych zlozkdch modelu.
Prvé rigorézne dokéazané predpoklady konzistencie publikoval Jennrich [14].
Jeho zavery aplikované na model (1.12) mozeme zhrniat do nasledovnej vety.

Veta 1.2 (Predpoklady konzistencie I). Nech pre nelinedrny model (1.12) platia
nasledovné predpoklady:

J1. nahodné zlozky €; su nezdvisle a rovnako rozdelené s nulovou strednou
hodnotou a nezndmym konecnym rozptylom o2 > 0;

J2. skutoénd hodnota vektoru nezndmych parametrov @° patri do kompakt-
ného parametrického priestoru  C RP;

J3. f(x;;0) su zndme spojité funkcie vektoru parametrov @ € §);

J4. n71D,(0,0,), kde D,,(0,0,) = >0 [f(x;0) — f(x:;01)] ¢ 0,08, € Q,
konverguje rovnomerne ku spojitej funkcii D(0,60), a zdroven plati

D(0,60%) =0 vtedy a len vtedy, ak @ = 0",

2) ~2
Potom 0,, a 67 =

metrov 8" a o?.

S (én) /n st silne konzistentnymi odhadmi nezndmych para-

Dokaz. Vid Seber a Wild [18], ods. 12.2.2.
]

Poznamka 1.3. Povieme, 7e odhad 6, je silne konzistentnym odhadom pa-
rametra 6%, ak 8, —X 6*.

n—o0

Intuitivne vysvetlenie postacitelnosti predpokladu (J4) uvddza Amemiya
[1]. Idea je zaloZend na skuto¢nosti, ze 6,, je (slabo) konzistentnym odhadom



neznameho parametra 6", ak vektor 8™ ako jediny minimalizuje limitu v prav-
depodobnosti vyrazu n~'8(0). Vyraz n='S(0) totiz mdzeme vyjadrit ako

n

Lsie) = %Z Vi — f (x:0))
B %Z Y; — f (x:;07) + f (x0%) — f (x;;0)]
_ _Zg + 2 Zsz f(x:;0) — f(x:;0)] + %Dn(e*,e).

Dalej je zrejmé, Ze zo silného zakona velkych ¢isel plati n=' Y " | &2 SLZIRNPE
n—oo

a z Cebysevovej nerovnosti dostavame

2 n
o . 2
> e} < wz [f(x:;0%) — f(x:;0)]".
i=1
Vzhladom k tomu, Ze prava strana nerovnosti konverguje pri platnosti predpo-

kladu (J4) k nule, tak n™* Y7 ;[ f(x;;0%) — f(xi;0)] —2 4 0. Za platnosti
n—o0

predpokladu (J4) navyse plati, ze n=' D, (6%, 0) L, D(6%,0),aD(0",0) =0
n— o0
vtedy a len vtedy, ak @ = @*. Z toho vyplyva, Ze vektor 8 ako jediny mini-

P { % > ailf(xi;67) — f(x:;6)]

=1

malizuje limitu v pravdepodobnosti vyrazu n=*S(0), a teda 0, NN
n—oo
Nutnt a postacujicu podmienku konzistencie odhadu 8 uvadza Wu [20].

Veta 1.4. Nech pre nelinedrny model (1.12) platia predpoklady (J1)-(J3),
pricom parametricky priestor 2 C RP je navyse konecny. Potom podmienka

n

D.(0,67) = > [f(x5;0) — f(x;;07)]" — 00 VOO (1.13)

- n—00
=1

je nutnou podmienkou pre silniu konzistenciu odhadu 6.

Ak navyse plati, Ze ndhodné veliciny €; nie si ani zhora ani zdola obmedzené,
potom D, (0,0") — oo pre vSetky @ # 0 je zarover i postacujicou podmi-
enkou pre silnu konzistenciu odhadu 6.

Dokaz. Vid Wu [20].
[

Poznamka 1.5. Wu [20] takisto uvadza, ze predpoklad konec¢nosti parame-
trického priestoru §2 nie je z praktického hladiska obmedzujtci, pretoze pri
samotnom vypoc¢te mozno minimum rezidualneho stctu Stvorcov hladaf iba
na konec¢nej mnozine hodnét zvolenim maximalneho poc¢tu desatinnych miest.

Veta 1.4 ndm okrem iného hovori, Ze ak nosic¢ prislusnych nahodnych veli¢in
nie je obmedzeny (plati napriklad pre e ~ N (0, 0?l,,)) a zroveti existuje 6 # 0*
tak, Ze lim, oo Dp(0,0%) < oo, potom 6, nie je konzistentnym odhadom.
Nasledovny priklad, kedy odhad metédou nelinearnych najmensich stvorcov
nie je konzistentnym odhadom uvadza Malinvaud [15].
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Priklad 1.1. Uvazujme model v tvare
Y,=e ¥ 4¢g, 1=1,...,n,

kde a* > 0 je skutocna hodnota nezndmeho parametra a ¢; st nezavislé a rov-
nako rozdelené veliciny, ¢; € (—o0, 00).
Vzhladom k tomu, Ze plati

+o0o
. *\ —ai —ari) 2
JLIEOD”(Q’Q )—Z(e —e )
i=1
e 2 26—(044-04*) e—2a*
T1_ew I_ele) T g =%

pre lubovolné a > 0, tak odhad metédou nelinearnych najmensich stvorcov &,
nie je konzistentny. Alternativny dékaz nekonzistencie &,,, ktory nie je zalozeny
na nutnej a postacujicej podmienke (1.13), uvadza Malinvaud [15].

A

Vzhladom k tomu, Ze predpoklad (J4) ¢asto nie je mozné overit priamo,
pretoze nemame k dispozicii nekoneéntt postupnost {x;}, bolo navrhnutych nie-
kolko alternativnych predpokladov konzistencie, z ktorych si uvedieme verziu
predpokladov, ktoré pdvodne navrhol Malinvaud [15] a ktoré uvadzaja Seber
a Wild [18].

Veta 1.6 (Predpoklady konzistencie Il). Nech pre nelinearny model (1.12) platia
nasledovné predpoklady:

M1. nahodné zloZky e; su nezdvislé a rovnako rozdelené€ s nulovou strednou
hodnotou a nezndmym konecnym rozptylom o > 0;

M2. skutocénd hodnota vektoru nezndmych parametrov 8* patri do kompakt-
neho parametrickeho priestoru 2 C RP;

M3. f(x;;0) su zndme spojité funkcie vektoru parametrov @ € €);

M. ok f(x;0) = f(x;0%), potom 0 = 6";

M5. funkcia H,(x) = n 'Y " Lioxy — H(x), kde H(x) md vlastnosti
n—oo

distribucnej funkcie.

2) ~2
Potom 0,, a 67 =

metrov 8" a o?.
Dokaz. Vid Seber a Wild [18], ods. 12.2.2.

S (én) /n st silne konzistentnymi odhadmi nezndmych para-

]

Dokaz vety 1.6 je zalozeny na Hellyovej-Brayovej vete, podla ktorej plati

Lp.0.0) = /R [F6x:0) — f(x:0)]" ()

—— | [f(x;0) — f(x;0)]*dH(x) = D(8,0).

n—o0 Rk

Poznamka 1.7. Analogicka veta s modifikovanymi predpokladmi plati i v pri-
pade nahodnych vektorov x;, kedy H,(x) je empirickd distribu¢na funkcia.
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1.2.4 Predpoklady asymptotickej normality

Predpokladajme, ze odhad 0 ziskany metdédou nelinearnych najmensich stvor-
cov je aspon slabo konzistentny. Uz sme si ukazali, ze 6 mozeme aproximovat
vyrazom (1.7). Intuitivne teda mézeme ocakavaft, ze ako priblizné rozdelenie
odhadu 6 mozeme pouzif

6~ N(6",0*(F/F)).

Ak navysSe nahradime maticu (Ff'F:")f1 prislusnym konzistentnym odhadom
(F,(OA),F,(@))f1 dostaneme priblizné rozdelenie

6N (0*7 az(F.(é)’F.(é))“). (1.14)

V tejto casti prace si strucne popiseme predpoklady, za ktorych ma odhad
6 limitné rozdelenie (1.14). Bol to prave Jennrich [14], ktory odvodil a dokézal
zékladné predpoklady asymptotickej normality odhadu 6 a ktorého zavery
aplikované na model (1.12) si zhrnieme do nasledovnej vety.

Veta 1.8 (Predpoklady asymptotickej normality 1). Nech pre nelinedrny mo-
del (1.12) platia predpoklady (J1)-(J4) vety 1.2 a zdrover nech platia i tieto
dodatocné predpoklady:

J5. wvektor @ je vnitornym bodom parametrického priestoru € C RP;

J6. prvé a druhé parcidalne derivdcie funkcii f(x;;0) podla parametrov
01, ...,0, existuji a su spojité pre vsetky vektory 6 € ©F, kde ©®* pred-
stavuje okolie bodu 0™

J7a. n7 Y0 (2 f (x430)) (557 f (x4;0)) = n~'F.(0)'F.(6) konverguje rovno-
merne k nejakej matici C (0) na mnoZine ©*;
2

C
JTh. nty " <89r86 (x;;0 ) konverguju pre vsetky r, s = 1, ..., p rovno-
merne na mnoZine ©%;
J8. matica C = C (0") je requldrna.
Potom md ndhodnad velicina \/ﬁ(én — 9*) asymptoticky normdlne rozdelenie

N (0,02C™1), t.j. plati

Vn(, -6 =27, Z~N(0,6°C™). (1.15)

n—ro0
Navyse, matica C(én) je silne konzistentnym odhadom matice C.

Dokaz. Vid Seber a Wild [18], ods. 12.2.3.
[l

Poznamka 1.9. Za platnosti predpokladov (J1)—(J8) nie je asymptoticky nor-
mélne rozdeleny odhad 6,, obecne asymptoticky eficientny. Jennrich [14] viak
poznamenal, Ze v pripade normalneho rozdelenia nahodnych zloziek ; modelu
(1.12) odhad 6,, asymptoticky eficientny je.
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Pre vicsiu nazornost si uvedieme nacrt hlavnych bodov dokazu asympto-
tickej normality odhadu metédou nelinearnych najmensich stvorcov 0, na z4-
klade predpokladov (J1)—(J8), ktory v inej podobe uvadza i Amemiya [1].

Vzhladom k predpokladu (J6) dostavame na zaklade vety o strednej hodno-
te a na zaklade poziadavky nulovosti vektoru parcidlnych derivacii (1.3) vztah

0S(6,) 0S(0) . 8%5(0.,)

00 08 9000’ (0. -67) =0,

kde 6, lezi medzi @, a @". Z toho vyplyva, Ze pre ndhodn veli¢inu /n(6,,—0")
plati
10°S6,) |

1 0S(0%)
n 0000 ‘

Jn 06

Ukéazeme, Ze vyraz n~! ae?ae's (0~ ) konverguje v pravdepodobnosti k regulérne;j
matici a —n~1/2.2.5(0%) mé asymptoticky normalne rozdelenie.

V pripade prveho vyrazu postupnym derivovanim (1.4) dostaneme

10°5(6,) 10 {_Zaf’(én) [Y—f(én)]}

Vin(b, —67) = - (1.16)

n 0000 — noo 00

— %%Z {—2@ [Yi - f(Xz‘;én)]}
_ _Z {af X, 0 af(gg, n) 2 ];(;é’;n) [Yi - f(xi;én)} }

Vzhladom k tomu, Ze 6, je konzistentny odhad 6*, t.j. 6, AN 0", zjavne
n—o0

plati aj 6, . 0", a navyse z predpokladu spojitosti funkcii f(x;; @) vyplyva
n—oo
F(x460,) ——— f(x;;6"). Z tohto dovodu za predpokladu (J7a) plati
n—o0

2 < Of (xi30,) Of (x5 0,) S . .
5,.21 06 S0 = 2, Fu(00)F.(8,) ——2C(07) = 2C,

kde C je v stlade s predpokladom (J8) regularna matica typu p x p. Obdobne
za podmienky (J7b) plati

O f (x40, . . .
_EZ% [Yi—f(xz';e )+ f(xi;0%) —f(xi;en)}

2 n 82 i iy Un *
_ 2 L.__Z 89}:39’ [(i;G)—f(Xi;en)]ﬁo'

Pre prvy vyraz teda dostavame konvergenciu v pravdepodobnosti

1 9? ~ P
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Pre druhy vyraz plati vztah

1 056 1 . o v - 28fxu ")
- =26 _2%F,(0)[Y—f(0)]_—F Z 2 v e

a teda sa jedna o p linedrnych kombinacii nezavislych a rovnako rozdelenych

ndhodnych veli¢in €1, ...,&,. S vyuzitim predpokladu (J7a) mame
- 2 0f (x;;07) 4% <~ Of (x15607) Of (x1;0") 2
2 0fxi0) 10°C.
;Var(\/ﬁ 00 5) n ; 6 00 e

Nésledne je mozné s vyuzitim viacrozmernej Fellerovej-Lindebergovej central-
nej limitnej vety ukazaft, ze —n~Y 28%8 (6") ma asymptoticky normélne rozde-
lenie, konkrétne ze plati

1 0S(0") »
\/_ 00 n—s00 Z,

Na zéklade Cramérovej-Slutského vety teda z (1.16), (1.17) a (1.18) dostaneme

Z ~N(0,45°C). (1.18)

Vn(6, —0°) "= 7, Z~N(0,6°C).
n—o0
Vzhladom k tomu, Ze n~'F.(8,)F.(8,) je pri splneni predpokladov (J1)-(J8)
konzistentnym odhadom matice C, sme overili i asymptoticka platnost vztahu
(1.14).
Iny systém predpokladov asymptotickej normality, ktory nadvizuje na ve-
tu 1.6, uvadza Malinvaud [16].

Veta 1.10 (Predpoklady asymptotickej normality Il). Nech pre nelinedrny mo-
del (1.12) platia predpoklady (M1)-(M5) vety 1.6 a zdroven nech platia tieto
dodatocné predpoklady:

M6. vektor 8 je vnitorngm bodom parametrického priestoru  C RP;
M7. funkcie f(x;;0) st dvakrdt spojite diferencovatelné;

MS8. matica typu p X p

o= (| 551

je requldrna.

Potom ma ndhodnd velicina \/ﬁ(én — 0*) asymptoticky normalne rozdelenie
N (0,02C™ 1Y), t.j. plati

Vn(6, —0°) =7z, Z~N(0,06°C?).

n—oo

Navyse, matica C(én) je silne konzistentnym odhadom matice C.
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Dékaz. Vid Malinvaud [16].
[

Na zaver tejto podkapitoly si zhrnieme asymptotické vlastnosti odhadu é,
ktoré uvadzaji Seber a Wild [18]. Uvedené vlastnosti si zdujemca jednoducho
overi na zaklade linedrnych aproximacii (1.7) a (1.9).

Veta 1.11 (Vlastnosti odhadu metédou nelinedrnych najmensich Stvorcov). Nech

pre nelinedrny model (1.12) plati ¢, YN (0,0%) a nech plati systém predpokla-
dov asymptotickej normality. Potom pre velké n priblizne platia nasledovné
vlastnosti:

i) 6, 6" N (0,0°(F/F:) )

ii) §(8,) /0" = (n—p) S*/0® ~ X0,
iii) nahodné vektory 0, a S? si nezavisle;
iv) pre rezidudlne sucty $tvorcov plati

S(0%)-S(0.)n—p
S(6,) p

~Fpnpe (1.19)

Dokaz. Vid Seber a Wild [18], ods. 2.1.2, veta 2.1.
O

Poznamka 1.12. Gallant [9] ukézal, Ze pre linearne aproximécie (1.7) a (1.9),
pomocou ktorych st uvedené vlastnosti odvodené, platia vztahy:

0,=0"+ (F'F) " Fle+o, (%)

S(0 e (l,—Hg)e 1
g S0 _tMe, (1)
n—op n—p n
kde symbolom o0,(a,), kde {a,} je postupnost realnych ¢isel, znac¢ime nahodny
vektor (pripadne nadhodnu veli¢inu) X,,, pre ktorého zlozky X, plati

lim P( > 6) =0
n—00

pre kazdé € > 0, t.j. ndhodné veli¢iny X;,/a, konverguji v pravdepodobnosti
k nule.

in

Qn
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1.2.5 Boxov odhad vychylenia

Je velmi dolezité si uvedomit, Ze vlastnosti uvedené vo vete 1.11 priblizne
platia az pre dostatocne velky rozsah vyberu n. V tomto ohlade, ako uvad-
za napriklad Ratkowsky [17], obecne neexistuje pravidlo, ktoré by urcovalo,
aky rozsah vyberu postacuje k pribliznej platnosti asymptotickych vlastnosti,
resp. potrebny rozsah vyberu méze byt pre rozne modely a ich parametrizécie
odlisny, pricom rozhodujicim faktorom je stupen nelinearity modelu.

Pre konec¢né vybery teda obecne nema odhad metédou nelinedrnych naj-
mengich $tvorcov 6 normalne rozdelenie, nemusi mat najmensi rozptyl a do-
konca nie je ani nestranny. V tejto Casti si aspon v kratkosti uvedme, ako je
mozné urcit velkost vychylenia na zdklade aproximaécie, ktort navrhol Box [6].

Najprv si vsak rozsirme znacenie zavedené v podkapitole 1.2.1. Pre kaz-
da funkciu f(x;;0), i = 1, ..., n si zavedme si maticu prislusnych druhych
parcialnych derivacii typu p x p ako

82

P9 = G000 !

(xi; 0)
a symbolom F,,(8) budeme znacif trojrozmerné pole typu n X p X p, ktoré bude
po vrstvach obsahovat matice F;..(0),i = 1, ..., n, t.].

F..(0) = %;9,1’(0) = (Fz’..(e))i:l L

Takisto budeme pouzivat skratené znacenie F,,,(0") = F, a F..(6") = F..
S vyuzitim tohto znacenia mozeme vyjadrif kvadratickti aproximéciu re-
gresnej funkcie Taylorovym polynémom druhého radu ako

fO)~f +F.(06—-0")+-(0—0)F.(0-6,

1
2
pricom v pripade kvadratického ¢lenu budeme uvedenym znacenim chépat
sucin cez druhy a treti rozmer trojrozmerného pola F,.

Box [6] odvodil na zéklade porovnania linedrnej a kvadratickej aproximéacie
regresnej funkcie odhad vychylenia v tvare

2

bias 6 = —% (F/F) " F'm, (1.20)

kde /
m — (trF’{” (F'F) ™t Fr, (Fj"Fj‘)_1> :

pricom prostrednictvom tr znac¢ime stopu matice. Odvodenie prislusného tva-
ru aproximéacie vychylenia odhadu @ uvadza napriklad Zvéra [21], obecnejsie
odvodenie najde zaujemca v pdévodnom ¢lanku Box [6].

Dalsim $pecifikom nelinedrneho modelu je potreba jeho identifikovatelnosti.
T4& vychadza zo skutocnosti, Ze rovnaky nelinearny regresny model s identic-
kym priebehom regresnej funkcie mozno vyjadrit v roznych parametrizéciach.
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Napriklad rastovy model vyjadreny logistickou krivkou moze mat hned niekol-
ko parametrizacii, z ktorych si uvedieme aspon najcastejsie:

aq

B
; = — >0 >0 >0 1.22
f(xaﬁlaﬁ%ﬁ?)) 1 _'_52676:&7 ﬁl 752 753 y ( )
71
T, Y2, = — >0,7%>0,0<v <1 1.23
f(@371,72:73) T— M Y2 V3 (1.23)

NavySe je zjavné, Ze prostou transformaciou parametrov je mozné previest
Y
jednu parametrizaciu na druht a naopak. V uvedenych pripadoch zjavne plati

51 = 0, BQZ €a27 /83 = Qg,

_ _ L, _ 5, Q3
M =a, Y=e?, gz =e .

Uvazujme teda regularne a prosté zobrazenie 3 = g(8) a regularnu maticu
parcidlnych derivacii G(0) = %g(@) typu p X p. Potom vychylenie odhadu 3
v takto reparametrizovanom modeli mozno aproximovat ako

bias 3 = G(6")bias  + %mg, (1.24)

kde

NCHN 0°9,(0) 5\
m, = (tr ———~var@, ... tr anr@) .

Odhad vychylenia dostaneme nahradenim neznameho parametra 8* prislus-
nym odhadom 6. Odhad vychylenia parametrov v percentudlnom vyjadreni
vzhladom k hodnote 6 je jeden z indikatorov stupiia krivosti modelu. To zna-
mena, ze ¢im vicsie je percentualne vychylenie odhadu, tym je stupen nelinea-
platili asymptotické vlastnosti vety 1.11. Ratkowsky [17] uvadza hrubé pravi-
dlo, na zaklade ktorého je mozné povazovat percentudlny odhad vychylenia,

.....

modelu.

1.3 Miery krivosti

V predoslej kapitole sme uviedli, Ze platnost asymptotickych vlastnosti odha-
du metodou nelinearnych najmensich stvorcov 0v pripade konecného rozsahu
vyberu zavisi na stupni nelinearity modelu. Ten je mozné kvantifikovat po-
mocou mier krivosti, ktoré navrhli Bates a Watts [3]. Vzhladom k tomu, Ze
konstrukcia a detailnd geometrické interpretacia tychto mier krivosti zdaleka
presahuje moznosti tejto prace, uvedieme si iba niektoré hlavné zavery.

Je zrejmé, Ze platnost asymptotickych vlastnosti pre kone¢éné vybery zavisi
na tom, ako dobra je linedrna aproximacia

f(6) ~ " +F: (006
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v blizkosti bodu 8*. Vzhladom k tomu, Ze skutoéni hodnotu vektoru parame-
trov 8" nepozname, nahradime maticu F. prislusnym odhadom F, (0) V praxi
teda vyuzivame linearnu aproximaciu v tvare

f* ~f() + F.(0) (6" - 0).

Tato aproximéacia skutocnej hodnoty regresnej funkcie Taylorovym polynd-
mom v bode 6 je vhodné v pripade, Ze oblast ur¢end mnozinou vsetkych moz-
nych strednych hodnét {f(0) : @ € Q} je v blizkosti bodu 6 znacne plocha, t.j.
prislusna nadrovina ju dostato¢ne dobre aproximuje.

Ponimanie krivosti modelu je zalozené na porovnani linearnej a kvadratic-
kej aproximécie. Konstrukciu mier krivosti si popiseme aspon intuitivne sposo-
bom, ktory uvadzaju Seber a Wild [18]. Ak vyjadrime kvadraticki aproximéciu
Taylorovym polynémom v bode 0

A~

P~ £(0) +F.(0)(60° — 0) + 5 (6"~ 0)'F.(0) (6"~ 0)

kde A
6=0"-0,

je zrejmé, ze linearna aproximadcia je vhodné, ak velkost kvadratického ¢lenu
6’F.,(é)5 je v porovnani s velkostou n-rozmerného vektoru F, (9)6 mala.
Bates a Watts [3] navrhli dva typy krivosti, ktoré st zaloZzené na rozkla-
de kvadratického ¢lenu na dva ortogonalne vektory, z ktorych jeden je kol-
my na prislusni dotykovt nadrovinu (budeme znacit indexom N) a druhy je
s touto nadrovinou rovnobezny (budeme znacit indexom 7). Taktto dekom-
poziciu kvadratického ¢lenu dosiahneme pouzitim projekénej matice v tvare
He = F.(9)[F.(6)'F.(9)] 'F.(d)". Na zaklade tejto dekompozicie boli defino-

vané krivosti v smere § vztahmi

[0, R [5F.(@))] [ (@)9]

R@ F.(6)o]
Kg:HHF[a' (03] _ |%(6)

F@s  R@

Vzhladom k tomu, Ze takto navrhnuté krivosti nie s invariantné pri zmene
meritka, pouzivaju sa relativne krivosti v tvare

Vs = oKy,
75 = o/pKs

kde v} sa nazgva vnitornd krivost v smere § a v} sa nazyva parametrickd
krivost v smere 8. Tieto ndzvy vyplyvaju zo skutoc¢nosti, ze vnitorna krivost
v danom smere nezavisi na pouzitej parametrizacii modelu, tzn. nie je mozné
jej vplyv eliminovat, na druhej strane je vSak mozné nadmernt parametrickt
krivost vhodnou reparametrizaciou znizit.
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Krivost modelu vSak mozno merat obecne v Tubovolnom smere. Ak h je
nenulovy p-rozmerny vektor, tak vnitornt a parametricka krivost v smere h
mozno vyjadrit ako

LiAGL]
IF.(0n["
LAG

LAGL

Je zjavné, ze takto definované krivosti st zavislé na volbe vektoru h. Z tohto
dovodu sa v silade s ¢lankom Bates a Watts [3] ako miery krivosti spravidla

pouzivaji maximalne krivosti v tvare

W = oVBKY = 0yp

A
0

h
{ =it = ovp el

N N
7 = max 7y,
T T
7 = max

pripadne priemerné krivosti v tvare

N 1 2 1/2
Wes= |5 [ ea)as]
p Jhl|=1

1 ) 1/2
Yrars = [S— / (m) ds] :
p J|hl=1

kde sa integruje cez povrch jednotkovej gule a 5, = th||=1 dS znaci povrch
p-rozmernej jednotkovej gule.
Bates a Watts [4] navrhuji porovnavat maximalne krivosti vV, resp. 77

s hodnotou (F,,%,) " 1z , kde F) % =F,,_,(1 — ) je prislusny kvantil F roz-
deleniaspan—p stupnaml volnosti. Konkrétne, ak pre maximalnu vnatorni
a parametricka krivost plati, ze

N 1 aT<1

7 < /e 1 7 [c1
(6% (0%
Fpn —-p van —-P
potom je mozné podla autorov povazovat krivost modelu za nevyznamn, a te-
da linearnu aproximéciu za prijatelni. V pripade priemernych krivosti navrhuja

autori obdobné pravidlo, na zdklade ktorého mozno krivost modelu povazovat
za nevyznamnu, ak plati

FYRMS \/ Fpn —p <03 a fYRMS \/ Fplnap < 0.3.

Iné miery krivosti modelu navrhuje i Beale [5]. Ako vSak ukazali Guttman
a Meeter [10], tieto miery mozu stupen nelinearity modelu podhodnocovat.
Detailny popis jednotlivych mier krivosti nelinearnych modelov uvadzaja Bates
a Watts [41], pripadne Seber a Wild [18].
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1.4 Nelinearna regresia v R

Na zéaver tejto kapitoly si budeme ilustrovat uvedené teoretické poznatky na
odhade sigmoidéalneho rastového modelu v programovom prostredi R.

Priklad 1.2. Za Gcelom ilustracie bodového odhadu parametrov nelinearneho
modelu pouzijeme data popisujice obsah vody v bunkach v koreni rastliny
v zavislosti na vzdialenosti od $picky korena (data uvadza Ratkowsky [17],
str. 88, data set 4). Vzhladom k charakteru dat vyuZijeme na popis danej
zévislosti logisticky rastovy model (1.21). Za tcelom vypoctu prvych a druhych
parcidlnych derivacii vyuzijeme funkciu deriv3.

# naCitanie dat

> Ratkowsky4 <-

+ data.frame(x = seq(0.5, 14.5, by = 1.0),

+ y c(1.3, 1.3, 1.9, 3.4, 5.3, 7.1, 10.6, 16.0,
+ 16.4, 18.3, 20.9, 20.5, 21.3, 21.2, 20.9))
#

>

+

+

parametrizacia logistického rastového modelu

nls.function_A <-

deriv3(~ al / (1 + exp(a2 - a3 * x)), namevec = c("al","a2","a3"),
function.arg = function(x, al, a2, a3){})

Pred tym, nez pristapime k samotnému odhadu tohto modelu, budeme potre-
bovat vhodni pocdiatoénii aproximéciu neznamych parametrov pre iterativny algo-
ritmus. Z priebehu logistickej funkcie (1.21) je zrejmé, ze parameter oy vyjadruje
asymptotu tejto funkcie, ktora pre ucely pociatoénej aproximécie mozeme odhadntit
ako maximalnu hodnotu, ktort vysvetlovana premennd dosahuje pri velkych hodno-
tach vysvetlujicej premennej a ktort oznacime aj. Pociato¢né hodnoty neznamych
parametrov as a a3 je mozné uréit napriklad na zdklade odhadu linearizovaného

modelu v tvare
*
aj

log| -5 1) =a — azz.
° (f(a:; af, a2, 05) >

Ziskané hodnoty pouzijeme ako pociatocné riesenie pre Gaussov-Newtonov algorit-
mus v ramci Standardnej R-kovej funkcie nls.

# model A
> al_init = ceiling(max(Ratkowsky4$y))
> a2_init = 1m(log((al_init/y)-1) ~ x, data = Ratkowsky4)$coef[[1]]
> a3_init = -1Im(log((al_init/y)-1) ~ x, data = Ratkowsky4)$coef[[2]]
> model_A <-
+ nls(y 7 nls.function_A(x, al, a2, a3), data = Ratkowsky4,
+ start = c(al = al_init, a2 = a2_init, a3 = a3_init))
> summary(model_A, correlation = TRUE)
Formula: y ~ nls.function_A(x, al, a2, a3)
Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
al 21.5089 0.4154 51.78 1.77e-15 *x*x*
a2 3.9573 0.2619 15.11 3.57e-09 *xxx*
a3 0.6222 0.0446 13.95 8.89e-09 *xx*

Residual standard error: 0.7194 on 12 degrees of freedom
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Correlation of Parameter Estimates:
al a2

a2 -0.43

a3 -0.60 0.95

Hodnoty odhadu asymptotickej varian¢nej matice odhadu parametrov vyply-
vajucej z asymptotickej normality odhadu (1.15) moézeme urc¢it na zaklade matice
prvych parcidlnych derivacii v bode odhadu parametrov.

> F_hat = model_A$m$gradient ()
> S = sqrt(sum(residuals(model_A)"2) / summary(model_A)$df [2])
> 82 * solve(t(F_hat) %*% F_hat)
al a2 a3
al 0.17252487 -0.04679431 -0.011097446
a2 -0.04679431 0.06857917 0.011131115
a3 -0.01109745 0.01113111 0.001989346

Zaujemca sa moze jednoducho presveddit, ze odhadnuté Standardné chyby ¢i kore-
lacie odhadnutych parametrov z vyssie uvedeného vystupu funkcie nls odpovedaju
danému odhadu asymptotickej varianénej matice.

Za ucelom uréenia Boxovho odhadu vychylenia daného odhadu parametrov, ako
aj maximalnych ¢i priemernych vnutornych a parametrickych krivosti modelu, vyu-
zijeme funkciu Mrms. curv, ktort uvaddza Zvara [21].

> source("MODIFrms.R")

> Mrms.curv(model_A)

Parameter effects: 0.1782 (max 0.3717)
Intrinsic: 0.0608 (max 0.1071)

Parameter effects (x sqrt(F)): 0.3329 (max 0.6944)
Intrinsic (x sqrt(F)): 0.1136 (max 0.2)

Estimate Bias Rel. Bias
al 21.509 0.015359 0.071 %
a2 3.957 0.017338 0.438 7
a3 0.622 0.002762 0.444 Y,

Vidime, Ze relativne vychylenie v absolttnej hodnote neprekracuje 1%, a tak
podla tohto hrubého kritéria nie je nelinearita modelu prili§ velka. Podla oboch
kritérii, ktoré pre jednotlivé miery krivosti navrhuju Bates a Watts [4], mozno sice
povazovat vnutornt krivost modelu za zanedbateln, hodnoty mier parametricke;
krivosti uz prislusné hranice mierne prekracuji, a teda pri interpretacii zaverov vy-
plyvajucich z linedrnej aproximaécie je potreba byt opatrnejsi.

Uvedme si este odhady dalsich dvoch parametrizacii logistického rastového mo-
delu, tzn. (1.22) a (1.23).

# model B

> nls.function_B <-

+ deriv3(™ bl / (1 + b2 * exp(~-b3*x)), namevec = c("bl","b2","b3"),
+ function.arg = function(x, bl, b2, b3){})

> bl_init = al_init

> b2_init = exp(a2_init)

20



b3_init = a3_init

model_B <-

nls(y ~ nls.function_B(x, bl, b2, b3), data = Ratkowsky4,
start = c(bl = bl_init, b2 = b2_init, b3 = b3_init))

summary (model_B)

Formula: y ~ nls.function_B(x, bl, b2, b3)

v + + Vv V

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
bl 21.5089 0.4154 51.784 1.77e-15 **x
b2 52.3168 13.7005 3.819 0.002446 *x*
b3 0.6222 0.0446 13.950 8.89e-09 x**x

Residual standard error: 0.7194 on 12 degrees of freedom

# model C

> nls.function_C <-

+ deriv3(" c1 / (1 + c2 * (c3 ~ x)), namevec = c("c1","c2","c3"),
+ function.arg = function(x, c1, c2, c3){})

> cl_init <- al_init

> c2_init <- exp(a2_init)

> c3_init <- exp(-a3_init)

> model_C <-

+ nls(y ~ nls.function_C(x, cl, c2, c3), data = Ratkowsky4,
+ start = c(cl = cl_init, ¢2 = c2_init, c3 = c3_init))
> summary (model_C)

Formula: y ~ nls.function_C(x, cl, c2, c3)
Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
cl 21.5089 0.41536 51.784 1.77e-15 *x*x
c2 52.3168 13.70053 3.819 0.002446 *x
c3 0.5368 0.02394 22.420 3.66e-11 *x*x

Residual standard error: 0.7194 on 12 degrees of freedom

Mozeme sa presvedcit, ze pre bodové odhady roznych parametrizécii logistického
rastového modelu (az na zanedbatelné odchylky sposobené itera¢nym algoritmom)
plati

b1 = a1, by=e", bz=as,
c1=ai, ca=¢e"?, c3=¢e .

Na zaver si overime, Ze reparametrizacia nelinedrneho modelu nema vplyv na
jeho vnutorna krivost. Zarover si moézeme v§imnut, Ze parametricka krivost tychto
parametrizacii logistického rastového modelu je zna¢na, rovnako ako aj odhad vychy-
lenia pre neznamy parameter (s, resp. 2. Nelinearitu tychto modelov teda mdzeme
povazovaf za vyznamnd, a teda pre testovanie vyznamnosti prislugnych parametrov
by mali byt preferované testy, ktoré na parametrickej krivosti nezavisia.
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> Mrms.curv(model_B)
Parameter effects:

Intrinsic:
Parameter effects (x
Intrinsic (x
Estimate
b1l 21.509 O.
b2 52.317 2.
b3 0.622 0.

> Mrms.curv(model_C)

Parameter effects:
Intrinsic:

Parameter effects (x

Intrinsic (x
Estimate
cl 21.509 0.
c2 52.317 2.
c3 0.537 -0.

sqrt(F)):
sqrt(F)):
Bias
015359
700987
002762

sqrt (F)):
sqrt(F)):
Bias
015359
700984
000949

0.8156
0.0608
1.5237
0.1136
Rel. Bias
0.071 %
5.163 ¥
0.444 Y

0.9477
0.0608
1.7706
0.1136
Rel. Bias
0.071 %
5.163 %
-0.177 %
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2. Konfiden¢né mnoziny
v nelinearnom modeli

Okrem bodového odhadu vektoru neznamych parametrov @* v nelinedrnom
modeli (1.1) nés Casto zaujimaju i prislusné intervalové odhady vo forme inter-
valov spolahlivosti pre jednotlivé parametre, pripadne konfidenénych mnoZzin
pre zvoleni podmnozinu 6™,

Vzhladom k tomu, Ze pre konecné vybery obecne nepozndme presné roz-
delenie odhadu 6, nie je na rozdiel od normalneho linedrneho modelu mozné
priamociaro skonstruovat Zziaduce presné intervaly spolahlivosti, resp. konfi-
dencné oblasti. Z tohto dovodu bolo navrhnutych niekolko moznosti, ako in-
tervalovy odhad parametrov so zvolenou spolahlivostou aproximovat. Téato ka-
pitola sa teda bude venovat zdkladnym moznostiam konstrukcie konfidenénych
mnozin v nelinearnom modeli, ktoré si zviac¢sa odvodené z asymptotickej tedrie
metody maximalnej vierohodnosti.

V tejto kapitole budeme opét uvazovat normalny nelinedrny model (1.1)
definovany v podkapitole 1.2. Rovnako predpokladame, ze tento model spliiuje
prislusné predpoklady regularity.

2.1 Waldovska konfidenéna mnozina

Azda najcastejSie vyuzivana forma konfidenénych mnozin je zalozena na li-
nearnej aproximacii (1.6), a teda na asymptotickej normalite (1.14) odhadu
ziskaného metodou nelinearnych najmensich stvorcov.

Tvrdenie 2.1. Za platnosti nulovej hypotézy Ho : 8 = Oy proti alternative
Hi: 0° # 0y ma statistika

o (05— 60)F.(6,) F.(6,) (6, — 60)
=
pS?

priblizne F rozdelenie s p a n — p stupriami volnosti.

/

(2.1)

Dokaz. Vzhladom k tomu v normélnom nelineArnom modeli je odhad me-
tédou nelinearnych najmensich stvorcov 0 zarovenn maximalne vierohodnym
odhadom, mozeme k testovaniu hypotézy Hy: 8% = 0, vyuzit asymptoticky
Waldov test, ktorého testova statistika ma obecny tvar

W (6o) =n (0, — 60)'3(8,) (0, — 0o) = (6, — 60)'3.(6.,) (6, — ;)
a po dosadeni Jn(én) na zéklade (1.11) dostavame

(8 — 60)'F.(6.) F.(6.) (6. — 60)

o2

!/

W (o) =

23



7 asymptotickej tedrie maximalne vierohodného odhadu vieme, ze Waldova
statistika W(Go) ma za platnosti Hp, ako aj prislusnych predpokladov regu-
larity, asymptoticky rozdelenie )(120. Priblizné rozdelenie Statistiky Fi vyplyva
teda z vety 1.11, konkrétne zo skutoc¢nosti, Ze pre velké n ma (n — p) S?/o?
priblizne rozdelenie x2_, a ndhodné vektory 0,, a S? st nezévislé. Potom totiz
priblizne plati

/ !/

(6, — 6,)'F.(6,) F.(8,) (6, — 6,)/0?
F P ~ Fpnpe

]

Na zaklade priblizného rozdelenia testovej Statistiky F; tak dostavame
waldovsku konfidenén mnozinu s koeficientom spolahlivosti 1 — « v tvare

K (67) = {6 cQ: (0~ 0)F.(8)F.(0) (6 - 6) < ps*F .2, }.
Je teda zrejmé, ze waldovskd mnozina je ohrani¢end p-rozmernym elipsoidom
so stredom v bode 6, obdobne ako je tomu v pripade linearneho modelu.
Tento pristup je mozné zobecnit i pre pripad konstrukcie waldovskej kon-
fidenénej mnoziny pre zvoleni podmnozinu parametrov. Uvazujme rozklad
vektorového parametra 8" = (0;, 0;)/, pricom nas bude zaujimat konfidenéné
mnoZina iba pre neznamy vektor 8% dlzky p;. Dalej ozna¢me rozklad regularnej

matice V = F(é)/F(é) typu p x p ako
- (Vy V
v — <A 1V 12) _
Vo Vo
Pre inverziu V1, ktorej rozklad budeme znadit ako
o1 (\711 \”/12>
- \721 \”/22 )
~ ~ ~ A —1 A~ —
plati napriklad V! = (V11 — VoV, V21) ' Pri danom znaceni mé prislusna

testova statistika pre test hypotézy Hq: 87 = 61 proti alternative Hy: 87 # 619
tvar

S (0,00 (V) (0, - 01)
L 152

a za platnosti testovanej hypotézy ma 2 priblizne rozdelenie F s p; an —p
stupriami volnosti. Prislusnd waldovska konfidenéné mnozina teda nadobuda
tvar

K (07) = {01 € Q2 (61 - 00) (V) 7' (0: - 01) < piS*F 2, b

p1,n—p
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kde €2; znaci parametricky priestor vektoru 8. V pripade p; = 1 dostaneme
pre lubovolny parameter 6;, kde j = 1, ..., p, waldovsky interval spolahli-

vosti v tvare {Gj €Q;: (6 — éj)Q(ﬁjj)_l < §? ng‘_’p}, ktory je taktieZ mozno

vyjadrit ako
Clv (6) = (6 — SVo7 15776, + SV 1507,

kde t,}:pa /2 = t,—p(1 — a/2) je prislusny kvantil t rozdelenia s n — p stupniami
volnosti.

Tento interval spolahlivosti je samozrejme Speciadlnym pripadom konfidenc-
ného intervalu pre linedrnu kombinéciu a’8*, kde a je p-rozmerny nenulovy
vektor, ktory plynie z asymptotickej normality (1.14) a teda je zaloZeny na
Statistike s pribliznym rozdelenim t,,_, v tvare

a'0 — a'o*

/2"

S(a’\A/*la)

Prislu$ny interval spolahlivosti pre a’@* méa tvar
CI(a'8") = (a/é — SVaV-la t;:;/Q; a0+ SvVaV-la tnl__;m).

Poznamenajme, Ze okrem vyjadrenia waldovskej konfiden¢nej mnoziny
Ky (6") sa naskyta moznost vyjadrit simultdnne intervaly spolahlivosti aj po-
1—a/2

n—p VO vyjadreni

uzitim Bonferroniho metédy, a to nahradenim kvantilu t

1—a/(2p)

individudlnych intervalov spolahlivosti kvantilom t, .

2.2 Vierohodnostna konfidenéna mnozina
Druhéa casto pouzivana metéda konstrukcie konfidenénej mnoziny pre vekto-
rovy parameter 8* je zaloZend na pomere vierohodnosti.

Tvrdenie 2.2. Za platnosti nulovej hypotézy Hq : @° = ¢ proti alternative
Hi: 0% #£ 6y ma statistika
S(00) —S(.)n—p S(6,) —S(.
o S(O) = 5(0) 1=y _5(8)~5(0.) )
S(6,) p pS

priblizne F rozdelenie s p a n — p stupriami volnosti.

Dékaz. Predpokladajme, Ze rozptyl ndhodnej zlozky modelu o2 je znamy
a uvazujme Statistiku LR () v tvare

LR(6) = 2[L(8,) — L(6,)],

kde odhad metodou nelinearnych najmensich stvorcov 0, maximalizuje loga-
ritmick vierohodnostnt funkciu L(6, 0?) v tvare (1.10). Po dosadeni a jedno-
duchej tiprave dostavame

S(60) — S(6,)

o2

LR(6,) =
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Z tedrie maximélnej vierohodnosti vieme, ze Statistika LR (6y) mé asymptotic-
ky X;Q) rozdelenie. Priblizné rozdelenie Statistiky F5 opét vyplyva zo skutoénosti,
ze pre velké n mé (n — p) S?/o* priblizne rozdelenie x7_, a ndhodné vektory
0., a S? st nezavislé, t.j. plati

(S(80) —S(8.,)) /0

p :
2 (n —p) S?/o? pnep

n—p

]

Priblizné rozdelenie Statistiky F5 je mozné v stlade s (1.19) odvodit po-
mocou linedrnej aproximéacie (1.9). Vyraz (2.2) je totiz mozné za platnosti Hg
aproximovat ako

[S(60) ~S(8.)]/p _ [e'e €' (. —Hp)e]/p _ e'Hze/p
S@6.)/(n—p) — €U—He/(n—p) (. ~Hpe/(n—p)

92 =

kde vzhladom k vlastnostiam idempotentnej matice Hf a rozdeleniu nahod-
nej zlozky modelu € ~ N(0,0?l,) plati, ze e’ Hge/o? a €' (I, — Hf) €/c? st
nezavislé s rozdeleniami an resp. Xi_p

Na zéklade priblizného rozdelenia testovej statistiky F, dostaneme tzv.
vierohodnostni konfidenénit mnozinu s koeficientom spolahlivosti 1 —« v tvare

Kir(0%) = {9 €Q:5(0) <S(6) (1 + iy p>}

Obdobne, ako je tomu v pripade waldovskej konfiden¢nej mnoziny, je mozné
skonstruovat vierohodnostné konfidenéné mnoziny iba pre zvolent podmnozinu
parametrov. Opift budeme uvazovat rozklad vektoru 8* = ( 1 0;)/, pri¢om nés
bude zaujimat konfidenénd mnoZina pre neznamy vektor 8% dlzky py, tzn. vek-
tor parametrov 63 budeme povazovat za rusivy. Za t¢elom konstrukcie prislus-
nej konfiden¢nej mnoziny budeme teda potrebovat maximéalne vierohodny od-
had vektorového parametra 6 za podmienky Ho: 6] = 61, pricom tento odhad
oznac¢ime ako 52(010). Néslednym dosadenim vektoru 6, (619) = (010, 02(910))
do logaritmickej vierohodnostnej funkcie dostaneme tzv. profilovi logaritmick
vierohodnostnt funkciu L(Bn(Bw)). Prislusny pomer vierohodnosti bude mat
pri znalosti rozptylu o2 tvar

ER(010) = 2[1(8,) — L(3,(0,0))] = SO0 =50,)

g

a po analogickom dosadeni konzistentného odhadu parametra o2 dostaneme
testovu sStatistiku _ R
~ S(Bn(ﬂlo)) — S(Gn)
F2 - )
p1S?
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ktorda ma za platnosti nulovej hypotézy priblizne rozdelenie F s p; a n — p
stupniami volnosti. Prislusna vierohodnostna konfidenénd mnozina pre 67 ma
tak tvar

Kip(07) = {01 € :5(6(6,)) < S() (1 + n’pr;;g_p> } .

V Specidlnom pripade p; = 1 dostaneme pre [ubovolny parameter 6;, kde
j =1, ..., p, vierohodnostny interval spolahlivosti v tvare

CILr(07) = {ej €Q,;:5(0(0))) < S(6) (1 + - ipFﬁ;f‘p) } .

Pre vyjadrenie simultdnnych intervalov spolahlivosti mozno opit vyuzit Bon-
ferroniho metodu.

Vzhladom k tomu, Ze obe popisané metédy konstrukcie pribliznych konfi-
denc¢nych mnozin st zalozené na asymptotickej teérii maximalne vierohodného
odhadu, sa naskyté prirodzena otazka, aké st medzi tymito metédami hlavné
rozdiely.

V prvom rade, waldovské konfidenéné mnoziny st analégiou konfiden¢nych
mnozin pre parametre normalneho linedrneho modelu, kde matica modelu X je
nahradena maticou F, (é), a teda waldovské mnoziny silne zavisia na platnosti
linedrnej aproximécie regresnej funkcie (1.6) v blizkosti bodu 8%, ktora je plat-
né iba asymptoticky. Dalsou nevyhodou waldovského pristupu je, Ze prislusné
mnoziny zavisia na parametrizacii modelu a ich presnost je tak ovplyvnena
aj parametrickou krivostou modelu. Velkou vyhodou tohto pristupu je vsSak
pomernd jednoduchost vypoctu, ako i znazornenia tejto konfidenénej mnoziny.

Naopak, vierohodnostné konfidenéné mnoziny vyplyvaja z rezidualneho
suctu stvorcov, a tak viac odpovedaju intuitivnej poziadavke blizkosti pozo-
rovani vysvetlovanej premennej Y a odhadu f (é) Nespornou vyhodou toh-
to pristupu je i nezévislost na parametrizacii modelu, tzn. tieto mnoziny si
ovplyvnené iba vnutornou krivostou modelu, ktoréd je vSak casto zanedbatel-
na. Na druhej strane, hlavnou nevyhodou vierohodnostného pristupu je vy-
razne vysSia vypoctova naroc¢nost spojend s urcenim celej mnoziny K g, ako
i komplikacie pri grafickom znézorneni tejto mnoziny.

Dal$im zaujimavym faktom je, Ze waldovské i vierohodnostné konfidenéné
mnoziny st asymptoticky ekvivalentné. Na tito skutoénost mézeme poukazat
napriklad vyuzitim aproximéacie F, (é) (é — 0*) ~ F; (é — 0*) ~ Hge vo vzfahu

(0 - 0")F.(0)F.(6) (6 — 0") ~ €'Hy Hze = e'Hze ~ S(607) — S(B).

Asymptotickd ekvivalencia tychto vzfahov je zabezpedend poznamkou 1.12.
Napriek tomu sa moze waldovska a vierohodnostna konfidenéna mnozina v pri-
pade konecného vyberu vyrazne lisit, pricom v takomto pripade je z uvedenych
dovodov preferovana prave vierohodnostna mnozina.
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Poznamka 2.3. Vzhladom k skutoc¢nosti, Ze vierohodnostné konfiden¢né mno-
Ziny mozu byt negativne ovplyvnené vyznamnou vnitornou krivostou modelu,
Hamilton a Wiens [12] navrhli korekény ¢len, ktory na vnutornej krivosti zavi-
si, a pomocou ktorého je mozné uréit korigovani vierohodnostnii konfidenént
mnozinu pre danit podmnozinu parametrov. Konkrétny tvar korekéného clena,
ako i korigovanej konfiden¢nej mnoziny najde zaujemca napriklad v monografii

Seber a Wild [18], ods. 5.3.

2.3 Skorova konfidenéna mnoZina

Ukazali sme, ze dve najcastejsie pouzivané konfidenéné mnoziny pre paramet-
re nelinearneho modelu st vo svojej podstate zalozené na vhodnych tpravach
znamych asymptotickych testovych statistik - v prvom pripade Waldovho testu
a v pripade vierohodnostnych mnozin testu pomerom vierohodnosti. Prirodze-
ne sa teda ntika moznost konstrukcie konfiden¢nej mnoziny na zaklade testove;j
statistiky skorového testu.

Tvrdenie 2.4. Za platnosti nulovej hypotézy Ho : @ = O proti alternative
Hi: 0" # 0y ma statistika

[Y — £(60)]' F.(6o) [F.(6,)'F.(60)] " F.(60)' [Y — £(6))]
pS?

priblizne F rozdelenie s p a n — p stupriami volnosti.

ng

(2.3)

Dékaz. Opit predpokladajme, Ze rozptyl ndhodnej zlozky modelu o2 je zndmy
a uvazujme skérovu Statistiku LM (8) v tvare

LM (8o) = %U(é’o)' [1(60)] " U(60) = U(60)' [4.(60)] " U(60).

kde U (6y) je p-rozmerny vektor prvych parcidlnych derivacii logaritmickej vie-
rohodnostnej funkcie L(8) v bode 6y, t.j.

0 1 0

Po dosadeni U () a Fisherovej informac¢nej matice (1.11) v bode 8, dostavame

LM (80) = —5[¥ — F(60)] F.(00) [F.(00)F.(00)] "F.(60)'[Y —£(80)].

o2

1

8(90) - ﬁF-(eo), [Y - f(eoﬂ :

Vieme, Ze Statistika LM (0y) mé asymptoticky x2 rozdelenie, a po analogickom
nahradeni neznameho rozptylu nadhodnej zlozky o2 prislusnym konzistentnym
odhadom S? dostaneme s vyuZitim vlastnosti z vety 1.11 priblizné rozdelenie
statistiky F3, t.].

[Y — £(60)]'F.(80)[F.(80)'F.(80)] "F.(60)' [Y — £(80)] /o

p :
F pu— NF n— .
s (n —p)S?/o? pnep

n—p
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Analogicky, ako tomu bolo v pripade waldovskej a vierohodnostnej mnozi-
ny, dostavame na zaklade priblizného rozdelenia testovej statistiky Fj skorovi
konfidenént mnozinu s koeficientom spolahlivosti 1 — a v tvare

K (07) = {6 € Q1 [Y ~ £(0)]'He (0) [Y — £(0)] < pS*F ., |
kde Hr (0) = F.(0) [F.(0)'F.(0)] 'F.(0)"

V pripade konstrukcie skérovej konfiden¢nej mnoziny pre zvoleniit podmno-
zinu parametrov, t.j. pre vektor 07 dlzky p;, budeme rovnako ako v pripade
vierohodnostnej mnoZiny potrebovat maximalne vierohodny odhad rusivého
vektorového parametra 65 za podmienky Hg: 87 = 01, pre ktory sme zaviedli
znacenie 05(61). Ak budeme opit uvazovat vektor 6,(619) = (610, 52(010)),
tak skérovy test hypotézy Ho: 67 = 019 proti Hy: 07 # 01 v pripade rusivého
parametra 6} a pri zndmom rozptyle o2 je zaloZeny na Statistike

LM (619) = U1 (6,(610)) (02V) U, (6,(610)),

kde V! je submatica matice V= [F.(én(910))/F.(én(010))] ' prislugné vek-
toru 6; a Ul(én(em)) je pi-rozmerny vektor prvych parcidlnych derivécii

logaritmickej vierohodnostnej funkcie L(0) podla 6, v bode 8,,(01), t.j.

2
00,

1 0

U1(0,(610)) = =~ L(0,(610)) =

Statistika LM (610) ma za platnosti Ho : 6] = 01y opét asymptoticky x2,
rozdelenie. ~
Ak si uvedomime, ze odhad 05(6019) vyhovuje normalnym rovniciam (1.5),

t.j. U2(0,,(010)) je nulovy vektor, mozno Statistiku LM (019) vyjadrit v zné-
mejSom tvare (vid Seber a Wild [18], ods. 5.3)

1(61) (Ul(énwm)))/ [Jn(én(em))]1 <31@(9w)3>

U2 (én<910))
— iz [Y — f(én(alo))]/ﬁF(010> [Y a f(én(em))}’

o

1

kde He(010) = F.(6,(610))[F.(6,(810))'F.(0,(610))] F.(6.(610))". Po na-
hradeni neznameho rozptylu o2 jeho konzistentnym odhadom S? teda dosta-
neme sStatistiku

= [Y —£(6.(010))] He(020)[Y —F(8(600))]
3 e ’

ktora ma pri platnosti testovanej hypotézy priblizne rozdelenie F s p; an —p
stupriami volnosti. Prislusné konfidenénd mnozina mé teda tvar

K (07) = {02 € Q1+ [Y—F(8(6,))'He(0) [Y ~F(8(01))] < pi5°F, |

p1,n—p
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V pripade konstrukcie individudlneho skérového intervalu spolahlivosti pre
[ubovolny parameter 6;, kde j = 1, ..., p, dostaneme

Cluna(65) = {0, € 0 [Y ~(66,)) Fe(6,)[Y —£(86))] < S*F L2, .

pripadne v tvare zalozenom na U, (én(@)) = iL(én(Gj)) = _—11_8(571(9]-))

Clon(67) = {ej SURFRl

[ S=))
—
>
S—
SN—"
|
e
S,
.
A
N
n
Do
T
T
42
——

_ {ej e, [F(60) [Y - 7(60)]] < t;:;/2},
kde F,; (én(ﬁj)) je j-ty stlpec matice F, v bode 8,,(6;,). Podobne, ako tomu
je v pripade vierohodnostného pristupu, je miernym problémom skérovych
konfiden¢nych mnozin presné urcenie, ako i zndzornenie tejto mnoziny. Navyse
sa moze stat, ze mnozina Clys (9;), rovnako ako Clpgr ((9;?), bude tvorena
niekolkymi disjunktnymi intervalmi.

Poznamka 2.5. Je vhodné si uvedomit, Ze v realnych aplikaciach nebude z do-
vodu itera¢ného vipo¢tu odhadu 05(010) vektor Us(6,(610)) rovny nulovému
vektoru. Jeho zlozky vSak budu blizke nule, a teda pouzitie rozsireného tvaru
statistiky LM (010) by tymto faktom nemalo byt ovplyvnené.

2.4 Asymptotické konfiden¢né mnoziny

Obecnou metédou, ako zostrojit konfidenéné mnoziny pre vektor neznamych
parametrov 8%, je konstrukcia vhodnej testovej Statistiky za tc¢elom testu hy-
potézy Hy: 8° = 0, proti alternative Hy: 8" # 6, ktord bude mat za platnosti
hypotézy Hg zname rozdelenie, a nasledné vytvorenie konfidenénej mnoziny
z bodov 6, pre ktoré tento test prislusni nulovi hypotézu na danej hladine
a pri danych datach nezamietne. V tejto kapitole si uvedieme asymptotické
konfiden¢né mnoziny, ktoré predpokladaju dostatoény rozsah vyberu a su za-
lozené na asymptotickych testoch hypotézy Hg, u ktorych je obecne neznamy
rozptyl o? povazovany za rusivy parameter. Opif je mozné vyuzif analdgie
Waldovho testu, skérového testu ¢i testu pomerom vierohodnosti.

Tvrdenie 2.6. Za platnosti nulovej hypotézy Ho : @ = ¢ proti alternative
Hi: 0" # 0y maju statistiky

i) W (6o) =

ii) LR™ (00) — n[logS(eo) — 10g8(é”)}

[Y — £(80)]'F.(80)[F.(60)'F.(60)] 'F.(80) [Y — £(60)]

iti) LM (6o) =

30



asymptoticky x? rozdelenie s p stupriami volnosti.

Dokaz. V podkapitole 1.2.2 sme si ukazali, ze 0 je maximalne vierohodnym
odhadom neznameho vektoru parametrov 6% a 6% = S (é) /n je maximélne
vierohodnym odhadom rozptylu o2. Na zaklade vierohodnosti modelu (1.10) je
mozné jednoducho ukéazat, Ze pri obmedzeni 8 = 0, sa da vyjadrit maximéalne
vierohodny odhad rozptylu o2 ako 63 = S (00) /n.

Ukéazeme, ze prislusné testové statistiky st vskutku testovymi Statistika-
mi zndmych asymptotickych testov s rugivym parametrom o%. K tomu vsak
budeme potrebovat rozklad inverzie Fisherovej informac¢nej matice (1.11)

* -1 J7111 (0*7 0-2> J7112 (0*7 U2>
3.0 = (e shlon)

pricom z vlastnosti pozitivne semidefinitnej blokovej matice plati

J1(6%,0%) = *[F.(0°)F.(61)] ", J2(6%,0%) = 0;

n

J2! (0*, 02) =0 J2? (0*, 02) =2n"lot.
i) Waldov test

Waldova testova Statistika testu hypotézy Ho: 8 = @, proti alternative
Hi: 6% # 6y s ruSivym parametrom o2 ma tvar (vid Andél [2])

a pri platnosti testovanej hypotézy konverguje v distribtuicii k ndhodnej velic¢ine
s rozdelenim x7.

ii) test pomerom vierohodnosti

Pomer vierohodnosti v pripade testu hypotézy Hq: 8* = @, proti alternative
Hi: 0% # 0, s rusivym parametrom o? ma tvar

LR(6,) =2[L(0,,6%) — L(80,67)]

n . 1 n R 1 N
=2 Elog 6 + 27&38(90) - §log 6% — 2628(0n)
g SO 1800 | 5(0) nS(d)

= n[logS(Oo) - logS(én)}

a pri platnosti testovanej hypotézy konverguje v distribtucii k nahodnej veli¢ine
s rozdelenim Xg.
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iii) skérovy test

Testova Statistika skérového testu hypotézy Hg: 8 = 0, proti alternative
Hi: 0% # 0, s rusivym parametrom o2 ma tvar

LM(O()) - U1 (00, &(2))/.]7111 (00, &(2)) U1 (00, (ATS)

= [0 ailF. (@) E.00)] " [ r(000)]

1 11
= 5 [Y — £(60)]'F.(60) 53 [F.(60) F.(60)] " 5F.(680) [Y —(6,)]
0 0
_ [Y — £(80)] 'F.(60) [F.(60)'F.(85)] 'F.(8)'[Y — (60)]
a pri platnosti testovanej hypotézy takisto konverguje v distribtuicii k nahodnej
veli¢ine s rozdelenim XZ' O

Na zaklade rozdelenia prislusnych asymptotickych testovych statistik je
mozné urcit asymptotické konfidenéné mnoziny pre vektorovy parameter 6*
v tvare

Kip () ={0c . (0-6)F.(0)F.(0)(0-6) <> (1 -a)}
Ki5(0%) = {0 € i nflogS(6) ~10g S(8)] < 21— )},
Ki50(07) = {0 € Q1 [Y — (0)]He (0) [Y — £(0)] < 63x2(1 — o)}

kde 62 = S(6)/n, 63 = S(0)/n, He(0) = F.(6)[F.()'F.(6)] 'F.(6)
a X;Q;( 1 — ) je prislusny kvantil x? rozdelenia s p stupfiami volnosti.

Zcela analogickym postupom je mozné zostrojit i asymptotické konfidencné
mnoziny pre zvolenti podmnozinu parametrov 81, ktorych Specialnym pripa-
dom (p; = 1) st aj individudlne intervaly spolahlivosti a ktoré mozno zapisat
v tvare

i (07) = {01 € Q12 (0, - 01) (V)7 (01 - 1) < 6% (1- )},

Ki5(07) = {01 € Q1 :n[log S(8(61)) —10gS(9)] < &, (1 - )},
Kise(07) = {01 € 1 [Y=F(8(61))] He(01) [Y ~F(8(61))] < 53,12, (1-a)};

kde He(0,) = F.(6(6,)) [F.(0(61))'F.(0(6.))] 'F.(0(01) a 53, = S(6(61))/n.

Poznamka 2.7. Je zjavné, Ze napriklad waldovskéa a asymptotickd waldovska
konfiden¢na mnozina sa lisia iba vyrazom na pravej strane prislusnych nerov-
nosti, pricom plati 62x2(1 — ) < pS*F,,.%,, tzn. asymptotické verzia waldov-
skej mnoziny je podmnozinou pribliznej waldovskej mnoziny. Samozrejme st
tieto mnoziny asymptoticky ekvivalentné — ak ma totiz premenna X rozdelenie

v o o D ’ 7 s /7
F s v1 a 1 stuptiami volnosti, tak ;X —— Y, kde ndhodné veli¢ina Y ma
V2 —00

x? rozdelenie s v; stupiiami volnosti, a teda plati lim p Fpl,;f‘p = X,Qg( 1—a).
n—00 ’
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2.5 Presné konfiden¢né mnoziny

Doposial sme sa zaoberali konfidenénymi mnozinami, ktoré boli zaloZené na
Statistikdch s pribliznym F rozdelenim, resp. asymptotickym y? rozdelenim.
V tejto podkapitole si uvedieme obecnit metédu konstrukcie statistiky pre test
hypotézy Hq: 8" = 6, ktord mé presne F rozdelenie. Najprv vSak uvedieme
Specidlny pripad takejto Statistiky, ktort je mozné ziskat tpravou skdrovej
testovej Statistiky (2.3).

Tvrdenie 2.8. Za platnosti nulovej hypotézy Ho : @ = Oy proti alternative
Hi: 0" # 0y ma statistika

[ — £(60)) He (80) [Y — F(60)) /1 -
(Y~ £(80)] [l — He (60)] [Y — F(60)] /(1 —p)

presne F rozdelenie s p a n — p stuprnami volnosti.

Fy =

Dokaz. Za platnosti nulovej mozeme Statistiku Fy vyjadrit ako

e/
e (I, —Hg)e/(n—p)’

kde Hf = Ff(Ff’Ff)_lFf/ je symetrickd idempotentnd matica s hodnostou p.
Je zrejmé, Ze matica (I, — Hf) je takisto idempotentna s hodnostou n — p
a navyse, vzhladom k tomu, ze € ~ N (0,0°l,) a zaroveiit Hf (I, — Hf) = 0,
st ndhodné veliciny €’Hge a €’ (1,, — Hg) € nezavislé s x? rozdelenim s p, resp.
n—p stupfiami volnosti. Statistika F; teda mé F rozdelenie s p a n—p stupiiami
volnosti. O

F4:

Na zéaklade statistiky Fy tak dostavame presnti konfidenént mnozinu pre
parameter @ v tvare

L Y — £(6)] He (8)[Y — £(6)] b
K“e)‘{eeg Y o) [ <mHY—fwn<n—p5mp}
~{ocaiy-rorn <>[—wwn<3n_p?&p .

Je teda zrejmé, ze tato presna konfidencnd mnozina sa lisi od skoérovej kon-
fiden¢nej mnoziny iba pravou stranou prislusnych nerovnosti. Navyse, po-
rovnanim s asymptotickou verziou skérovej konfiden¢nej mnoziny zistime, ze
Ke(0") C K§%,(0%) a ze tieto mnoziny st asymptoticky ekvivalentné.

Obecntt metédu konstrukcie Statistiky pre test hypotézy Hg: 8° = 6, proti
Hi: 0" # 64 s presnym F rozdelenim navrhol na zaklade rozkladu reziduélneho
suctu Stvorcov Hartley [13]. Nech P je Tubovolna symetrickd idempotentna
matica typu n X n a s hodnostou p. Je zrejmé, Ze matica (I,, — P) je taktiez
idempotentnd s hodnostou n — p a dalej vzhladom k tomu, Ze € ~ N (0, *l,,)
a zaroveil P (I, — P) = 0, st nadhodné veli¢iny €'Pe a &' (I, — P) e nezavislé
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a maji x? rozdelenie s p, resp. n — p stuptiami volnosti. Za platnosti nulove;
hypotézy ma teda Statistika

[Y —£(60) P[Y —f(80)] /p
[Y —£(80)]" (1. — P)[Y — £(8))] /(n — p)
F rozdelenie s p a n — p stupiiami volnosti. Hypotézu Hg moZeme zamietnut, ak

je hodnota statistiky Fp vicsia nez prislusny kvantil F rozdelenia. Je zjavné,
ze Statistika Fj je Specidlnym pripadom Statistiky Fp pre

Fp =

P = He (85) = F.(00) [F.(6)'F.(85)] "F.(60)"

Jednou z dalsich moznosti je volba takej matice P, ktora nezavisi na vektore
parametrov 0 a zaroveii, pre ktort priblizne plati (I,, — P) f(0") ~ 0 tak, aby
menovatel Statistiky pokial moZno najmenej zavisel na vektore parametrov.
V takomto pripade totiz jednoduchou tpravou dostaneme

[Y —£(60)]' [Y —f(60)] ~Y' (1. —P)Yn—p
Y (1,-P)Y p

Fp%

tzn. velkost Statistiky bude zévisiet hlavne na rezidudlnom sucte Stvorcov
S(6p). Jednu z metéd konstrukcie takejto matice na zdklade Lagrangeovej
interpolécie uvadza Hartley [13].

Nespornou vyhodou Hartleyho metédy je, ze poskytuje presny test hypoté-
zy Hop, a teda umoznuje konstrukciu presnej konfiden¢nej mnoziny pre nezna-
my vektor parametrov 6. Rozdelenie Statistiky Fp navySe nezavisi na splneni
predpokladov regularity. Problémom vsak je, zZe sila testu zalozenom na Fp vy-
razne zavisi na volbe matice P. Presny test s malou silou je totiz z praktického
hladiska menej uzitoény, nez priblizny test s vyrazne vyssou silou. Dalou mier-
nou nevyhodou je i skutoc¢nost, Ze tento postup nie je mozné zobecnit pre test
hypotézy Hy: 87 = 019, kde vektor 87 opéif vyjadruje podmnozinu vektorového
parametra 6™,

Poznamka 2.9. Za tGc¢elom testovania hypotézy Hy: 8] = 619, kde 07 je vektor
zvolenej podmnoziny parametrov dizky p; < p, navrhol Hamilton [11] analégiu
statistiky Fj v tvare

Fy(01) = [Y - f(éf(elo))],[ﬁF(elg) — He, (610)] [Y~— £(6,(610))] /1
[Y — £(6,(010))] [l — He(810)] [Y — £(8,(010))] /(n —p) '

kde IA‘/||=2(4910) = FQ-(én(GIO)) [FQ-(én(GIO))/FQ-(én(OlO))]71F2c(én(910))/a pri-
¢om Fy,(0) znadi maticu prvych parcidlnych derivacii regresnej funkcie podla

0, typu n x po. Statistika Fj; ma vsak iba priblizné F rozdelenie s p; a n—p
stupriami volnosti. Priblizné konfidenéna mnozina zaloZend na Statistike £y mé
teda tvar

pi,n—p

KH<0>{) = {01 € ﬁ‘4(01) < Fl_a }
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2.6 Konfidenéné mnoziny v R

Na zaver nadviazeme na priklad 1.2 a jednotlivé moznosti konstrukcie konfi-
den¢nych mnozin porovname s vyuzitim programovacieho jazyka R. Vzhladom
k tomu, ze standardné R-kové kniznice obsahujt iba zakladné metédy konstruk-
cie konfidenénych mnozin, vyuzijeme i vlastné R-kové funkcie, ktoré zaujemca
najde na prilozenom CD.

Priklad 2.1. Uvazujme opit logisticky rastovy model (1.21) odhadnuty v pri-
klade 1.2. Ako prvé nas budi zaujimat individuédlne intervaly spolahlivosti
pre parametre o, as a az. Waldovské intervaly spolahlivosti C'ly (cvj) pre
j = 1, 2, 3 mdzeme jednoducho urcit s vyuzitim vystupu funkcie nls. Prislus-
né vypocty dosiahneme napriklad pomocou funkcie confint.Wald (inou moz-
nostou je i funkcia confint?2 kniznice nlrwr).

> source ("NLM-funkcie.R")
> confint.Wald(model_A)
2.5 % 97.5 Y%
al 20.6039095 22.4138979
a2 3.3867374 4.5278961
a3 0.5250053 0.7193645

Ako sme si uz uviedli, platnost waldovskych intervalov spolahlivosti zavisi hlav-
ne na platnosti linedrnej aproximacie (1.6) a moze teda byt negativne ovplyvnend
vnatornou aj parametrickou krivostou modelu. Okrem uz uvedenych mier krivosti
¢i odhadu vychylenia odhadov parametrov ziskame uzitoéni informéaciu o vplyve
nelinearity modelu aj na zéklade tzv. profilovych diagramov (vid obr. 2.1), ktoré
znazornuju nezaporné hodnoty Statistiky

S(6,.(6,)) — S(6,,
‘Tj(ej)‘—\/( ( )) ( )

5’2

pre rozne hodnoty parametra ¢;. Profilové diagramy znazornime pomocou R-kovej
funkcie plot.profile.nls.

> par(mfrow = c(1, 3), bty = "o")
> plot(profile(model_A), conf = c(0.90,0.95))

S ohladom na tvar Statistiky ﬁQ je zrejmé, Ze body 6;, pre ktoré nadobtuda Statis-
tika ‘Tj(ﬁj)| hodnoty mensie nez kvantil t;__;,x / 2, budu tvorit vierohodnostny interval
spolahlivosti pre prislusné parametre modelu. Z profilového diagramu mozeme vidiet,
ze vierohodnostné intervaly spolahlivosti budi priblizne symetrické okolo bodového
odhadu, ¢o takisto poukazuje na maly stupen krivosti tejto parametrizacie modelu.

Prislusné vierohodnostné intervaly spolahlivosti mozeme jednoducho vypodi-
tat napriklad pomocou standardnej R-kovej funkcie confint. Vytvorena funkcia
confint.LR je taktiez zalozena na profilovej logaritmickej vierohodnostnej funkcii,
na rozdiel od funkcie confint vSak priamociaro umoznuje detailnejSie profilovanie
vhodnym nastavenim parametra delta.t funkcie profile, ako aj vyuziva na pohlad
presnejsiu metddu interpolacie bodov ziskanych funkciou profile, ktora je prebrana
prave z funkcie plot.profile.nls.
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21.0 21.5 22.0 225 3.4 3.8 4.2 4.6 0.55 0.60 0.65 0.70

al a2 a3

Obr. 2.1: Profilové diagramy pre model (1.21)

> confint.LR(model_A, delta.t = 0.2)
2.5 % 97.5 %

al 20.647585 22.461760

a2 3.423286 4.623209

a3 0.531361 0.733467

Miernym nedostatkom funkcii confint a confint.LR sa moze zdat, Ze sa v oboch
pripadoch jednd iba o aproximéciu intervalov spolahlivosti C I r(c;) prej = 1, 2, 3,
ktord je zalozend na interpolécii tzv. profilovych stdp, presnost tejto aproximacie je
vsak velmi dobra. Ukézeme, Ze aproximdcia vierohodnostného intervalového odhadu
pre parameter «; (plati to ale aj pre ostatné parametre modelu) na zaklade funkcie
confint.LR plati v podstate presne.

S = summary(model_A)$sigma

df = summary(model_A)$df

al confint.LR(model_A) ["al",1]

model_Al <- nls(y " al / (1 + exp(a2 - a3 * x)), data = Ratkowsky4,
start = c(a2 = a2_init, a3 = a3_init))

pf ((deviance(model_A1l) - deviance(model_A)) / S°2, 1, df[2])

[1] 0.95

> al = confint.LR(model_A) ["al",2]

> model_A1l <- nls(y ~ al / (1 + exp(a2 - a3 * x)), data = Ratkowsky4,

+ start = c(a2 = a2_init, a3 = a3_init))

> pf((deviance(model_A1l) - deviance(model_A)) / S°2, 1, df[2])

[1] 0.95

vV + V V VvV V

V ramci Standardnych R-kovych kniZznic Zial nie st vSeobecne zname ziadne funk-
cie, ktoré by urcili ostatné typy intervalov spolahlivosti ¢i konfidenénych mnozin.
Na prilozenom CD je vsak mozné presné vypocty jednotlivych konfidenénych mno-
7in pre uvazovany model najst. Vzhladom k dizke prislusnjch R-kovych skriptov
uvedieme iba prislu$né hodnoty intervalovych odhadov s koeficientom spolahlivosti
0,95. Porovnanim jednotlivych intervalov si je mozné vSimnut, Ze pre tento model
st priblizné vierohodnostné, skérové i Hamiltonove intervaly spolahlivosti navza-
jom podobné a takisto nie st na rozdiel od waldovskych intervalov symetrické okolo
prislusného bodového odhadu. Na druhej strane vsetky asymptotické intervaly st
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uzsie nez ich priblizné verzie, a teda je mozné ocakavat, ze v pripade malého poctu
pozorovani budt mat asymptotické intervaly pravdepodobnost pokrytia skuto¢ného
parametra niz$iu nez je nominalny koeficient spolahlivosti.

# pribliZné intervaly spolahlivosti
> print (CI_LR)

2.5 % 97.5 %
al 20.647585 22.461760
a2 3.423286  4.623209
a3 0.531361 0.733467
> print (CI_LM)

2.5 % 97.5 %
al 20.651488 22.457556
a2 3.406613 4.660794
a3 0.529531 0.738348
> print(CI_Hamilton)

2.5 7% 97.5 %
al 20.653008 22.455900
a2 3.399573 4.677781
a3 0.528776 0.740512

# asymptotické intervaly spolahlivosti
> confint.Wald.asym(model_A)
2.5 % 97.5 %
al 20.780757 22.237050
a2 3.498236 4.416398
a3 0.543995 0.700374
> print (CI_LR_asym)
2.5 % 97.5 %
al 20.764816 22.320154
a2  3.492145  4.519431
a3 0.543189 0.716219
> print (CI_LM_asym)
2.5 % 97.5 %
al 20.708168 22.388687
a2  3.434223 4.620180
a3 0.534593 0.731193

Pri interpretécii individudlnych intervalov spolahlivosti pre parametre nelinear-
neho modelu je potreba byt obozretny v tom zmysle, Ze jednotlivé odhady para-
metrov mozu byt ¢asto vyrazne korelované, a teda nemozno vnimat tieto intervaly
spolahlivosti samostatne. Napriklad v pripade, Ze by sme nahradili hodnotu jediného
parametra nejakou hodnotou z prislusného intervalu spolahlivosti (hodnoty zvys$nych
parametrov by sme teda ponechali na hodnotach ziskanych metédou nelinearnych
najmensich Stvorcov), mozeme velmi lfahko dostat odhad regresnej funkcie, ktory
bude iba mélo odpovedat povodnym datam. Preto je asto vhodné nejakym spdso-
bom zobrazit aj konfidenéné mnoziny, prinajmensom pre jednotlivé dvojice parame-
trov.
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me pre kazdd dvojicu parametrov (teda pre podmnozinu parametrov dlzky p; = 2)
zostrojit tzv. pdrové konfidenéné mnoziny, pri ktorych konstrukeii budeme povazovat
zvy$né parametre modelu za rusivé. V programovom prostredi R mozno znazornit
waldovskt parovi konfidenént mnozinu Ky (v, o) pre Tubovolnt dvojicu para-
metrov pomocou funkcie ellipse.nls kniznice ellipse. Na druhej strane, viero-
hodnostnt parova konfidenéntt mnozinu K g (o, ;) znazornime pomocou funkcie
ellipse.profile.nls, ktord je zalozena na tzv. stvorbodovej aproximaécii, ktort
uvadzaji Bates a Watts [4]. Je v8ak potreba upozornit na skuto¢nost, ze tato stvor-
bodové aproximécia moze zlyhavat v pripade vysokej krivosti modelu.

parové konfidenéné mnoziny

library(ellipse)

par(mfrow = c(1, 3), bty = "o")

plot(ellipse(profile(model_A, alphamax = 0.05, delta.t = 0.11),
which = c(1, 2)), type = ’1’, 1ty = 1, col = "forestgreen")

lines(ellipse(model_A, which = c(1, 2)), col = "red", lty = 2)

points(coef (model_A) [1], coef(model_A)[2], col="darkblue", pch = 3)

vV V. + V V V %=

plot(ellipse(profile(model_A, alphamax = 0.05, delta.t = 0.11),
which = c(1, 3)), type = ’1’, 1ty = 1, col = "forestgreen")

lines(ellipse(model_A, which = c(1, 3)), col = "red", lty = 2)

points(coef (model_A) [1], coef(model_A) [3], col="darkblue", pch = 3)

vV V + V

plot(ellipse(profile(model_A, alphamax = 0.05, delta.t = 0.11),
which = c(2, 3)), type = ’1’, 1ty = 1, col = "forestgreen")

lines(ellipse(model_A, which = c(2, 3)), col = "red", lty = 2)

points(coef (model_A) [2], coef(model_A)[3], col="darkblue", pch = 3)

vV V. 4+ V

205 210 215 220 225 205 210 215 220 225 35 4.0 45 5.0

Obr. 2.2: Parové konfidenéné mnoziny pre model (1.21)

S cielom porovnat vplyv parametrickej krivosti modelu si uvedieme parovi wal-
dovsktu konfidenéntt mnozinu a aproximéciu parovej vierohodnostnej konfidencne;j
mnoziny aj pre parametrizaciu (1.22). Ocakavane, pri véi¢Sej parametrickej krivosti
je tvar waldovskej a vierohodnostnej konfiden¢énej mnoziny odlisnejsi.
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Obr. 2.3: Parové konfidenéné mnoziny pre model (1.22)

Moznosti zobrazenia celej konfiden¢nej mnoziny v pripade viac nez dvojparame-
trického modelu st z praktického hladiska obmedzené. V pripade modelu s troma
parametrami sa sice naskytd moznost vyobrazenia trojrozmernej konfidenénej mno-
ziny napriklad pomocou funkcie contour3d R-kovej kniznice misc3d, pri vic¢som
pocte parametrov vSak zobrazenie celej konfidenénej mnoziny nie je mozné. Funkcia
nlsContourRSS kniznice nlstools nam ale umoznuje pre kazdu dvojicu parametrov
znézornit rez viacrozmerného telesa, ktoré je uréené vierohodnostnou konfidenénou
mnozinou pre cely vektor parametrov modelu, a to rovinou, ktora je dana stradni-
cami prislusnej dvojice parametrov a ktord zaroven prechadza bodovym odhadom
ziskanym metdédou nelinedrnych najmensich stvorcov.

Naopak, funkcia n1sConfRegions takisto kniZnice nlstools ndm umoznuje zob-
razit pre kazda dvojicu parametrov stanoveny pocet bodov, ktoré tvoria ndhodny
vyber z 95% vierohodnostnej konfiden¢nej mnoziny, podla kritéria, ktoré navrhol
Beale [5]. V tomto pripade sa teda jedna o formu zndzornenia kolmého priemetu
telesa urceného vierohodnostnou konfidenénou mnozinou na rovinu, ktora odpoveda
stradniciam prislusnej dvojice parametrov.

A
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3. Simula¢na studia

Na zaver tejto prace si uvedieme vysledky simulacnej $tudie, ktorej cielom
je preskimat vplyv krivosti modelu, ako aj poctu pozorovani na pravdepo-
dobnost pokrytia skuto¢nej hodnoty parametrov jednotlivymi konfidenénymi
mnozinami popisanymi v predoslej kapitole.

3.1 Navrh simulac¢nej studie

Simulacna studia zalozend na metéode Monte Carlo bola navrhnuta tak, aby
bolo mozné empiricky overit, ako ¢asto je skutoény parameter nelinedrneho mo-
delu obsiahnuty v jednotlivych konfiden¢nych mnozinach, pripadne intervaloch
spolahlivosti, pricom budeme uvazovat koeficient spolahlivosti 0,95. Budeme
teda predpokladat platnost nelinedrneho modelu v tvare (1.1), ako aj zna-
lost skutoc¢nej hodnoty p-rozmerného vektorového parametra 8, a simulované
hodnoty nahodnych veli¢in Y7, ..., Y, ziskame generovanim pseudonahodnych
hodnot nezavislych a rovnako rozdelenych nahodnych zloziek modelu €4, ..., &,
ktoré pochadzaji z rozdelenia N (0, 0?). Hodnoty z norméalneho rozdelenia bu-
deme generovat pomocou R-kovej funkcie rnorm.

Pre ucely tejto simulacnej Studie budeme opit vychadzat z logistického
rastového modelu, ktory sme uvazovali v priklade 1.2, pricom za skutocné
hodnoty vektorového parametra budeme povazovat uvedené hodnoty ziska-
né metédou nelinedrnych najmensich stvorcov (samozrejme je mozné zvolit
Tubovolné hodnoty z parametrického priestoru). S cielom porovnat vplyv pa-
rametrickej krivosti modelu na pravdepodobnost pokrytia skuto¢nej hodnoty
parametra jednotlivymi konfidenénymi mnozinami budeme uvazovat $tyri roz-
ne parametrizacie logistickej krivky — okrem parametrizacii (1.21), (1.22) a
(1.23) budeme uvazovat i parametrizaciu

01
f($§61752753) = m, 01 > 0,03 >0, (31)
ktort pouziva R-kové funkcia SSlogis (tto parametrizéciu budeme oznacovat
ako model D). Ukazeme, zZe prave tato parametrizdcia mava najmensiu para-
metricka krivost spomedzi vSetkych Styroch uvazovanych moznosti. Porovna-
nim prislusnych parametrov v modeloch (1.21) a (3.1) sa moéZeme jednoducho
presvedcit, ze plati
(%) 1
=0y, 6=— 0d=—.
Qa3 a3
Vzhladom k tomu, Ze by sme chceli na zaklade simulac¢nej Stidie vyhodnotit
aj vplyv poc¢tu pozorovani, budeme okrem pévodného poctu pozorovani n = 15

uvazovat i simulované data rozsahu 30, 60 a 120. ZvySenie poctu pozorovani
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dosiahneme bud replikdciami hodnot vysvetlujicej premennej v pévodnom dé-
tovom stbore alebo rovnomernym zahustenim siete hodnot vysvetlovanej pre-
mennej. Pre kazda z parametrizacii (1.21), (1.22), (1.23) a (3.1) a pre kazdy
rozsah vyberu (vratane odliSenia spdsobu zvySenia rozsahu vyberu) spracu-
jeme 10 000 simulécii, pricom pre jednotlivé parametrizacie buda simulované
data daného rozsahu vzdy rovnaké.

Nésledne pre kazdy simulovany vyber odhadneme parametre prislusného
nelinearneho modelu Gaussovym-Newtonovym algoritmom s vyuzitim R-kovej
funkcie nls (ako pociatoc¢ni aproximdciu pre tcely itera¢ného algoritmu po-
uzijeme skuto¢né hodnoty parametrov). S vyuzitim odhadnutého modelu na-
pokon rozhodneme, ¢i skuto¢na hodnota vektorového parametra naozaj pa-
tri do prislusnej konfiden¢énej mnoziny pre cely vektor parametrov (budeme
pritom uvazovat vSetky uvedené sposoby konstrukcie pribliznej konfidenc¢ne;j
mnoziny, t.j. Kw(0"), Kpr(0"), Ky (0%), dalej vSetky asymptotické konfi-
den¢né mnoziny K{7(0%), K%(0%), K{5,(0%), ako aj presnt konfidenént mno-
zinu K¢(0)). Navyse, pre kazdy z parametrov daného modelu rozhodneme,
¢ skutofnd hodnota parametra patri do prislusného intervalu spolahlivosti
(opét budeme uvazovat vsetky priblizné a asymptotické intervaly spolahlivosti
vratane Hamiltonovho intervalu uréeného na zéklade Statistiky E(Hj)). Napo-
kon odhadneme pravdepodobnost pokrytia skuto¢ného parametra prislusnou
konfidenénou mnozinou, resp. intervalom spolahlivosti, relativnou pocetnostou
vyskytu skuto¢ného parametra v danej konfiden¢nej mnozine, resp. v.danom
intervale spolahlivosti. Na zaklade presného pristupu k jednovyberovému tes-
tu o parametre alternativneho rozdelenia zalozenému na binomickom rozdeleni
(vid Clopper a Pearson [7]) sa modzeme presved¢it, ze pri danom rozsahu simu-
la¢nej studie (N = 10 000) nezamietneme na hladine 0,05 hypotézu, ze pravde-
podobnost pokrytia skutoéného parametra prislusnou konfidenénou mnozinou
sa rovna nominalnemu koeficientu spolahlivosti, ak napozorovana relativna
pocetnost vyskytu skutoéného parametra v danej konfidenénej mnozine bude
medzi hodnotami 0,9457 a 0,9542 vratane.

3.2 Vysledky simulac¢nej studie

3.2.1 Logisticky rastovy model bez replikacii

Ako prvé si uvedieme vysledky simulacnej Studie pre jednotlivé parametri-
zacie logistického rastového modelu s rozsahmi vyberu 15, 30, 60 a 120 bez
replikacii. Jednotlivé odhady pravdepodobnosti pokrytia prislusnymi interval-
mi spolahlivosti, resp. konfidenénymi mnozinami st uvedené v tabulke 3.2,
resp. 3.4. Hodnoty, ktoré st mensie ako 0,9457 alebo vécsie ako 0,9542 oznacu-
jeme hviezdickou. Informéacia o odhade vychylenia odhadov jednotlivych para-
metrov a o mierach krivosti st uvedené v tabulkéach 3.1 a 3.3. Hviezdickou opéf
oznacCujeme hodnoty, ktoré poukazuji na vyznamni nelinearitu modelu na za-
klade kritérii uvedenych v kapitolach 1.2.5 a 1.3. Naopak skutocné hodnoty
parametrov budeme za tcelom zjednoduseného zapisu znacit 6;.
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Tab. 3.1: Priemerné hodnoty odhadu vychylenia odhadu parametrov

0 0, 02 03
model AazD A BaC D AaB C D
n=15 | 0,072% | 0,440% 5,266 %* 0,0567% | 0,445% -0,178% 0,071 %
n=30 | 0,033% | 0,216% 2,587 %* 0,026% | 0,219% -0,087% 0,035 %
n=60 | 0,016% | 0,107% 1,285%* 0,013% | 0,109% -0,043% 0,017 %
n =120 | 0,008% | 0,053% 0,639% 0,006% | 0,054% -0,022% 0,009 %

Tab. 3.2: Odhad pravdepodobnosti pokrytia intervalmi spolahlivosti

0; 01 0y 03
model AazD A BaC D AaB C D

Clw (05) 0,9505 | 0,9474 0,9354* 0,9494 | 0,9489  0,9479  0,9471
CILr(0;) | 0,9494 | 09476  0,9476  0,9492 | 0,9482  0,9482  0,9482

2 ClIpm(9;) | 0,9495 | 0,9480  0,9480  0,9496 | 0,9480  0,9480  0,9480
I CIu(8;) 0,9498 | 0,9482  0,9482  0,9498 | 0,9479  0,9479  0,9479
s CIg(65) | 0,8965* | 0,8901* 0,8923* 0,8980* | 0,8929* 0,8908* 0,8906*
CI17%(65) | 0,9145% | 0,9100% 0,9100* 0,9148* | 0,9113* 0,9113* 0,9113*
CI#5,(05) | 0,9352* | 0,9337* 0,9337* 0,9353* | 0,9335* 0,9335% 0,9335*
Clw(6,) 0,9527 | 0,9519  0,9439* 0,9565* | 0,9520  0,9513  0,9518
CIpr(6;) | 09518 | 09532  0,9532 0,9566* | 0,9526  0,9526  0,9526

K Clrm(9;) | 09519 | 0,9538  0,9538  0,9565* | 0,9526  0,9526  0,9526
I CIu(0;) 0,9519 | 0,9537  0,9537 0,9569* | 0,9524  0,9524  0,9524
CI{(6;) | 0,9293* | 0,9273*  0,9244*  0,9315* | 0,9302* 0,9292*  0,9282*
CI¢%(0;) | 0,9373* | 0,9381* 0,9381* 0,9398* | 0,9372* 0,9372* 0,9372*
CI¢5,(65) | 0,9456* | 0,9464  0,9464  0,9494 | 0,9469  0,9469  0,9469
Clw(6,) 0,9457 | 0,9509  0,9506  0,9484 | 0,9498  0,9493  0,9494
CIpr(0;) | 0,9460 | 0,9505  0,9505  0,9484 | 0,9492  0,9492  0,9492

2 Clpom(0;) | 09468 | 0,9507  0,9507  0,9485 | 0,9496  0,9496  0,9496
I CIg(0;) 0,9470 | 0,9505  0,9505  0,9485 | 0,9496  0,9496  0,9496
CIg(0;) | 0,9359* | 0,9414* 0,9382* 0,9371* | 0,9383* 0,9380* 0,9386*
CI{%(0;) | 0,9396* | 0,9431*% 0,9431* 0,9428* | 0,9427* 0,9427* 0,9427*
CI¢5,(65) | 0,9434* | 0,9463  0,9463 0,9451* | 0,9466  0,9466  0,9466
Clw(6;) | 0,9555% | 0,9510  0,9473  0,9554* | 0,9512  0,9503  0,9511
CILr(0;) | 09540 | 0,9517  0,9517  0,9555* | 0,9502  0,9502  0,9502

§ Clpa(6;) | 09542 | 0,9519  0,9519  0,9552* | 0,9503  0,9503  0,9503
1 ClIu(9;) 0,9542 | 0,9519  0,9519 0,9552* | 0,9502  0,9502  0,9502
s CI§(68;) | 09494 | 0,9446*% 0,9429*  0,9500 | 0,9452* 0,9448* 0,9452*
CI?%(6;) | 0,9514 | 0,9485  0,9485  0,9511 | 0,9465  0,9465  0,9465
CI¢5,(65) | 09528 | 0,9503  0,9503  0,9541 | 0,9486  0,9486  0,9487

Pre zaciatok si je vhodné vSimnit, Ze ak v roznych parametrizaciach toho

istého modelu sa nejaky parameter nemeni (napriklad plati oy = 81 = 71 = d1)

pravdepodobnost pokrytia tohto parametra v ramci prislusnych intervalov

spolahlivosti sa takisto pri zmene parametrizacie nemeni. To okrem iného zna-

mena, ze v pripade odhadu vplyvu parametrickej krivosti na validitu waldov-
ského intervalu spolahlivosti je vhodnejsie sa orientovat podla velkosti odhadu

vychylenia odhadu prislusného parametra nez podla celkovej miery parame-

trickej krivosti modelu. MéZeme si vSimnut, Ze vyznamné hodnota odhadu
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vychylenia u daného parametra predznamendva, ze pravdepodobnost pokry-
tia prislusného parametra waldovskym intervalom bude pri mensich rozsahoch
vyberu niz$ia nez nomindlny koeficient spolahlivosti.

Pokial ide o vplyv rozsahu vyberu, tak mozeme pozorovat, Ze s rasticim
poctom pozorovani klesa priemernd hodnota odhadu vychylenia odhadov pa-
rametrov a takisto klesé i parametrickd (ale aj vntatorna) krivost modelu. To
znamena, ze s rasticim rozsahom vyberu vplyv krivosti modelu na waldovské
mnoziny skutocne klesa, a teda v pripade velkého rozsahu je mozné vyuzit
i tato jednoducht metédu konstrukcie intervalu spolahlivosti.

Co sa tyka inych pribliznych intervalov spolahlivosti, tak je vhodné pozna-
menat, Ze ak nejaky parameter nahradime v inej parametrizécii iba nejakou
jeho funkciou, tak sa pravdepodobnost jeho pokrytia vierohodnostnym, ské-
rovym alebo Hamiltonovym intervalom spolahlivosti nemeni (to samozrejme
neplati napriklad pre d; = as/a3). Tento zaver je samozrejme v stlade s tym,
ze parametrickd krivost nemad na validitu tychto intervalov spolahlivosti ziaden
vplyv, ¢o je v porovnani s waldovskym pristupom znacna vyhoda. Vidime, ze
prave tieto tri metédy konstrukcie intervalu spolahlivosti davaju najlepsie vy-
sledky, pricom odhad pravdepodobnosti pokrytia tymito intervalmi odpoveda
nominalnemu koeficientu spolahlivosti.

Naopak pravdepodobnost pokrytia asymptotickymi intervalmi spolahlivos-
ti je i v pripade stredného rozsahu vyberu mensia nez nominalny koeficient
spolahlivosti, a tak v praxi nemozno pouzitie tychto intervalov spolahlivos-
ti odporudit. Najlepsie vysledky vSak déva asymptoticky interval zaloZeny na
skérovom teste.

Pokial ide pravdepodobnost pokrytia skuto¢nej hodnoty celého vektorového
parametra waldovskou konfidenénou mnozinou, tak je negativny vplyv para-
metrickej krivosti modelu na tato pravdepodobnost este vyraznejsi, a dokonca
aj pri rozsahu vyberu n = 120 je odhad tejto pravdepodobnosti v modeloch
s vySSou parametrickou krivostou stale mierne nizsi nez nomindlny koefici-
ent spolahlivosti. V pripade konstrukcie konfidenénych mnozin ¢ testovania
hypotéz o celom vektore parametrov je teda vhodnejsie vyuzit pribliznych me-
tod, ktoré na parametrickej krivosti nezavisia. Vzhladom k tomu, Ze odhady
pravdepodobnosti pokrytia vierohodnostnou, skérovou i presnou konfiden¢nou
mnozinou st velmi podobné, je mozné v praxi odporucit Tubovolni z nich.
Vzhladom k mierne jednoduchs$ej konstrukcii, ako aj intuitivnejSej interpretéa-
cii zalozenej na rezidualnom stcte stvorcov je teda mozné pre modely s nizkou
vnutornou krivostou preferovat castejSie pouzivané vierohodnostné priblizné
konfidenéné mnoziny, resp. intervaly spolahlivosti.
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Tab. 3.3: Priemerné hodnoty mier krivosti modelu

model ‘ A B C D

Vs (Flne )2 [ 0,3278% 15174 1,7620%  0,1593

2 AT(FLe )Y | 06840 3.4161% 39626 0,315
. s (Flne ) | 01114 01114 01114 0,1114
AVFL Y] 01965 0,965 0,1965  0,1965

S Vhus(Flo) | 02083 0,9881¢  1,1469%  0,1016
Lo (FLo )Y | 04334 22253% 2,5783% 0,1973
8 Vhus(Flo)? | 01407 0,6764%  0,7848% 0,068
Lo (FLo )Y ] 02025 1,5236% 1,7643% 0,1332
S hus(Fle)? | 00974 04702¢  05454%  0,0477
LooamF e )? | 02024 1,0501%  1,2261%  0,0021

Tab. 3.4: Odhad pravdepodobnosti pokrytia konfidenénymi mnozinami

model ‘ A B C D
Kw(0) 0,9468  0,9027* 0,8903*  0,9478
Krr(0) | 09501  0,9501 09501  0,9501
2 Kru(0) | 09495 09495  0,9495  0,9495
[ Kg(0) 0,9497  0,9497  0,9497  0,9497
S K{p(6) | 0,8422% 0,7868* 0,7724* 0,8397*
K?5.(0) | 0,9099* 0,9099* 0,9099*  0,9099*
K¢5,(0) | 0,9714%  0,9714* 0,9714* 0,9714*
Kw(6) 0,9523  0,9197* 0,9106*  0,9526
Kir(0) | 09535 0,9535  0,9535  0,9535
S Kpm(0) | 09536 09536  0,9536  0,9536
Il Ke(0) 0,9539  0,9539  0,9539  0,9539
= K@ (6) | 0,9093* 0,8738% 0,8635* 0,9076*
K7%(0) | 0,9361* 0,9361* 0,9361* 0,9361*
K75,(0) | 0,9643* 0,9643* 0,9643* 0,9643*
Kw(0) 0,9468  0,9305% 0,9259*  0,9460
Krr(0) | 09468  0,9468  0,9468  0,9468
S Kpm(0) | 09473 09473  0,9473  0,9473
[ Kr(0) 0,9473  0,9473  0,9473  0,9473
S K3 (6) | 0,9294%  0,9107%  0,9047* 0,9267*
K7%(0) | 0,9395* 0,9395*% 0,9395* 0,9395*
K?.(0) | 0,9515  0,9515  0,9515  0,9515
Kw(0) 0,9477  0,9413* 0,9378*  0,9493
Krr(0) | 0,9489  0,9489  0,9489  0,9489
§ Krpv(0) | 09492 0,9492 0,9492  0,9492
I K (0) 0,9491  0,9491  0,9491 0,9491
= K{@5(6) | 0,9387%  0,9297%  0,9274* 0,9391*
K75.(0) | 0,9451*% 0,9451* 0,9451* 0,9451%*
K¢5,(0) | 09503  0,9503  0,9503  0,9503
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3.2.2 Logisticky rastovy model s replikaciami

V pripade modelu s replikdciami st odhady pravdepodobnosti pokrytia in-
tervalmi spolahlivosti ¢i konfidenénymi mnoZzinami velmi podobné odhadom
ziskanym v pripade zahustenia siete hodnot vysvetlujicej premennej. Repliko-
vané data teda nemaji na pouzitie prislusnych metod konstrukcie konfidenc-
nych mnozin takmer ziadny vplyv. Zavery uvedené v predoslom odstavci sa

teda nemenia.

Tab. 3.5: Priemerné hodnoty odhadu vychylenia odhadu parametrov

0; 01 02 03
model AazD A BaC D AaB C D
n=30 | 0,036% | 0,219% 2,605%* 0,028% | 0,222% -0,089% 0,035 %
n==60 | 0,018% | 0,110% 1,298%* 0,014% | 0,111% -0,044% 0,018 %
n=120 | 0,000% | 0,055% 0,646% 0,007% | 0,0656% -0,022% 0,009 %

Tab. 3.6: Odhad pravdepodobnosti pokrytia intervalmi spolahlivosti

0; 01 0 03
model AazD A BaC D A aB C D

= Clw(6,) 0,9513 0,9511 0,9467  0,9572 0,9538 0,9540 0,9525
I CIrr(6;) | 0,9503 0,9516 0,9516 0,9561 0,9541 0,9541 0,9541

=  ClIrpa(65) | 0,9504 0,9518 0,9518 0,9559 0,9538 0,9538 0,9538
- Cly(0;) 0,9502 0,9522 0,9522 0,9562 0,9539 0,9539 0,9539
®  CIE(0;) | 0,9274* | 0,9295% 0,9253* 0,9333* | 0,9306* 0,9304* 0,9321*
l CI¢%(05) | 0,9353* | 0,9384*  0,9384* 0,9412* | 0,9403* 0,9403* 0,9403*

CI7%,(65) | 0,9426* | 0,9455% 0,9455%  0,9495 0,9488 0,9488 0,9488

~  Clw(6;) 0,9465 0,9508 0,9500 0,9483 0,9493 0,9495 0,9489
I CIrr(9;) | 0,9467 | 0,9490 0,9490 0,9484 0,9490  0,9490 0,9490

= CIpp(65) | 0,9466 0,9485 0,9485 0,9480 0,9497  0,9497  0,9497
- ClIy(65) 0,9467 | 0,9485 0,9485 0,9481 0,9495 0,9495 0,9495
S CIy(6;) | 0,9364* | 0,9396* 0,9402* 0,9380* | 0,9394* 0,9382* 0,9385*
I CI¢%(05) | 0,9414* | 0,9419% 0,9419* 0,9408* | 0,9423* 0,9423* 0,9423*

CI#5,(65) | 0,9444% | 0,9458 0,9458  0,9456* | 0,9457  0,9457  0,9457

o Clw(6;) 0,9537 | 0,9473 0,9483  0,9545* | 0,9515 0,9502 0,9501
I CIpg(d;) | 0,9532 0,9487  0,9487  0,9542 0,9498 0,9498 0,9498

E  CIpm(95) | 0,9536 0,9489 0,9489  0,9546* | 0,9497  0,9497  0,9498
- Clm(65) 0,9536 0,9489 0,9489  0,9546* | 0,9497  0,9497  0,9497
o CIfp(0;) | 0,9491 | 0,9433*  0,9443*  0,9490 | 0,9456* 0,9450*% 0,9444*
I CIf%:(6;) | 0,9510 0,9461 0,9461 0,9503 0,9470  0,9470 0,9470

& CI¢%,(65) | 0,9523 0,9479 0,9479 0,9525 0,9485 0,9485 0,9485
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Tab. 3.7: Priemerné hodnoty mier parametrickej krivosti modelu

model ‘ A B C D
S hus(Flo)? | 02153 09906 1,1510%  0,1047
! AT(FL2 )P | 04490 2,2309%  2,5878%  0,2047
8 hus(Flne)? | 01477 0,6784% 0,7883% 0,0718
! AT(FL2 ) | 03081 1,5281%  1,7725%  0,1405
S hus(Flae ) 01030 04716 0,5480%  0,0501
g AT(FLe )Y | 02148 1,0623%  1,2322%  0,0980

Tab. 3.8: Odhad pravdepodobnosti pokrytia konfidenénymi mnozinami

model ‘ A B C D
—~  Kw(0) 0,9518  0,9207* 0,9108* 0,9512
I Krr(0) | 09513 09513  0,9513  0,9513
= Krpm(0) | 09514  0,9514 09514  0,9514
- Kg(0) 0,9518 0,9518  0,9518  0,9518
®»  K{(0) | 0,9069* 0,8758*% 0,8659* 0,9081*
i K¢%(6) | 0,9360* 0,9360* 0,9360* 0,9360*
K?5,(0) | 0,9627*  0,9627* 0,9627* 0,9627*
= Kw(0) 0,9478  0,9312* 0,9255*  0,9462
I Krr(0) | 09483  0,9483  0,9483  0,9483
& Krpv(0) | 09476 0,9476  0,9476  0,9476
Ke(0) 0,9476  0,9476  0,9476  0,9476
3 Kg(0) | 0,9279*%  0,9108* 0,9046* 0,9263*
g K7%(0) | 0,9403* 0,9403* 0,9403* 0,9403*
K?5,(0) | 09513  0,9513 09513  0,9513
= Kw(0) 0,9479  0,9386* 0,9361*  0,9476
I Krg(0) | 09477 09477  0,9477  0,9477
E  Kpum(0) | 09483  0,9483  0,9483  0,9483
- Ke(0) 0,9483  0,9483  0,9483  0,9483
S Kg(e) | 0,9391%  0,9291%  0,9264*  0,9389*
I K75:(0) | 0,9439% 0,9439*% 0,9439* 0,9439*
£ K?5,(0) | 0,9501 0,9501 0,9501 0,9501

Poznamka 3.1. Seber a Wild [18] uvadzaji i Specidlnu moznost konstrukcie
konfidenénych mnozin v pripade replikovanych dat. Tato moznost je zalozena
na alternativnom odhade rozptylu o? (ozna¢me S?), ktory nezavisi na platnosti
modelu (1.1) a ktory je mozné vyjadrit ako stcet $tvorcov odchylok jednotli-
vych pozorovani vysvetlovanej premennej od prislusného priemeru ziskaného
pri rovnakych hodnotach regresorov podeleny celkovym poctom pozorovani
znizenym o pocet unikatnych hodndt, ktoré vektor regresorov v prislusnom
vybere nadobida (ozna¢me m). Potom je mozné napriklad vierohodnostni
konfidenént mnozinu vyjadrif ako

{0€0:5(6) <5(0) +ps2FL0 )
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3.2.3 Model s vysokou vnitornou krivostou

Doposial sme uvazovali model, ktorého vnitorna krivost bola zanedbatelna.
Napriek tomu, Ze tato situacia je v redlnych aplikdcidch velmi ¢asté, uvedieme
si na zaver tejto prace vysledky simulacnej stidie modelu, ktory ma vnutor-
na krivost vyznamni. Vytvoreny model bol inSpirovany ¢lankom St. Laurent
a Cook [19].

Uvazujme teda model v tvare

O2x;
Y, =01z + "2 4 ¢,

pre ktory budeme uvazovat skuto¢né hodnoty parametrov 6; = 2 a 6, = 0,15
a rozptyl nezéavislej a normalne rozdelenej nahodnej zlozky o2 = 0, 6. Hodnoty
regresorov nadobudaji hodnoty

x1
x2

c(-4.0,-3,-2.5,-2.0,
c(-2.5,-2,-1.7,-1.5,

-1.5,-1,- 5,1,1.5,2.0,2.5,3,4.0)
-1.2,-1,- 5,1,1.2,1.5,1.7,2,2.5)

3 b 3 b

pricom za ucelom zvysenia poctu pozorovani vyuzijeme replikacie.

Opit spracujeme simula¢ni $tadiu za tcelom odhadu pravdepodobnosti
pokrytia prislusnych parametrov jednotlivymi intervalmi spolahlivosti, resp.
konfidenénymi mnozinami, pricom tentoraz nebudeme uvazovat asymptotické
verzie tychto intervalov, resp. mnozin. Vzhladom k velkej variabilite jednot-
livych odhadov vychylenia ¢i mier krivosti budeme uvadzat v tabulkach 3.9
a 3.11 namiesto priemernych ich medianové hodnoty. Poznamenajme, ze z do6-
vodu konvergencénych problémov pri odhade parametrov sme museli priblizne
0,8 % simulovanych vyberov zo simula¢nej studie vylucit.

Mozeme si ihned vSimnaf extrémne vysokt hodnotu odhadu vychylenia
odhadu parametra 5. Prislusné odhady pravdepodobnosti pokrytia jednotli-
vych skutoénych hodnot parametrov prislusnymi intervalmi spolahlivosti st
zaznamenané v tabulke 3.10.

Tab. 3.9: Medidnové hodnoty odhadu vychylenia odhadu parametrov

rozsah ‘ n =15 n = 60 n =120
01 1,311%* 0,794% 0,595%
02 -83,09%* -35,26%* -20,16%*

Tab. 3.10: Odhad pravdepodobnosti pokrytia intervalmi spolahlivosti

rozsah n=15 (r=1) n=60 (r=4) | n=120 (r=23)
6, 61 0 61 0 61 6
CLw(6;) | 0,0419% 0,8976* | 0,9136* 0,8792* | 0,0023* 0,8820%
ClIr(f;) | 0,9781% 0,9793* | 0,0721% 0,9732* | 0,9626* 0,9685*
ClIra(6;) | 0,9641% 0,9665% | 0,9479  0,9501 | 0,9514  0,9516
Clu(6;) 0,9492  0,9537 | 0,9462  0,9472 | 0,9507  0,9512

Vidime, ze vysoka hodnota odhadu vychylenia v pripade odhadu parametra
0 mé opit vplyv na nizsiu pravdepodobnost pokrytia skuto¢nej hodnoty tohto
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parametra waldovskym intervalom spolahlivosti. To odpoveda negativnemu
vplyvu parametrickej krivosti na waldovské intervaly spolahlivosti, ktory sme
pozorovali uz v pripade logistického rastového modelu.

Zaujimavé ale je, Ze aj ked parametricka krivost nemd vplyv na ostatné pri-
blizné intervaly spolahlivosti, jedinou metédou konstrukcie, ktorej pravdepo-
dobnost pokrytia skuto¢nej hodnoty oboch parametrov odpovedd nominalne-
mu koeficientu spolahlivosti je Hamiltonova metéda. Vysoka vntutorna krivost
modelu pri nizSom rozsahu vyberu ma za néasledok vyssiu pravdepodobnost
pokrytia skuto¢nej hodnoty parametrov u vierohodnostného i skérového inter-
valu spolahlivosti. Negativny vplyv sa pritom prejavuje viac u vierohodnost-
ného pristupu. Tento zaver sa teda lisi od vysledku simulacnej studie, ktora
publikovali Donaldsonova a Schnabel [8] a podla ktorej nemala vniatorna kri-
vost modelu na pravdepodobnost pokrytia vierohodnostnym intervalom vplyv
— je vSak nutné podotknit, Ze aj v uvedenom ¢lanku bol uvazovany jediny
model s vysokou mierou vnutornej krivosti, a teda na potvrdenie ¢i vyvratenie
tejto hypotézy by bolo potrebné tuto simula¢nt studiu rozsirit aj o iné modely
s vysokou vnutornou krivostou.

Analogické odhady pravdepodobnosti pokrytia vektorového parametra jed-
notlivymi konfidenénymi mnozinami st uvedené v tabulke 3.12. Jedinou kon-
fidenénou mnozinou, ktora i pri nizSom rozsahu vyberu dodrzuje nominalny
koeficient spolahlivosti je presné konfidenéna mnozina. Jednotlivé metédy kon-
strukcie konfiden¢nych mnozin st sice asymptoticky ekvivalentné, ich postupné
pribliZovanie je vSak v takomto pripade pomerne pomalé. Z pribliznych konfi-
denénych mnozin dosahuje v modeli s vysokou vnutornou krivostou najlepsie
vysledky skérova konfidenénd mnozina, najhorsie opif konfidenénd mnozina
waldovského typu.

Tab. 3.11: Medianové hodnoty mier krivosti modelu

rozsah ‘ n=15 n=60 n=120

VEus(Flre V2 [ 21101 1,.2476%  0,9443*

p,n—p

AT(FI-e V2| 3 4401%  2,0373%  15421%
Vs (Flne )2 | 0,7668%  0,4976%  0,3813*
YV (FLe VP | 12521 0,8125%  0,6227%

Tab. 3.12: Odhad pravdepodobnosti pokrytia konfidené¢nymi mnozinami

rozsah ‘n:15 n=60 n=120

Kw(6) | 0,9086% 0,8954% 0,8929%
Krr(6) | 0,9686% 0,9627% 0,9604*
Kra(0) | 0,9634% 09514  0,9538
Kr(6) | 0,9519  0,9486  0,9528
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Z.aver

Cielom tejto prace bolo popisat a porovnaf rozne moznosti konstrukcie konfi-
den¢nych mnozin, pripadne intervalov spolahlivosti, pre parametre norméalne-
ho nelinedrneho modelu. Vzhladom k skutoc¢nosti, Ze na rozdiel od linearneho
modelu nie je mozné v pripade kone¢ného vyberu jednoducho a jednoznacne
skonstruovat konfidenéné mnoziny, ktoré budi presne s danou spolahlivostou
pokryvat skutocné hodnoty parametrov modelu, boli odvodené viaceré pri-
blizné konfidenéné mnoziny, ktoré su sice asymptoticky ekvivalentné, ale pri
malom rozsahu vyberu sa mozu navzajom pomerne vyrazne ligit. Okrem pri-
bliznych konfidenénych mnozin boli na zaklade tedrie maximalnej vierohod-
nosti odvodené i asymptotické konfidenéné mnoziny, ktoré vSak nemusia byt
vhodné v pripade mensieho rozsahu vyberu. Takisto sme si v kratkosti uviedli
i najcastejSie pouzivanu presnit konfidenénit mnozinu zalozenii na Hartleyho
metdde.

Na zaklade vysledkov simulacnej studie sme si overili, ze v pripade azda
najcastejsie pouzivanej waldovskej konfidenénej mnoziny je pravdepodobnost
pokrytia skuto¢ného parametra touto konfidenénou mnozinou, pripadne inter-
valmi spolahlivosti, ¢asto Statisticky vyznamne nizsia nez je zvoleny koeficient
spolahlivosti. Tento fakt je samozrejme v stulade s vysledkami rozsiahlej si-
mulacnej Studie, ktort prezentovali Donaldsonova a Schnabel [8] a v ktore]
porovnavali waldovskt, vierohodnostni a presnt konfidenéntt mnozinu. Ob-
medzenim waldovskej metddy je hlavne elipticky tvar konfiden¢nej mnoziny,
ktory ¢asto nemusi odpovedaf tvaru ziaducej konfidencnej mnoziny pre para-
metre nelinearneho modelu, ¢o nastava hlavne v pripade vyssej parametrickej
krivosti modelu. So zvysujucim sa rozsahom vyberu sa vSak pravdepodobnost
pokrytia waldovskou konfidenénou mnozinou blizi nominalnej hodnote koefi-
cientu spolahlivosti.

Z uvedenych dovodov by mali byt v redlnych aplikaciach preferované pri-
blizné alebo presné metddy, ktoré nie st parametrickou krivostou modelu
ovplyvnené. Simulac¢na studia potvrdila, ze ako vierohodnostné, tak i skéro-
vé a presné konfidenéné mnoziny maji pravdepodobnost pokrytia skuto¢ného
parametra velmi blizku nominalnemu koeficientu spolahlivosti i v pripade ma-
lého rozsahu vyberu. Naopak, asymptotické konfidenéné mnoziny ¢i intervaly
spolahlivosti sa neodporica pouzivat v pripade malého, ani stredne velkého
rozsahu vyberu, kedy moze byt prislusnd pravdepodobnost pokrytia i vyrazne
nizsia nez je zvoleny koeficient spolahlivosti.

V pripade vyznamnej vntatornej krivosti modelu vSak mézu byt vierohod-
nostné a ¢iastocne i skérové konfidenéné mnoziny ¢i intervaly spolahlivosti
mierne konzervativne, t.j. mozu mat pravdepodobnost pokrytia skuto¢nej hod-
noty parametra vyssiu nez je zvoleny koeficient spolahlivosti. V pripade snahy
o udrzanie pravdepodobnosti pokrytia v blizkosti hodnoty prislusného koefici-
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entu spolahlivosti sa tak odporica pouzitie presnej konfidencnej mnoziny zalo-
zenej na Hartleyho metdde, resp. pribliznej Hamiltonovej metody konstrukcie
intervalov spolahlivosti.

Na zéaver je vSak potreba poznamenat, Ze vntatorna krivost modelu je v re-
alnych aplikaciach ¢asto zanedbatelnd. A tak vzhladom k tomu, Ze vierohod-
nostna, skérova a presna konfidenéna mnozina, resp. vierohodnostné, skorové
a Hamiltonove intervaly spolahlivosti, davaju ¢asto velmi podobné vysledky,
mozno povazovat kazda z tychto metéd za vhodnu pre praktické aplikécie.
Vzhladom k najviac intuitivnej interpretacii zaloZenej na rezidudlnom sucte
Stvorcov, by som osobne odporucal pouzitie vierohodnostnych konfiden¢nych
mnozin ¢i intervalov.
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Obsah priloZzeného CD

K tejto praci je prilozené CD, na ktorom je mozné najst:
e clektronicku verziu diplomovej prace vo formate PDF,
e pomocné funkcie v programovacom jazyku R,
e zdrojové kédy k jednotlivym prikladom, ako i simulacnej studii.

Vsetky vypocty boli spracované v programovom prostredi R, verzia 2.12.2.
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