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Abstrakt: V predlozené praci studujeme vztah funkce, respektive zobrazeni mezi
metrickymi prostory, a jejtho grafu, tedy podmnoziny kartézského soucinu dvou
metrickych prostortu. Hlavni oblasti zajmu pro nas budou redlné funkce jedné
realné proménné, no jestli to bude mozné, budou tvrzeni formulovana i pro zo-
brazeni mezi jinymi prostory. V prvni kapitole studujeme funkce s uzavienym
grafem. Tito funkce nejdrive charakterizujeme pomoci jejich hromadnych hod-
not a poté, za urcitych predpokladu, charakterizujeme mnozinu bodu nespoji-
tosti funkce s uzavienym grafem. Ve druhé kapitole zavedeme pojem Hausdorf-
fovy vzdalenosti podmnozin metrického prostoru a ukazeme vztah mezi ruznymi
druhy konvergence funkci a konvergenci Hausdorffovy vzdélenosti jejich grafu
k nule. V posledni kapitole formulujeme Gibbsuv jev z teorie Fourierovych rad
jako konvergenci Hausdorffovy vzdélenosti grafu casteénych souctu Fourierovej
fady od vhodné upraveného grafu aproximované funkce k nule.
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Abstract: In presented work we study relation between a real function, or a map
between two metric spaces, and its graph, a subset of Cartesian product of two
metric spaces. Mainly, we will focus on real function of one real variable, but
if possible theorems will be concerning maps between other metric spaces. In
first chapter we study functions with closed graph. First we characterize these
functions by their limit points and then, under some additional conditions, we
characterize set of points of discontinuity of a function with closed graph. In
second chapter, we introduce Hausdorff distance of subsets of metric space and
we will show relations between different types of convergence of functions and
convergence of Hausdorff distance of their graphs to zero. In the last chapter,
we define Gibbs phenomenon from the theory of Fourier series as convergence of
Hausdorff distance of graphs of partial sums of Fourier series from modified graph
of approximated function to zero.
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dzi metrickymi priestormi, a jej grafu, teda podmnoziny kartézkého sic¢inu dvoch
metrickych priestorov. Hlavnou oblastou zdujmu pre nds budi redalne funkcie jed-
nej realnej premennej, no ak to bude mozné, budu tvrdenia formulované aj pre zo-
brazenia medzi inymi priestormi. V prvej kapitole studujeme funkcie s uzavretym
grafom. Tieto funkcie najskor charakterizujeme pomocou ich hromadnych hodnot
a potom, za ur¢itych predpokladov, charakterizujeme mnozinu bodov nespojitosti
funkcie s uzavretym grafom. V druhej kapitole zavedieme pojem Hausdorffove;j
vzdialenosti podmnozin metrického priestoru a ukdzeme vztah medzi roznymi
druhmi konvergencie funkcii a konvergencii Hausdorffovej vzdialenosti ich grafov
k nule. V poslednej kapitole formulujeme Gibbsov jav z tedrie Fourierovych rad
ako konvergenciu Hausdorffovej vzdialenosti grafov ¢iastocnych suctov Fouriero-
vej rady od vhodne upraveného grafu aproximovanej funkcie k nule.
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Uvod

V nésledujticej praci budeme vysetrovat vztah medzi funkciou a jej grafom.
Budeme sa zaoberat prevazne redlnymi funkciami jednej redlnej premennej, ale
vo viacerych pripadoch s tvrdenia formulované pre zobrazenia medzi metrickymi
priestormi. Grafom zobrazenia f : (X, p) — (Y, 0) medzi metrickymi priestormi
(X, p) a (Y,0) rozumieme mnozinu {(z, f (z)) € X x Y : z € X}, ktori budeme
znacit Gy . Ide teda o podmnozinu kartézskeho stc¢inu mnozin X a Y. Aby
sme mohli hovorit o vicsine z v tejto praci studovanych vlastnosti, musime si
na X x Y zaviest metriku. Asi najprirodzenejsou volbou metriky na X x Y je
takzvana “Euklidovska” metrika, definovana pre xi,zo € X a y;,y» € Y ako

p2 ((x1,11), (x2,y2)) = \/(p (21,22))* 4 (0 (y1,2))*. Dokaz, Ze toto zobrazenie je
na X x Y metrikou, mozme najst napriklad v [Cech(1974)]. V tretej kapitole bu-
deme viackrat pouzivat ps ((z1,y1), (22,y2)) < p (x1, 22)+0 (y1,y2), ¢o dostaneme
z nezapornosti metriky nasledujicou uvahou:

2p (w1, 22) 0 (y1, y2)

(p (x1,22))* + 2p (21, 22) 0 (y1,92) + (0 (y1,12))°
(p (z1,72) + 0 (y1,72))*

p(T1,22) + 0 (y1,92) .-

0
p(w1,72)" + 0 (y1,12)°
(p2 ((z1,91) (9327?42)))2

p2 ((r1,91) 5 (72, 92))

VAN VAN VAN VAN

V prvej kapitole budeme charakterizovat zobrazenia, ktorych graf je uzavretd
mnozina pomocou mnoziny hromadnych hodnot funkcie v danom bode. Pre zo-
brazenie f : (X,p) — R z metrického priestoru (X, p) do redlnej priamky so
standardnou metrikou a bod x € X, tymto myslime mnozinu

{y € R : existuje postupnost z,, € X takd, ze v, — z a f (z,) = y},

a tiito mnozinu budeme znacif H;(z). Dalej gulu v metrickom priestore (X, p) so
stredom v bode z € X a polomerom ¢ > 0, budeme znacit B, (x,d), a rozumieme
tym mnozinu {y € X : p(z,y) < 6}. Pre M C X, uzdver M budeme znacit M.
Znacenim f~![K] rozumieme vzor mnoziny K v zobrazeni f.

Prvé dve kapitoly si zhrnutim vysledkov, ku ktorym som dosiel rieSenim
prikladov z Témy 24 v skriptdch |Lukes(1982)] respektive ndmetov vediceho
prace. Poslednd kapitola je z ndmetov vediceho prace a z [Jarnik(1955)], ka-
pitola XIII, §5, cvicenie 5.



Kapitola 1

Funkcie s uzavretym grafom

Veta 1. Nech (X, p) je metricky priestor a f : X — R je lubovolné zobraze-
nie. Potom f md uzavrety graf prdve vtedy, ked pre kazdé x € X je mnoZina
hromadnych hodndt funkcie f v tomto bode podmnozZinou mnoziny {f (x),doo}.

Dékaz. Nech pre nejaké x € X existuje postupnost z,, konvergujtica k z, pre

ktorts plat: f (z.) — y # £ (z). Potom ps ((z,9) ,Gy) < pa (2,4, (T f () +
p2 ((Tn, f (22)) . Gy) = p2 ((x,y), (xn, f (z,))) a pravé strana konverguje k nule.
Teda (z,y) € Gy. Kedze (z,y) ¢ G dostavame, Ze f nema uzavrety graf.

Nech pre kazdé = € X je H;(z) C {f(z),+oc} a nech (z,y) € G;. Po-
tom existuje postupnost (z,, f (z,)) konvergujica k (z,y). Ked'ze konvergencia v
stucine metrickych priestorov je ekvivalentna konvergencii po zlozkach dostavame,
ze v, = v a f(x,) = y. Ztohoy € Hf(z) a teday = f(z) a Gy je uzavretd
mnozina. O

Dosledok. Nech (X, p) je metricky priestor a zobrazenie f : X — R je spojité.
Potom f md uzavrety graf.

Dékaz. Pre spojité zobrazenie plati v kazdom bode H(z) = {f(z)}. O

Dosledok. Nech f : R — R je lokdlne obmedzend. Potom f je spojitd prdve
vtedy, ked md uzavrety graf.

Dékaz. Podla predoslého dosledku m4 spojitd funkcia uzavrety graf. Ak je fun-
kcia lokdlne obmedzena, tak mnozina jej hromadnych hodnot je v kazdom bode
obmedzend. Takze ak m4 lokdlne obmedzens funkcia uzavrety graf, musi mat v
kazdom bode len jedini hromadni hodnotu a tato je rovna hodnote funkcie v
danom bode. Potom ale je funkcia spojita. O]

Veta 2. Nech (X, p) je metricky priestor a M C X je riedka, uzavretd mnozina.
Potom existuje zobrazenie f : X — R, s uzavretym grafom, ktoré je nespojité
prdve na mnozine M.

Dokaz. Definujme

1
floy=qmmm TEY
0 ,r € M.

Potom f je spojité na mnozine X\ M, pretoze p (z, M) je spojité pre x € X a
nenulové na X\ M z uzavretosti mnoziny M. Kedze M je riedka, tak pre kazdé



v € M akazdé n € N existuje z,, € B, (z, =) N X\M. Potom f (z,) > n a teda
f nie je spojita v Ziadnom bode mnoziny M. Zostava dokdzat, Ze f m4 uzavrety
graf. Ak x € X\M, tak f je spojitd v = a teda Hy(x) = {f(x)}. Ak x € M,
tak pre y € B, (z,6) plati: f (y) € {0} U (3, 00). Takze hromadnymi hodnotami
funkcie f v bode z moze byt len 0, ¢o je hodnota f v tomto bode, alebo co. Teda
f mé uzavrety graf podla vety . O]

Tvrdenie 3. Nech (X,p) je metricky priestor a f : X — R je zobrazenie s
uzavretym grafom. Potom mnoZina bodov nespojitosti f je uzavrend.

Dokaz. Oznacme mnozinu bodov nespojitosti funkcie f ako M anech z € M.
Pre kazdé n € N existuje bod vy, € M taky, ze ,o(x y) < 5. Kedze f nie je
spojita v bode y,, existuje k nemu podla Vety ) bod z, € B (y, 5 ) taky, ze
| f (zn)] > n. Potom p(z, z,) < 1 a teda oo je hromadnou hodnotou funkcie f v
bode x. Takze x nie je bodom spojitosti a teda M je uzavretd mnozina. O

Tvrdenie 4. Nech (X,p) je metricky priestor a f : X — R je zobrazenie
s uzavretym grafom. Potom vzor kaZdej kompaktnej podmnoZiny R je uzavrend
mnozina.

Dékaz. Nech K C R je kompaktné a # € f~1[K]. Nech x,, je postupnost bodov
z f~1[K], konvergujica k z. Potom f (z,) je postupnost bodov v kompakte a
teda mozme vybrat konvergentni podpostupnost f (x,,). Oznacme limitu tejto
postupnosti b € K. Kedze z,, — z dostdvame, ze (z,b) € G_f = Gy. Takze
b= f(z) € K ateda f~![K] je uzavrena. O

Veta 5. Nech (X, p) je Bairov metricky priestor. Nech f : X — R md uzavrety
graf a oznacme M mmnoZinu bodov nespojitosti zobrazenia f. Potom M je riedka,
uzavretd mnozina.

Dokaz. Uz vieme, ze M je uzavretd mnozina. Nech existuje a € X a ¢ > 0 také,
ze f nie je spojita v ziadnom bode mnoziny B, (a,¢). Pre k € Z definujme Fj, :=
fHE, K+ 1]] ﬂ B, (a, ). Podla predoslého tvrdenia st Fj uzavrené mnoziny a
zjavne |J Fy, = ( ) Ak x € F}, pre nejaké k € Z tak x je bodom nespojitosti
f a teda podla Vety pre kazdé 0 > 0 existuje y € B, (z,0) také, ze |f (y)| >
max {|k|, [k 4 1[}. Takze F}. je pre kazdé k € Z rledka mnozina v X a teda
aj v B, (a,¢). Kedze (X, p) je Bairov, je aj B, (a,¢) Bairov a teda zjednotenie
F}, nemoze byt hustou podmnozinou B, (a,¢) ¢o je spor. Takze mnozina bodov
spojitosti funkcie f je husta, otvorena mnozina, z coho M je riedka mnozina. [



Kapitola 2

Hausdorffova vzdialenost

Nech (X, p) je metricky priestor. Pre neprdzdne mnoziny A, B C X definujme

pu (A, B) := max {Supp (z, B) ,sup p (=, A)} :

€A z€B

Tiito hodnotu budeme nazyvat Hausdorffovou odchylkou mnozin A a B. V tejto
kapitole budeme skiimat vztah medzi konvergenciou funkcii a Hausdorffovou
odchylkou ich grafov.

Veta 6. Nech (X, p) je metricky priestor. Oznacme K systém vietkych neprdz-
dnych, kompaktnijch podmnozin X. Potom (IC, pg) je metricky priestor.

Doékaz. Jednoduchym dosadenim do definicie a z nezdpornosti metriky dostavame
pre A, B C X neprézdne py (A, B) = pg (B, A) > 0.

Nech py (A, B) = 0. Potom pre vsetky x € A je p(z,B) = 0 a pre vsetky
v € Bjep(r,A)=0.Takie A C Ba B C A. Kedze A, B st uzavreté, dostdvame
ACBCBCACAateda A=B.

Nech A, B, C' st neprazdne podmnoziny (X, p) anecha € A,;b € Bac € C po-
tom z trojuholnikovej nerovnosti plati: p (a,c) < p(a,b)+p (b, c). Dalej z definicie
vzdialenosti bodu od mnoziny plati: p (a,C') < p(a,c), ¢im dostavame p (a,C) <
p (a,b)+p (b, c), z coho infimom cez ¢ € C dostdvame p (a,C) < p(a,b)+p (b,C) <
p(a,b) + pg (B, C), kde posledné nerovnost vyplyva z definicie py. Infimom cez
b € B apouzitim p (a, B) < py (A, B) dostavame p (a,C) < py (A, B)+pg (B, C)
pre kazdé a € A, z ¢oho vyplyva sup,c4 p (a,C) < pu (A, B) + pu (B, C). Analo-
gickym postupom dokédzeme, ze sup.cqp (¢, A) < pu (A, B) + pu (B, C) a ziska-
vame, ze pre kazdé A, B,C C X neprazdne plati: py (A,C) < py(A,B) +

Zostava dokézat, Ze na mnozine vsetkych kompaktnych podmnozin X je py
konecna. Ak A, B C X su neprazdne kompaktné mnoziny, potom existuji z € X
an € N také, ze A, B C B(x,n) atedaprea € Aabe B plati p(a,b) <2nz
¢oho py (A, B) < 2n. O

7 dokazu je zrejmé, ze py je metrikou na kazdom systéme neprazdnych, uzav-
renych podmnozin (X, p) na ktorom je konecna a tiez, ze ak Hausdorffova vzdia-
lenost dvoch mnozin je nula, tak kazd4 z tychto mnozin je podmnozinou uzéveru
tej druhej, teda moZeme hovorit aspon ¢iastocéne o konvergencii.



Veta 7. Nech (X, p),(Y,0) su metrické priestory, nech fn,f : (X,p) = (Y,0)
st funkcie a nech f, = f na (X, p). Potom py (Gy,,Gy) — 0.

Dokaz. Nech mame dané ¢ > 0. Z rovnomernej konvergencie funkcii najdeme
no € N také, ze pre kazdé n > ny a kazdé x € X plati: o (f, (x) — f(:c)) < 5.
Potom pre z € X je pa ((z, fu (2)) , Gy) < p2 (2, fu (), (2, f (2))) < 5, 2 Coho
vyplyva sup,cq, p2 (y, Gy) < 5. Podobne dostdvame sup,eq, p2 (v, an) <£fa
teda py (Gy,,Gr) < € pre kazdé n > ny. O

Obdobné tvrdenie vSeobecne neplati ak zamenime rovnomernu konvergenciu
za lokalne rovnomernt, ako ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad. Za f,, f : (0,1) — R zvolme funkcie f,(x) = z" a f ako identicky
nulovi funkciu. Potom f, konverguji lokdlne rovnomerne k f a pritom pre kaZdé
n € N plati py (Gy,, Gy) > limpoop2 ((1— 1, (1= 1)"),Gy) = 1.

Existuji dve rozne redlne funkcie, f, g, pre ktoré plati py (G, G,) = 0. Ttto
vlastnost maju napriklad funkcie f(z) = g(z) = sinl pre z # 0, f(0) =
0,9 (0) = 1. Pre toto nie je mozné bez dodatoénych predpokladov na funkcie f, a
f implikdciu vo vete (7)) obratit (ak uvazujeme ¢, (r) = f (z) a ¢ (z) = g (x) pre
kazdé x € R, tak zjavne py (G,,,G,) — 0 a ¢, - ¢ takze nemozu konvergovat
ani rovnomerne). Nésledujice tvrdenie ukazuje, Ze toto nenastéva, ak je f spojité
zobrazenie.

Tvrdenie 8. Nech (X, p), (Y, o) si metrické priestory a nech f je spojité zobra-
zenie z X do'Y. Potom pre kazdé g : X — 'Y plati: ak py (G, G,) =0 tak f =g
na X.

Dékaz. Nech existuje g : X — Y také, ze py (Gy,G,) = 0 a pre zp € X
plati f (xg) # g (o). Oznacme ¢ := o (f (z0),h (). Kedze f je spojité, exis-
tuje 0 > 0 také, ze pre vsetky x € B, (x0,0) je o (f (x) — f (7)) < 5. Potom
p2 ((xo, 9 (x0)),Gf) > min {%,(5} > 0 ¢o je spor s py (Gy,Gy) = 0. O

Ako ukaze nasledujuci priklad, ani predpoklad spojitosti zobrazeni f,, a f
nestaci na to aby sme mohli implikdciu vo vete [7| obratit.

Priklad. Nech f (z) = 2* a f,(z) = (x ) pre v € R a n € N. Potom pre
kazdén € N a pre kazdé x € R je py ((x, 2?), an) < po ((z,2%), (z+ 1,2%)) = 1.
Dalej pre z € R je

() )onl ) 20

Takze py (Gy,,Gy) < L = pre kazdén € N. Na druhej strane ale f, nek‘onvergujzi
rovnomerne k f, pretoze ak pre n €N, ae >0 zvolime x > 5 + 2—, tak plati:
\fo (@) = [ (2)] = |2® = 22+ & 2|—1|1—2:c}><€

Nésledujica veta ukazuje, Ze implkéciu moZeme otocit za predpokladu rovno-
mernej spojitosti limitnej funkcie.

Veta 9. Nech (X, p), (Y, 0) si metrické priestory, nech fn, f : (X, p) — (Y,0) si
funkcie a nech f je rovnomerne spojitda. Nech py (Gy,,Gy) — 0. Potom f, = f.



Dékaz. Nech mame dané € > 0. Najdeme § > 0 také, ze pre z,y € X, p(z,y) < 0
plati: o (f (z), f(y)) < £ a § < e. Dalej najdeme ng € N tak, aby pre n > ng
platilo: py (Gy,,Gy) < 2. Zvolme n € N a z € X Tubovolné. Potom existuje
y € X bt o (5 Ju(0) (0] () < (G, ) < £ < 3 N
plati” pz ((z, fu (2)), (3; ) = plr,y), o diva o (f (1), f (1) < 5 a3

,} 2>
:02(<x>fn< D (S W) = o (fu (). ] (5) . To nim diva o (fy (2) - f () é
y

o(fu(x), fW)+o(f(y),f(z) <eateda f, konverguji rovnomerne k f

Veta 10. Nech a,b € R,a < b. Pre neklesajicu funkciu f : [a,b] = R oznaéme
= {(@y) eR*:x€(a,b), f(z) <y < flag)}U
{ DER: 1(@) Sy flan} U

y) ER*: f(b) <y < f(D)}.
Nech f, fn : [a,b] = R su neklesajice funkcie. Potom je ekvivalentné:

1. lim, o fn () = f(x) ak z je bodom spojitosti f, alebo krajnym bodom
intervalu [a,b];

2. limy, o0 fn () = f(x) pre vietky x z nejakej hustej mnoziny W C [a, ],
obsahujicej a a b;

3. pu (A(fn), A(f)) = 0.

Dokaz. 1. implikuje 2. pretoze mnozina bodov spojitosti neklesajicej funkcie je
husta.

Nech plati: 2. a nech méme dané ¢ > 0. Pre z € (a, b) ndjdeme x; € [ac -5, x)ﬂ
W, x, € (x,x—i— ]ﬁWano( ) ENtaké ze pre n > ng (x) je | fu () — f (z1)] <

a|fn(z,) — (xr)| < 5. Oznacéme 6, := min {z — 2;, 7, — x}. Pre a definujeme

a; = a, najdeme ng (a ) a definujeme (5a a, — a, pre b definujeme zasa b, :=
b a ng(b) a & zvolime obdobne ako pre a. Kedze [a,b] je kompakt a systém
{B(z,d,) : x € |a,b]} tvori jeho otvorené pokrytie, existuji 1, xs, ..,y také, ze
Ule B (2;,05,) = [a,b]. Polozme ng := max;cqi 2, 1y {70 (i)}

Nech n > ng a (xg,y0) € A(f,). Potom existuje i € {1,2,...,k} také, ze
xg € B(;,0,,). Nech z;, x, su prislusné volbe ng (x;) a d,,. Potom z toho, ze f,
je neklesajica a volby x;, z,, dostdvame nerovnost

fla) =5 < fulw) < fulw) < fula) S @) 45 (200)

Kedze z; < z; — 0y, < i + 04, < Ty, tak zg € [z, 2,] a yo € [fu (z1), fr (x,)]. Z
definicie A (f) je zjavné, ze pre y € [f (z1), f (x,)] existuje x € [z}, x,] také, ze
(z,y) € A(f) (staci volit z také, ze f(x_) <y < f(x4), ¢o mdzeme na zaklade
toho, ze funkcia neklesd). Takze z nerovnosti[2.0.1]k yo existuje y € [f (1), f (z,)]

£

také, Ze |yo — y| < 5. Potom zjavne ps ((2o,%0), A (f)) < p2 ((wo,%0) . (z,y)) <
|z — xo| + |y — yo| < € pretoze z, zg € [z, x,].

Nech n > ng a (zg,y0) € A(f). Néjdeme i, x;, z, ako v predoslom pripade.
Tentokrat pouZijeme nerovnost

m

Julw) = 5 < F (@) < (@0) < f (@) < fu () + 5,

\)



ktoré vznikla podobne ako predosla nerovnost. PouZitim rovnakej dvahy ako mi-
nule dostavame ps ((zo,y0), A (fn)) < €, z coho uz vyplyva: pg (A (f),A(fn)) < e
pre vSetky n > ng.

Nech teraz plati podmienka 3. Nech = € (a,b) je bodom spojitosti funkcie f
a fn () nekonverguji k f (z).

Potom najdeme ¢ > 0 také, ze pre kazdé ng € N existuje n > ng také, ze
|fn () — f (7)| > €. Zo spojitosti funkcie f v  ndjdeme § > 0 také, ze § > 6 a pre
y € (x—0,x+0) plati: | f (z) — f (y)] < §. Kedze pu (A(fn),A(f)) konverguje
k nule, ndjdeme ny € N také, ze pre vsetky n > ng je py (A(fn), A(f)) < 6.
Néjdeme ny; > ng také, ze |f,, (z) — f(x)] > €. Potom A(f) N[z —d,x +J] X
RClz—6z+6]x [f(z)—5%, f(z)+£], z coho ps ((z, fa, (z)),A(f)) sa bud
nadobﬁda v bode A (f) mimo [z — d,z + ¢] x R, alebo niekde v [z — §,z + 0] X
[f (z) — 5, f (z) + §]. Od oboch tychto mnozin je ale vzdialenost bodu (z, f,, ())
aspoit 8, 2 oho pir (A(fur) s A(F)) = po (x, fu, (£)), A(f)) > 3, G0 je spor s
volbou ng. Takze (f, (x)) konverguje k f (z), ak z je bodom spojitosti funkcie f.

Vysetrujme teraz konvergenciu (f, (a)). Ak by mnozina {f, (a) : n € N} ne-
bola obmedzend, dostavame spor s pg (A (fn), A (f)) — 0, pretoze A (f) je obme-
dzend mnozina, a (a, f, (a)) € A(f,) by mali od tejto mnoziny lubovolne velki
vzdialenost pre vhodné n € N. Takze {f, (a) : n € N} je obmedzend mnozina a
mozeme z nej vybrat konvergentni podpostupnost { f,, (@)}, Oznacme limitu
tejto postupnosti ako ¢ € R.

Z pu (A(fn),A(f)) — 0 dostavame py ((a,c), A(f)) = 0, inak nédjdeme ko €
N také, ze pre kazdé k > ko je | fn, (a) — ¢| < £ azdroven py (A(f), A(fa,)) < .
Potom ale z trojuholnikovej nerovnosti dostavame

P2 ((aa fnk (CL)) 7A(f)) Z P2 ((G,C) 7A(f)) — P2 ((a7 C) 7A(f)) Z

a zéroveii ps ((a, fn, (@), A(f)) < pu (A(f),A(fs,)) < 2. €o je spor. Kedze
A (f) je uzavretda mnozina (ide o doplnenie grafu funkcie f o zvislé usecky tam, kde

je f nespojitd, podrobny dokaz uzavretosti A (f) je podobny dokazu uzavretosti
mnoziny G z nésledujuicej vety, ktory je uvedeny v jednej z pozndmok za touto
vetou), dostavame (a,c) € A(f),zcohoc € [f (a), f (ay)]. Akbyc—f(a) =0 >0
tak ndjdeme ko € N také, ze pre vietky k > ko je | fn, (a) — c| < g, teda f,, (a) —
fla) > £, 2 oho py (A (). Afa)) > po (@ f (@), A(fu,)) = & pre vietky
k > ko ¢o je spor s py (A(fn),A(f)) — 0. Takze ¢ = f (a) je jediny hromadny
bod obmedzenej mnoziny {f, (a) : n € N} a teda aj limitou postupnosti f, (a).
Pre postupnost f,, (b) dostaneme pozadovany zéver analogicky. O]

N S

V prvom priklade v tejto kapitole sme ukazali, ze tvrdenie neplati ak defini¢ny
obor funkcii je otvoreny interval. Nasledujuci priklad ukaze, ze tvrdenie vSeobecne
neplati ani bez predpokladu monotoénie.

Priklad. Nech f je identicky nulovd na [0, 1] a nech f, : [0,1] — R si definované
ndsledovne

0 , T > 1
fo(z) =2 2nx xe[mwﬂ;
2nx :L‘E[O,an].

Potom f, f. st spojité na [0,1], takze A (f) = Gy a A(f.) = Gy,. Dalej pre kazdé
z € [0,1] f, (z) konverguje k f (z) a koneéne py (G, Gy,) =1 pre kazdé n € N.



Kapitola 3

Gibbsov jav

V tejto kapitole formulujeme Gibbsov jav ako priblizovanie sa grafov ¢iastoc-
nych stuctou Fourierovej rady k mierne pozmenenému grafu funkcie prislusne;j tejto
rade. Najprv ale pre zjednodusenie uvedieme tvrdenie, ktoré je trochu upravenou
verziou vety [I0]

Veta 11. Nech M C R a existuje ¢g > 0 také, Ze pre x,y € M rozne, je
|r —y| > 9. Nech f : R — R je takd funkcia, Ze pre kazdé ¢ > 0 existuje
§ > 0 také, ze pre kazdé x < y € R spliiajice [z,y] " M =0 plati: ak |x — y| <6,
potom | f(z) — f(y)| < € a nech f nie je spojita v bodoch mnoZiny M. Nech
fn i R — R su spojité. Nech pre kazdé ¢ € M si a.,b. redlne cisla spl/ﬁaj@lce
a. < min{f(cy),f(co)} < max{f(cy),f(co)} < b.. Potom si nasledujice
turdenia ekvivalentné:

1. Pre mnozinu G := {(z, f(x)):x e R\M} U {(c,y) :c€ M,a. <y <b.}
plati: lim,,_, pu (G, Gy,) = 0.

2. Pre kazdé € > 0 plati:

(a) fn = f na mnoZine F. := R\ J.c), (c —€,c+¢),

(b) existuje § >0 ang € N také, Ze pre kazdé c € M an > ng a pre vietky
r€(c—0d,c+9)jea.—e < fr(x) <b.+e,

(c) pre kazdé § > 0 ezistuje ng € N také, Ze pre n > ng a ¢ € M existuji
¥, 2" € (c—9d,c+0) také, zZe |f, (2') —ac] <e, |fu(27) —b] <€ .

Pozndmka. Prvy predpoklad na funkciu f mozme preformulovat napriklad nésle-
dovne: f je na kazdej komponente priestoru R\ M rovnomerne spojitd, a to do-
konca rovnako (¢ize ¢ z definicie rovnomernej spojitosti je pre dané e > 0 rovnaké
pre vSetky komponenty).

Pozndmka. Nech ¢ € M a e > 0. Najdeme § > 0 také, ze pre x,y z rovnakej
komponenty R\ M plati: ak |z —y| < 0, tak | f(z) — f(y)] < 5a(c—d,c)NM = 0.
Nech z,, /" c. Ndjdeme ng € N také, ze |z, — ¢| < § pre n > ny. Potom z,,, z,,, st
pre n,m > ng v rovnakej komponente R\M a teda |f (z,) — f (z,,)| < €. Takze
f (z,,) je Cauchyovské postupnost v iplnom priestore a teda konverguje k y € R.
Potom najdeme n; € N také, Zze ny > ng a |f (zn,) —y| < 5. Pre 2 € (¢ —,¢)
potom plati: |f (z) — | < |f (2) — f (@n)| + 1 (tar) — ] < = 2 teda f (c) = .
Analogicky by sme dokazali, ze f ma v bode ¢ aj druhi jednostranni limitu a
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teda predpoklady na a. a b. maji zmysel. Tiez to znamend, ze funkcia f ma
v kazdom bode R vlastné jednostranné limity (pre body z R\M dostdvame zo
spojitosti) a 8pecidlne, ze v bodoch mnoziny M ma funkcia f nespojitosti typu
skok (t.j. pravd a lava jednostrannd limita existuje, ale nerovnaju sa).

Pozndmka. Nech (z,,y,) € {(¢,y) : c € M,a. <y < b.} je konvergentna postup-
nost. Potom konverguje po zlozkach, teda existuji z,y € R také, ze x, — = a
Yo — y. KedZe [z — 1,z + 1] je kompaktnd mnozina, je M N[z — 1,z + 1] kone¢na
mnozina, a teda existuje § > 0 také, ze M N[z — &,z + 8] C {z}. Dalej existuje
no € N také, ze pre n > ng je |z, — x| < d ateda x € M a pre n > ny je z,, = x.
Potom pre n > ng je Y, € [ag, by], co je uzavretd mnozina, teda y € [ay, by]. Cize
(x,y) € {(c,y) : c € M,a. <y < b.} atato mnozina je teda uzavrets.

Nech (z,y) € {(z, f (z)) : x € R\M}. Nech =z, je postupnost redlnych ¢isel
spliajtica (T, f (x,)) = (x,y). Ak & ¢ M, tak je bodom spojitosti a teda y =
f(z) a(z,y) € {(x, f(x)):x € R\M}. Nech € M. Potom od ur¢itého ny si
bud vsetky x,, vicsie ako x alebo st vsetky x,, mensie ako z, inak dostdvame spor
s tym, ze f (z,) konverguje a f (x1) # f (x_). Potom z existencie jednostrannych
limit dostdvame, 7ze y je bud f(zy) alebo f(x_). Takze z volby a.,b. plati:
{(z, f(z)) ;2 € R\M} C G. Takze

G = {(z,f(2):2 e RA\M}YU{(c,y) :c€ M,a. <y < b}
= {(z,f(x):x e RA\M}U{(¢c,y) :c€ M,a.<y<b.}CG

kde sme pri druhej rovnosti pouzili M U N = MUN a uzavretost druhej mnoziny.
KedZe z definicie uzaveru plati: G O G, dostavame G = G a teda G je uzavreta
mnozina.

Doékaz. Ak M = (), tak f je rovnomerne spojitd a tvrdenie plati podla viet z
predoslej kapitoly. Nech M = ().

Nech plati (1) a nech mame dané € > 0.

Nech je dané n > 0. Z predpokladov na f najdeme ¢ kladné, mensie ako e
také, ze pre kazdé x,y € F. spliajice |z —y| < 0 plati |f (z) — f (y)| < 7 (z
predpokladu € > § a x,y € F. plati: pre x < y, [z,y] N M = 0). Zvolme ny € N
také, ze py (G,Gy,) < min{g, g} pre n > ng. Pre Tubovolné = € F. a n > ny
potom plati: 2 > ps ((z, f, (z)),G). Kedze G je uzavretd mnozina, existuje bod
(y,2) € G taky, ze pa ((z, fn (2)),G) = p2((z, fn (2)), (y,2)) 2 |z —y| a teda
y & M, z coho dostavame, ze z = f (y) a x, y st v rovnakej komponente sivislosti
mnoziny R\M, ¢o dava |f () — f (y)| < 2. Zaroven plati: I > py ((, f, (7)), G),
ateda 2 > po((z, fu (2)),(y, f (v))) = |fu () = f (y)|.- Dohromady dostdvame:
|fo () = f(2)] < |fulx)—=f@W)|+I|f(y) = f(x)] <nprekazdé z € F. an > ny.
Takze pre kazdé € > 0 plati: f,, = f na F..

Zvolme 6 > 0 tak, aby pre z,y v rovnakej komponente R\M spiﬁajflce
|z —y| < 4, platilo: |f(z) — f(y)| < £,0 <ead<e. Zvolme ng € N tak, aby
pre kazdé n > ng platilo: py (G, Gy,) < 2. Nech mdme ¢ € M, z € (¢ — 6,c+ )
an > ng. Potom ps ((z, fn (2)),G) < &, a teda existuje bod (y, 2) € G taky, ze
p2 ((z, fn (%), (y,2)) < § < 5. Ak y =c, tak z € [a.,b] a | f, (2) — 2| < e, ¢ize
a. — e < fo(x) < b.+¢e. Nech y < ¢. Potom z = f(y) a pre kazdé w € (y,c)
je ly —w| < 4, pretoze w € (y,¢) C (c—46,¢) C (c—ep,¢) C R\M st y,w

v rovnakej komponente R\M a teda |f(y) — f (w)| < §. Ndjdeme w € (y,c)

také, ze |f(c-) — f(w)] < § a dostdvame: |f (y) — f(c-)| < [f(y) — [ (w)] +
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£ (@) = f(e )] < 5. Takze | () — £ ()] < 1fa (@) — £ @)+ 1f () — £ ()] <
g, kde sme pouzili | f, () — 2| < e a f (y) = 2. Kedze f (c_) € [ac, b.], dostdvame
a. — € < fn(x) < b.+ . Pre y > 0 dokdzeme analogicky. Takze plati aj pod-
mienka (2b).

Nech mame dané § > 0. Najdeme ng € N také, ze pre kazdé n > ng plati:
pr (G,Gy,) < min{d,e}. Nech ¢ € M a n > ny. Potom z ps ((c,a.),Gy,) <
min {0, £} existuje bod z’ € R taky, ze ps ((¢,a.), (z, frn (x))) < min{d,c} a teda
|z —c| <& alf,(x) —a.] < e Takze x je hladané 2/, 2" ndjdeme analogicky z
p2 ((c,be),Gy,) < min{d,e}. Takze st splnené vietky tvrdenia v (2).

Nech plati druh4 ¢ast a nech mdme dané € > 0. Zvolme §; > 0 a ng € N také,
ze pre kazdé c € M an > ng a pre vietky x € (c — 61, ¢+ 01) jea.— 5 < fu (2) <
be + 5. Zvolme &y > 0 také, ze pre x,y v rovnakej komponente R\ M spiﬁajflce
|z —y| < 0y platl: |f(x) — f(y)] < § a nech 0 < min{d;,d, 5, e0}. Kedze
fn = f na Fjs, existuje ny > ng také, zepren > nyax € Fyje |f (z) — fo (x)] < §
a teda aj

p2 ((z, f(2)), Gy) < pa (2, [ (2)), (2, fu (2))) = [f (%) = fu (2)] < %

€
p2((, fu (), G) < p2 (2, f (2)), (2, fu (2))) = |f (2) = fu (@) < 5.

Nech teraz x € (¢ —6,c+0) pre nejaké ¢ € M an > n;. Potom z a. — § <
fn (x) < b+ 5 existuje z € [ac, b] také, Ze | f, () — 2| < 5 a teda

p2 ((z, fn (2)), G) < p2 (2, fu (), (¢,2)) S |z —c| + [ fu (2) — 2] < 1%8‘

Nech (z,y) € G, x € (c—d,c+ ) pre nejaké ¢ € M. Ak = < ¢, tak exis-
tuje < y < c také, ze |f (y) — f(c_)| < £ potom , kedze |z —y| < § a x,y
st v rovnakej komponente R\ M, dostavame |f () — f (c)| < |f (z) — f (y)] +
|f (y) — f (c2)| < §. Analogicky dostdvame pre x > ¢ nerovnost | f (z) — f (cq)| <
5. Takze, z f (c_),f(c+)7 € [ac, b] dostavame f(z) € [a. — £,b.+ £] pre z €
(c—6,¢+6), v # c. Kedze pre x = ¢ je y € [a,, b.], mdme y € [ac— %,bc%—%]
Nech mame ny > n; také, ze pre n > ny a ¢ € M existuju 2/, 2" € (¢ — J,c+ 6)
také, ze |fn (2') —ac| < § a |fu(2”) —b.| < §. Nech mdme n > ny a tomuto n
prislusné 2/, 2”. Kedze f, je spojitd, musi nadobidat medzi 2’ a 2”7 vsetky hod-
noty z intervalu [ac + 5,0c — ﬂ a teda k y ndjdeme z € [ac + 5,0c — ﬂ také, ze
ly — 2| < 3¢, k tomuto z ndjdeme w € (c — 6, ¢+ §) také, ze f, (w) = z. Potom
7
p2((2,9),Gr,) < p2((2,9), (w,2)) S |2 — 2| + ]y — 2 < ge.
Spojenim predchddzajicich nerovnosti dostdvame: sup(, e, 2 ((2,y),G) <

se<ea Sup ;. yea P2 ((2,9), Gy,) < e < e pre kazdé n > n,. Takze dostavame:
PH (an,G) — 0. ]

Nasledujuce tri tvrdenia st dokdzané napriklad v [Jarnik(1955)] (postupne
ide o vetu 181,182 a 185).

Veta 12. (Rieman) Nech ¢ € L(a,b) pre —o0 < a < b < oo. Potom pre
a<a<baa<f<b plati:
B B
lim ¢ (x) cos (puz) dr = lim ¢ (x) sin (uz) dx = 0.
w

p—oo J,, =0 J,
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Navyse konvergencia je rovnomernd vzhladom k («, ) € [a, b]*.

Veta 13. Nech f € P (2r). Zvolme lubovolné § € (0,%) a polozme

sin[(2m + 1) ]
sint

dt.

4
Sm(x,5):l/0 (f(x+2t)+ f(z—2))

T

Potom lim, 00 (Sm () — Spm (2,9)) = 0 a to rovnomerne pre kazdé v € R a pevné

J.

Veta 14. (Dirichlet-Jordan) Nech f € P (2m) je redlna funkcia s konecnou
varidciou na intervale [a,b]. Potom plati:

1. Pre kazdé x € (a,b) je Fourierova rada funkcie f v bode x konvergentnd a
ma sicet 3 (f (z1) + f (z2)).

2. Ak f je spojitd na [a,b], tak je jej Fourierova rada lokdlne rovnomerne
konvergentnd na (a,b).

Veta 15. Nech f € P (2w) je redlna funkcia s konecnou varidciou na [—m,w|.
Nech mnozina bodov nespojitosti funkcie f je lokdlne konecénd. Nech s,, : R — R
znaci m-ty ciastocny sucet Fourierovej rady prislusnej funkcii f. Pre a,b € R
oznacme {(a,b) uzavreny interval s krajngmi bodmi a a b. Dalej poloime k :=

%foﬂ- Sizxdxﬂ dy = (f (I—i-) —f (l’_)) a

O {(%y) CR’:ye <f(x+)-;f(x—) +kdw’f(fv+)-2kf(w—) _kdx>}_

Potom plati: im,, . pu (G,G,,) = 0.

Pozndmka. Mnozina G v tvrdeni vety je Specidlnym pripadom mnoziny G vo vete
pretoie ak x je bodom spojitosti f dostavame d, =0 a % = f(z). Za
ae, b. pre ¢ € M potom polozime vhodni z dvojice % +kd,, % -

kd,.

Dokaz. Ak M = () tak f je spojitd funkcia a teda z toho, Ze je periodickd a z
Dirichletovej-Jordanovej vety plati: s, = f na R. Dalej G = G s a podla vety v
predoslej kapitole plati: lim,, . pu (G, Gs,,) = 0.

Nech d'alej M # ().

KedZe ani ¢iastoéné stuéty Fourierovej rady ani mnozina G sa nezmenia, ak
zmenime f na lokdlne koneénej mnozine, mozeme predpokladat, Ze pre kazdé
v € Rplati: f (z) =3 (f (z4) + f (z-)).

Oznacme M mnozinu bodov nespojitosti funkcie f. Nech pre kazdé n € N
existuju x,,y, € M rozne také, ze |x —y| < % Pre n € N ndjdeme k, také, ze
0 <z, —2k,m <m. Potom —27 <y, — 2k, 7 < 27. Oznacme z,, :== x,, — 2k, 7 a
Un := Yn — 2k, 7. Potom z toho, ze f je 2m-periodickd st &, ¥, € M a |, — §n| <
. Potom ale mus{ byt mnozina [—2m, 27] N M nekonecnd, pretoze v nej existuji
body o Iubovolne malej vzdialenosti. To je spor s tym, Ze M je lokdlne konecn4.
Takze mnozina M spiﬁa predpoklady vety

Nech K je komponenta R\M potom K je otvoreny a obmedzeny interval
(obmedzeny, pretoze ak x € M tak = 4+ 27 € M a teda diam K < 27, interval
pretoze je to suvisla podmnozina R a otvorend je preto, lebo ak x € K, tak
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p(z,M) = > 0, teda (z — 0,2+ 0) C K, pretoze to je suvisld mnozina s
bodom v komponente K). KedZe f mé v kazdom bode R vlastné jednostranné
limity, mozeme ju predefinovat tak, ze f|w je spojitd (staci v krajnych bodoch
K polozit f rovné prislusnej jednostrannej limite). Potom f|# je rovnomerne
spojitd, pretoze K je kompaktnd mnozina. Takze $pecidlne f|x je rovnomerne
spojita (kedze K je otvoreny interval, tak f bola rovnomerne spojitd na K aj
pred predefinovanim). Nech K7, ..., K, pre n € N st také komponenty R\ M, ze
pre z € [, 7] NR\M existuje i € {1,2,...,n}, ze v € K; (kedze M je lokdlne
konecnd mnozina, je tychto komponent skutoéne koneéne vela).

Nech mame dané ¢ > 0. Z rovnomernej spojitosti f na K; prei € {1,2,...,n}
ndjdeme 0; > 0 také, ze pre z,y € K, |z —y| < §; plati: |f (z) — f(y)| < e.
Polozme ¢ := min{é; : i € {1,2,...,n}}. Nech z,y si v rovnakej komponente

R\M a |x —y| < 6. Najdeme k € Z také, ze x — 2km € [—m, 7| a nech K; je
komponenta obsahujica x — 2kw. Potom y — 2kn € K, pretoze aj komponenty
sa periodicky opakuji. Dalej |z — 2km — (y — 2k7)| = |z —y| < 6 < §; a teda
e > |f (& —2kn) — f (y — 2km)| = |f () — f (y)| a f spliia predpoklady vety .
Funkcie s,, st spojité z definicie (ide o koneény sicet spojitych funkcii) takze tiez
Spiﬁajﬁ predpoklady vety .

Neskor uvidime, ze k > 3, nech ¢ € M a f (cy) — f (c-) > 0. Potom

fler)+ fle) fleg)+fle)  fleg)—fle)

4, = 5 — kd, < 5 — 5 = f(c)
b f(c+)—;f(c_) kd > f(c+)—2kf(c—) +f(0+)gf(c_) — fley).

Podobne dostaneme pre f(cy) — f(c—) > 0 nerovnosti a. < f(c_) a b, > f (cy)
(zachovavame a. < b.), teda aj a, b, splitajii predpoklady vety .

Podla Dirichlet-Jourdanovej vety na kazdom uzavretom intervale, neobsa-
hujucom bod nespojitosti konverguju ciastocné sucty Fourierovej rady k funkcii
rovnomerne a z periodicity funkcie lahko dostdvame, Ze pre kazdé ¢ > 0 plati:
fn = f namnozine F; := R\, (c —¢,c+¢).

Zostéva dokazaf, ze Giastocné sicty spliiaji aj podmienky (2b) a (2¢) z vety
. Predtym ale este vySetrime priebeh funkcii s,, na okoli bodov nespojitosti
funkcie f. Nech ¢ € M. Nech 6 > 0 je také, ze f je spojitd na (¢ — 4, c)U(c,c+9).
Nech g je 2m-periodicka funkcia spiﬁajﬁca:

-3 c—rw<z<g,
x € {c,c+ 7},
c<r<cH+m.

9e () =

ol O

Oznacme d := f(c;) — f(c—) a polozme h.(x) := f (z) — d.g. (z). Potom h, je
spojita funkcia na (¢ — 6§, ¢+ §), pretoze

| ) 4 flen)+fle)
Jim he(e) = f (=) +5 ==

:f(@)_g: lim b, (z).

T—Ct
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Pre |¢| < 2 plati:

Sm(c‘f‘f,g) = _/04(f(C-f-f—f—Qt)—f—f(c_|_£_2t))sm[(2m+1)t]

dt

sint
sin [(2m + 1) ¢]

dt +
sint

_ Q/: (ge (c+ €4 2t) + ge (¢ + € — 21))

+%/ (he (c 4+ € + 26) + hy (e + € — 20y SRLCm D 4,

sint
)
d [+1 . , sin [(2m + 1) ]
= — = 2t — 2t dt
%[5 i+ 20)+ sien (¢ —21) T

)
hC —
+5 (c+£,4)
_ ﬂ/ Sln[(2m+1)t]dt+sfrf(c+§aé>-
T Jo sint 4

Podla vety (13)) plati:
€
2

i (Sm(c+£)_%/0 sin[(iﬁjl)t]dt_szf (C+f’g>> 0

a to rovnomerne pre |£| < g. Opitovnym pouZzitim tejto vety dostdvame vztah

Jim (sﬁf(c%—f)—sfg (c+§,§l)) =0

rovnomerne pre |{| < £, kde shc (2) onatuje m-ty ¢lastocny sdicet Foruriero-

vej rady funkcie h.. Z Dirichletovej-Jordanovej vety vieme, 7ze s'c = h. na
[c — g, c+ g} a dohromady dostavame

N

£ .
Tim. (sm(c+§)—%/02 Sm[(iz;rl)t]dt—hc(c%)) =0

rovnomerne pre |¢| < 2.
Kedze Fit — % je obmedzena funkcia na [—%, %} a § < 7 dostavame z Riema-

novej vety
£
d [z 1 1
lim —/2 (— . ;) sin[(2m + 1) ] dt = 0
0

rovnomerne pre || < 2. Dalej substitticiou v = (2m + 1) ¢ dostdvame

g (3.0.1)

£
2

/ sin [(277; +1)t] 4 — /m£ sinvdv N /(m+§)§ Sinvdv,
0 0

v mé v

kde f<2n+§)£ Si%dv = 0 pre [£| < g. Polozme F'(z) := fom Si%dv. Dosadenim do
13.0.1: dostavame

lim (8, (c+&) —dF (m&) —h(c+¢)) =0,

m—00
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a to rovnomerne pre |¢| < %
Vysetrime priebeh funkcie F. Pouzitim substiticie v = —t a neparnosti fun-
kcie sinus dostavame

1 t. -1 t
F(-z) = —/ st gy QLI
T Jo t T J_, ¢
A G R LR e
T Jo —v T Jo v

takZe I je neparna funkcia, preto ndm ju staéf vySetrovat pre > 0. Jej prvou
si; T T 7é 0

1 r=20

Y

derivédciou je funkcia F’(z) = , jej druh& derivédcia je v bodoch

x = kmw, k € N, nenulova a teda F' ma lokdlne extrémy préave v bodoch x = k,
k € N. Z priebehu funkcie ®22 zistujeme, ze F' je rastica na (km — 7, km) pre
k € N nepéarne a klesajica na (kr — m, km) pre k € N parne. Pre k € N plati:

km Sin km kn+m km+m sin
dz| = dz > dz|.
kr—m L km—m km km T

Rovnosti platia, pretoze Si” je na intervale [k, k7 + 7] bud nezdpornd alebo

sinx sinx

dx =

€T i

sin(z+m)

k +
nekladné. Nerovnost dostavame zo vztahu [ 7" ‘S‘”| dx k: I R dox =
k4
o bm“"} dx 5’”‘ > bln9”| pre x > 0. Nech k € N je neparne, potom mame:
km x+7

fkﬂ'JFQﬂ' smxd km+m smzd + km+27 sin g

km fkﬂ'—‘rﬂ'
My < 0. Pre k € NU {O} parne z podobnych dovodov dostdvame:

[ it SE Gy = [ETIT e gy [T 4y 5 0, Kedze F (kr + 2m) = F (kr)+

S S 2L dz dostdvame z predoslych vysledkov F () > F (37) > F (5r) >
al=F (0) < F(27) < F (47) < .... Dalej plati: lim, ., F () = 1, ale vipocet
tejto limity je pomerne zdihavy a preto ho nebudeme uvddzat (je to vypocitané
napriklad v [Jarnik(1955)|, kapitola VIII, §4 priklad 1).

Takze F' je v x = 0 nulova, potom rastie az po x = 7, kde nadobtuda svojho
globdlneho maxima, potom F s postupnym klesanim amplitidy osciluje okolo
hodnoty %, ktora je jej limitou. Pre x zdporné dostavame priebeh F' z toho, ze
ide o neparnu funkciu.

Nech mame dané € > 0. Zvolme § > 0 tak, aby pre kazdé ¢ € M bola f spojita
na (¢ — 4, c—|—5)\{c} aprex € (c—0d,¢)ay € (c,c+ ) platilo: | f (z) — f(c_)| <
salf(y) = fl(cp)| <5 (takéto 0 existuje, pretoze M je izolovand mnozina a pre
Jednostranne limity nam z periodicity f staci volit najmensie z konecne vela &
pre jednotlive limity). Najdeme my € N také, ze pre kazdé ¢ € M a [£] < g je
S (€ + &) — doF (m€) — he (c+&)| < § ampd > m Nech ¢ € M, m > mg a
NS (c,c+ %) Nech € :=x — c a d. > 0, potom mame:

*2dr < 0 z predoslej nerovnosti a z toho,
70 k7r+7r

F (m€) + he (4 &) = = < s (c+€) < doF (&) + he (c+8) +
pouzijeme —F (7)) = F (—m) < F'(m¢) < F () a dostavame:

—dCF(w)+hC(c+§)—%<sm(c+§) <dCF(7r)+hc(c+§)—|—g.
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Vieme: he(c+ &) = f(c+&)—dege (c+ &) = f(c+ 5)_% = f(c+ g)_f(6+);f(cf)
a fley) =5 < fle+&) < fl(ey) + 5. Pouzitim tychto vztahov a k = F (m)
dostavame:

fley)+ flco)
2

—d .k + —e<S$p(c+&) <dk+

fley)+ flco)
5 +E.

Analogickym postupom dostdavame podobné nerovnosti aj pre z € (c — g, c) a
d. < 0. Takze s,, Spiﬁajﬁ aj predpoklad (2b).

Nech mame dané ¢ > 0 a 6 > 0. Ndjdeme oy > 0 také, ze pre kazdé ¢ € M
je f spojitd na (¢ —dg,c+ o) \{c}, pre x € (c—0d,¢) ay € (¢,c+3) plati:
f(z) = flco)] < 5alf(y)—fles)| <5, ad > . Ndjdeme my € N také,
ze pre kazdé ¢ € M a |¢] < 2 je [sm(c+ &) —deF (mé) —he(c+ )| < § a
mo%o > 7. Nech mame ¢ € M, m > mg a nech & > 0 je také, ze m& = .
Chceme |s,, (c+ &) — f (¢) — d.k| < e. Z predpokladov je f(c) = % a
k= F (m) = F (m&). Dosadenim a jednoduchou tpravou dostavame:

flew) = fle)

5m e+ €0) = f (¢) = doh| = .

Sm (C—l-&)) +

— fley) —dF (m)

Dosadime za zlomok a pouzitim trojuholnikovej nerovnosti dostavame:

Sm<C+€0)+%—f<C+§0)—ch(7T)

+|f(c+&) — f ey

Druhy ¢len mozeme odhadnit § a % nahradime g. (¢ + &) a dostdvame:

|sm (c+ &) — f(c) —dck| <

|sm (c+ &) — f(c) — dek| < |sm (c+ &) +dege (¢ + &) — f e+ &) — d.F (7T)|+§
Poslednym dosadenim dostavame:
|Sm (C+ £O) - f (C) - dck’ < |Sm (C+ 50) - hc <C+ 50) - ch (7T>| + %

Pouzijeme |s,, (¢ +§) — d.F (m§) — he (¢ +§)| < § a dostdvame pozadovani ne-
rovnost. Podobnym postupom s vyuzitim —mé, = —m a F(—m) = —F (m)
dostdvame nerovnost |s,, (¢ — &) — f (¢) + d.k| < e. Takze hladané 2'a z” si
c+ & ac—¢&, a teda funkcie sy, spiﬁajﬁ aj posledny predpoklad na to, aby sme
mohli pouzit vetu [L1}

Pouzitim vety [11] dostavame py (G, Gs,,) — 0, ¢im je veta dokdzand. O
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