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ABSTRAKT:

Prace obsahuje soubor praktickych ttegenych pomoci kvadratickych rovnic.
Cilem prace je shromézdit dostupné praktické tlshykterymi se mohou studenizného
véku setkat ve Skole nebo v praktickem Zévatvytvaeni dalSich modelovych dloh, které
by bylo mozné pouzit ve vyuéematematickych sodkich. Sodasti prace jsou i obrazky
slouzici k lepSimu pochopendkterych uloh. Obrazky jsou vytveny v programu
Geogebra.

KLICOVA SLOVA:
Realny problém, rovnice, kvadraticka rovnice

ABSTRACT:

This thesis contains a set of real-life problenigesbusing quadratic equations.
The aim is to gather avaiable practical problem#) which students of all ages can meet
at school or in everyday life and create additianatlel problems that could be used in
teaching or mathematical competitions. Part of wosk are pictures for a better
understanding of some tasks. Images were creat@édogebra.
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Uvod

Zakladnim cilem mé prace je predevsim ukazat smysl vyuky kvadratickych rovnic na
zakladnich a stfednich Skolach. Rad bych ukazal, proC je naprosto nezbytné se této problematice

na zakladnich a predevsim stfednich skolach vénovat a jaky to ma prakticky vyznam.

Kvadratické rovnice jsem si vybral pfedevSim proto, Ze rovnice jako takové fesSim rad.
Dlavodem bylo ale také to, Ze naprosta vétSina uloh, s nimiz se studenti mohou setkat, se resi
pomoci rovnic linearnich a také radu béznych probléma v Zivoté stadi fesit pomoci jednoduchych
linearnich rovnic. Chtél jsem proto poukazat na situace, které maji jiny pribéh a vybral si pro to

kvadratické rovnice.

Priklad( praktickych problémi rfesenych pomoci linedrni rovnice Ize nalézt celou fadu. Od
opravdu jednoduchého: ,Mam v penézence 200 K¢, co vSechno si za to ted v samoobsluze mohu
koupit?“, az po ulohy slozitéjSiho charakteru, kdy je tfeba se nad problematikou trochu vice
zamyslet (naptiklad problém, kdy rlzni lidé plati néco ve skupiné a ve vysledku se maji vyrovnat

tak, aby kazdy platil stejné a zaroven platil co nejméné jinym lidem).

S praktickymi ulohami, které se fesi pomoci kvadratickych rovnic, uZ je to o néco
obtiznéjsi. Sam jsem si néjakou dobu nemohl vzpomenout na realnou situaci, kterd by se fesila
pomoci alespon jednoduché kvadratické rovnice. Jako prvni (jesté, neZz jsem zacal hledat na
internetu nebo v knihach) mé napadly napfiklad ulohy, v nichZ se vyuZivd Pythagorova véta.
Musim ale pfiznat, Ze na radu dalSich problémd, které se fesi pomoci kvadratické rovnice nebo

vlibec maiji kvadraticky pribéh, jsem pfisel az pfi hledani tloh z rdznych obor.

Prace je rozdélena na sedm kapitol. Prvni kapitola ma za cil zmapovat dostupné zdroje

praktickych uloh feSenych pomoci kvadratické rovnice a tyto jednotlivé zdroje stru¢né popsat.

Druha a treti kapitola jsou vénovany struénému prehledu zakladnich poznatki, které jsou
nutné pro feseni rovnic obecné a predevsim rovnic kvadratickych. Bez znalosti téchto poznatkd se

¢tenar neobejde pfi feseni Uloh v nasledujicich kapitolach.

Ve Ctvrté kapitole jsou popsany velmi jednoduché praktické ulohy, se kterymi by se mohli
potkavat Zaci na zakladnich skolach, predevsim se zde objevuji tlohy fesené pomoci Pythagorovy

véty, u nichZ se pocitd pouze se znalosti feseni neuplné kvadratické rovnice.
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Pata kapitola shromaZduje praktické ulohy, se kterymi se mohou setkat studenti stfednich
skol. PFi feSeni téchto uloh se predpokladd znalost fesSeni kvadratickych rovnic pomoci
diskriminantu i Vietovych vzorcud. Vyskytuji se zde ulohy predevsim z rlznych oblasti fyziky, ale i

ulohy historické nebo o spole¢né prici.

V Sesté kapitole se seznamujeme s Ulohami obtiznéjSimi, vyZzadujicimi vétSinou hlubsi
znalosti matematiky, ale i dané problematiky. Nalezneme zde ulohy z ekonomie, kde je mozné
vyuzit kvadratické rovnice pfi vypoctu urokovych sazeb. Ddle se zde objevuji sloZitéjsi ulohy
z elektrotechniky, kde se ukazuje i vyuziti komplexnich Cisel. Také tu lze nalézt ulohy z chemie, kde

se kvadratické rovnice vyuzivaji pro presny vypocet pH nékterych kyselin ¢i zasad.

V posledni kapitole jsou ulohy, které by mohly slouZit jako doplnéni vyuky kvadratickych
rovnic na stfednich skolach a predevsim pro nazornou ukazku toho, proc je dlleZité se zabyvat

kvadratickymi rovnicemi a jejich fesenim.



1. Strucny prehled dostupnych zdroju

Cilem této kapitoly je shrnout a porovnat, kde je mozné nalézt slovni Ulohy resené pomoci
kvadratickych rovnic a také jaké typy uloh se v daném zdroji vyskytuji. Materialy, které se tomuto
vénuji, jsou vétSinou uréeny pro stfedoskolské studenty. Naprostd vétSina skript pro
vysokoskolské studenty technickych i netechnickych obor( se kvadratickym rovnicim nevénuje

vlbec, nebo pouze velmi strucné.
1.1. Tisténé zdroje

Pfi pripravé této prace jsem prostudoval fadu vysokoSkolskych ucebnic a skript.
Kvadratické rovnice se mi podafilo nalézt pouze v [15], zde se vyskytuje ndvod na feSeni
kvadratické rovnice pomoci diskriminantu a nékolik pfiklad(i. VétsSina z ostatnich skript zacina

logikou, maticemi a mnoZinami (napt.: [9]) nebo linedrni algebrou (napf.: [11]).

Nejvétsi mnozstvi praktickych udloh feSenych pomoci kvadratickych rovnic jsem nalezl
v [4], kde se vyskytuje pestrd skala rdznych fesenych uUloh stouto tematikou, ale i dalsi ulohy
nefesené. Objevuji se zde ulohy o pohybu, o spolecné praci, se zapojenim rezistori a dalsi.

Nékteré z nich jsou také soucasti této prace.

V ucebnici [8], ktera je velmi rozsifenou pomickou pfi vyuce matematiky na gymnaziich,
Ize nalézt také nékolik uloh. Vyskytuji se zde ulohy velmi jednoduché (v této préci jsou nékteré
podobné zatazené pod urover ZS), ale objevuji se i sloZitéjsi Ulohy (napf. o spole¢né praci).

Celkové je zde ale uloh s touto tematikou jen velmi malo.

Slovni uUlohy feSené pomoci kvadratické rovnice lIze nalézt i v [16]. V této ucebnici se

vyskytuji ulohy na procenta, o spolecné praci a nékolik dalsich.

Ucebnice [6] je uréena pro skoly, kde je méné hodin matematiky, proto jsem ocekaval, ze
se zde tento typ slovnich Uloh nebude zahrnovat. Pfesto v ni Ize nalézt nékteré ulohy o pohybu

nebo o spolecné praci.

V ucebnici [14] zabyvajici se funkcemi jsem ocekaval vice uloh, které by mohly ukazat, kde
se vyuziva pravé kvadraticka funkce, a tedy by vedly na feSeni pomoci kvadratické rovnice.

Bohuzel ani zde se nevyskytuje mnoho uloh, které by tomuto tématu byly vénovany.
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Kniha [7] je souborem zajimavych feSenych uloh, ale autor se bohuzel vénuje vyuZiti jinych

oblasti matematiky, takze zde se Ulohy hledaného typu nevyskytuiji.

V uéebnicich [12] a [13], které jsou urcené pro Zaky zakladni Skoly, se ulohy (ani
jednoduché) vedouci na feseni kvadratickou rovnici nevyskytuji. Pfesto je do analyzy zarazuiji,

nebot jsem z nich ¢erpal pfi hledani nebo tvorbé vhodnych priklad( pro zaky zékladnich skol.
1.2. Elektronické zdroje dostupné z internetu

Jedna z webovych stranek, kde jsem ocekaval nejvétsi mnozstvi rozmanitych uloh, je
Matematické férum ([22] a [24]). Nepodafilo se mi tam ale mnoho Uloh dohledat, nalezl jsem jen

dvé o pruzné srazce a hloubce propasti.

Nejvice uloh jsem nalezl na strance vénované pfimo Uloham vedoucim na kvadratické

rovnice [25], kde se vyskytuji Ulohy o pohybu, spole¢né praci nebo geometrické.

Zajimava sada historickych uloh je [23], nékteré ztéchto uloh se shodné vyskytuji i
v tisténych materidlech nebo dalSich elektronickych zdrojich, ale na tomto webu jich je vice
pohromadé. JelikoZ jsou to stranky vénované historickym uloham obecné, pomoci kvadratické

rovnice se fesi jen nékteré.

Matematickym a logickym uUlohdm jsou zasvéceny jesSté stranky [26] a [29], z nichZ
zejména [26] je moiné doporudit k ziskani zajimavych a netradi¢nich matematickych dloh. Ulohy

vedouci na rfeseni kvadratické rovnice se zde ale témér nevyskytuji.

Dalsi webové stranky nejsou jiz vénovany matematice. Jedna se o [20] a [21], které jsou
vénovany zajimavym fyzikdlnim dloham. Obé stranky poskytuji nejen samotné Uulohy, ale

vysvétleni a odvozeni mnoha vzorcl, které jsou k feseni potiebné.

1.3. Zavér prehledu

Celkové jsem prosel hodné rlznych knih vénovanych rliznym oborlm ve snaze nalézt
ulohy, které by se fesily pomoci kvadratické rovnice, ale popravdé jsem timto zplsobem nasel jen
velmi malo uloh. Predpokladam, Ze to neni proto, Ze by se kvadratické rovnice obecné
nepouZivaly, ale spiSe proto, Ze vétSinou chce autor vysvétlit problematiku na ulohach

jednodussich, tedy vétsinou linearnich.
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Na druhou stranu na webovych strankach se ulohy feSené pomoci kvadratickych rovnic
hledaji jednoduseji, a to pfedevsim na strankach vénovanych zajimavym fyzikalnim dloham. Pres
to vSechno myslim, Ze obecné je uloh vedoucich na feseni kvadratickou rovnici velmi malo a bylo
by vhodné vytvofit téchto Uloh vice, aby bylo mozné predevsim studentim stfednich skol ukazat,

Ze feSeni kvadratickych rovnic ma ve svété své vyuZiti a opodstatnéni.
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2. Zaklady reSeni rovnic

V této kapitole se seznamime s obecnym fesenim rovnic, ale také s feSenim konkrétnich
typ kvadratickych rovnic. Zvladnuti pouziti postupl predvedenych v této kapitole je nezbytné pro

feseni vsech priklad(, které se v této praci vyskytuiji.
2.1. Rovnice

Nejprve si fekneme, co vlastné pojem rovnice znamend a shrneme nékteré dalsi zakladni

pojmy, které se s rovnicemi a jejich fesenim poji.

Rovnice (s jednou neznamou) je zapis rovnosti dvou vyrazl, v nichZ se mlZe vyskytovat

néjaké pismeno (x, y, t apod.) oznacujici tzv. neznamou. [8, s. 9]

s v

Redeni rovnice je kazdé &islo, jeho? dosazenim do rovnice dostaneme platnou rovnost.

Reeni rovnice se nékdy oznaduje jako koFen rovnice.
2.2. Upravy pri reSeni rovnic

Redeni rovnice spociva v nalezeni viech ¢&isel, kterd je mozné dosadit za nezndmou tak,
aby platila rovnost. Kazdé takové Cislo je tedy feSenim rovnice. Pfi hledani feseni rovnice obvykle
postupujeme tak, Ze misto dané rovnice piSeme nové rovnice tak, aby mnoZina vSech reseni byla

totoznd. Upravy, které toto splfiuji, se nazyvaji ekvivalentni.
Mezi ekvivalentni Gpravy patfi:

e pficteni stejného vyrazu obsahujiciho nezndmou (definovaného pro vsechny hodnoty

nezndmé z mnoziny Cisel, v niz rovnici feSime) k obéma stranam rovnice [8, s. 22]
e vynasobeni obou stran rovnice stejnym nenulovym cislem
e ekvivalentni Upravy vyrazi na jednotlivych stranach rovnice [8, s. 18]
e vzdjemnda vyména stran rovnice

Jsou vsak i ptipady, kdy mlze byt vyhodné prevést rovnici na jinou, ktera obsahuje kromé

feseni plvodni rovnice i néjaka dalsi feseni. Takova Uprava se nazyva Upravou dasledkovou. Pro

feseni rovnic, které tato prace obsahuje, je nutno znat jedinou dusledkovou Upravu:

e umocnéni obou stran rovnice na druhou
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3. Kvadratické rovnice

V této kapitole si ukazeme, jak se resi kvadratické rovnice. Nejprve si predvedeme reseni
kvadratickych rovnic v oboru realnych cisel a v samostatné podkapitole si ukdZzeme, jak se resi

kvadratické rovnice v oboru Cisel komplexnich.

Rovnice ax®> +bx+c=0 , kde a,b,c € R, a# 0 se nazyva kvadratickd rovnice

(s nezndmou x); ax? je jeji kvadraticky €len, bx jeji linearni €len, c jeji absolutni élen [8, s. 118].

3.1. Kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu

Kvadratickd rovnice bez absolutniho clenu je takova rovnice, ktera ma tvar ax® +bx = 0,

nebo takova, kterd lze na tento tvar prevést. Kvadratickou rovnici tohoto typu fesSime vytknutim

vyrazu aX, kdy rovnici pfevedeme na tvar ax-(x+%) = (0. Pakx; = 0je jednim kofenem

adruhymje X, = ——.
a

Redeni jedné takové rovnice si ukdzeme na prikladu.

Pfiklad: Reste rovnici s nezndmou x € R: 5x%2 + 6x = 0

Reseni:
six +6)—0
X\ X 5 =
x1 = 0
6
Xy = z
3.2. Ryze kvadraticka rovnice

Ryze kvadratickd rovnice je rovnice ve tvaruax? + ¢ = 0, nebo takova, kterou Ize na

. Ly y . -C . ,
tento tvar prevést. Tento typ rovnice Fedime prevedenim na tvar x> = — anaslednym
a

- s oy —C v v x
odmocnénim obou stran (pozor na to, Ze x? = |XI 1) v pfipadé, ze — = 0. V opacném pfipadé
a

rovnice nema feSeni v oboru realnych Cisel.
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Opét si uvedeme jeden feseny priklad na tento typ kvadratické rovnice.

Priklad: Reste rovnici s nezndmou x € R: 4x%2 —36 =0

Reseni:

3.3. Obecna kvadraticka rovnice

Obecné kvadratickd rovnice ma tvar ax? + bx+c = O,kdea,b,c € R,a # 0.

Obecnou kvadratickou rovnici lze fesit vice zplsoby. Zde si ukazeme dva z nich. Pomoci
diskriminantu, coZ je metoda univerzalni, a lze ji tedy pouzit vidy. Kvadratickou rovnici je ale
mozné fesit také pomoci Vietovych vzorc(, jejichz pouziti je v nékterych pfipadech vyrazné

rychlejsi, v nékterych je ale pouziti této metody velmi obtizné.
3.3.1. Reseni pomoci diskriminantu

Vzorec s diskriminantem si nejprve odvodime. Obecnd kvadratickd rovnice ma tvar
ax?+bx+c=0, kde a,b,c€R, a #0. Nejprve ji vydélime nenulovym CdCislem a, ¢&imz
dostaneme tzv. normovanou kvadratickou rovnici, kterda ma koeficient u kvadratického clenu

roven 1. Rovnice pak vypada takto:

, b c
x“+-=x+-—=0
a a

Prvni dva ¢leny kvadratického trojé¢lenu doplnime pti¢tenim vhodného cisla tak, abychom
dostali druhou mocninu linedrniho dvojélenu x + m (m € R), tedy vyraz x2 + 2mx + m?2. Takové
Uprava se nazyva doplnéni na druhou mocninu linearniho dvojclenu (popf. doplnéni na ctverec).

V nasem pfipadé 2m = %, odkud m = %.
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2
y . L Y. b " -
Proto k obéma strandm rovnice pfi¢teme &islo m? = (5) . Obdrzime rovnici:

240.2 +(b)2+c-(b)2
x 2ax 2a a \2a

Dalsimi Upravami dostaneme:

[8,5.122]

Na prvni pohled je ziejmé, 7e jmenovatel 4a? zlomku na pravé strané rovnice bude
nenulovy (a # 0), proto existence a pocet fedeni zavisi na itateli tohoto zlomku. Vyraz b? — 4ac

budeme nazyvat diskriminantem kvadratické rovnice. Diskriminant se obvykle znaci D.

Pokud D < 0, pak nemd danad kvadratickd rovnice vredlném oboru feseni, jelikozZ

__ b%-4ac
T 4a?

2
. . p T p , b P . .y
neexistuje takové redlné Cislo x, pro které plati (X+Z) (levd strana je totiz

evidentné nezdporna a prava zaporna).

2 2_
Pokud D = 0, mGZeme rovnici (x + i) =2 42ac pfevést na rovnici v soucinovém
2a 4a
tvaru:
( N b)z_b2—4ac
x 2a) ~  4a?
( N b)2 b2—4ac_
x 2a 4q2
b Vb2 —4ac b Vb2 —4ac
X+—+ xX+-—- =
2 2a 2a 2a
Tato rovnice ma koteny:
—b — Vb2 — 4ac
1= 2a
—b ++Vb% — 4ac
X2 = 2a
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Obvykle pfi vypoctu zapisujeme kofeny ve tvaru:

—b +Vb? — 4ac
Y12 = 2a

Jestlize D = 0, pak ma rovnice jeden dvojnasobny kofen (x; a x, vychazeji stejné). Vypocet

korenU kvadratické rovnice pomoci diskriminantu si pfedvedeme na ptikladu.

Priklad: Reste rovnici s nezndmoux E R:x2 —5x +4 =0

Reseni:
D=(-5)2-4-1-4
D=25-16=9
R GOERE
X1,2 = 2
_5%3
X1,2 = 2
X ==
22 1
Xp=5=
3.3.2. Reseni pomoci Viétovych vzorci

Mame-li rovnici upravenou na tvar x? + bx +c = 0, pak pro kofeny rovnice (pokud
existuji) plati: x; + x, = —bax; *x, = ¢, coz vyplyvd ztoho, Ze jestlize jsou x; a x, kofeny
rovnice, pak nutné musi platit (x — x;) - (x — x5) = 0 a roznasobime-li levou stranu, dostaneme

x2 — (x; + x)x + x1 - x, = 0.
Vztahy x; + x, = —b a xq - X, = ¢ se nazyvaji Vietovymi vzorci.

Praci stémito vzorci si pfedvedeme pro porovnani s predchozi metodou na stejném

prikladu.

Priklad: Reste rovnici s nezndmoux E R: x2 —5x +4 =0
Reseni:
Nejprve si vyjadfime oba vztahy, které plati:

5=x1+x2

4 = X1Xp
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(zde odhadujeme hodnoty x; = 4ax, = 1)

5=1+4
4=1-4
3.4. Kvadraticka rovnice v oboru komplexnich cisel

Zatim jsme si ukazovali feseni kvadratickych rovnic pouze, pokud byly fesSitelné v oboru
redlnych cCisel. Nyni se ale zaméfime na ty, které v oboru redlnych cisel fesitelné nejsou (ty, které

maiji diskriminant zaporny).
3.4.1. Kvadraticka rovnice s realnymi koeficienty a zapornym diskriminantem

Kvadratickd rovnice ve tvaru ax?+bx +c =0 s redlnymi koeficienty a zdpornym
diskriminantem D ma v oboru komplexnich ¢isel pravé dva kofeny, a to sdruzena imaginarni Cisla

[5, s. 61]

Snadno ziskdme vzorec pro jejich vypocet, nebot v komplexnich &islech platii? = —1,

a tedy mizeme vytknout komplexni jednotku v odmocniné a poté ¢astecné odmocnit. ProD < 0

tedy plati:
—-b++D
M2 ="
—b +iV—i%D
R P
—b +iV-D
R

Na prikladu si ukdzeme, jak resit rovnice se zdpornym diskriminantem.

Priklad: Reste rovnici s nezndmou x € C: 3x%2 + 5x +20 =0

Reseni:
Nejprve si podle vzorce vypocitdme diskriminant:
D=5%2-4-3-20=-215

Vidime, Ze diskriminant je zaporny, a pouzijeme tedy vySe uvedeny vzorec:
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_ —54i,/-(-215)

12 = 2-3
_—5+i\/215_—5+i\/215

1= 6 % 6
_ —5-iy2I5 -5 ivZI5

X2 = 6 % 6

Vysledky tedy pomoci vzorce snadno ziskdame.

3.4.2. Kvadraticka rovnice s komplexnimi koeficienty

Kvadratickd rovnice skomplexnimi koeficienty je rovnice ax? +bx+c =0, kde

a,b,c € C, a # 0. Budeme hledat jeji feseni. Vynasobime obé strany rovnice Cislem a # 0
(ax)? + abx + ac = 0,

doplnime levou stranu rovnice na druhou mocninu linedrniho dvojclenu

( +b>2 b2—4ac_0
ax +3 2 =

a vynasobime ¢tyrmi
(2ax + b)?> — b? — 4ac = 0.
Oznaéme v této rovniciy = 2ax + ba D = b? — 4ac.
A predpokladejme, Ze D # 0. Dostaneme binomickou rovnici
y?—D =0.
A z vyjadieni komplexniho ¢isla D ve tvaru D = |D|(cosa + i sina) pak uréime jeji kofeny yy:

a+2kn | | a+2kn
Vi = IDI(COST-FI'SIHT),]C:O,L

coz jsou Cisla

Yo =+/|D] (cos%+i-sin%),

a+2m oc+21'[>

V1 = |D|<cos +1i-sin
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Yy = |D|<cos(%+1‘t)+i-sin(%+1‘r)>,

V= |D|(—cos%—i-sin%)=— |D|(cos%+i-sin%).

Dosazenim Yy, ¥4 do vztahu y =2ax + b dostaneme po Upravé kofeny x;

(dosazenim y,) a x, (dosazenim y;) dané rovnice:

a . 4
—b +./|D| (cos;+ i smg)
2a

X1,2 =

[5,s. 85]

Vzorec, ke kterému jsme dospéli, plati samoziejmé i pro kvadratické rovnice s realnymi
koeficienty, nebot reélna ¢isla jsou zvlastnim pripadem Eisel komplexnich. Jeho pouziti si ukazeme

na prikladu.

PFiklad: Rete rovnici s neznamoux € C: x2 — (3 —i)x + (2 — 6i) = 0
Reseni:

Nejprve vypocteme diskriminant v algebraickém tvaru apoté ho prevedeme do

goniometrického tvaru:

T T
D=(—(3—1))2—4-1-(2—61)=9—6i—1—8+24i=18i=18(c055+i-sin§)

Oznadéime absolutni hodnotu komplexniho &isla jako |z| a pfevedeme vypoéitany diskriminant do

goniometrického tvaru:

|z| = 18

18i = 18 (cosg +i- sing)

—(—(3 — i)) +./118] (cos% +i- sing)
2

X1,2 =
B-D*3vZ(Z+i%)

X1,2 = 2
B-i)+ @B +3i)

X1,2 = 2
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_B-D+(B+3D) _6+2i

1 2 2

_B-D-(B+3) —4i
- ; ==

X2

Vysledky tedy ziskame po dosazeni do vzorce.

-20 -

—2i

+i



4. Slovni ulohy fesené rovnici pro zakladni skolu

Zaci zakladnich $kol se podle u¢ebnic i u¢ebnich osnov, které jsou vyvésené na strankach

raznych skol, setkavaji s kvadratickymi rovnicemi zhruba kolem osmé tridy.

V naprosté vétsiné pripadl jde pfitom o feseni kvadratickych rovnic a nikoliv slovnich
Uloh. Zde jsou nékteré jednoduché ulohy, které Ize feSit kvadratickou rovnici. U kazdé ulohy je

uvedeno jeji vzorové feseni.

4.1. Slovni zadani rovnic

Takto jsou nazvany nejjednodussi slovni tlohy, a to tedy ty, které jsou vlastné jen slovnim
opisem samotnych kvadratickych rovnic. Ulohy tohoto typu se v rliznych uéebnicich v hojné mite
vyskytuji urovnic linearnich. Ulohy, které by byly feSeny rovnici kvadratickou, se téméF
nevyskytuji, proto musely byt pro Gcely této prace nékteré vymysleny po vzoru téch existujicich

pro rovnice linearni.

PF. 1 Naleznéte takové kladné Cislo, které vynasobené samo se sebou dava stejny vysledek jako

pri¢teni jeho desetinasobku k ¢islu 231.
Redeni: U podobnych slovnich Gloh je FeSeni pomérné jednoduché. Staéi viceméné
doslovny popis rovnice na ni prevést. Nezndmou oznacime x. Cislo vynasobené samo se sebou je

tedy x - x = x2, desetinasobek &isla x se zapise jako 10x.
Celd rovnice pak vypada takto:
x? =10x + 231
Tuto kvadratickou rovnici miZzeme vyresit pomoci diskriminantu:

x2—10x—-231=0
D =(-10)>—4-1-(-231)

D =100 + 924 = 1024
—(~10) + V1024
Y12 = 21

10 + 32

=——""-5+16
Y12 =757 =+
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X, =5+16 = 21
x2=5—16=—11

Jako spravny vysledek Ize ovSem vzhledem k zadani (hledame kladné ¢islo) oznacit pouze x; = 21.
Odpovéd’: Hledané Cislo je 21.

PF. 2 Najdéte takova dvé Cisla, jejichZ soucet je 6 a jejichz soucin je —72.

Reseni: Ulohu opét stadi jen zapsat do rovnice. Tentokrat to nebude rovnice jedna, ale

soustava dvou rovnic. Neznamé oznacime x a y. Soucet vyjadfime rovnici x +y = 6 a soutin

zndzoriuje rovnice x - y = —72. Mame tedy soustavu dvou rovnic:
x+y=6
x-y=-=72

Vyjadfime si z prvni rovnice x pomoci y:

x+y==6
x=6—y

a dosadime do rovnice druhé:

6-y)y=-72

6y —y2+72=0
y:—6y—72=0
(y-12)-(y+6)=0
yp =12

Y2 =—6

Nyni mdZeme dosadit do prvni rovnice za y a ziskdme x; a x5:

x+12=6
X, =—6
X, —6=06
x, =12

Odpovéd’ Hledana ¢isla jsou —6 a 12.
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4.2. Geometrické slovni ulohy

Tento typ slovnich uloh feSenych kvadratickou rovnici je pravdépodobné ten nejéastéjsi,
se kterym se Zaci na zakladnich Skoldch mohou setkat. VyuZivaji pfi feSeni téchto uloh vétsSinou

znalosti Pythagorovy véty.

PF. 1 Obsah obdéIniku je 96 cm?® a délky jeho stran jsou v poméru 2 : 3. Vypottéte jeho obvod.

[18,s. 61]

Redeni: Obsah Ize spotitat vynasobenim obou stran, tedy S = a - b.

Misto délek stran zndme pouze jejich pomér a obsah je pro nas znamy. Oznacdime si x

koeficient, kterym je potfeba pomér ndsobit, a nasledné dosadime do tohoto vzorce:

S=96
a=2x
b = 3x
Ziskame rovnici:
96 = 2x - 3x
96 = 6x?2
6x% = 96
x%? =16
X12 = 14

Vzhledem k tomu, Ze délka strany musi byt kladna, zajima nds pouze vysledek x = 4.

Obvod ziskdme jako soucet délek obou stran vynasobeny dvéma, tedy: 0 = (2-4+3-4) -2
Odpovéd’: Obvod obdélniku je 40 cm.

PF. 2 Zjistéte délky odvésen pravouhlého trojuhelniku, ve kterém je délka prepony ¢ = 10 cm

a jedna z odvésen je o 2 cm kratsi neZ druha.

Reseni: Za nezndmou si zvolime délku odvésny a. Nejprve dosadime zadané informace do

vzorce vychazejiciho z Pythagorovy véty:

a’+ (a—2)% =102
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Nyni staci tuto kvadratickou rovnici vyresit. Stejné jako v predchozim ptikladu nas budou zajimat

pouze vysledky, které jsou kladné, nebot jde o délku strany:

a’+ (a—2)? =102

a’+a?—4a+4=100
2a> —4a—-96=0
a’?—2a—-48=0
(a—8)-(a+6)=0
a, =8

a2=_6

Jak jsme jiz uvedli na zacatku reseni, zajimaji nas jen kladné vysledky, a proto je vysledkem

pouze a; = 8.
Odpovéd’ Délky odvésen jsou 8 cm a 6 cm.

PF. 3 Pan Vohrablo si koupil ¢tvercovy pozemek s délkou jedné strany a. Chtél si na ném

postavit diim a rad by také mél velkou zahradu s bazénem. Pozemek se mu ale zdal maly a tak
- S vy - o Ly (1
prikoupil jesté sousedici pozemek ve tvaru obdélniku, jehoZ jedna strana byla dIouhaEa

a druhd 40 m. Celkovéa vyméra jeho pozemku potom byla 3 500 m?. Zjistéte, kolik mé¥i nejdelsi

strana pozemku. (Nakres pozemku je zndzornén na obrazku.)

SV

a 40

Reseni: V tloze zndme celkovou plochu obrazce, ktera se sklada ze &tverce a obdélniku.

. “ . Y . . (o 1 Y .
Délku strany ¢tverce mame oznacenou a, délku nezndmé strany obdélniku S a. Obsah ctverce je

S; = a? a obsah obdélniku je S, = %a - 40. Celkova plocha tedy je

S=S,+S,=a*+3a-40=3500.
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Mame tedy kvadratickou rovnici a? + %a 40 — 3500 = 0 a tu mdZeme fesit pomoci Vietovych

vzorcQ:

1
a2+§a-40—3500=0

(a—=50)(a+70)=0
a1 - 50
az = _70

Délka strany musi byt urité nezdpornd. UvaZujeme tedy pouze a; =50. Nyni
potfebujeme jesté zjistit, kolik méri nejdelsi strana pozemku. Podle nakresu je jeji délka

a+40=>50+40=90.

Odpovéd’: Nejdelsi strana pozemku méri 90 m.
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5. Slovni ulohy pro stredni Skoly

Drive se vétsina z toho, co je potieba k feseni slovnich uloh fesenych kvadratickou rovnici,
vyucovala na zakladnich Skolach. Dnes to jiz ale neplati a naopak se na radé zakladnich skol
kvadratické rovnice neprobiraji vibec, nebo jen okrajové. Proto tato kapitola nabizi ulohy

predevsim pro Skoly stfedni a tam by také méla nalézt své uplatnéni.

Obecné se da fici, Ze matematika na stfedni Skole nachazi uplatnéni pfedevsim ve fyzice.
V ostatnich pfedmétech se s mnoha matematickymi ukoly studenti stfednich Skol nesetkavaji,
a kdyz, tak jde vétSinou maximalné o nasobeni ¢i déleni (vyjimkou je napf. chemie, kde se pfi

urc¢ovani pH pouziva logaritmus).
5.1. Matematické slovni alohy

Nazev této kapitoly je vytvoren pro ulohy vedouci na kvadratické rovnice, se kterymi se
v matematice studenti mohou setkavat a které nespadaji do Zzadné z dalSich kategorii slovnich
uloh. Vétsinou jde o ulohy jednodussi, ale u nékterych je potifeba mit hlubsi znalosti problému

a nelze jen rychle vytvofit rovnici a dosadit do diskriminantu.

PF. 1 Najdi dvojciferné &islo, pro které zéroveri plati: Cislice na misté jednotek je o 1 vétsi nez
Cislice na misté desitek a soucin Cisla a jeho ciferného souctu je 405. [25, s. 2]

Redeni: Jestlize vime, Ze se jednd o dvojciferné &islo, ozna&ime si prvni cifru a a druhou b.

Cislo slozené z téchto dvou cifer miizeme tedy zapsat jako ab a mizeme vyjadfit jeho hodnotu

jako 10a + b. Vime, Ze b musi byt o jedna vétsi neza, tedyb = a + 1. Ztéchto dvou faktd

vyplyvd, Ze hodnotu hledaného Cisla je moZzné zapsat jako 10a +a+ 1 = 11a + 1.

Soucin cisla a jeho ciferného souctu mizeme zapsat jako
(1la+1)-(a+a+1)=22a%?+13a + 1 = 405.

Maéame tedy kvadratickou rovnici, kterou mGzeme vyresit pomoci diskriminantu:

22a%? + 13a + 1 = 405
22a® +13a—404=0

—13 4132 — 4-22- (—404)
44

A12 =
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—-13+189
M2 =7

44
~13+189 176
METT T4
~13-189 202 101
Ty T T a T T2

Druhy vysledek muzZeme vyloudit, nebot hledame Cislici (tedy Cislo od 0 do 9). Dopocitame tedy

vysledek jen pro vysledek prvni:

a+1=5

Odpovéd’: Hledané Cislo je 45.

PF. 2 Maly Pavel skladal kostky stavebnice (kostka ma tvar krychle). Chtél postavit velikou
krychli. Zbylo mu vSak 75 kostek, proto hranu zvétsil o jednu kostku. Potom mu ale 16 kostek

chybélo. Kolik kostek mél ve stavebnici? [16, s. 19]
Redeni: Za nezndmou x si zvolime pivodni pocet kostek v jedné hrané. Celd krychle bude
mit objem x3. Krychle s hranou o kostku vét$i bude mit objem (x + 1)3. Tyto dva vyrazy mGieme

dat do rovnosti s tim, Ze poprvé zbylo 75 kostek a pti druhém pokusu jich 16 chybélo. Tedy:
x34+475=(x+1)3-16
Z této rovnice nasledné vypocitame x:

x34+75=x3+3x2+3x+1-16
0=3x2+3x—-90
x24+x-30=0
(x—=5)x+6)=0

X, =5

x2=_6

Zajima nas pocet kostek v jedné hrané, proto vysledek musi byt z oboru ptirozenych Cisel. Bereme

tedy v Uvahu pouze x; = 5. Pro tuto hodnotu dopocéteme pocet kostek z levé strany rovnice:
53 +75 =200

Odpovéd’ Ve stavebnici bylo 200 kostek.
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PF. 3 Cena casopisu byla snizena o tolik procent, kolik korun stal pfed snizenim ceny. Urlete

jeho plvodni cenu, jestlize po zlevnéni stal 16 K¢. [25, s. 2]
Redeni: POvodni cenu &asopisu si oznacime x. Potom tedy vime, Ze x je zaroven pocet

procent, o ktery byla cena snizena. Cena po zlevnéni je 16 K¢, coz je zaroven (100 — x) %.
MUZeme napsat rovnici, v niZ nalevo bude x jako plvodni cena c¢asopisu a napravo plivodni cena

¢asopisu vyjadrend pomoci procent z ceny po zlevnéni:

__
100 — x

100x — x? = 1 600

x2—100x +1600=0

(x—80)(x—20)=0

x, =20

x, = 80

x 100

Odpovéd’ Obé feseni jsou mozna, ¢asopis tedy plvodné stal 80 K¢, nebo 20 K¢.

PF. 4 Opici basnicka:
Na dvé casti rozdélené, hréli si opice:
Druha mocnina jejich osminy
vesele v lese skfehoce.
Dvanact jich zase na poli
vyvadi kousky nezbedné.
Povézte, kolik opic bylo

v tom stadé na nezbedné. [29]

Redeni: Opice byly rozdélené na dvé &asti. Vech dohromady bylo x. Prvni ¢ast miZeme
2
vyjadrit zlomkem (g) a o druhé vime, Ze v ni bylo 12 opic. Rovnou lze tedy napsat rovnici a zjistit

vysledek:

x2

(g) +12=x

x2—64x+12-64=0

x?—64x+768=0

64 +V642 —4-768 64+V1024 64+ 32
2 2 2
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64 + 32
xlsz

64 — 32
xzsz

48

16

Odpovéd’: Opic bylo ve stadé celkem bud’ 16, nebo 48.

5.2. Historické ulohy

Kvadratickd rovnice azpuUsoby jejiho feSeni byly znamé jiz starovékym Babyloriantim
(kolem let 1700 p¥. n. I.). Resili je viak ¢asto trochu jinymi metodami nez my dnes. Casto pouzivali
pfi feSeni kvadratické rovnice prevedeni na pfiklad: Soucin ¢isel x ay je n a jejich soucet je m.
Dale upravovali tyto vztahy, aZ jim vysel vysledek, ktery se velmi podoba dnesnimu zapisu vzorce

s pouZzitim diskriminantu.

Kvadratické rovnice neresili ale jen Babylofiané. Jejich feSenim se zabyvali i starovéci

Rekové, Indové nebo Egyptané. Proto si ukaZzeme nékolik tloh z historie kolébek matematiky.
PF. 1 (irdnsky matematik Beg-Eddin, 15. stol.)

Nékomu byla pfizndna odména, ktera tvofila vétsi dil ze dvou dild, jejich soucet je 20
a soucin 96. [26]
Reseni: Uloha neni sloZitd a prakticky odpovida fedeni jedné z tloh pro ZS. Oznaéime si

jeden dil x a druhy y. Vztahy mezi nimi tedy vyjadiime rovnicemi a ty ndsledné vytfesime:

x+y=20
xy =96
x(20 —x) =96

x2—20x+96 =0
(x—-8)(x—-12)=0
x1=12=y,

X, =8=y

Odpovéd’ Pfiznana odména je 12.

PF. 2 (tloha z Ciny, vznik pravdépodobné v prvnich stoletich naseho letopoétu)
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Uprostred kazdé strany Ctvercového pldorysu je brana. Ve vzdalenosti 20 pu od severni brany
stoji sloup. Jestlize se vzdalime od jizni brany o 14 pu na jih a zaboc¢ime 1 775 pu na zapad,

dostaneme se na misto, z néhoz sloup zacina byt vidét. Jaka je délka strany Ctverce? [23, s. 8]

E

D

1775

Redeni: Z obrazku (neni zachovan pomér stran, nebot strana GF je oproti zbytku obrazku
velmi dlouhd a nebyla by dobre vidét podobnost trojahelnikl, kterou ma obrazek ukazovat)
muzeme vidét, Ze trojuhelniky EFG a EHD jsou podobné. Plati tedy, Ze ptislusné délky stran téchto

trojuhelnikd maji stejny pomér. Oznacime si délku strany Ctverce x a pak bude platit:

20+x+14 20

1775 d
2
Tento pomér nam dava kvadratickou rovnici, kterou nasledné vyresime:

x
(34+x)-§=1775-20

x%+34x—-71000=0
—34 4 ,/34%2 — 4- (=71 000) _ —34+ \/285 156 _ —34+534

12 = 2 2 2
—34+534 500

X = ————=—>— =250
—34-534 —568

Xy = g == 284

Ztéchto dvou vysledk(l nds zajima pouze ten kladny (délka strany Ctverce nemiZe vychazet

zaporna).
Odpovéd’ Délka strany Ctverce je 250 pu.

PF. 3 (uloha z Indie, kolem 9. stol. n. I.)
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" y fe . 1 . (. W N
UrCete pocet pavl, vite-li, Ze dvojmoc T hejna se nachazi na mangovnikovém stromé,
. 1 C oy . . Y
dvojmoc 5 zbytku sedi jeSté se 14 pavy na tamalovém stromé. [23, s. 10]

Reseni: Pfimo ze zadani sestavime rovnici:

(%)2 * (91-51366)2 tla=x

Tu nasledné vyreSime:

(x)2+(15x)2+14—
16 9-16 X

81x2% +225x2+14-(9-16)2-(9-16)%2-x =0
306x2 — 20 736x + 290 304 = 0

17x%> —1152x+ 16128 =0
1152 +,(-1152)2—4-16128- 17 1152 ++/230 400 _ 11524480

%12 217 217 - 217
1152 +480 1632

M=o s 8
1152-480 672 336

2T 7 T3 T 17

Hledame-li pocet pavd, musi to byt prirozené cislo.
Odpovéd’ Pocet pavli v hejné je 48.
5.3. Slovni ulohy o spolecné praci

Typickou kategorii Uloh, které stredoskolsti studenti dobre znaji a ktera se Casto resi pravé
kvadratickou rovnici, je kategorie Uloh o spolecné praci. Ukazeme si nékolik pfiklad( z této

kategorie i presto, Ze tyto Ulohy jsou pro studenty dobfe znamé.

Ulohy o spole¢né préci se obvykle Fesi tak, Ze si vyjadfime, jaka ¢ast se udéla za jednotku
¢asu (obvykle za hodinu), a potom jiz celkem snadno dopocitdme, kolik hodin bude trvat, pokud

bude pracovat vice strojd/lidi/rour... spole¢né.

PF. 1 Naplnéni bazénu vodou prvni rourou trvd o dvé hodiny déle nez druhou rourou
a o 3 hodiny 36 minut déle, nez kdyby bazén natékal obéma rourami najednou. Kolik hodin
trvd naplnéni bazénu jen prvni rourou? Za jak dlouho by se bazén naplil jen druhou

rourou? [16, s. 19]
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Redeni: Pocet hodin, za ktery stihne druha roura naplnit bazén, si oznadime x. Za jednu

. ;1 , Yy Y . . . , ,
hodinu naplni o bazénu. Nace? je tedy pocet hodin, za které bazén naplni prvni roura, x + 2, ata

tedy naplni ﬁ bazénu za hodinu. Obé roury za jednu hodinu podle stejného principu naplni

Toae bazénu (minuty jsme si prevedli na hodiny a vyjadfili je desetinnym cislem 3,6).

Maéme tedy rovnici, kterou vyresime:

1 1 1

x+x+2=x+2—3,6
x+2)- (x—16)+x(x—1,6)—x(x+2)=0
x?>—=32x-32=0

32+./(-32)2-4-(-32) 3242304 32448

12 = 2 2 2
3,2 +4,8

X1 = T =
32-48

x, = L5 =—08

Vzhledem ktomu, Ze x predstavuje ¢as, nutné musi byt nezaporné. Proto vezmeme v Uvahu

pouze x; = 4.

Odpovéd’ Prvni rourou by se bazén naplnil za 6 hodin. Druhou rourou by se naplnil za

4 hodiny.

PF. 2 Zuzka a Ondra piSou za trest dohromady 840 krat vétu ,Nauc¢im se ramecky.” Oba musi

napsat stejny pocet vét, Zuzka piSe o trochu rychleji, protoZe napiSe o dvé véty za minutu vice.

Kolikrat dokaze Ondra napsat za minutu zmifiovanou vétu, pokud oba dohromady stravi nad
trestem 65 minut? [25, s. 3]

Redeni: Stejné jako v predchozi Uloze si uréime, kolik je jeden z nich schopen napsat vét za

jednu minutu. Pocet vét, které za minutu napiSe Ondra, oznadime o a vime, Ze Zuzka napiSe o dvé

véty za minutu vice, tedy o + 2. Cas, za ktery to stihne Ondra, oznadime t,, ¢as Zuzky t,.

MuUZeme sestavit soustavu tfi rovnic o tfech neznamych:

420 = ot,
420 = (0 + 2)t,
65=t, +t,
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Nejprve ze tteti rovnice vyjadfime t, a dosadime do druhé:
t,=65—t,
420 = (o + 2)(65 —t,) (D)
Nyni jesté vyjadtime z prvni rovnice t, a nasledné dosadime do (1).

420

to o
420
420 = (0 + 2) (65 —T)

4200 = (0 + 2)(650 — 420)
6502 — 7100 — 840 = 0
1302 — 1420 —-168=0

142+ /(-142)7 —4- 13- (—168) _ 142++28900 1424170

012 = 2-13 26 26
142+ 170 312
01="95 T35 12
_142-170 28 14
2T T2 13

Jelikoz? zjistujeme, kolik vét Ondra napise za minutu, bereme v Gvahu pouze kladny vysledek.

Odpovéd’: Ondra napiSe 12 vét za minutu.
5.4. Slovni ulohy z oblasti analytické geometrie a funkci

Jedna se o dvé oblasti matematiky, kde je mozné se na stfedni Skole setkat s Fesenim
slovnich dloh pomoci kvadratickych rovnic. Jsou to sice oblasti dvé, ale je jim vtéto praci
vénovana spole¢na kapitola, nebot u obou oblasti vychazeji Ulohy z rovnice paraboly (bud zapsané
predpisem funkce, nebo rovnici paraboly). Ulohy z analytické geometrie se obecné vétSinou Fesi
nalezenim analytické rovnice a hledanim jejich prasecik( s jinym geometrickym Utvarem (typicky

pfimkou).

PF. 1 Primér parabolického automobilového reflektoru je 24 cm, hloubka reflektoru je 12 cm.
Zvolte vhodné kartézskou soustavu soufadnic, urcete rovnici parabolického fezu a vypoctéte
polohu vlakna Zarovky, je-li reflektor zapnut na dalkova svétla (tzn. paprsky jsou rovnobézné)

[4, s.441]
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Reseni: Soustava soufadnic, kterou volime, je naznacena na obrazku:

Rovnice paraboly bude tedy ve tvaru:

y? = 2px

JelikoZ urcité prochazi bodem A[12, 12], tak mGzeme soufadnice tohoto bodu dosadit do dané

rovnice paraboly a vypocitat p:

122 = 24p
p==6

Rovnice této konkrétni paraboly bude proto ve tvaru:
y? = 2px, pro x € (0, 12)

Jestlize maji paprsky vychazet z reflektoru rovnobézné, musi byt Zarovka umisténa presné

v ohnisku dané paraboly. Staci tedy nalézt souradnice ohniska F. Jeho souradnice jsou F Ep, O],

a tedy F[3, 0].

Odpovéd’ Vzdalenost vlakna zarovky od vrcholu reflektoru je 3 cm.
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PF. 2 Zemédélec chce vybudovat pro kurata vybéh pravouhelnikového tvaru, pfitom jedna
strana bude ¢asti stény hospodarské budovy (jak je vidét na obrazku). K dispozici ma 18 metr(

pletiva. Mame urcit rozméry vybéhu, pro které by jeho obsah byl co nejvétsi. [14, s. 56]

18-2x

X vybéh X

budova

Reseni: Obsah vyb&hu vyjadfime vzorcem:
S=x-(18-2x)

Kdyz se podivdme na pravou stranu rovnice, vidime, Ze se jedna vlastné o kvadratickou
funkci. Pokud hledame maximalni obsah, hledame vlastné vrchol paraboly, kterd je grafem této

kvadratické funkce. Nejprve proto pravou stranu roznasobime a potom upravime na ctverec:

S =18x — 2x?
S=-2(x2-09)
S=-2(x—45)2+2-452
S=—-2(x—45)%+405

Protoze vyraz —2(x — 4,5)%je pro kaidé x # 4,5 zéporny, snadno vidime, e maximum této

funkce jev x = 4,5.

Odpovéd’: Zemédélec musi postavit vybéh obdélnikového tvaru o stranach 4,5 ma 9 m.
5.5. Slovni ulohy o pohybu

Slovni Ulohy o pohybu se na stfednich Skolach vyucuji jak v predmétu matematika, tak
v predmétu fyzika. Vtom prvnim se ovsem vice hledaji ptiklady na fteSeni sloZitéjsich
matematickych problémU (napriklad pravé kvadratické rovnice), zatimco ve fyzice jde vétsinou

spiSe o podstatu daného problému (napf. uvédomeéni si vztahu mezi rychlosti, casem a drahou).
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PF. 1 Dva chodci se pohybuji po pfimych navzdjem kolmych drahdach stalou rychlosti 6 km - h™!
smérem ke kfiZovatce téchto drah. V uréitém okamziku je jeden chodec 15 km a druhy 12 km
pred kfiZovatkou. Urcete, za jakou dobu od tohoto okamziku bude vzdalenost onou chodcl

pravé 15 km. [4, s. 25]

[«
R
12 km ‘ 'Y
S 15km
‘ \\_\
' "o
X
4+—>
15km

Redeni: Rychlost chodcll nepotfebujeme na zacatku viibec uvaZovat, nebot jak vyplyva
z obrazku, stac¢i nam informace o tom, Ze je u obou chodcl stejna (jinak fec¢eno ujdou stejnou
vzdalenost za stejny cas). Proto mliZzeme rovnou vyuZit Pythagorovu vétu, kde zname délku

prepony (15 km) a délky obou odvésen vyjadiime pomoci neznamé x. Ziskdme rovnici:
(12 —x)? + (15 — x)? = 152
Tuto rovnici vyfesime pomoci Viétovych vzorc(:

(12 = x)? + (15 — x)? = 152

144 — 24x + x? 4+ 225 — 30x + x2 = 225
2x% —54x+144=0
x2=27x+72=0

(x—24)x—-3)=0

x1 =24

x2=3

Vzddlenost, kterou ujde chodec 1 (stejné tak ovSsem i chodec 2), je tedy bud' 24 km, nebo

3 km. Nyni zbyva pouze vypocitat, za jak dlouho oba chodci ujdou danou vzdalenost. V prvnim

pfipadujetot = % = 4 avdruhém pfipadujetot = % = % =0,5.

Odpovéd’: Chodci musi jit bud 0,5 h, nebo 4 h.
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PF. 2 Z mésta A vyjela soucasné dvé auta (nakladni a osobni) do mésta B vzdaleného 76 km.

Urcete prlimérné rychlosti obou aut, vite-li, Ze osobni auto pfijelo do mésta B o 40 minut dfive

ne nakladni auto a rozdil jejich rychlosti byl 19 km - h™1. [4, s. 25]

Redeni: Za neznamou zvolime primérnou hodnotu rychlosti osobniho auta vyjadfenou

v km-h™ a oznadime ji x. Primérna rychlost nakladniho auta je tedy x — 19.

Vzorec zavislosti drahy na case a rychlosti je s = v - t, proto doba, za kterou osobni auto

dorazi do mésta B, je %. Podle toho tedy auto nakladni dorazi dohromady za % + % (40 minut

L. 2 . . 76 oy . .
odpovida 3 h) a zaroven za s Tyto hodnoty mlzeme zapsat do rovnice s neznamou x:

76 _76+2
x—19 x 3
76x-3=76-(x—19)-3+2x-(x —19)
2x*>—38x—4332=0

384382 -4-2-(-4332) 38+v36100 38+190

S 4 4 4
38+ 190

X1 = T =57
38—-190

Xy = T = —38

Smysl ma i v tomto pfikladu jen kladny vysledek.

Odpovéd’: Primérna rychlost osobniho auta je 57 km-h™ a préimérna rychlost nakladniho

autaje 38 kmh™1L.

Pf. 3 Téleso se pohybovalo pocatecni rychlosti 5m-s~! azrychlovalo se zrychlenim
a = 0,15 m- s~ 2. Za jak dlouho urazilo 130 metrd? [21, 25]

. . y o o . . 1
ReSeni: Vzorec pro drahu télesa pfi rovhomérné zrychleném pohybu je s = vyt + Eatz.

oy . _y - 1 "
MUlzZeme dosadit do vzorce a ziskame rovnici 130 = 5¢ + 3" 0,15t2, kterou vyresime:

1
130 = 5t + 7 0,15t2

0 =0,075t% 4+ 5t — 130

,_T5+/(-5?-4-075-(-130) _-5+V64 _—5+8
12— 2-0,075 -~ 015 0,15
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—5+8

t1= 0,15 —20
. _—-5-8 260
27 015 = 3

JelikoZ nas zajima Cas, za ktery téleso urazi 130 m, musi byt vysledek urcité kladny. Proto bereme

v potaz pouze t; = 20.
Odpovéd’ Téleso urazi 130 metrl za 20 sekund.

PF. 4 Téleso bylo vrieno svisle vzhliru poc¢ate¢ni rychlosti 72 km - h™1. Za jakou dobu bude ve

vysce a) 15 metrd, b) 50 metrd? [21, s. 25]

Reseni: Pro svisly vrh plati, e vy$ka h, do které téleso vyleti, je:
1
h = ho +170t_zgt
Oznaéme pocatedni vydku hy = 0 m, tihové zrychleni g = 10 m-s~2, aktudlni rychlost
vo = 72km-h™! = 20 m - s~ a vysku, pro kterou chceme zjistit ¢as, h = 15 m.
Muzeme tedy dosadit do vztahu pro vysku svislého vrhu:

1
15=O+20t—§-10t2

t?2—4t+3=0
t-3)-(t—-1)=0

Vysledkem budou obé hodnoty. Prvni ¢as udava, kdy se téleso do daného bodu (pfi letu vzhiru)

dostane poprvé, a druhy, kdy se do stejného mista navrati (pfi padu).
Odpovéd: Téleso bude ve vysce 15 metrl za 1 sekundu a za 3 sekundy.

b) V tomto pfipadé se nam zméni pouze vyska, které by mélo téleso dosahnout z 15 metr(

na 50 metrq:

1
50=0+20t—§-10t2

t?—4t+10=0
D=(-4)?-4-1-10=—-4
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Diskriminant je zaporny, téleso tedy do vysky 50 metrl viibec nevyleti. Tuto ¢ast ulohy by bylo
mozné fesit i Uvahou: Jestlize téleso bude za 1 sekundu ve vysce 15 metrl a za dalsi dvé zpét, tak
pfi znalosti toho, Ze téleso pfi pohybu vzhiru zpomaluje, a toho, Ze stoupa stejné rychle, jako
klesa, mizeme rovnou odvodit, Ze do vysky 50 metrli nemuze vystoupat (i kdyby byla rychlost

stoupani stale stejna, tak by za 1 sekundu letu vzhiru téleso dorazilo do vysky 30 metr).
Odpovéd’ Téleso do vysky 50 metr(i nevyleti.

PF. 5 Do propasti pustime ocelovou kuli¢ku. Jeji dopad na dno propasti slySime za 10 sekund.

Jaka je hloubka propasti, jestlize poé&itdme s rychlosti zvuku ve vzduchu v = 340 m - s~1? [24]

Redeni: Vzorec pro pad do hloubky hje h = %gtlz a zvuk z hloubky h jde po dobu t, = h

v

¢asu. Posledni informace, kterou zndme, je t; + t, = 10.

Madame tedy tfi rovnice o tfech neznamych:

1
h=-gt?
29 1
. h
27
tl + t2 = 10
Nejprve si ze tfeti rovnice vyjadiime t,:
tz = 10 - tl

Dosadime do rovnice druhé a vyjadfime z ni t; pomoci h:

10_t1=

S Qs

t; =10 ——

1 v
Nyni dosadime do prvni rovnice, ¢imZ ziskdme kvadratickou rovnici s neznamou h, kterou
vyfedime (dosadime g = 10m-s™2,v =340 m-s™}):

1 h \?
h=—-10<10——)

2 340
_ 5h?  100h 500
T 3402 340

23 120h = h?2 — 6 800h + 11 560 000
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h? —29920h + 11 560 000 = 0

29920 +/(29920)2 — 4- 11560 000 _ 29 920 + V848 966 400
2-1 - 2
hy, = 680 - (20 + 3v/51)

h1,2 =

h, = 680 - (20 + 3v/51) = 391,49
hy = 680 - (20 — 3v/51) = 29 529

Na prvni pohled to vypadd, Ze oba vysledky jsou mozné. Pokud si ale uvédomime, zZe

rychlost zvuku v = 340 m - s, tak dojdeme k zavéru, Ze druhy vysledek nedava smysl (jen zvuk
by letél odhadem necelych 100 s). Tento vysledek pfibude, jelikoz matematicky vychazi pro t; dva

vysledky (t; = +4). Cas ale nem0ze byt zaporny.
Odpovéd’: Hloubka propasti je 391,49 m.

PFf. 6 Proti rovnému svahu se sklonem 8 hodime z jeho Upati kdmen rychlosti o velikosti v.
Urcete nejvétsi vzdalenost d, do které miize doletét. Pocatec¢ni vzdalenost kamene od roviny

svahu a odpor vzduchu zanedbejte. [20, s. 22]

y

Reseni: Pro Fedeni ulohy, kde zndme pouze rychlost a nikoliv elevaéni thel (tj. Ghel, ktery
svird pocatecni rychlost s vodorovnou rovinou), je potfeba znat tzv. ochranou parabolu. Ochranna
parabola je mnoZina vSech bodu, které mohou byt zasaZeny vrhem pfi dané rychlosti, a ma rovnici

x2 = 4h(h — ).

Déle vyjdeme z obrazku a vyjadfime jednotlivé vztahy, které v pfikladu plati. Prvni rovnice
je pravé rovnici ochranné paraboly, druha a tfeti jsou dany z definice funkci sinus a kosinus

v pravouhlém trojuhelniku:
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x? =4h(h—vy)
x = dcosf
y = dsinf

dostavame kvadratickou rovnici

(dcospB)? = 4h(h — dsinp)
(cosB)?d? + 4hdsinf — 4h? = 0.

Regenim ulohy je kladny kofen

_ —4hsinf + J (—4hsinB)? — 4 - (cosp)? - (—4h?) B

d
2 - (cosp)?
_ —4hsinf + \16h2(sinf)2 + 16h2 - (cosf)? _ 2h(1—sinp)
- 2+ (cosp)? ~ 1-—sin2B
_ 2h(1 —sinp)
1 -—sin2p
Odpovéd: Kdmen tedy muzZe doletét do vzdalenosti Zh(%:zn? [20, s. 22]

PF. 7 Proti sobé se pohybuji dvé stejné koule, prvni o rychlosti 5 m - s~ a druhd o rychlosti

3 m- s~ L Uréete rychlost prvni koule po ¢elni sraice za predpokladu, e je srazka dokonale

pruzna. [22]

Redeni: PFi dokonale pruiné sraice se zachovava hybnost i energie atedy mGieme

vychdzet ze vzorcu:

mv; + mv, = mu, + mu,

1 1 1 1
Emvlz +§mv22 = Emu% +Emu§

V4 (resp. v,) oznaduje plvodni rychlost prvni (resp. druhé) koule a u, (resp. u,) oznaéuje rychlost

. . [y . .4 o . 1
prvni (resp. druhé) koule po srazce. Ze vzorcl vyplyva (po vydéleni hmotnosti m, resp. Em):

171+172=U1+U.2

vi+vi=uf+us
Po dosazeni (dosazujeme nikoliv jen velikost rychlosti, ale i smér, proto 5 a —3) dostaneme:
5 - 3 = 2 = u1 + uz

-41 -



34 = u? +u3
Dosadime z prvni rovnice do druhé:

34 =u? + (2 —uy)?
2u? —4u; —30=0

u; =5
u; = -3
U, = —3
u, =5

V dvahu bereme pouze vysledky oznacené *, nebot nutné musi platit, Zze obé koule nemohly

pokracovat ve svém plivodnim sméru (ktery je opét vyjadien znaménkem pred rychlosti).

Odpovéd: Prvni koule se tedy po sraice pohybuje rychlosti 3 m- s~ ve sméru opaéném,

nez ve kterém do srazky vstupovala.
5.6. Slovni ulohy z oboru elektfrina a magnetismus

Jednou ze stéZejnich oblasti vyuky fyziky na stfednich skolach je elektfina a magnetismus.
Zde se da nalézt nékolik typ( praktickych uloh vedoucich na feSeni kvadratickou rovnici a nékolik

z nich si ukazeme.

Pf. 1 Dva kladné bodové naboje Q; = Q a Q, = 4Q jsou pevné umistény ve dvou bodech

vzdalenych od sebe d = 6 cm. Urcete, kde je tfeba na pfimce spojujici oba body umistit treti
kladny bodovy naboj Q,, aby na néj nepulsobila zadna sila. [2, s. 15]

Reseni: Vyslednice sil plisobicich na naboj Q, bude nulova, jestlize sily, kterymi naboje Q,

a @, plsobi na naboj Q,, budou stejné velké a budou mit opacny smér. To je mozné jen tehdy,

jestlize naboj Q, bude lezet mezi ndboji Q4 a Q,.

Q, F, Q F, Q,
’ « ’ > ’
| | |
+ X + I
| |
. d N

-472 -



Oznafme vzdalenost ndboje Q, od ndboje Q; neznamou x. Podle Coulombova zakona
ndboje Q4 a @, pUsobi na ndboj Q silami o velikostech:

Q:Q _, 400

=k o= a2

Ponévadz velikosti sil F; a F, jsou stejné, plati:

QQy , 40QQ
k x2 _k(d—x)z
1 _ 4

o

Z toho vyplyva:
3x2+4+2dx—d?>=0

Tato kvadraticka rovnice ma dva koreny:

—2d+\/4d2+4-3d2_d
6 3
—2d —\V4d? + 4 - 3d? 3
- =

X1 =

x2=

v o . . d 6 . T , Sy T
Z obou kofenU jen prvni x; = 33" 2 ma fyzikalni vyznam, nebot @y musi leZzet mezi naboji Q4

a Q, a vzdalenost x musi byt kladna.

Odpovéd: Naboj Q, je tfeba umistit mezi naboje Q; a Q, do vzdalenosti 2 cm od mensiho
naboje. [2, s. 15]

Pf. 2 Pfi sériovém zapojeni rezistorl s odpory Ry a R, je vysledny odpor spojeni 250 Q.
Spojime-li rezistory o stejném odporu vedle sebe, je vysledny odpor spojeni 40 Q. Urcete

odpory R, a R, obou rezistord. [27]

Reseni:
ZapiSeme oba vztahy do rovnic:

R1+R2 = 250
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Ry R, 40
Vyjadfime R, pomoci R,:
R; =250 —R,
Dosadime do druhé rovnice a vyfeSime:
1 1 1

250—R, R, 40

40R, + 10 000 — 40R, = R,(250 — R,)
R2 — 250R, + 10 000 = 0

(R, — 50) - (R, — 200) = 0

R, =50
R; = 200
R, =200
R =50

Odpovéd’ Rezistory maji tedy odpory 50 Q a 200 Q.

PF. 3 V obvodu, ve kterém jsou zapojeny paralelné dva rezistory, prochazi pfi napéti 24 V proud
4 A. Zapojime-li tyto rezistory sériové, klesne proud na 0,75 A. Uréete odpory obou rezistord.

[4,s.19]
Reseni:
Vysledny odpor R sériové zapojenych rezistorl o odporech Ry, R, je:
R1 + Rz - RS

Podle Ohmova zékona pro Ry plati Ry = =, kde U = 24V, I; = 0,75 A, tj. Ry = —= 0 = 32 Q.
1 )

Pro vysledny odpor R}, paralelné zapojenych rezistor(i o odporech Ry, R, plati vztah:

1 1

1
R, R, R,

, U . 24
ProRppIathp=E,kdeU=24V,12=4A,tJ.Rp =TQ=6Q.

-44 -



Ze vztahu mezi sériové zapojenymi rezistory plyne R, = R; — R;. Dosazenim do vztahu pro

paralelni zapojeni rezistord ziskdme rovnici:

1 1 1

R, T32-R, 6
6-32—6R; + 6R; = —32R; — R?
R? —32R; +192=0

R, =24

R; =8

Je-li Ry = 24 Q, pak R, = 8 () (nebo opacné).
Odpovéd’ Rezistory maji odpory 24 Qa 8 Q.

5.7. Ostatni fyzikalni ulohy

V této kapitole jsou zafazeny ulohy, které se fesi pomoci kvadratické rovnice, ale

nespadaji do Zadné z kapitol predchazejicich.

PF. 1 V jaké vysce nad povrchem Zemé pusobi na téleso desetkrat mensi gravitacni sila nez na

povrchu Zemé&? Polomér Zemé je R, = 6378 - 103 m. [21, s. 24]

Reseni:

Vztah pro velikost gravitacni sily, ktera plsobi na téleso umisténé na povrchu Zemé, je

mM,
=G RZ
Ve vysce h nad povrchem je to pak vztah
B (h) = G —Me
g (R, + h)?
MuZeme tedy sestavit rovnici a vyresit ji:
mM,
G2 10
i T
(Rz+h)?
1
RZ
—— =10
(Rz+h)?
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R, + h)?
(R, ):10
RZ

(R, + h)? = 10R?
R2 + 2R,h + h? —10RZ =0
h? + 2R,h —9R2 =0

—2R, +/(—2R,)> +4-9R? —2R, +/40R?

2 > = —R, £ VI0R?

h1,2 =

Dosadime R, = 6 378 - 103, abychom ziskali vysledna fe3eni:

h, = —6378-103 +/10- (6 378-103) m
h, = 13791006 m = 13791 km

h, = —6378-10% — /10 (6 378-103) m
h, = —26 547 006 m = —26 547 km

IR

Odpovéd: Jestlize bude téleso ve vysce 13 791 km, pak bude Zemé plsobit desetkrat

mensi gravitacni silou neZ na povrchu planety. Druhé feseni h, = —26 547 km neddva fyzikalni
smysl, nebot ani kdyby téleso bylo umisténé pod povrchem Zemé, této hloubky neni moziné

dosahnout.
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6. Slovni alohy pro vysoké Skoly

V této Casti prace jsou shromazdény skutecné realné ulohy, které se objevuji naptic obory
a pfi jejichZ reseni se vyuziva kvadratické rovnice. Jde o Ulohy z oblasti chemie, ekonomie ¢i fyziky.

Také se zde soustfedime na priklady, které se skutecné fesi v praxi nebo bézném Zivoté.

6.1. Realné ulohy z chemie

V chemii se steSenim pomoci kvadratické rovnice lze setkat pfi vypoctu pH stfedné
silnych kyselin a zdsad. Existuji sice jednodussi vzorce pro vypocet pH, ale tyto vzorce je moiné

pouzit pouze pro vypocet slabych a silnych kyselin a zasad.

pH definoval dansky chemik Sorensen jako zaporna dekadicky logaritmus aktivity
oxoniovych iontl. Pro praktické Ucely se aktivita nahrazuje rovnovainou relativni latkovou
koncentraci oxoniovych iontl. pH je bezrozmérna veli¢ina Kyselé roztoky maji hodnotu pH mensi
nez 7, zasadité maji hodnotu pH vyssi nez 7 a neutralni roztoky maji hodnotu pravé 7. Pro pH tedy

plati:
pH = —log([H307])
kde [H;0%] je rovnovéina relativni latkova koncentrace oxoniového kationtu.

Hodnoty v hranatych zadvorkach oznacuji relativni latkovou koncentraci jednotlivych
disociatnich forem kyseliny &i zasady. Napf.: [H30%] oznaéuje relativni latkovou koncentraci
kationtl [H;0%]. Naproti tomu cya, cg 0znacuji celkovou analytickou koncentraci kyseliny, resp.
zésady. Plati tedy cyp = [HA] + [A™], resp. cg = [BOH] + [B*], kde HA je obecny vzorec

kyseliny a A~ aniont, ktery vznikne po disociaci.

PF. 1 Odvodime vztah pro vypocet pH pro jednosytnou stfedné silnou kyselinu.

Odvozeni:

Pfesny vypocet pH jednosytné stredné silné kyseliny o analytické koncentraci c:
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[H30%]-[A7]

rovnice disociacni
[HA] (

Disociace probéhne do rovnovahy dané hodnotou K, =

konstanty kyseliny). Plati také podminka elektroneutrality [H;0%] = [OH™] + [A™] a jelikoZ je

[OH™] oproti [A™] velmi mald, miZeme [OH™] zanedbat a vztah zjednodusit na tvar:
[H307] = [A7]
Nyni mZeme dosadit do rovnice disociaéni konstanty kyseliny:

cya = [HA] + [A7]

[H307] = [A7]
ca — [H307] = [HA]

_ [H307] - [A7] _ [H30%]?
T TmAL T T G- 0]

[H3O+]2 + [H3O+] "Ka—cya-Ka=0

Jde o kvadratickou rovnici, z jejichZ kofend ma ale fyzikalni smysl pouze ten kladny:

K, + K2+ 4cypK,

[H;0%] = — .

K ziskani pH staci vypocitat zaporny logaritmus:

—K,+ /K§+4CHAKa
[28]

2

pH = —log

PF. 2 Urcete pH 0,2 M-CH3;COOH, jestlize plati:

K,=18-10"°

¢ =0,2mol-dm™3

CH;COOH + H,0 — CH;COO + H;0" [28]
Redeni: K pfesnému vysledku lze dojit pouze pomoci Fedeni kvadratickou rovnici. Zajima

nas jen kladné feseni, nebot jen to ma fyzikalni vyznam.

Stejné jako v predchozim prikladu ¢ oznacuje celkovou analytickou koncentraci kyseliny a

[H3O+] oznacuje rovnovaznou koncentraci kationtl. ProtoZe je kyselina slaba, plati:

[CH;COOH] = ¢
[CH;C00"] = ¢ — [H;07]
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Nyni tedy miZeme opét dosadit do rovnice disociacni konstanty:

_ [CH3C007] - [H;0%] _ [H30*]?
a~ [CH;COOH] ~ ¢ — [H30%]

Ky-c— K, [H;0%] = [H30%]?
Po dosazeni K, = 1,8+ 107° a ¢ = 0,2 mol - 1= ziskame kvadratickou rovnici:

[H;0%]>+1,8-107°-[H;07] - 1,8:107°-0,2=0

-1,8:107°+,/(1,8-1075)2 +4-1,8- 1075 0,2

[H30+] = 2

[H;0%] = 1,8883 mol - dm ™3
pH = —log[H;07]
pH = —10g(1,8883-1073) = 2,72

Odpovéd: pH 0,2 M-CH;COOH je 2,72. [28]
6.2. Realné ulohy z elektrotechniky

Jak jiz bylo naznacdeno v predchozich kapitolach této prace, asi nejvétsi uplatnéni nachazi
matematika jako obor ve fyzice. Elektrotechnika je pro matematiku zajimava predevsim
praktickym vyuZitim komplexnich Ccisel, kterd se pouZivaji pro vyjadreni ¢asovych vektor(
v obvodech se stfidavym proudem. Metoda, pomoci které se prevadi pocitani s harmonickymi
veli¢inami (vyjadifenych goniometrickymi funkcemi) na pocitani pomoci komplexnich cisel, se

nazyva symbolicko — komplexni.

Tato metoda vyrazné zjednodusi vypocty sloZitéjsich elektrickych obvodl a lze ji pouZit

pro obvody obsahuijici pouze linearni prvky nebo pro stfidavé veliciny sinusového priabéhu.

S komplexnimi Cisly se v elektrotechnice pracuje stejné jako v matematice. Presto existuji
drobné odli$nosti. Jednou z nich je to, Ze imagindrni jednotka se v elektrotechnice oznacuje ,j“,
zatimco v matematice je zvykem ji oznacovat ,i“ (ve fyzice se ,i” pouziva pro okamzitou hodnotu
proudu). Druhou odliSnosti je to, Ze se komplexni cisla vétSinou vyjadfuji v exponencialnim

tvaru e)*. Pfevod mezi goniometrickym a exponencidlnim tvarem vypada nasledovné:

A =a+jb = |A|(cosa + jsina) = |A|el%, A =+ a?+b?
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Nyni si ukazeme pfriklady, ve kterych se kromé komplexnich Cisel vyuziva i vypocet pomoci

kvadratické rovnice.

PF. 1 Stanovte odpor a kapacitu (resp. indukénost) obvodu se stfidavym proudem a zdrojem
o napéti u = 10e®111M v 3 frekvenci f = 50 Hz, pokud vite, 7e kofeny rovnice x> — 6x +
+25 = 0 oznacuji impedanci obvodu.

Reseni: Nejprve si vypolteme kofeny kvadratické rovnice, abychom ziskali hodnotu

impedance:

x2—6x+25=0
61\/62—4-25_6ix/—64_6ij\/a_3

= +4_'
12 2 2 2 =
x1=3+4]
x2=3—4j

Podle hodnot impedance muiZeme urcit, zda jde o obvod sodporem a civkou, nebo
odporem a kondenzatorem. V obvodu s civkou je napéti fazové predsunuté vici proudu. Jestlize
se jedna o obvod s civkou, ma komplexni slozka impedance kladné znaménko (jde o reaktanci
induktivni). Jestlize je v obvodu kondenzator, napéti je oproti proudu zpoZzdéné. V impedanci je
potom komplexni slozka se zapornym znaménkem (reaktance kapacitni). Redlnd ¢ast impedance

oznacuje velikost odporu v obvodu. Rozdélime tedy feSeni na dva pripady:
a) Vobvodu je civka (reaktance je induktivni)

V tomto pfipadé je Z = 3 + 4j. Vypocteme proud v obvodu, nejprve oviem prevedeme

impedanci do exponencialniho tvaru:

|Z] = /32442 =V25=5

5
tga = 1 =>a =51,3°=0,285n
7 = 50,285Tj

U 10e0,1111'[j

Z_ — 95—0,174j
7~ 5e0.285Tj 2e

I =

Proud v obvodu je tedy I = 2e ~%174TA . Nyni spocteme indukénost. PouZijeme vzorec:

XL=L(I)
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L_XL_ XL
Cw  2nf

L=5—s5=00127

Odpovéd’ Indukénost civky je 12,7 mH a odpor v obvodu 5 Q (ziskdme jako abs. hodnotu

impedance).
b) V obvodu je kondenzator (reaktance je kapacitni)

Vypocet probiha prakticky analogicky. Nékteré hodnoty vychazeji stejné, proto je

vyuZijeme z pfedchoziho vypoctu. Impedance je Z = 3 — 4j a tedy:
|Z] =5
5
tga = ~2 >a=-161,3°= —-0,896m
7 = 5e—0896Tj

0,1117j
I = u 10e _ 2e1,007‘r|:j

T 7 T 5e-08%m

Proud v obvodu I = 2e1%°7TA_ Pro vypolet kapacity pouZijeme vzorec pro vypolet kapacitance:

P 1
¢~ wC
1 1
C=——=
(A)XC ZTL'fXC
L =—=20,000796
2m-50-4 ’

Odpovéd’ Kapacita kondenzatoru je 796 UF. Odpor v obvodu zlstava stejny, tedy 5 Q.
6.3. Realné ulohy z ekonomie

S kvadratickymi rovnicemi je moZné se setkat i p¥i feseni Gloh v ekonomii. Casto se jedna
o ulohy specifické, kdy se napfiklad fesi velikost Uroku pfi daném zhodnoceni penéz za urcitou

dobu. Lze ale nalézt i slozitéjsi ulohy, kde se pouZivaji i znalosti vyssi matematiky.

PF. 1 Osoba si pQjcila 50 000 K¢. Dluh bude platit formou dvou stejnych splatek, které cini
27 272 K¢, pricemz jednu bude platit letos a druhou pfFisti rok. Jaka je urokova sazba pfi ro¢nim
pfipisovani trok(? [17, s. 31 — upraveno]

Redeni: Urokovou sazbu si oznagime i. Pro vypocet urokové sazby plati:
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27272 27272

50000 = .
1+ +(1+i)2

Tuto rovnici vyreSime:

50000 (1+i)?=27272-(1+1i)+ 27272
50 000i%2 4+ 72728i —4544 =0
6 250i® +9091i —568=0

~9091++/90912 —4-6250- (—568) _ —9 091 + /96 846 281

h2 = 26250 12500
 -9091 + /96 846 281

= 12 500 =9,

. —9091— 96846281 _

2= 12500 =0

Urok musi byt zcela ur¢ité kladny, proto bereme v potaz pouze vysledek i; = 0,06 = 6 %.
Odpovéd’ Rocni Urokova sazba, kterou osoba zaplati, bude Cinit 6 % rocné (p.a.).

PF. 2 UloZend ¢astka 90 000 K¢ se za 2 roky zhodnotila na ¢adstku 100 000 K¢. Jakou nam banka
stanovila uUrokovou sazbu, jestlize byla sraZena pfi pfipisovani dan zurokd e vysi 15%

a predpokladame rocni pfipisovani arokd? [17, s. 37 — upraveno]
Reseni: Vzorec pro uroéeni vkladd vypadd takto:

Lla- d))"

Kn=K0'<1 m

Veli¢iny uvedené ve vzorci predstavuji:

K, ... budouci hodnota kapitalu, splatna ¢astka;

K ... sou€asna hodnota kapitdlu, jistina;

i ... rocni Urokova sazba (tzn. sazba p.a.);

d ... srazkova dan z urok;

n ... pocet Urokovacich obdobi, po které byl kapital ulozen;

m ... frekvence Uroceni (kolikrat jsou Uroky pfipisovany do roka) [17, s. 29]

Dosadime tedy do vzorce a ziskame rovnici:
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i(1— o,15)>2

100 000 =90 000 - <1 + 1

10
—=1+1,7i + 0,752 25i?

9
6,770 25i> +153i—1 =0
—-15,3+/15,32 —4-6,770 25 - (1) _ —153+ V261,171

2 = 2677025 13.540 5
—15,3 + 261171
i, = = 0,064
135405
1S3 VEELITL .
2= ""135405 _ “

Opét je nutné pocitat s tim, Ze Uroky nebudou zaporné a tedy pfichazi do Uvahy pouze i; = 0,064,

cozZ predstavuje 6,4 %.

Odpovéd: Urokovou sazbu stanovila banka na 6,4 %.
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7. Vytvorené ulohy

V predchozich kapitolach jsme ziskali urcity prfehled o dostupnych redlnych ulohach
vedoucich na kvadratickou rovnici. Podobnych Uloh k predstaveni praktického wvyuziti
kvadratickych rovnic je bohuzel velmi malo typd a obvykle se studenti na ZS i SS setkaji jen
s nékterymi typy téchto uloh. Proto tuto kapitolu vénujeme tvorbé nékterych dalSich realnych

uloh.

Jak jiz bylo zminovano, vztahl, které jsou kvadratické (a zaroven kjejich reseni neni
potfeba dalsich hlubsich matematickych znalosti), neni pfiliS mnoho, a proto budou nékteré
nasledujici ulohy vice ¢i méné vychazet ztéch se kterymi jsme se jiz v predeslych kapitolach

setkali.
Pf. 1 Zapojime-li dva kondenzatory sériové, je vyslednd kapacita 4 puF. Jestlize je zapojime
paralelné, vyslednd kapacita bude 18 uF. Jakou kapacitu maji kondenzatory samostatné?
Reseni: U kondenzétord plati opaéné vztahy ne? u rezistord. Tedy pfi paralelnim zapojeni

, o .o, 1 1 1
plati C; + C, = C a pfi sériovém — + — = =
c, C C

ZapiSeme tedy obé rovnice:

C;+C, =18

.1

c, C, 4
Vyjadfime C; pomoci C,:

C;=18-C,

Dosadime do druhé rovnice a vypoclitdme C, a ndsledné Cy:

1 1 1

18-C, C, 4

4C, + 4(18 — C,) = C,(18 — Cy)
CZ—18C,+72=0
(C,—12)-(C,—6) =0
C, =12
Ci=6
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Cl=6

C; =12

Odpovéd: Kondenzatory maji kapacitu 6 pF a 12 uF.

PF. 2 V blizkosti méstecka, kde Jenda bydli, se stavi nova Zelezni¢ni trat. JelikoZ jde o oblast
hornatou, Casto je tfeba stavét mosty i tunely. Jenda po horach v okoli rdd chodi s GPS

navigaci a ta mu umoziuje urcovat na jednotlivych mistech nadmorskou vysku i vzdusné

vzdalenosti dvou bodu, které si do pfristroje uloZi.

Kdyz se Jenda rozhlédl, kde se bude stavét, vSiml si, Ze jeden z tunell povede i skrz vrch
Homole, jehoz silueta ma témér tvar paraboly. Jenda se rozhodl, Ze zjisti, jak dlouhy tunel
budou muset stavbafi v Homoli vyhloubit. Nemohl se ale bohuZel dostat k planovanym dstim
obou koncl tunelu, dokazal zaméfit pouze tfi body, lezici v roviné s fezem Homole, kterym
tunel povede. Kromé toho dokazal zaméfit mista na dvou sousednich kopcich, kde budou

koncit mosty vedouci rovnou od obou Usti tunelu. Pfedpoklada rovhomérné stoupdni od bodu

A do bodu E.

Body na sousednich kopcich pojmenoval A, E a body na Homoli B, C, D, (viz. obr.).

Nadmofska vyska a vzdalenost vsech bodi od A jsou vyjadreny v tabulce.

vzdal.od A (m)

nadm. v. (m)

A 0 400
B V40426 405
c V131209 603
D V201616 604
3 V810 081 609

Spoctéte, jak dlouhy tunel bude potteba vyhloubit (vzdalenost bodd X a Y).
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Redeni: Nejprve bychom si méli uréit soustavu soufadnic, ve které budeme po¢itat. Jelikoz
jsou vSechny body vztazeny k bodu A, zvolime ho pocatkem soustavy. Bude mit tedy soufadnice
A [0; 0]. JelikoZ zndme u viech bodu jejich vzdalenost od A, spocitdme pomoci Pythagorovy véty
soufadnice ostatnich bodl na ose x a odectenim 400 od nadmofské vysky soufadnice na ose y.

Pro bod B [bx; by] vypada vypocet takto:

by = \/(\/40 426)" — 52

b, = 201
b, = 405 — 400
b, =5

Pro ostatni body je vypocet analogicky. Vysledky zapiSeme do tabulky:

X y
A 0 0
B 201 5
C 300 203
D 400 204
E 900 9

Pokud chceme zjistit vzdalenost bodd X a Y, musime zjistit jejich soufadnice v dané
soustavé. Z obrazku je patrné, Ze body X a Y jsou prlseciky primky prochazejici body A, E a

paraboly, prochazejici body B, C, D. Zjistime tedy nejprve rovnici pfimky AE.

Rovnice pfimky ma tvar y = ax + b. Jestlize dosadime souradnice obou bodl do této

rovnice, dostaneme dvé rovnice o dvou neznamych a a b.

0=0x+5b
9=900a+b>b

Z prvni rovnice vyplyva b = 0. Dosazenim do druhé, ziskdame a = %. Rovnice pfimky AE je tedy:

1

Y= 100"

Nyni spocitdme rovnici paraboly. Rovnice dané paraboly ma tvar y = ax? + bx + c.

Opét lze tedy dosadit tfi znamé body a ziskame tfi rovnice o tfech neznamych a, b a c:
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5=a-2012+b-201+c¢ (1)
203 =a-3002+b-300 +c (2)
204 = a- 4002 + b - 400 + ¢ (3)

Snadno vidime, Ze pokud prvni rovnici vynasobime Cislem (—1) a seéteme nejprve s druhou a

potom tfeti rovnici, dostaneme dvé rovnice o dvou nezndmych:

198 = 49 599a + 99b
199 = 119 599a + 199b

Obé z nich lze zkrétit koeficientem pred b, po Upravé tedy ziskame:

2=501a+b
1=601a+b

Nyni pFi¢teme (—1) nésobek prvni rovnice k druhé a vypolitame a a ndsledné dosazovaci

metodoui b ac:

—1=100a
1
~ 100
601
b=1-(~1q5)
701
~ 100
_ 90 000 701
c—203—(— 100 )—300-m
c=-1000
Rovnice paraboly ma tedy tvar:
1, 701
y = —mx +mx— 1000

Nyni zjistime praseciky primky AE a parabolou:

1007~ "100° " 100
x2 — 700x + 100 000 = 0
(x — 200) - (x — 500) = 0
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x; = 200
Xy = 500

Dopocteme souradnice bodU X, Y z rovnice pfimky:

1
Y= 100"
_200_,
1= 700
500
YZ—W—S

A nyni zjistime vzdalenost obou bod X [200; 2] a Y [500; 5] pomoci Pythagorovy véty:

IXY| = /(500 — 200)2 + (5 — 2)2
|XY| = /90 000 + 9
|XY| = 3v/10 001 = 300,015

Odpovéd’ Tunel bude mit délku 300,015 m.

PF. 3 Zjistéte, zda se jedna o stacionarni nebo nestaciondrni ¢asovou fadu autoregresivniho

modelu AR(2) z Box-Jenkinsonovy metodologie danou rovnici:

Xy = 2 + 0,6xt_1 - 0,4'xt_2 + Q¢

Kde x; oznacuje vysvétlovanou proménnou v Case t, a; je oznaceni pro chybovou slozku,

kterou nelze predpovédét.

Pozndmky: Ekonomickou ¢asovou fadou se rozumi fada hodnost jistého vécné a prostorové
vymezeného ekonomického ukazatele, ktery je usporadan v c¢ase smérem od minulosti do

pfitomnosti. [NNN, s. 18]

Pro analyzu ¢asovych fad se pouZivaji modely. Pro kazdy takovy model existuji podminky
jeho pouziti. Jednim zpredpokladl autoregresniho modelu (AR) z Box-Jenkinsonovy
metodologie je stacionarita. Casovd tada se oznacuje jako staciondrni, pokud jsou
charakteristiky jejich nahodnych velicin v ¢ase neménné. Pro ¢asovou fadu proto plati, Ze je

stacionarni, jestlize vSechny koreny jeji rovnice lezi vné jednotkové kruznice.

Redeni: Rovnici tohoto modelu je moiné prepsat pomoci operatoru zpozdéni, ve kterém

plati:
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Xe—1 = Bxy
Rovnice pfepsana pomoci operatoru zpozdéni vypada nasledovné:
X¢ = 2+ 0,6Bx; — 0,4B%x + a,
Rovnici upravime tak, aby na levé strané bylo mozné vytknout x; a na pravé jsme méli vie ostatni:
x¢(1—0,6B + 0,4B?) = 2 + a,

Abychom zjistili, zda je model staciondrni, je nutné poloZit polynom na levé strané roven

nule a zjistit, zda jeho kofeny lezi oba vné jednotkové kruznice. Zjistujeme tedy, zda absolutni

hodnota obou kofenl je z intervalu (O, 00):

04B?>-06B+1=0

—(=0,6) +/(—0,6)2—4-1-0,4

Bi2= 2-04
_06+V036-16 06+yV—124 06+iV—124
vz 0,8 08 - 0.8
=124

By, =075+ —2""

12 - 08

2
=124

|B;| = |B;| = \/0,752 + <T> ~1,581>1

Odpovéd: Proces je stacionarni, nebot oba kofeny lezi vné jednotkové kruznice.
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Zaver

Prace je vénovana kvadratickym rovnicim, jejich feseni a predevsim jejich vyuziti
v praktickém Zivoté. Cilem této prace je vyhledat ulohy, které se resi pomoci kvadratické rovnice

z rliznych oborl a vytvoreni dalSich Uloh pouZitelnych ve vyuce této kapitoly matematiky.

Prace na tomto tématu mi pfisla velmi zajimava. Myslim, Ze obecné se studenti malo
setkavaji s praktickym vyuzZitim vétsiny toho, co se uci v hodindch matematiky. Stejné tak ja jsem
pfed zpracovanim této prace védél malo o tom, kde se kvadratické rovnice daji vyuzit a v jakych
oborech se s nimi vlastné ¢lovék mulzZe setkat. Celkové vérim, Ze kdyby studenti poznali vice

praktickych uloh, obecné by se zvysila i jejich motivace pfi studiu matematiky.

Pti tvorbé a hledani dloh jsem ovsem narazil i na nékolik problému. Hlavnim problémem
se nejprve jevilo vibec nalézt néjaké sloZitéjsi tlohy, kde se kvadratické rovnice vyuZivaji. Autofi
odborné zamérenych knih se totiz vétSinou snazi vysvétlit danou problematiku na udlohéach
jednoduchych z matematického hlediska a ke slozitéjSim se dostanou malokdy. Kromé toho jsem
mél také problémy vymyslet origindlni Glohy, které by se fesily pomoci kvadratickych rovnic. Je to
dano jednak tim, Ze obecné vzorcU, které by obsahovaly nezndmou umocnénou na druhou, neni

moc, ale také tim, Ze jsem se snazil vytvorit néjaké co nejvice realné ulohy.

Dalsi problém, ktery se pti zpracovani tohoto tématu objevil, bylo nejprve samotné
pochopeni sloZitéjsich uloh a jejich nasledny srozumitelny popis. Pfi zpracovani prace bylo nutné
nastudovani nékterych témat z jinych obor(. Nékdy bylo velmi obtizné pochopit, co presné se

pocitd a proc€. VétSinou se totiz nejedna o nejjednodussi ulohy s rozsahlym vykladem, ktera

Vv

’,

zaroven takové, aby i laik pochopil, co a proc se v dané uloze pocita.

Cely soubor uloh, ktery tato prace obsahuje, mizZe urcité nalézt uplatnéni na matematicky
zamérenych Skolach a gymnaziich, kde maji ucitelé kdispozici vice hodin matematiky.
Prostfednictvim téchto Uloh je mozZné studenty seznamit s Sirokym spektrem vyuZziti kvadratické
rovnice. Rovnéz by nékteré kapitoly mohli vyuZivat ucitelé na odbornych skolach, kde je sice na

matematiku méné casu, ale je mozné jeji studium propojovat s konkrétnim studovanym oborem.

Prace by si jisté zaslouzila rozsifit o dalsi, predevsim praktické ulohy. Jsem presvédcen, ze

kvadratické rovnice se v mnoha oborech vyuzivaji, byt ne neustale. Kdyby se tedy v budoucnu na
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praci dale pracovalo, urcité by bylo vhodné rozsifit soubor uloh o dalsi obory (napfiklad v geografii

¢i architekture predpokladam, Ze se kvadratické rovnice vyuzivaiji).
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