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Uvod

Investor je kazdy den obklopeny mnozstvom investi¢nych prilezitosti. V jeho
vlastnom zéujme je zvolit si investi¢nu stratégiu, ktora pontukne také vyuzitie financ-
nych prostriedkov, ktoré je pre neho v istom zmysle optimélne. Zpravidla to znamena
zostavit si portfolio, ktoré odraza jeho preferencie medzi oc¢akavanym vynosom a ri-
zikom. Pri obchodovani na finan¢énych trhoch je investorovi umoznené nakupovat
v minimélnych jednotkach (v lotoch). Zakitpit mensie mnozstva za vyssie ceny moze
byt uplne vyluc¢ene. Tento fakt ovplyviiuje rozhodnutie investora. K finan¢nej tlohe
o alokécii portfolia mézeme vo v8eobecnosti pristupovat dvoma spésobmi: mean-risk
analyza a maximalizacia ocakavaného uzitku investora.

Existuje mnozstvo spésobov, ako merat riziko. S jednym z prvych pristupov prisiel
H. M. Markowitz v 50. rokoch minulého storoc¢ia [17]. Vo svojom modely viackrite-
rialnej optimalizacie sa snazi o maximaliziciu oc¢akavanej hodnoty vynosu a mini-
malizaciu rozptylu vynosov. Neskor sim Markowitz vylepsil svoj model a nahradil
rozptyl semivarianciou. Té& nepenalizuje odchylky smerom hore, ktoré sa za riziko
v pripade optimalizacie portfélia nepovazuju. V bankovnictve a poistovnictve Siroko
rozsirenym pristupom k meraniu rizika je hodnota v riziku tzv. Value at Risk (VaR).
Tato miera rizika udava najviacésiu potencionalnu stratu pokial zanedbame stratu,
ku ktorej moze dojst s pravdepodobnostou mensou nez 1-a (hodnota a dostatocne
blizko 1). Ani tento sp6sob merania rizika nie je povaZovany za idealny. Neobsa-
huje informaciu o velkosti méalo pravdepodobnych strat. S rieSenim prisli Rockafellar
a Uryasev [23| tak, Ze modifikovali VaR a predstavili podmienenti hodnotu v riziku
Conditional Value at Risk (CVaR) ako stredni hodnotu strat vacsich ako VaR. Po-
pularita tejto koherentnej miery rizika [1| narasta vdaka jej peknym matematickym

vlastnostiam.
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Druhy zmieneny pristup priniesol Neumann a Morgenstern [19] v roku 1944. Ma-
ximalizuje Gzitok investora a stavia investorovo rozhodnutie na subjektivnom vni-
mani uzitku z bohatstva. V ekonémii predstavuje uzitok urcity stupen uspokojenia
pochédzajici z ekonomickej aktivity, ako je spotreba rozlicnych statkov a sluzieb, ¢i
vlastnictvo majetku. Vo finanénom svete rozumieme pod pojmom uzitok uspokoje-
nie, ktoré pochadza z uskutocnenej investicie. Preferen¢né usporiadanie na mnozine
rozhodnuti o alokici bohatstva nam charakterizuje spravanie racionalneho investora,
ktory vie vzdy urcit, ktord investi¢nu stratégiu preferuje alebo ¢i st pre neho inves-
tiéné rozhodnutia indiferentné. Tento pristup poskytuje moznost rézneho zohl'adne-
nia rizika, ako aj stanoviska investora k tomuto riziku. Pri pomerne jednoduchych
funkcidch sa v8ak vypocet optimaliza¢nej tlohy dost komplikuje.

Mnoho modelov na optimalizaciu portfolia predpokladé tuplna delitelnost inves-
ticnych aktiv, ktora vSsak nezodpovedéd skutoc¢nosti. Opustenie tohto predpokladu
vedie problém optimalizacie portfolia na rieSenie tlohy celo¢iselného programovania.
Za pritomnosti celoc¢iselnych premennych méze aj mald zmena rozdelenia sposobit
velkt zmenu v optiméalnom rieSeni tlohy. V druhej polovici 20. storoc¢ia sa postupne
vyvinuli a pouzivaji rozne metody na skimanie robustnosti. Zackové v [28] roku 1966
uplatiiuje minimaxovy pristup v analyze najhorsieho pripadu s netiplnou informéciou
o pravdepodobnostnom rozdeleni. O par rokov neskoér ako Dupacové prichadza s me-
todou kontaminacie, kedy neurcitosti v pdévodnom pravdepodobnostnom rozdeleni
modelujeme kontamina¢nym rozdelenim [4] a [5]. Existuju d'alsie metody zameriava-
juce sa na stabilitu, sensitivitu a postoptimalitu optimaliza¢ného procesu [10] a rozne
simula¢né studie [29], ktoré skiimaji robustnost rieseni.

Cielom tejto prace je formulovat tlohy optimalizacie portfolia, vytvorit ich mate-
matické modely a tie rozsirit robustnym spésobom. Navrhuté modely implementovat
v Standardnom optimaliza¢nom softvére GAMS a porovnat ziskané vysledky z nero-
bustnych a robustnych modelov so zohladnenim vstupnych parametrov jednotlivych
tloh.

Praca je strukturované v piatich kapitolach. V kapitole 1 zavedieme miery rizika,
ktoré poskytuju dobri ekonomicki interpretovatelnost a si rozsirené ako v praktic-
kych aplikiciach, tak aj teoretickych studiach. Zaroven poskytneme zékladny pohlad
na teoriu uzitku. V dalsiej kapitole 2 si pre jednotlivé miery rizika - rozptyl, VaR

a CVaR formalizujeme modely rieSenia zadaného optimalizacného problému. V za-
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vere kapitoly si zostavime model postaveny na teorii ocakavaného uzitku. Kapitola 3
rozgiruje model pre koherentnii mieru rizika robustnym spésobom. Uvazujeme tri
typy uloh: vyskytuje sa netiplné informacia v hodnotach pravdepodobnostného rozd-
lenia, vyskytuje sa netiplna informacia v pravdepodobnostiach pravdepodobnostného
rozdelenia a kombinécia predoslych pripadov. Dalgiu metédu robustného rozsirenia
- metodu kontaminacie - popisujeme v kapitole 4. Metoda spociva v modelovani ne-
urcitosti povodného rozdelenia kontamina¢nym rozdelenim. V zaverecnej kapitole 5
rieSime vytvorené nerobustné aj robustné modely na realnych datach vyznamnych

akciovych titulov z americkej burzy cennych papierov a vysledky vyhodnotime.



Kapitola 1

Zakladné definicie

Uvazujme investora, ktory chce zhodnotit svoje peniaze a vyuzit investi¢né pri-
lezitosti na trhu. Vo finan¢nych modeloch investor uskutoc¢ni rozhodnutie o alokacii
svojich finan¢énych prostriedkov do vybranych aktiv a nasledne sleduje realizaciu
nahody. Jeho ciefom je zostavit portfolio, ktoré bude z hladiska vynosu a rizika
optimalne [17], t.j. pozaduje ¢o najvyssi o¢akavany vynos pri ¢o najnizSom riziku.

Majme N aktiv, do ktorych je mozné investovat. Ozna¢me si X € RY mmno-
zinu moznych rozhodnuti o alokacii bohatstva. Kazdé rozhodnutie je dané vektorom

x € X, ktorého i-ta zlozka udéava, kol'ko z disponibilného bohatstva W je investované

do i-teho aktiva. Predaje ,na kratko® nie st povolené, t.j. z; > 0 pre ¢ =0,..., N.
Vymnos za obdobie [0,T] znacime p = (po, p1, - - -, pn) ", kde jednotkova investicia do i-
teho rizikového aktiva prinasa vynos p; prei = 1,..., N za obdobie [0,T| a bezrizikové

aktivum prinasa konstantny vynos py.

Definicia 1.1. 23] Stratovou funkciou sa rozumie ndhodna veli¢ina L = —x'p,
ktora je funkciou vektoru x = (xo,...,xN)T € X C RY a nahodného vektoru
p = (po,...,pn)T s jeho zlozkami definovanymi na pravdepodobnostnom priesto-
re (2, A, P) majacimi hodnoty v (E, B(E)), kde B(E) je Borelovska o-algebra

generovana metrickym priestorom E, £ C R.

Strata je funkciou nahodnej veli¢iny, a tak je tiez strata nadhodnou veli¢inou,
ktorej rozdelenie zéavisi na rozhodnuti x. Mnozinu ndhodnych strat budeme znacit
L. Strata so zapornym znamienkom vyjadruje vynos, a preto Y = —L = x' p znadi

nadhodny vynos a Y mnozinu nahodnych vynosov.



KAPITOLA 1. ZAKLADNE DEFINICIE

1.1 Miery rizika

Mieru rizika definujeme ako pravdepodobnostny funkcional ndhodnej straty. Vys-
sie hodnoty tohoto funkcionalu predstavujua vyssie riziko, a teda investor uprednost-
nuje nizsie hodnoty funkcionélu pred hodnotami vyssimi. Nasledujice pojmy zava-

dzame podla [20].

Definicia 1.2. Nech L € L je ndhodna strata. Potom meerou rizika sa rozumie

pravdepodobnostny funkcional R: £ — R, ak spliiuje nasledujtce vlastnosti:

(R1) Ekvivariancia vo¢i posunutiu
R(L+¢)=R(L)+c VYceRVLeL

(R2) Monotonia
L<IDsj=R(L <RIL) VLI el

Definicia 1.3. Mieru rizika R nazyvame konvexnd miera rizika, ak spliuje vlastnost:

(R3) Konvexita
ROL+ (1= NL) < AR(L) + (1 — NR(L) e (0,1),VL, L' € L.

Konvexni mieru rizika budeme dalej nazyvat rizikovy funkciondl.

Definicia 1.4. Mieru rizika R nazyvame pozitivne homogénna miera rizika, ak splhu-

je vlastnost:

(R4) Pozitivna homogenita
R(AL)=AR(L) A>0,VLe L.

Definicia 1.5. Mieru rizika R nazyvame koherentnd miera rizika, ak splhuje vSetky
predchadzajtce vlastnosti (R1) - (R4) alebo splita vlastnosti (R1), (R2), (R4) a dalgiu

vlastnost:

(R3’) Sub-aditivita
R(L+L') < R(L)+R(L') VL,L' € L.

Vlastnosti (R3) a (R3’) nam zarucuju skutoc¢nost, ze diverzifikiciou portfolia nedojde

k zvySeniu jeho rizika.

10



KAPITOLA 1. ZAKLADNE DEFINICIE
Existuje d'alsia moZnost kvantifikicie rizika, a to devia¢ny rizikovy funkcional.
Definicia 1.6. Nech L € £ je ndhodna strata. Potom deviacny rizikovy funkciondl sa

rozumie pravdepodobnostny funkcional D: £ — R, ak spliiuje nasledujice vlastnosti:

(D1) Invariancia vo¢i posunutiu

D(L+c¢)=D(L) VeeR,VL €L,

(D2) Monotoénia
L <ILsj =EL)-DL)<EL)-DL) VL L €L,

(D3) Konvexita
DAL + (1 - N)L') < AD(L) + (1 — ND(L)) A e (0,1),VL, L' € L.

Plati vztah medzi deviacnym rizikovym funkcionalom a rizikovym funkcionalom.
Ako sa uvadza v [20], deviaény rizikovy funkcional ma vlastnosti (D1), (D2) a (D3)
prave vtedy a len vtedy, ked rizikovy funkciondl R = E(L) — D(L) méa vlastnosti
(R1), (R2) a (R3).

Riziko budeme kvantifikovat tromi v praxi ¢asto pouzivanymi funkcionalmi: hod-
notou v riziku (Value at Risk - VaR), podmienenou hodnotou v riziku (Conditional

Value at Risk - CVaR) a smerodajnou odchylkou.

Value at Risk

Uvazujme stratovii funkciu portfélia L = —x" p s vahami x, ktora ma distribu¢ni
funkciu
U(x,¢) = P[L < ¢].
Value at Risk, v stlade s [23], predstavuje miniméalnu hodnotu straty, ktora nebude

prekrocené s pravdepodobnostou «, typicky a=0,95 alebo a=0,99.

Definicia 1.7. Nech L je stratova funkcia a 0 <a< 1. Value at Risk VaR, hodnotu

spojeni s rozhodnutim x definujeme ako:

VaRa (x)=min [([¢/(x, () > af
a d'alej definujeme horny VaR,,

VaR; (x)—inf [C|o(x,¢) > a].

11



KAPITOLA 1. ZAKLADNE DEFINICIE

Vztah vyssie definovanych veli¢in je zrejmy VaR,(x) < VaR} (x).

Hoci VaR predstavuje jednu z fundamentélnych metéd merania rizika, ma par
nevyhod: nesplije vlastnost (R3) konvexitu ani vlastnost (R3’) sub-aditivitu, a teda
nie je ani kohorentnou mierou rizika [1]. Zaroven neposkytuje informéaciu o stratach,

ktoré nastant s pravdepodobnostou (1-a).

Conditional Value at Risk

Miera rizika CVaR je definovana v [23] ako stredné hodnota strat, ktoré presahuju
hodnotu VaR, ¢ize (1 — «) - 100% najvacsich strat.

Definicia 1.8. Nech L je stratova funkcia a 0 <a< 1. Horng a dolng CVaR,, straty

spojenej s rozhodnutim x definujeme:
CVaR} (x)=FE [L|L > VaR,(x)],
CVaR, (x)=E[L|L > VaR,(x)].

V pripade, ze distribuéna funkcia 1 (x,{) ma pravdepodobnostny skok v bode
VaR,(x), bude platit CVaR, (x)<CVaR} (x). V pripade diskrétneho rozdelenia stra-
tovej funkcie L sa moze vyskytnut problém urcit presne (1-«)-100% najvacsich strat,

a preto zavadzame CVaR, pomocou a-chvosta.

Definicia 1.9. Nech L je stratova funkcia a 0 <a< 1. CVaR, hodnotu straty spo-

jenej s rozhodnutim x definujeme
CVaR, (x)=stredna hodnota rozdelenia a-chvosta L,

rozdelenie a-chvosta L je definované

0 pre ¢ < VaR,(x),

reee = { wx0) —al/[1=a] pre ¢ > VaRy(x).

Pre kazdé o € (0,1) plati vztah medzi mierou rizika VaR a CVaR spojenymi
s rozhodnutim x:

VaR,(x) < CVaR,(x).

Rovnost nastava vtedy, ked pravdepodobnost straty vyssej ako VaR,(x) je nulova.

CVaR je koherentnou mierou rizika, ¢o je ukazané v [21].

12



KAPITOLA 1. ZAKLADNE DEFINICIE
Smerodajni odchylka

Meranie rizika pomocou smerodajnej odchylky zaviddzame v stlade s Marko-
witzom [17]. Ten uvazuje zavislost medzi jednotlivymi dvojicami vynosnosti aktiv
cov(pizi, pixj) = xicov(pi, pj)xj, kde kovariancie cov(p;, p;) pre 4,5 = 1,..., N st
zlozky variacnej matice ndhodného vektoru vynosov V. Zatial ¢o vynos sa nement,
s klesajucou zéavislostou vynosnosti aktiv klesa aj riziko portfoélia definované smero-

dajnou odchylkou.

Definicia 1.10. Rizikom portfolia merangm smerodajnou ochyjlkou sa rozumie sme-

rodajné odchylka nahodného vynosu portfélia
o(x) = vxTVx.

Smerodajna odchylka spliia vlastnosti (D1), (D2) a (D3), a je teda deviaénym

rizikovym funkcionalom.

1.2 Ocakavany tuzitok

Teoéria ocakavaného uzitku priraduje investorovmu rozhodnutiu hladinu uspoko-
jenia investora na zaklade bohatstva investora podla jeho vztahu k riziku. V mnohych
pripadoch tento koncept nedéva interpretaciu konkrétnej hodnoty uzitkovej funkcie,
neporovnava o kolko je jedno rozhodnutie investora lepSie ako iné, stanovuje vSak
investorové preferencie (usporiadanie) pri uskuto¢neni rozhodnutia.

Zakladné pojmy si zavedieme podla [7]. Na mnozine investi¢nych rozhodnuti X

si zavedieme preferencéné usporiadanie.

Definicia 1.11. Preferencny vztah na mnozine X je binarna relacia < s nasledujt-

cimi dvomi vlastnostami:

(P1) Asymetria
x<x' =>x £x Vx,x' €X,

(P2) Negativna tranzitivita
x AXANX £X' = x£LX Vx,x,x" € X.

13



KAPITOLA 1. ZAKLADNE DEFINICIE

Definicia 1.12. Slaby preferencny vztah na mnozine X je binarna relacia < defino-
vana ako

/ /
X XX & X AKX,

a medzi x a x’ plati indiferentny vztah ~
x~x &x <xAx=<x Wxx X

Znacenie x =< x’ znamena, Ze bud investor preferuje x pred x’ alebo medzi ty-
mito dvoma moznostami nerozlisuje. Podl'a [6] si definujeme numericki reprezentaciu

preferen¢ného vztahu.

Definicia 1.13. Realnu funkciu u: X — R nazyvame uzitkovd funkcia, ak spliuje
(x = x' & ux) > ux)) A x~x & ux)=uX)).

V praxi Gasto uzitkova funkcia zavisi na rozhodnuti x prostrednictvom nejakej
agregacnej funkcie. Nech W je bohatstvo investora, ktoré zavisi na jeho rozhodnuti
x, potom uzitkovi funkciu u(W(x)) budeme znacit u(W), tzn. funkcia priradujica
bohatstvu investora uzitok, ktory z bohatstva investor ma.

Investorov vztah k riziku je ovplyvneny tvarom jeho uzitkovej funkcie a tdroviiou
jeho pociatoéného bohatstva Wy. Ten isty investor moze byt na drovni majetku Wy
oblubujuci riziko, zatial ¢o na trovni W' moze byt rizikovo averzny alebo neutralny.
Jedna sa teda o lokalnu vlastnost. O globalnom vztahu investora k riziku hovorime,
ak je investor rizikovo averzny (resp. neutralny, oblubujuci riziko) na kazdej hladine
jeho bohatstva.

Globélny investorov vztah k riziku zavisi uz len na uzitkovej funkcii. Jej vlastnosti
nam umoznia stanovit si nutni a postacujicu podmienku na globalnu rizikova aver-

ziu (resp. neutralitu, oblubenost) investora. Predtym si este zavedieme nasledujice

pojmy:

Definicia 1.14. Uzitkova funkciu v : W — R nazyvame konveznd, ak splia vlast-

nost:

(Ul) Konvexita
u AW + (1 = NW') <u(W)+ (1 —Nu(W’) Xe(0,1), YW, W eW.

14



KAPITOLA 1. ZAKLADNE DEFINICIE

Naopak « : W — R nazyvame konkdvna, ak splia vlastnost:

(U1") Konkavita
u AW + (1 =NW'") > u(W)+ (1 =NuW’) Xe(0,1), VW, W eW.

Pre striktne konvexnu (resp. konkéavnu) funkciu je v (U1) (resp. (U1’)) splnena ostra

nerovnost pre W, W' e W W £ W',

Tvrdenie 1.15. Investor je globdlne rizikovo averzny (resp. rizikovo neutrdlny, ob-
lubugiici riziko) prave vtedy, ak je jeho uZitkovd funkcia striktne konkdvna (resp.

linedrna, striktne konvexnd) na M.

Dokaz tohoto tvrdenia je mozné najst v [15].
Uvedieme si zakladné typy uzitkovych funkcii, ktoré si rozsirené a casto pouzi-

vané k modelovaniu pristupu rizikovo averzného investora:

Mocninna funkcia uzitku

u(W)=W7/ypre W >0, kde v < 1

Logaritmicka funkcia uzitku

w(W) =log(W), kde W > 0

Exponenciidlna funkcia Gzitku

w(W) =—e"" pre vy >0

Kvadraticka funkcia azitku

w(W) = bW — (W)2, kde 2W — b < 0

Vsetky uvedené funkcie st konkévne a rastce.

Definicia 1.16. Ocakdvanym wZitkom investora z koneéného bohatstva, ktory ziska

uskutoénenim rozhodnutia x sa rozumie
Eu(x"1+x"p),
kde u je uzitkova funkcia investora.

15



KAPITOLA 1. ZAKLADNE DEFINICIE

Investorov vztah k riziku je mozné merat viacerymi sposobmi. Dva hlavné st
funkcia absolutnej a relativnej rizikovej averzie, ktoré st odvodené z tvaru uzitkovej
funkcie. Predpokladajme dvakréat diferencovatelnu uzitkovi funkciu a definujeme si

funkcie rizikovej averzie podla [6].

Definicia 1.17. Nech u : W — R je uzitkova funkcia investora. Funkciu absolitnej

rizikovej averzie definujeme ako

Funkcia relativne; rizikovej averzie je definovana nasledovne

R(W) = WA(W).
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Kapitola 2
Optimaliza¢né modely

Pri rieSeni finanénych optimaliza¢nych tloh sledujeme zaujmy investora a hla-
dame portfolio, ktoré bude podla uvazovanych kritérii optimélne. Pre oba pristupy
z predchédzajicej kapitoly si predstavime minimalizac¢né formule a odvodime opti-

maliza¢né modely portfolia s celo¢iselnymi premennymi.

2.1 Mean-risk modely

V mean-risk modeloch zohladiujeme dve kritéria - o¢akavany vynos a riziko.
Investor preferuje, ¢o najvyssi vynos pri ¢o najnizsom riziku. Pri rieseni takychto

uloh hladame eficientné portfolio, ktoré si zadefinujeme.

Definicia 2.1. Portfélio dané vektorom x* nazyvame eficientné portfélio vzhladom
k oc¢akavanej hodnote vynosu E(Y) a miere rizika R(L), ak neexistuje rozhodnutie

x € X, pre ktoré plati

E(x"p) > E(x*"p) AR(—x"Tp) > R(—x"p)
V
E(x"p) = E(x'Tp) AR(~x"Tp) > R(~x"p).
Eficientné portfolio je také, Ze neexistuje iné portfolio s vyssim ocakavanym vyno-

som a niz$im alebo rovnakym rizikom alebo rovnakym ocakavanym vynosom a nizsim

rizikom.
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KAPITOLA 2. OPTIMALIZACNE MODELY

Pre vypocet je mozné mean-risk model zapisat troma ekvivalentnymi sposobmi

podla [6]:

max E(Y) - skR(L) (2.1)
max E(Y)
xeX (2.2)

za podmienky R(L) < Gmaz

min  R(L)
x€X (2.3)
za podmienky E(Y) > r,,

Formulécia (2.1) maximalizuje ocakavany vynos upraveny o riziko, kde  je pa-
rameter modelujici investorov vztah k riziku. Dalsia formulacia (2.2) maximalizuje
oc¢akavany vynos pri danej maximélnej hodnote rizika ¢,,q., ktoré je investor ochotny
podstupit. Tretia formulacia (2.3) minimalizuje riziko pri danej minimélnej hodnote
pre o¢akavany vynos r,,;, z portfolia.

Pre ucely tejto prace vyuzijeme posledni zmienent formuléciu. Jednym z dévo-
dov je napr. pohlad investora, ktory mé zvicSa svoju konkrétnu predstavu o vyske
vynosu, zatial ¢o riziko vnima viac subjektivne. Odli8nost mier rizika a ich interpre-

tovatelnost je dalsim z dévodov.

Model - Smerodajna odchylka

Eficientné portfolio hladame minimalizaciou rizika za podmienky ziskania aspon

minimalneho pozadovaného oc¢akavaného vynosu.

min o(x)
za podmienok E(x'p) > rpin

N (2.4)
r; < Wy
=0

)

z; €RY,i=0,...,N,

kde 7, je minimalny pozadovany ocakavany vynos. Podmienka nezédpornosti pre-

mennych znamena, Ze predaje na kratko (shortsales) neuvazujeme.
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KAPITOLA 2. OPTIMALIZACNE MODELY

Tato obdoba Markowitzovho modelu vsak pracuje s predpokladom nekonecnej
delitelnosti aktiv. V trznych podmienkach je investor penalizovany za nakup inych
ako Standardne velkych balikov aktiv alebo ndkup nie je umozneny. Z tohoto dévodu

priddavame podmienku celociselnosti:
zi € Ng,i=0,..., N,

kde z je vektor, ktorého zlozky predstavuju pocet kusov nakupenych aktiv z daného

druhu. Premenna x; sa da zapisat ako:

kde ¢; je cena i-teho aktiva a cenu bezrizikového aktiva ¢y zavadzame c¢q = 1.

Kone¢ny model so zahrnutim podmienky celo¢iselnosti (2.5) vyzeréa nasledovne:

min x"Vx

xXEX
za podmienok ]E(XTp) > Tin
N
2 < Wy (2.6)
i=0
ri=c¢-2,1=0,...,N

2z € Ng,i =0,...,N.

Model - VaR
Optimaliza¢na tlohu formulujeme obecne opét podla (2.3) pre mieru rizika VaR
ako:
min  VaR,(x)
xXEX
za podmienok E(x'p) > rpin
N
X; < WO (2 7)
i=0
$i:CZ"Zi,?::0,...,N

kde 7, je minimalny pozadovany ocakavany vynos, kratke predaje (shortsales)
neuvazujeme a z je vektor, ktorého zlozky predstavuju pocet kusov nakipenych

aktiv z daného druhu pri cenach c.
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KAPITOLA 2. OPTIMALIZACNE MODELY

Uvazujme diskrétne pravdepodobnostné rozdelenie vektora vynosov p, ktorého
realizécie st rovnako pravdepodobné. Ozna¢me S pocet scendrov vyvoja vynosov
pre kazdé z N aktiv. Vyvoj vynosu aktiv v s-tom scenari je dany vektorom p?*
pre s = 1,...,5. Pre takéto diskrétne pravdepodobnostné rozdelenie sa uloha (2.7)
podla [16] d& prepisat do vhodného tvaru

za podmienok —x'"p*<v+Mé s=1,...,8

s
Y. & =11-a)s]
s=1
5 e{0,1},s=1,...,8
15
EZXTPS 2 Tmin
s=1

N

Z%‘ < Wy

=0

(2.8)

JIZ‘:CZ"ZZ‘,’L.:O,...7N

zi € Ng,i =0,...,N,

kde M je dostatoc¢ne velka konstanta taka, ze M > max; ; pf —min; , pf a |y] oznacuje

celu dolnu cast ¢isla y, tzn. |y| = max{n € Ng,n < y} pre y € R™.

Model - CVaR

Optimaliza¢nu tlohu s mierou rizika CVaR formulujeme podobne ako v pripade
VaR. Aby sme v8ak mohli tiato ulohu upravit pre prakticka aplikiciu, potrebujeme

nasledujice tvrdenie z Rockafeller a Uryasev [23].

Tvrdenie 2.2 (Minimalizatna formula pre CVaR). Nech L = —z'p je stratovd

funkcia portfolia a 0<a<1. Potom CVaR,(x) ziskavame vyrieSenim ilohy

E[[L—M]+]>,

CVaR,(x) = min (,u +

I

1
(1-a)

kde [t]" = max[0,t]. Riesenim tlohy je uzavrety interval optimdinych hodnot pu* €
(VaR,(x), VaR} (x)), pripadne sa redukuje na jeding bod y* = VaR,(x).
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KAPITOLA 2. OPTIMALIZACNE MODELY

Potom tlohu formulujeme s vyuzitim predchadzajaceho tvrdenia:

min (;ht (1ia)IE HL‘#N)

X0

za podmienok E(x'p) > rin

imi “w, (2.9)

1=0
xi:cz--zi,i:O,...,N

ZiENo,i:O,...,N.

Obdobne ako pre predchadzajice miery rizika predpokladajme diskrétne rozdele-
nie p. Potom stratové funkcia L = —x' p bude mat diskrétne rozdelenie. Pre kone¢ny

pocet scenarov mozeme modelovat riziko nasledovne:

Tvrdenie 2.3 (CVaR a diskrétne scenére). Nech ndhodny vektor vinosov p md
diskrétne rozdelenie. Potom rozdelenie straty L pre pevné x € X bude mat takisto
diskrétne rozdelenie sustredené v konecne mnoho bodoch l; < ly < --- < lg s pravde-

podobnostami P(L = l) = ps, Zle ps = 1. Nech s, 0<a <1, je taky index, pre ktory

plati
Sa—1 Sa
Y pe<a<) p.
s=1 s=1
Potom
VaR,(x) = I,
a

Sa S
CVaR,(x) = a i ) [(Zps — a> Sa t+ Z psls] )

s=Sq+1
Dokaz tohto tvrdenia je mozné najst v Rockafeller a Uryasev [23].
Z tvrdenia o minimaliza¢nej formule pre CVaR formulujeme dosledok pre konecny

pocet scenarov.

Daosledok 2.4. Nech ndhodny vektor vynosov p md diskrétne rozdelenie koncentro-
vané v konecne mnoho bodoch p® s pravdepodobnostami py, kde s =1,...,5. Potom
CVaR,(x) ziskavame vyriesenim tilohy

S

CVaR,(x) = Hhin (,u—l— i i ) Zps “_prs _ Mr]) .

s=1
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KAPITOLA 2. OPTIMALIZACNE MODELY

Pre rovnako pravdepodobné scenare plati ps = %, jg=1,...,5. Mozeme teda po-

dobne ako v [21] formulovat minimaliza¢ni tlohu ako tlohu linedrneho celo¢iselného

programovania:
1 5
min + — ts
s T a—a)s Z;
za podmienok t, > —x'p*—pu,s=1,...,5
ty>0,s=1,...,5
18
g ZXTPS Z Tmin (210)
s=1
N
in < Wy
i=0
ri=c¢-2,1=0,...,N

zi € Ng,i =0,...,N.

Je mozné dokazat, vid [23|, Ze vSetky optimélne rieSenia p* v predchadzajuce;
tilohe lezia v intervale (VaR,(—x"p), VaRzra)(—pr)).

2.2 Model s tzitkovou funkciou

Ako sme si popisali v predchadzajucej kapitole, v teorii uzitku popisuje investo-
rov postoj k riziku tvar uzitkovej funkcie. Na rozdiel od mean-risk modelov nefor-
mulujeme viackriteridlny model, ale maximalizujeme ocakavany uzitok z kone¢ného

bohatstva investora, ktory dosahuje uskuto¢nenim rozhodnutia x.

max Eu(x'1+x'p)

xeX
N
za podmienok x; < W,
P ; = o (2.11)
ZEZ':CZ"Zi,iZO,..‘,N

zi € Ng,i =0,..., N,

kde opat z je vektor, ktorého zlozky predstavuji pocet kusov nakupenych aktiv

z daného druhu pri cenéch c.
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Kapitola 3
Metoda najhorsieho pripadu

V optimaliza¢nych modeloch zvy¢ajne predpokladame presnii znalost vstupnych
dat a zanedbavame neurcitost, ktora sa v datach vyskytuje. Hlavnymi dévodmi st:
nepresnost merani, nedostupnost informacie v ¢ase uskuto¢nenia investorovho roz-
hodnutia, zjednodusenia ucinené pri vytvarani matematického modelu a iné. Tieto
skutoc¢nosti nas motivuji k pouzivaniu optimaliza¢nych metéd, ktoré st iminne voci
neurcitosti v datovej zakladni. Malé zmeny vo vstupnych datach by mali zachovat vy-
stup v blizkosti povodného vystupu a velké zmeny by nemali spdsobit katastrofalne
dosledky.

Na vektor vynosov z aktiv moézeme nahliadat dvojakym spésobom: bud ako
na vektor parameterov alebo vektor nahodnych veli¢in. V tejto kapitole uvedieme
v kratkosti parametricky pristup a pre ndhodny vektor vynosov budeme hl'adat ne-
senzitivne optimalne alebo skoro optimalne rieSenia, ktoré budid rezistentné voci
malym zmenam v hodnotéch scenarov alebo ich pravdepodobnostiach diskrétneho
pravdepodobnostného rozdelenia.

Zakladné metody pouzivané pri Studiu robustnosti:
e pristupy postoptimality a analyzy senzitivity [10],
e analyza najhorsieho pripadu [11], [30],

e metoda kontaminécie [5],

e simula¢né Studie predchadzajice aplikiciam v redlnom zivote [29].
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU

3.1 Deterministicky model - p parameter

Téme robustnej optimalizacie sa v poslednych desatroc¢iach venovala velkéa sku-
pina autorov. Pre zavedenie robustného modelu s p ako parametrom pouzijeme for-

mulaciu od Ben Tal a Nemirovski z [2]| a [3]|. RieSime parametricka tlohu

min - f(x,p) 51)

za podmienok g¢(x,p) € K,

kde f(x,p) je ucelova funkcia zavisla na investorovom rozhodnuti x € X C RN
a vektore vynosov p C RM' | K je konvexny kuzel.

Predpokladame, ze data sa odchyluju v ramei mnoziny Up € RM" a podmienka
g(x,p) € K musi byt splnené pre akykolvek vektor p € Up. Neurcitu optimalizacni
tlohu zapiSeme nasledujucim spésobom:

min  f(x,p) 52)

za podmienok ¢(x,p) € K Vp € Up.

Vektor x je pripustné rieSenie tlohy (3.2), ak x spliiuje obmedzenie g(x,p) € K
pre vietky parametre p € Up. Pre optimélne rieSenie tlohy (3.2) v najhorSom
pripade, musime hladat najleps§iu moZni hodnotu ucelovej funkcie cez parameter

p € Up. Potom urcita optimaliza¢na tloha vyzera nasledovne:

min  sup f(x,p)
xeX ﬁEUD (33)

za podmienok ¢(x,p) € K Vp € Up.

Definicia 3.1. Pripustné/optimélne riesenie ulohy (3.3) nazyvame robustné pri-
pustné/optimdlne rieSenie neurcitej optimaliza¢nej ulohy (3.2). Optimélnu hodnotu
tlohy (3.3) nazveme robustnd optimdlna hodnota neurcitej optimaliza¢nej ulohy (3.2).

Samotnu ulohu (3.3) nazveme robustné rozsirenie ilohy (3.2).

Zainteresovany Citatel najde rozsirené podrobnejsie informécie o réznych typoch
tloh, o definovani a vymedzeni mnoziny neurcitosti Up, o sposoboch riesenia a mnoz-

stvo praktickych aplikécii v [2] a [3] a v ich odkazoch.
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU

3.2 Stochasticky model - p ndhodny vektor

Stratovéa funkcia z 1. kapitoly L = —x"p je funkciou vektoru x € X C RV a na-
hodného vektoru p s pravdepodobnostnym rozdelenim p, ktoré nezavisi na vektore
x. Takisto pouZijeme znacenie z 1. kapitoly ndhodného vynosu ¥ = x"p. Riegime
tlohu

min R(L)

xeX (3.4)
za podmienok E(Y) > 7,

kde R je rizikovy funkcional. Obecne formulujeme robustnu tlohu nasledovne
minsup R,(L
XEX pep o (3.5)
za podmienok E,(Y) > rp;, VpeP,

kde P je mnozina uvazovanych pravdepodobnostnych rozdeleni.

Definicia 3.2. Nech L = —x'p je stratova funkcia, kde x je rozhodnutie investora
a p je ndhodny vektor s pravdepodobnostnym rozdelenim p € P. Nech R: £L — R
je miera rizika. Potom definujeme mieru rizika v najhorsom pripade R k miere
rizika ‘R ako

RYVC(L) = supR(L).

peEP

3.2.1 Netplna informacia v hodnotach

Zmeny pravdepodobnostného rozdelenia v ramci mnoziny P v tlohe (3.5) mézeme
uvazovat viacerymi sposobmi. Predpokladajme diskrétne rozdelenie, kde S je pocet
scenarov vyvoja vynosov pre kazdé z N aktiv. Vynos aktiv v s-tom scenéari je dany
vektorom p° pre s = 1,...,S5 s pravdepodobnostami p,, kde 25:1 ps=1laps >0
pres=1,...,85.

V prvom pripade sa budeme zaoberat odchylkami, ktoré mozu nastat v hodno-
tach scenarov pravdepodobnostného rozdelenia. Hodnoty scenarov budia obmedzené
v ramci mnoziny U. Pravdepodobnosti scenarov zachovame rovnaké, a teda plati

Ds = %, s=1,...,S. Mnozinu P v tomto pripade zapiSeme ako P“ nasledovne
U 1 S 1
P = p:(p,...7p)EL{,pSZE,s:l,...,S : (3.6)
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU
Ulohu (3.5) si tak preformulujeme na nasledujici tvar

min  sup R(—x"p)
XEX (pl . pS)eU (3.7)

za podmienok E(x'p) > rpim V(p',...,p°) €U.

MnoZinu U moézeme definovat viacerymi spésobmi. Zavedieme si 4P ako ,box“

U-b = {(pl,...,ps) (ph...,p%) = (p’l,...,p's)—(el,...,es),(el,...,es) GV},

(3.8)

kde p’° st hodnoty scenarov ziskané z dat a €® st mozné odchylky od skutoénych
hodnot pre s =1,...,5.

Uvazujeme dva Specidlne pripady mnoziny V. Mnozina Vg definuje pre rézne

scenare rovnaké odchylky

VE:{(el,...,eS):ggesﬁE,SZL...,S} (3.9)
s€ <0a¢€ >0prei=1,...,N. MnozZina Vyg definuje pre réozne scenare rozne
odchylky

VUE:{(el,...,es):(—:_SS(-:SSF,:;:L...,S} (3.10)

se;<0ae€ >0prev=1,...,N.
Robustnt tdlohu pre mieru rizika CVaR s hodnotami scenarov obmedzenymi

v ramci boxu si zapiSeme nasledovne:

. 1
min max - pt g vg ) b

za podmienok t, > —x'(p’* —€) —p,s=1,...,8

ts>0,s=1,...,5
1 s
: T /8 S
min — x (P77 — €)= Thin
(el,...,€%) S ; ( ) (311)



KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU

Aby sme formulovanu ulohu (3.11) mohli riesit, budeme potrebovat nasledujuice
dve tvrdenia. Prvé tvrdenie uvedené a dokézané v [30] ndm zachovava vlastnost
koherencie pre mieru rizika v najhorsom pripade odvodeni od koherentnej miery

rizika.

Tvrdenie 3.3. Nech L = —x" p je stratovd funkcia, R(L) je koherentnd miera rizika,

potom miera rizika v naghorsom pripade RWC (L) zostdva koherentnou mierou rizika.

Druhé tvrdenie uvedené v [11] umoziuje dekompoziciu koherentnej miery rizika

v najhorsom pripade pre diskrétne rozdelenie.

Tvrdenie 3.4 (Dekompozicia koherentnej miery rizika v najhorsom pripade). Nech
ndhodnyj vektor viynosov p md diskrétne rozdelenie koncentrované v konecne mnoho
bodoch p* s pravdepodobnostami p, a plati p* = p’° — € pre s = 1,...,5, kde p’*
su ziskané scendre a € €V odchylky od skutoénijch hodndét. Potom rozdelenie straty
portfolia L = —x"p a L' = —x"p’ pre pevné x € X bude mat diskrétne rozdelenie.
Nech RWC(L) je koherentnd miera rizika v najhorsom pripade prislusnd k R(L').

Potom

RVE(L) =R(L) s
(L) (L") + maXeVZp:I:e

Doékaz. Podla [1] mozeme koherentni mieru rizika zapisat R"(L) = sup,ep E,(L),

kde P je konvexna kompaktna mnozina pravdepodobnostnych rozdeleni. Potom

R¥ =) :<€1,“%35<ev{ Zps —6>}
=(€1mgg<ev{ Zpsx 4 +Zpsx }
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU

Pouzitim predchadzajicich dvoch tvrdeni preformulujeme minimaliza¢nt tdlohu

(3.11) pre koherentnti mieru rizika nasledovne
1< 1o
min +—_ ts + max — x' e’
X, a (1 — Oé) S p—y (€l,...,€5) S ;

za podmienok t,> —x'p’* —pu,s=1,...,8
ty>0,s=1,...,5

1 T 18 : 1 T s
— X p + min — —X € 2 Thun

S
1 T s
max — — X' €
(el,...e5) S ; (3.13)
za podmienok €’ <e*<e’, s=1,...,5

si sformulujeme dualnu tlohu

13 13
] T S /T -s
Iﬁp b §Z€_+b g E €

s=1 s=1 (3 14)
za podmienok b+ b =x .

b<0,b >0.
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU

Vyuzitim duality linedrneho programovania pre tlohu (3.12) dostavame optima-

liza¢nu ulohu:

s

) 1 1 T1 —
m - - te+ (bT= sp = E
x#},{lb, '“Jr(l_a)gsz + SZ—+ SZ'E)

za podmienok t,> —x'p’* —pu,s=1,...,8

(3.15)

Zl’i < W

i=0
ri=c¢-2,1=0,...,N
zi € Ng,o =0,...,N.

Nech (x*,t*,b", b’ u*) je rieSenim ulohy (3.15), potom (x*,¢*, u*) riesi lohu
(3.11). Naopak plati, ak (x*,¢*, u*) je riesenim tlohy (3.11), potom (x*,t*, b*, b"*, u*)
riesi dlohu (3.15), kde (b*, b’") je optimalnym rieSenim duélnej alohy (3.14).

Ak uvazujeme podmienku (3.9), tloha sa zjednodusi 4 Zle € =¢€az Zle €’ =

€. Pokial nastane rovnost € = ¢, tloha sa redukuje na pévodnu ulohu (2.10).

3.2.2 Netplna informacia v pravdepodobnostiach

V dalsom pripade sa budeme zaoberat odchylkami, ktoré mozu nastat v pravde-
podobnostiach scenarov pravdepodobnostného rozdelenia p. Pravdepodobnosti roz-
delenia budd obmedzené v ramci mnoziny Q. Hodnoty scenarov pravdepodobnost-
ného rozdelenia ostédvaji nemenné. V tomto pripade zapiSeme mnozinu P ako P

nasledovne
Pe={p:p=(p1.....ps)" € Q} (3.16)
Robustnu tlohu formulujeme ako

minsup R(—x'p)
A peg (3.17)
za podmienok E(x'p) > rpim Vp € Q.
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU

MnoZinu Q mézeme definovat viacerymi sposobmi. Zadefinujeme si Q7 ako ,,box*
nasledovne

:{p:p:p'—i—n, e'n=0, ﬂgngﬁ}, (3.18)

kde p’ je vektor pravdepodobnosti nahodného vektoru p, e je vektor jedniciek a n, 7

st také zvolené vektory konstant, ze p’ +7 > 0 a p’ +n > 0. Podmienka e'n = 0

zarutuje, ze p ostane pravdepodobnostné rozdelenie. Ulohu pre CVaR sformulujeme

ako

s
min max —|— + s )ts
o H ; ps 7s)
za podmienok ¢, > —prS —u,s=1,...,8
ts 20,5 =1, 7S
5
min L)X P> Tonin
] ;(ps X' p° >
(3.19)
n,<nNs <y, s=1,...,5
e'n=
N
Z Z; < WO
i=0
$i:Ci'Zi,i:0,...,N
ZiENo,i:O,...,N.
Prepiseme si ticelovii funkciu nasledujacim spésobom
1 T 1 T 1 T
t= t t
u+(1_a)(p) /~L+(1_a)(p) oo
a k linearnej tilohe
max nTt
n
za podmienok e'n =0 (3.20)
n<n<n
si sformulujeme dualnu tlohu
min B'b+n'b
b,b’ o’ -
za podmienok ed +b+b' =t (3.21)

b>0,b <0,d €R.
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU

Oznaéme si R maticu hodnét scenarov vynosov R = (p',...p°). Podmienku
na minimélny najhorsi vynos, ktory investor pozaduje, si prepiSseme do nasledujtiiceho
tvaru

S 5
D_PXTp hminy nxTpt > i
s=1 s=1

a k linearnej tulohe

min  x'Rn

n
za podmienok e'n =0 (3.22)
n<n<n
si zapiSeme dualnu tlohu
max nec+n'd
za podmienok ea+c+c¢ = R'x (3.23)
c<0,c>0,acR.
Potom finalny prepis ulohy (3.19) vyzera nasledovne
min o+ Pt — ([T + )
w,x,a,a’,b,b’ c,c’ (1 — Oé) (1 — Oé) -
za podmienok t; > —x'p*—pu,s=1,...,5
ts>0,s=1,...,9
N
Z r; < Wy
i=0
x'Rp'+M'c+n'c > rum (3.24)
ed +b+b =t

eat+c+c =R'x
b>00b<0,decR
c<0,¢>0,acR
ri=c¢-2,1=0,...,N

Z¢€N0,i:0,...,N.
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU

Nech (x*,t*,a*,a’*,b",b"", c*, ", u*) je rieSenim tlohy (3.24), potom (x*, t*, 1*)
riesi dlohu (3.19). Naopak plati, ak (x*,t*,u*) je rieSenim tulohy (3.19), potom
(x*,t*, a*,a™,b", b, c*, ", u*) riesi tlohu (3.24), kde (a’*,b",b"") je optimalnym
rieSenim v dudlnej ulohe (3.21) a (a*,c*,¢”) je zas optimalnym rieSenim dudlne;j
dlohy (3.23).

Ked nastane rovnost 7 = n, tiloha sa redukuje na povodnu tlohu (2.10).

Uvazujme mnozinu QF _elipsoid“ definovant ako
Q ={p:p=p +An.e"An=0,p'+ An>0,|n| <1}, (3.25)

kde p’ je vektor pravdepodobnosti tvoriaci stred elipsoidu, A € RS je gkalovacia
matica a ||| = v/n™n. Podmienka e An = 0 a p’ + An > 0 zarucuje, 7e p ostane
vektorom pravdepodobnosti.

Ulohu pre CVaR sformulujeme ako

minmax g + (p’ + An)"t

za podmienok t, > —x"p*—pu,s=1,...,9
ts>0,s=1,...,8
min  x'R(p’ + An) > Tmin

3.26
T AR =05+ An >0, 0 <1 (3:26)

N

in < Wy

1=0
[EZ‘:Ci'Zu’L.:O,...,N

Zi ENo,’i:O,...,N.
Potom pre tlohu
max t'An
n

. T o
za podmienok e An =0 (3.27)
p'+An>0

Inll <1
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU
si sformulujeme duélnu ulohu

. T
min d+p''b
a,a’ ,b,b’

za podmienok ATea — ATb—b' = A"t
b>0,|b| <d

(3.28)

a €R,a €R.

Podmienku najhor$iecho minimalneho vynosu, ktory investor pozaduje, si prepi-

Seme do nasledujtuceho tvaru
T,/ T
x' Rp + minx' RAN > 7in
n

a k tejto ulohe

min x' RAn
n
. T -
za podmienok e An =20 (3.29)
p'+An >0
Inll <1
formulujeme duélnu tlohu
max —d —p'le
d,d ,c,c’
~ T T I ATPT
za podmienok A'ed+ A'c+c =A R'x (3.30)

c>0,|c| <d

d eR,deR.
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU
Finalny prepis alohy (3.26) vyzera nasledovne

. 1 )T 1 / /T
—p t+ — b
p,x,a,a’,%?ll)?c,c',d,d’ K + (1 — Oé)p + (1 — O{) (a * p )

za podmienok ¢, > —prS—p,,s: 1,....8
ts >0,s=1,...,5

x"Rp —d —p' "¢ > rmn
N

Z z; < Wy
=0 (3.31)
Alea —ATb—b = A"t

b>0,|b|| <d,d eRaeR
ATed+ ATc+c =ATR™x
c> 0, <d,deR,deR
ri=c¢-2,1=0,...,N

2z € Ng,t =0,...,N.

Nech (p*, x*, t*, a*,a’",b", b, c*, ", d*, d”") je riesi ulohu (3.31), potom (x*, t*, u*)
je riesenim tulohy (3.26). Naopak plati, ak (x*,¢*, u*) je rieSsenim ulohy (3.26), po-
tom (p*,x* t*, a* a’*,b*, b’ c*, ", d*,d”") riesi ulohu (3.31), kde (a*,a’", b*,b"") je
optimalnym riesenim duélnej tlohy (3.28) a (¢*,¢’*,d*,d’”™) je optimalnym rieSenim
duélnej ulohy (3.30).

Ked nastane pripad A = 0, tloha sa redukuje na pévodnu minimaliza¢nu tlohu
(2.10).
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KAPITOLA 3. METODA NAJHORSIEHO PRIPADU

3.2.3 Netplna informacia v hodnotach a pravdepodobnos-

tiach

Kombinaciou predoslych dvoch pristupov dostavame tulohu, v ktorej dochadza
k zmene hodnot a zaroven k zmene pravdepodobnosti scenarov pravdepodobnostného
rozdelenia. Aby sme si mohli alohu sformulovat, potrebujeme zaviest vzdialenost me-
dzi dvoma pravdepodobnostnymi rozdeleniami. Pre nase tcely si z [22] zadefinujeme

Kolmogorovu metriku.

Definicia 3.5 (Kolmogorova metrika). Nech p a p’ si N-rozmerné ndhodné vektory
a F,, G su ich distribuéné funkcie. Potom Kolmogorova vzdialenost distribuénych

funkcii F, a G, je definovana ako
dK(Fpa Gp’) = sup |Fp(ﬁ) - GP’(ﬁ)‘ P E RNa
p
N
FP(ﬁ):P[ﬂ{pléﬁl}]7ﬁ1€Rapre i:O,...,N,
i=0

Gy(p) =P ,pi €ERpre i=0,...,N.

N
(1o} < i}
i=0

Mnozinu P pre kombinovany pripad zmeny hodnot aj pravdepodobnosti oznac¢ime

73;,{ a zapiSeme nasledovne

Py ={p:dx(p,p') <7}, (3.32)

kde p, p’ st pravdepodobnostné rozdelenia nadobudajuce hodnoty p®, p’® s prav-
depobnostami pg, pl pre s = 1,...,5 a dg(p,p’) je Kolmogorova vzdialenost dvoch
pravdepodobnostnych rozdeleni p a p’, v je zvolena konstanta.

Robustné rozsirenie pre tlohu s uvazovanymi zmenami v hodnotach a v pravde-

podobnostiach pravdepodobnostného rozdelenia zapiSeme nasledovne

mi)rg sup R(L)

x€E

PEP (3.33)
za podmienok E(Y) > r;, Vp€ 775,
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kde 73;,( je mnozina pravdepodobnostnych rozdeleni definovana v (3.32). V tomto

pripade tloha pre CVaR vyzera nasledovne

1
min max p + ﬁ Zpsts
— o

X, pEP;,(

za podmienok t,> —x'p*—pu,s=1,...,8

min E DX P° > Tonin
pePk

(3.34)
sup| Y pe— Y. P <v.peRY

P 1seS,ps<p s€8,p"°<p
N

in < Wj

1=0
IZ‘:CZ"ZZ‘,iZO,...,N

ZiGNo,iZO,...,N.

Podmienku na Kolmogorovu vzialenost si prepiSeme

<Y pd(p<k) =) PP <k)<v, k=p'.... p%p" . o7
se€S seS

Uloha (3.34) je zlozitejsia ako ulohy predoslé a nemozeme na fiu uplatnit obdobné
postupy. Neumoznuje ndm to podmienka na Kolmogorovu vzdialenost, kde premenné
pap',...,p° st vzijomne v multiplikativnom tvare. Vzhladom k uvedenym sku-
to¢nostiam by sme hladanie rieSenia ponechali na potencialneho zaujemcu, ktory
by mohol vyskusat aplikiciu iterac¢nych postupov, ktoré striedavo fixuju premenné
vnutornej a vonkajsej tlohy.

Uvazujeme dalej netplna informéaciu o pravdepodobnostnom rozdeleni. épecial—
nym pripadom mnoziny P je PM, ktora je mnoZinou pravdepodobnostnych rozdeleni

dané prvymi dvoma momentami

PY ={p:Elp| = p,Elp— )" =V,}. (3.35)

kde p, je dany vektor a V', je kovarianéna matica.
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Tvrdenie 3.6 (Jednostranna Cebysevova nerovnost). Nech L = —x' p je stratovd
; ; 7 T
Junkcia s pravdepodobnostngm rozdelenim so strednou hodnotou p,x a rozptylom

x"V ,x. Potom pre horni medzu distribucnej funkcie ¢(z,¢) = P[L < (] plati

sup P[L < (] =

xTVpx T
xTVprr(y.;xf()Q pr@ < < l"l’pX7
pePM

1 pre( > p,[T,x.
S vyuzitim predchadzajiceho tvrdenia z [14] a definicie (3.2) miery rizika v naj-
horsom pripade formulujeme robustnu ulohu pre VaR nasledovne

mi/rvl pox 4 k(@) VXTVx = VaRY “(x)
XE

za podmienok E(x'p) > rpin

N

Z%SWO (3.36)
=0

.l’i:Ci'Zi,i:O,...,N

2z € Ng,i =0,..., N,
kde k(o) = y/a/(1 — a).
Podl'a [31] sa najhorsi CVaR rovna nahorSiemu VaR pre pravdepodobnostné roz-

delenia identifikované rovnakymi prvymi dvoma momentami. Potom pre { < u;x

piSeme

VaR"¢ = CVaR"C.

V predchédzajucich kapitolach sme si popisali uzitkové funkcie, ktorych tvar vy-
jadruje investorov postoj k riziku, a sformulovali model, ktory maximalizuje oca-
kdvany uzitok z koneéného bohatstva investora. Pre model (2.11) si sformulujeme
robustné rozsirenie:

max min  E,u(x'1+x'p)

x€X pepPM
N
za podmienok ; r; < Wy (3.37)
ri=c¢2,0=0,...,N

ZiENQ,i:O,...,N.
Pre uzitok modelovany po Castiach linearnou funkciou a rozdelenie ndhodného
vynost identifikované prvymi dvoma momentami bola v [18] odvodena optimélna

stratégia investora cez robustny model o¢akavaného uzitku.
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Kapitola 4
Kontaminacia

Metoda kontaminacie sa mimo iného pouziva na analyzu vplyvu dalsich scenarov
na rieSenie optimaliza¢nej ulohy. Prvé teoretické vysledky a aplikiciu najdeme v [4]
a [5]. Riesime nasledujicu optimalizaénu tlohu v tvare
min R(L)

xeX (41)
za podmienok E(Y) < rpin

kde L = —xT"p je stratova funkcia vektoru x € X C R™ a nahodného vektoru p
s pravdepodobnostnym rozdelenim p.

Hladédme najlepsie robustné riesenie tlohy (4.1) za podmienok, kedy aproximu-
jeme skutoc¢né pravdepodobnostné rozdelenie p alebo pravdepodobnostné rozdelenie
je zname iba ¢iastocne.

Kontamindciou nazyvame metddu, kedy poruchy(neurcitosti) v pravdepodob-
nostnom rozdeleni p st modelované kontaminovanim tohoto pravdepodobnostného
rozdelenia inym pevnym pravdepodobnostnym rozdelenim ¢. V ucelovej funkecii opti-
malizacnej tlohy (4.1) pouzijeme namiesto pévodného pravdepodobnostného rozde-

lenia p parametrizované pravdepodobnostné rozdelenie p, v tvare:

Potom mnozinu pripustnych rieseni pre tlohu (4.1) s kontaminovanym pravde-

podobnostnym rozdelenim p, zapiSeme ako

X(p)\) =XnN {X|E(_XTP)\) < Tmin} ) (43)
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kde p, je ndhodny vektor vynosov kontaminovanym pravdepodobnostnym rozdele-
nim p,.

Uvazujme diskrétne rozdelenie p, kde S je pocet scenarov vynosov pre kazdé z N
aktiv. Vynos aktiv v s-tom scenari je dany vektorom p° pre s = 1,...,5 s pravdepo-
dobnostami py, kde Zle ps=1laps>0pres=1,...,5. Dalej uvazujme disktrétne
rozdelenie ¢, kde S’ je pocet scendrov vynosov pre vietkych N aktiv. Vynos aktiv
v §'-tom scenari je dany vektorom p* pre s’ =1,...,5’ s pravdepodobnostami p,,
kde Zf,,:lps/ =lapy>0pres =1,...,95.

Pouzitim dosledku (2.4) formulujeme pre rovnako pravdepodobné scenére p, = %,
%, s = 1,...,S" minimalizacnu ulohu pre CVaR ako tlohu
linearneho celoc¢iselného programovania:

s=1,...,5 apy =

za podmienok t,> —x'p*—pu,s=1,...,9
ty > —x'p" —p s =1,...,5
ts>0,s=1,...,8

(4.4)
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Kapitola 5
Empiricka aplikacia

V tejto kapitole vyriesime optimalizacné modely predstavené v druhej a tretej
kapitole na realnych historickych scenédroch vynosov. Nésledne na vyriesené tlohy
pouzijeme metodu kontaminécie a porovname ziskané vysledky. Vypocty budi rea-

lizované pomocou $tandardného optimalizacného softvéru GAMS.

5.1 Zadanie tlohy

Pre optimaliziciu portfélia sme pouzili ddta o cendch vybranych akcii obcho-
dovanych na americkej burze cennych papierov v New Yorku NYSE, ktora je podla
trznej kapitalizacie najvacSou burzou na svete. Zdrojom pre tieto data bola databaza
portalu Yahoo Finance |26]. Akcie boli vyberané naprie¢ odvetviami svetovej ekono-
miky, aby boli vytvorené vhodné podmienky pre diverzifikaciu. Popis jednotlivych
akciovych titulov je poskytnuty v dodatku A. Grafy vybranych akcii sa nachadzaju

v dodatku B. Data pouzité pri aplikacii (tab. 5.1) je mozné najst na prilozenom CD.

Nazov akcie Skratka Mena Nazov akcie Skratka Mena
The Walt Disney Company DIS USD Pfizer Inc. PFE USD
Pepsico, Inc. PEP USD British American Tobacco plc BTI USD
McDonald’s Corp. MCD USD Sony Corporation SNE USD
Edison International EIX USD Reed Elsevier plc RUK USD
ING Groep NV ING USD Wal-Mart Stores Inc. WMT USsD
Vodafone Group plc VOD USD The Boeing Company BA USD

Tabulka 5.1: Akcie
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K vypoctu vynosov akcii sme pouzili upravené uzatvaracie kurzy titulov na konci
prvého obchodného dina v tyzdni v obdobi od 10.3.2003 do 11.3.2013, ¢o nam déava
S = 523 scenarov pre vynosy. Zvolili sme si tyzdenné vynosy. Vzhladom k dlzke sle-
dovaného obdobia je datova zakladna dostato¢ne velki. Potom pozorovany tyzdenny
vynos danej akcie pocitame

Adj Adj
Ks,'i] - stjl,i .
Tsi=—"—7—> s=1...,8 1i=1...,N,
b K ]

s—1,

kde K ;}Z-d U je upraveny kurz i-tej akcie v s-tom tyzdni na konci obchodného dia. Kurz

je upravovany o dividendovy vynos D;; titulu vyplateny v case ¢ nasledovne:

, D,
A _ (1 _ _) K. s<t<$
’ K1,

V sledovanom obdobi neprebehlo Stiepenie vybranych akcii. Americké statne dlhopisy
[27] s dobou splatnosti pol roka, nulovym kupénom a vynosom 0,08% sme pouzili
pre vypocet bezrizikovej miery rr ~ 0,0033%.

Déta sme podrobili piatim zékladnym testom na nahodnost [12]: test zaloZeny
na znamienkach diferencii, test zalozeny na bodoch zvratu, test zalozeny na Kendal-
lovom koeficiente, test zalozeny na Spearmanovom koeficiente a test zalozeny na po-
¢te iteracii nad a pod medianom. Ani jeden z tychto testov hypotézu nahodnosti
u vSetkych americkych akcii na hladine vyznamnosti o« = 1% nezamietol.

Skusime popisat predstavy investora, ktory planuje investovat kapital vo vyske
Wy = 100 000 USD. Priblizny minimalny vynos, ktory by mohol investor pozadovat,

nam pre predstavu poskytni ocakavané vynosy jednotlivych akeii:

DIS PEP MCD FEIX ING VOD PFE BTI SNE RUK WMT BA
(0,343 0,205 0,482 0,366 0,294 0,238 0,120 0,458 —0,036 0,211 0,148 0,362)

Najvyssie priemerné kladné tyzdenné vynosy dosiahli akcie spolo¢nosti McDo-
nald’s Copr. a British American Tobacco. Najslabsie sa darilo akciam spolo¢nosti
Pfizer a Sony Corporation. Posledné zmienena spolo¢nost dosiahla zéporny prie-
merny tyzdenny vynos, k ¢omu prispelo zemetrasenie v Japonsku, povodne v Thaj-

sku, silny japonsky yen a tiez rychlejsie napredujiica konkurencia.
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KedZe predaje na kratko ani vypozicanie peniaznych prostriedkov neuvazujeme,
budeme predpokladat, Ze investor si voli denny vynos v intervale najmenej a naj-
viac vynosného aktiva (—0,036%; 0,482%), ¢o odpoveda rofnej vynosovej miere
(—1,872%; 25,064%).

5.2 RieSenie tlohy

Softvér GAMS sme pouzili na rieSenie tuloh celociselnej optimalizacie portfélia.
V sucasnosti GAMS poniika niekol’ko implementécii na rieSenie optimalizac¢nych tloh
tzv. solvery. Pre rieSenie tloh na realnych datach sme volili solver CPLEX a BON-
MIN, ktoré st k dispozicii v licencii zaktipenej Univerzitou Karlovou.

Na vybranych datach napoc¢itame miniméalny CVaR podla modelu (2.10) pre mi-
nimalny pozadovany vynos r,, v intervale (4; 482) USD, kde hornii a dolnt hranicu
predstavuju vynos z plnej investicie do bezrizikového aktiva a akcie s najvyssim vy-
nosom. V grafe (5.1) je zobrazené riziko v zavislosti na miniméalnom pozadovanom

vynose investora pre a rovné 90%, 95% a 99%.

CVaR_90 ——CVaR_95 ——CVaR_99
8000 -

7000 -
6000 -
5000 -

4000 -

Risk (USD)

3000 -

2000 -

1000 -

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(USD)

I"min

Obr. 5.1: Minimalny CVaR pre rozne hladiny «.

Pre CVaRg gy dochadza u réznych hodnét minimalneho pozadovaného vynosu

k rozlozeniu prostriedkov investora medzi 8 akciovych titulov a bezrizikové aktivum.
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WRF mVOD mBA mRUK mWMT mSNE mMCD mPEP mDIS
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Obr. 5.2: Rozlozenie kapitélu investora pre CVaRy go

Z grafu (5.2) je patrné, ze pre zvolené a = 90% st hlavnymi investiénymi titulmi
akcie troch spolo¢nosti, a to McDonald’s, British American Tobacco a Edison Com-
pany. Do ostatnych uvedenych titulov v legende sa investuje, ale minoritne. Pre vyssie
hladiny « sa diverzifikicia u vybranych aktiv znizuje a pre hladinu o = 99% sa inves-
tuje prevazne len do dvoch akciovych titulov a bezrizikového aktiva. Grafy rozlozenia

kapitalu investora pre ostatné hladiny a uvadzame v dodatku D.

5.3 RieSenie robustnych dloh

Postupne budeme riesit robustné modely (3.15), (3.24) pre mieru rizika CVaR vy-
tvorené v tretej kapitole k tilohe vyrieSenej v predoslej ¢asti (5.2). Prvy robustny mo-
del je zalozeny na uvazovanej nepresnosti v hodnotéch pravdepodobnostného rozdele-
nia, kde odchylky st obmedzené v mnozine tvaru boxu. V druhom robustnom modeli
predpokladame nepresnost v pravdepodobnostiach pravdepodobnostného rozdelenia

a odchylky su takisto obmedzené v mnozine tvaru boxu.
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Netplna informéacia v hodnotach

Najprv riesime model (3.15), kde predpokladame, ze hodnoty scenarov sa odchy-
Iuji od nameranych hodnét v ramei mnoziny U?, kde odchylky patria do mnoZiny
tvaru boxu. Zmeny v pravdepodobnostiach pravdepodobnostného rozdelenia neuva-
zujeme a fixujeme p; = 1/5 pre s = 1,...,S. Na stanovenie hranic pre odchylky €, €
v mnozine tvaru boxu je mozné uplatnit viacero spésobov. Pre pocetnii ¢ast sme si
zvolili nasledujtce dva.

Prvy sposob pre stanovenie hranic je expertny odhad. Uvazujeme pre vsetky
aktiva rovnako velku nepresnost v ziskanych datach 1% na ro¢nych vynosoch. Sta-
novime tak hranice odchylky pre tyzdenné vynosy € = 0,01923 a ¢; = —0,01923,
kde:=1,...,12.

Druhym sposobom stanovime hranice pre nepresnost dat ako ur¢ita cast z vy-
nosov. U vyssich vynosov predpokladame vac¢siu nepresnost v datach a u nizsich
vynosov mensiu nepresnost. V tomto pripade nastavime parameter tak, aby prie-

merna hranica pre odchylky odpovedala prvému sposobu.

——CVaR_90 ——CVaR_95 ——CVaR_99
- (CVaR_90V1 = CVaR_95V1 = CVaR_99V1
CVaR_90Vv2 CVaR_95Vv2 CVaR_99Vv2
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— 5000 -
[a) )
[%2)
= 4000 -
£
2
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0 = T T T T T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fmin (USD)

Obr. 5.3: CVaR robustne rozsirenie hodnoty

Ziskané vysledky sme zobrazili v grafe (5.3) pre uvazované hladiny «, kde sle-

dujeme zavislost miery rizika od minimélneho pozadovaného vynosu investora. Ne-
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robustné rieSenie tlohy CVaR, porovnavame s vysledkami ziskanymi robustnymi
rieSeniami v hodnote CVaR,V. Rozdiel medzi prvym CVaR,V1 a druhym sposo-
bom CVaR,V2 urcenia hranic pre € je znatelny. Hlavné investicné aktiva su aktiva
s nadpriemernym vynosom, a teda pre tieto aktiva je v druhom pripade interval
pre odchylky Sirsi a riziko vyssie.

V dalsom grafe (5.4) sme zafixovali minimalne pozadované vynosy na troch roz-
nych hladinach 150, 250 a 350 USD a sledujeme zavislost miery rizika CVaRg g9
v najhorSom pripade na €, kde hranica pre € je pre vSetky aktiva rovnaka. S rasticou
neurcitostou v datach pozorujeme narast rizika. Z grafu je tiez evidentné, Ze nemo-
Zeme na ohranicenie € pouzit akékol'vek hranice €, €. Od urcitej hladiny minimélneho

pozadovaného vynosu a hranice pre € tiloha uz nemé riesenie.

——CVaR_90V1_vynos350 CVaR_90V1_vynos250 ———CVaR_90V1_vynos150
5000 ~
4500 -
4000 -
3500 -
3000 -
2500 -
2000 A

Risk (USD)

1500 -
1000 -
500 -

0 T T T T T T 1
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35

Hranica pre €

Obr. 5.4: CVaRg g v zavilosti na € s fixnymi vynosmi

Zdrojovy koéd v programe GAMS s varidciou pre oba pristupy stanovenia hranic

pre odchylky je uvedeny v dodatku (C').
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Netplna informacia v pravdepodobnostiach

Model (3.24) pouzijeme k rieseniu tlohy, kedy uvazujeme odchylku v pravde-
podobnostiach pravdepodobnostného rozdelenia. Nepresnost od nameranych dat je
obmedzena v rAmci mnoziny QF, kde odchylky patria do mnoziny tvaru boxu. Zmeny
v hodnotach pravdepodobnostného rozdelenia neuvazujeme. Vypocet na realnych da-
tach budeme robit pre dve rézne ohranic¢enia 7,7, ktoré sme si zvolili na trovni 1%
a 10% z pravdepodobnosti pévodného scenaru.

Napocitané vysledky sme porovnali v grafe (5.6), kde sledujeme nerobustné rie-
Ssenie CVaR, v porovnani s robustnymi rieSeniami v pravdepodobnosti CVaR,P
v zévislosti na minimélnom pozadovanom vynose investora. Do grafu sme zazna-
menali dva robustné pripady: prvy s hranicou pre  ako 1% z pravdepodobnosti
scenaru CVaR,P1 a druhy s hranicou 10% z pravdepodobnosti pévodného scenaru
CVaR,P2.

—CVaR_99 —(CVaR_95 ——CVaR_90
——CVaR_99P1 ——(CVaR 95P1 ——CVaR_90P1
CVaR_99P2 CVaR_95P2 CVaR_90P2
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o
(%]
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4
K]
& 3000 -
2000 -
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
rmin(USD)

Obr. 5.5: CVaR robustne rozsirenie pravdepodobnosti

Podobne ako pre predchadzajuci pripad sme v grafe (5.6) zafixovali minimélne
pozadované vynosy investora na troch hladinach 150, 250 a 350 USD a pozorujeme
zavislost miery rizika CVaRggp v najhorSom pripade na 77, kde hranica pre 1 je

rovnakéd pre vSetky scenare. Na ohrani¢enie 1 nemozeme volit akékolvek hranice
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7,mn. Od urcitej hladiny minimalneho pozadovaného vynosu a hranice pre n tloha

uZ nebude mat rieSenie.

= CVaR_90P1_vynos150 = CVaR_90P1_vynos250 CVaR_90P1_vynos350
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0 0,00005 0,0001 0,00015 0,0002 0,00025 0,0003 0,00035 0,0004

Hranica pre n

Obr. 5.6: CVaRg g9 v zévilosti na 7 s fixnymi vynosmi

Zdrojovy kod v programe GAMS je uvedeny v dodatku (C').

5.4 Kontaminovana uloha

V tejto Casti na realnych datach budeme riesit optimaliza¢nu tlohu (4.4) pre mieru
rizika CVaRg g0, kde povodné rozdelenie p nahodného vektoru p kontaminujeme
rozdelenim q. Rozdelenie p je diskrétne a dané S=523 scendrmi pre vsetkych 12
akciovych titulov. Rozdelenie ¢ je definované pre zjednoduSenie jednym stresovym
scenarom S’ = 1. Tento scenar je voleny tak, Ze nastal pokles cien u vsetkych zvo-
lenych aktiv, vyraznejsie u tych, ktoré si nerobustna tloha minimalizacie CVaRu
(2.10) volila medzi hlavné investicné aktiva. Scenar vynosu rozdelenia ¢ teda vyzera

nasledovne:

DIS PEP MCD FEIX ING VOD PFE BTI SNE RUK WMT BA
(—3,58 —4,62 —-11,44 -8,27 -3,97 —6,75 —4,15 -7,78 -2,90 -5,80 —1,72 —3,15)
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V grafe (5.7) sme opét zafixovali minimalny pozadovany vynos na trovni 150,
250 a 350 USD a sledovali sme zavislost miery rizika CVaRg gy v najhorsom pripade
na parametri A. Pre jednotlivé tirovne vynosu miera rizika rastie az do trovne, kedy
uz nie je mozné splnit podmienku pre minimalny pozadovany vynos. Od urcitej
hladiny minimalneho pozadovaného vynosu a hranice pre A tloha uz nebude mat

rieSenie. 'V dalSom pripade uréime minimélny poZzadovany vynos ako priemerny

CVaR_90K_vynos350 = CVaR_90K_vynos250 == CVaR_90K_vynos150
8000 -
7000 -
6000 -
=) 5000 -
%)
= 4000 -
x~
A
&£ 3000 -
2000 -+
1000 -
0 T T T T T T T T T ]
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
A

Obr. 5.7: CVaR v zavislosti na A s fixnymi vynosmi

vynos rovnomerne rozlozeného portfélia nasledovne:

S S’
1 1 /
= (1= - T s - T s
Fmin = ( A)N*stzlep AN*sz,lep

S pouzitim tohoto minimalneho pozadovaného vynosu sme spocitali mieru rizika
CVaR g9 v zavislosti na kontamina¢nom parametri \. V grafe (5.8) vidime, ze od ur-
¢itej arovne kontamina¢ného parametru uz portfélio pozostéva iba z bezrizikového

aktiva.
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Obr. 5.8: CVaRg g9 v zavislosti na A s priemernym vynosom rovnomerne rozlozeného

portfolia

5.5 Porovnanie vysledkov

Neurcitost vyskytujuca sa v datach by nemala byt zanedbédvana a mali by sme
s niou pocitat pri vytvarani matematickych modelov. Pokial disponujeme aspon ne-
jakymi informéciami o neurcitosti, ktora v datach nastava, mdézeme vhodne zvolit
metddu, aby sme ¢o najlepsie s touto neurcitostou pocitali. U metédy najhorsieho
pripadu uvazujeme ohrani¢enie pravdepodobnostného rozdelenia v ramci mnoziny
neurcitosti. Metéda kontaminacie pristupuje k neucitosti v pravdepodobnostnom
rozdeleni zohl'adnenim iného pravdepodobnostného rozdelenia.

V metode najhorsicho pripadu je potrebné si definovat mnozinu neurcitosti: jej
velkost a tvar. RieSenie optimaliza¢nej tulohy je nasledne ovplyvnené vymedzenim
tejto mnoziny. U metdédy kontaminacie je potrebné definovat pravdepodobnostné
rozdelenie, ktorym kontaminujeme pdvodné rozdelenie. V zavislosti na kontaminac-
nom parametri je tento vstup silne subjektivnym prvkom v optimalizac¢nej tlohe.
U vsetkych riesenych tloh k neriesitelnosti zadanej ulohy dochéadza od uré¢itej hladiny
minimalneho pozadovaného vynosu a hranice pre odchylky v hodnotéach, v pravde-

podobnostiach pravdepodobnostného rozdelenia alebo kontamina¢ného parametra.
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V tejto praci sme sa zaoberali ilohami optimalizacie portfélia v podmienkach ce-
lo¢iselnosti a ich robustnym rozsirenim. Zadefinovali sme si zékladné pojmy a zaviedli
pouzivané miery rizika - rozptyl, VaR a CVaR. Pre tieto miery boli odvodené , mean-
risk“ modely v tvare vyuzitelnom pre prakticku aplikidciu. Podrobne sme popisali
a postupne metédou najhorsieho pripadu vytvorili robustné optimalizacné modely,
v ktorych sa vyskytuje neurc¢itost v hodnotach a pravdepodobnostiach pravdepodob-
nostného rozdelenia. Dalej sme sa zaoberali metédou kontaminacie, ktoré neurcitosti
v pravdepodobnostnom rozdeleni modeluje pomocou kontamina¢ného pravdepodob-
nostného rozdelenia.

Na konkrétnych datach z americkej burzy cennych papierov sme vyriesili celo-
¢iselne ulohu optimalizacie portfolia. Hladali sme optimélne investicné stratégie,
pri ktorych bude portfélio vykazovat pri uréenom minimalnom pozadovanom vy-
nose najnizsiu hodnotu rizika. K meraniu rizika sme pouzili koherentnii mieru ri-
zika CVaR,. Optimalne portfolia sme spocitali optimalizacnym softvérom GAMS
pre vSetky dostupné hodnoty miniméalneho pozadovaného vynosu. Nésledne sme
pre rovnaku mieru rizika spocitali robustné tlohy, kde sme uvazovali najprv neur-
¢itost v hodnotach scenarov diskrétneho pravdepodobnostného rozdelenia a potom
neurcitost v pravdepodobnostiach tychto scenarov. Analyzovali sme ziskané vysledky
a obmedzenia mnozin neurcitosti. Pre mieru rizika CVaR sme takisto spo¢itali ulohu
metddou kontaminacie s kontaminovanym stresovym rozdelenim.

Problematika celoc¢iselnej optimalizacie portfélia a jej rieSenie pri uplatneni ro-
bustnych metod je Sirokd a neustale rozvijajica sa oblast. Neurcitost v datach by
nemala byt zanedbavana a rieSenia tloh by mali vykazovat ista troven robustnosti.
Malé zmeny vo vstupnych déatach by nemali spésobovat velké zmeny v rieSeniach.

Do dalsieho studia v tejto oblasti je mozné zahrnit kombinovany optimaliza¢ny mo-
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del pre zmeny ako v hodnotéch, tak sticasne v pravdepodobnostiach pravdepodob-
nostného rozdelenia. éiroky priestor na dalsie badanie je v tlohéch, kedy disponu-
jeme informéciou o momentoch pravdepodobnostného rozdelenia. Robustné metédy
sa zdokonaluju a vyuzivaju stéle CastejSie, ¢o prispieva k ich rastiicemu vyznamu

a dalSiemu vyvoju v tejto oblasti.
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Dodatok A
Popis akciovych titulov

The Walt Disney Company

Medidlna a zdbavna spolo¢nost svetového formétu zalozena v 1923 ako Disney
Brother Studio. Vlastni niekolko televiznych stanic vratane ABC, siet radii ESPN

a licencie na zabavné parky Walt Disney.

Pepsico Inc.

Medzinarodna spolo¢nost operujtica vo viac ako 200 krajinach na trhu potravin
a napojov. V roku 2010 akvirovala Pepsi Bottling Group a Pepsi Americas a o rok
neskor spolocnost Wimm Bill Dann, ktora predava nealkoholické napoje a mlie¢ne

vyrobky, ¢im sa stali najvacsim predajcom v tomto odvetvi v Rusku.

McDonald’s Corp.

Spolo¢nost prevadzkujica jeden z najvicsich svetovych retazcov rychleho ob-
Cerstvenia, Cast priamo a ¢ast prostrednictvom francizy. Materska firma zabezpecuje

a kontroluje restauracie, sluzby a organizuje marketingovi politiku a zasobovanie.

Edison International

Americkéd energeticka spolo¢nost prevadzkujica vyrobu a distribiciu elektrickej
energie so zameranim na obnovitelné zdroje, ktoré tvoria viac ako tretinu vykonu.

Pred dvoma rokmi predala svoj podiel v Four Corners uholnej spolo¢nosti.
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ING Groep NV

Globalna finan¢na skupina pévodom z Holandska poskytujtica sluzby klientom
vo viac ako 40 krajindch sveta. Medzi hlavné ¢innosti finan¢nej skupiny patri pois-
tovnictvo (Zivotné poistenie a dochodkové pripoistenie), investi¢né a komeréné ban-

kovnictvo, a taktiez vykonavaja aj spravu aktiv.

Vodafone Group plc

Britska telekomunika¢na spolo¢nost vznikla ako spojenie Racal Electronics, vy-
robca vojenskych radiovych techologii, a Millicom v roku 1982. V roku 2011 ak-
virovala konzultanskt spolo¢nost Bluefish Communications, ¢o posilnilo zameranie

na poskytovanie profesionélnych sluzieb a rieseni.

Pfizer Inc.

Americka farmaceutickd spolo¢nost sa zaoberd vyskumom inovativnych produk-
tov na zlepSenie zdravia Iudi. Dodava lieky priméarne velkoodberatelom ako st ne-
mocnice, vladne agentiry a zdravotné organizécie. V roku 2003 sa uskutocnilo spo-

jenie so spolo¢nostou Pharmacia a v roku 2009 kupila spolo¢nost Wyeth.

British American Tobacco plc

Spoloc¢nost zalozena v roku 1902 ako spojenie medzi UK’s Imperial Tobacco
a American Tobacco. Ma veducu poziciu na trhu vo viac ako 50 zo 180 krajin, v kto-
rych operuje a v portféliu mé cez 250 znaciek cigariet, z ktorych hlavnymi tahanmi
st Dunhill, Kent, Lucky Strike a Pall Mall. V roku 2008 skupili turecka tabakovi

spolo¢nost Tekel a taktiez skandinavsku spolo¢nost Tobakskompagni.

Sony Corporation

Japonska spolo¢nost zalozené v 1946 v Tokiu zamerana na elektroniku, pocitacové
hry a finanéné sluzby. Napriek zmenédm, ktoré spolocnost podstupuje, na trhu st
obl'ubené hracie konzoly Play Station, prehravace s technologiou Blu-ray a notebooky

Vaio.
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Reed Elsevier plc

Spolo¢nost zalozena v roku 1992 zlic¢enim Reed International, spolo¢nosti obcho-
dujicej s knihami a holandkého vedeckého vydavatelstva Elsevier. Publikuje a po-
skytuje informécie z oblasti vedy, mediciny, prava a obchodu. Klacové produkty
ScienceDirect a Scopus zhromazd uju viac ako 25% svetovych vedeckych textov a bib-

liografickych informaécii a databazy poskytuju abstrakty a citécie vedeckej literatiry.

Wal-Mart Stores Inc.

Americka spolo¢nost prevadzkujuca retailovi siet obchodov zalozena v roku 1962.
V poslednych rokoch vytvara znacku, kde sa zbavuje nalepky najlacnejsieho predajcu
a prechadza k nutri¢ne hodnotnym produktom za primerant cenu. Organizuje a pod-

poruje udalosti zamerané na zdravu vyzivu.

The Boeing Company

Leteckd a obranna spolo¢nost podporovana vladou Spojenych Statov vznikla
v roku 1916 vo Washingtone. Vyraba letecké zariadenia a spolupracuje na vyvoji
a testovani biopaliv, aby zredukovali podiel emisii generovanych leteckou dopravou

do ovzdusia.
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Dodatok B
Kurzy akciovych titulov

Grafy znézornuju vyvoj cien vybranych aktiv pre praktickia aplikiciu. Zachycuja
uzatvaracie ceny akciovych titulov v tyzdhovych intervaloch za obdobie od 10.3.2003
do 11.3.2013.
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Dodatok C

Zdrojovy kod GAMS

Tato priloha obsahuje zdrojové kody tuloh riesenych v programe GAMS. Uva-
dzame zdrojovy kod optimaliza¢nych tloh pre mieru rizika CVaR: nerobustna tloha,
iloha s netiplnou informéaciou v hodnotach scenarov, tloha s netplnou informéciou v
ich pravdepodobnostiach, tloha s kontaminovanym rozdelenim. Zdrojové koédy uloh

je mozné najst na prilozenom CD.

Zdrojovy koéd - spolo¢na éast:

Sets J Aktiva /DIS,PEP,MCD,ING,BTI,EIX,PFE,SNE,WMT,RUK,BA,VOD/
T Tyzdne  /T1 * T523/;

Alias (I,J);

table R(T,J) Data in CSV format

$0ndelim

$Include c:USA_returns_adj

$0ffdelim;

Parameter C(I) Ceny balika akcii

/DIS 57.58

PEP 77.04
MCD 99.67
ING 8.36
BTI 105.77
EIX 50.68
PFE 28.25
SNE 15.59

WMT 72.50
RUK 45.66
BA 86.43
VoD 28.41 /
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DODATOK C. ZDROJOVY KOD GAMS

Parameter ERho(J) Ocakavany vynos;
ERho (J)=(1/523) * Sum(T,R(T,J));

Parameter Rp Pozadovany vynos /15000/
W Investorove prostriedky /100000/
Alpha Hladina /0.90/
Rf Bezrizikovy vynos /0.0033/;

Integer Variables Z(I) Kusy aktiv

z0  Kusy bezrizikoveho aktiva;
Positive Variables S(T) Pomocne premenne S;
Variable Y Pomocna premenna

Risk Hodnota ucelovej fcie;

Zdrojovy kod optimalizacie nerobustnej tilohy:

Equations CVaR Riziko
ObmdzVynos Obmedzenie pozadovanym vynosom
Obmdz (T) Obmedzenie na pomocne premenne S

ObmdzKapital Obmedzenie na prostriedky;

CVaR. . Risk =E= Y + (1 / ((1 - Alpha) * 523)) * Sum (T,S(T));
ObmdzVynos. . Sum (I,ERho(I) * C(I) * Z(I)) + Rf * z0 =G= Rp;
0bmdz(T) . . S(T) =G= -Sum (I,R(T,I) * C(I) * Z(I)) - Rf * z0 -Y;

ObmdzKapital.. Sum (I,C(I) * Z(I)) + z0 =L= W;

Model Optim /CVaR, Obmdz, ObmdzVynos, ObmdzKapital/;
Solve Optim Minimizing Risk Using MIP;

Zdrojovy koéd optimalizacie tilohy s neurditostou v hodnotach scénarov
pravdepodobnostného rozdelenia:

Parameter Epsilon_lower(I) Spodna hranica
Epsilon_upper(I) Horna hranica;

Epsilon_lower(I)= -0.01923;

Epsilon_upper(I)= 0.01923;

Negative Variables B_1(I) Pomocne premenne;

Positive Variables B_u(I) Pomocne premenne;

Positive Variable A Pomocna premenna;

Equations CVaRV Riziko
ObedzVynos Obmedzenie pozadovanym vynosom
Obmdz (T) Obmedzenie na pomocne premenne S

ObmdzDual(I) Obmedzenie dualnej ulohy
ObmdzKapital Obmedzenie na prostriedky;
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CVaRV..

ObmdzVynos. .

Obmdz (T) . .

ObmdzDual(I)..
ObmdzKapital..

DODATOK C. ZDROJOVY KOD GAMS

Risk =E= Y + (1 / ((1 - Alpha) * 523)) * Sum (T,S(T))

+ Sum (I,B_1(I) * Epsilon_1(I)) + Sum(I,B_u(I) * Epsilon_u(I));

Sum (I,ERho(I) * C(I) * Z(I)) + Rf * z0

- (sum (I,B_1(I)*Epsilon_1(I)) + Sum(I,B_u(I) * Epsilon_u(I)))=G= Rp;
S(T) =G= -Sum (I,R(T,I) * C(I) * Z(I)) - Rf * z0 -Y;

B_1(I) + B_u(I) =E= C(I) * Z(I);

Sum (I,C(I) * Z(I)) + 20 =L= W;

Model Optim /CVaRV, ObmdzDual, Obmdz, ObmdzVynos, ObmdzKapital/;

Solve Optim Minimizing Risk Using MIP;

Epsilon_1(I)= -0.0707 * abs(ERho(I))

Epsilon_u(I)=

0.0707 * abs(ERho(I));

Zdrojovy kod optimalizacie tlohy s neurc¢itostou v pravdepodobnostiach

scénarov pravdepodobnostného rozdelenia:

Parameter Eta_1(T) Spodna hranica

Eta_u(T) Horna hranica;
Eta_1(T)= -0.01 * (1/P);

Eta_u(T)=

0.01 * (1/P);

Parameters E_vektor(T);

E_vektor(T)=1;

Negative Variables B_1(T)
Positive Variables B_u(T)
Negative Variables C_u(T)
Positive Variables C_1(T)
Variables A1,A2

Positive Variables S(T)

Equations CVaRP
ObmdzVynos
Obmdz (T)

Pomocne premenne;
Pomocne premenne;
Pomocne premenne;
Pomocne premenne;
Pomocna premenna;

Pomocne premenne S;

Riziko
Obmedzenie pozadovanym vynosom

Obmedzenie na pomocne premenne S

ObmdzDualB(T) Obmedzenie dualnej ulohy premenne B

ObmdzKapital Obmedzenie na prostriedky

ObmdzDualC(T) Obmedzenie dualnej ulohy premenne C;

CVaRP. .

ObmdzVynos. .

Obmdz (T) . .

ObmdzDualB(T) ..
0bmdzDualC(T) ..
ObmdzKapital..

Model Optim /CVaRP, ObmdzDualB, ObmdzDualC, Obmdz,

Risk =E= Y + (1 / ((1 - Alpha) * 523)) * Sum (T,S(T))

+ 1 /(1 - Alpha) * (Sum (T,B_1(T)*Eta_1(T))+ Sum(T,B_u(T) * Eta_u(T)));
Sum (I,ERho(I) * C(I) * Z(I)) + Rf * 20

+ (Sum (T,C_1(T) * Eta_1(T))+ Sum(T,C_u(T) * Eta_u(T))) =G= Rp;

S(T) =G= -Sum (I,R(T,I) * C(I) * Z(I)) - Rf * z0 -Y;

A1 * E_vektor(T) + B_1(T) + B_u(T) =E= S(T);

A2 x E_vektor(T) + C_1(T) + C_u(T) =E= Sum (I,R(T,I) * C(I) * Z(I));
Sum (I,C(I) * Z(I)) + z0 =L= W;

ObmdzVynos, ObmdzKapital/;

Solve Optim Minimizing Risk Using MIP;
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DODATOK C. ZDROJOVY KOD GAMS

Zdrojovy kod optimalizacie tlohy s kontaminovanym pravdepodobnost-
nym rozdelenim:

table Q(S,J) Kontaminacne rozdelenie Q
DIS PEP MCD ING BTI EIX PFE SNE WMT RUK BA V0D
S1 -3.580 -4.614 -11.438 -3.9653 -7.7763 -8.266 -4.144 -2.904 -1.723 -5.803 -3.1472 -6.7463 ;

Scalar Lambda;

Positive Variables U1(T) Pomocne premenne Ul;

Positive Variables U2(S) Pomocne premenne U2;

Equations CVaRK Riziko
ObmdzVynos Obmedzenie pozadovanym vynosom
Obmdz1(T) Omedzenie na Ul
Obmdz2(S) Omedzenie na U2

ObmdzKapital Obmedzenie na prostriedky;

CVaRK. . Risk =E= Y + (1 / (1 - Alpha)) * (((1-Lambda)/523) * Sum (T,U1(T))
+ (Lambda) * Sum (S,U2(S)) );

ObmdzVynos. . Sum (I,ERho(I) * C(I) * Z(I)) + Rf * z0 =G= Rp;

0bmdz1(T) .. U1(T) =G= -Sum (I,R(T,I) * C(I) * Z(I)) - Rf * z0 -Y;

Obmdz2(S) .. U2(8) =G= -Sum (I,Q(S,I) * C(I) * Z(I)) - Rf * z0 -Y;

ObmdzKapital.. Sum (I,C(I) * Z(I)) + z0 =L= W;

Model Optim /CVaRK, ObmdzVynos, Obmdzl, Obmdz2, ObmdzKapital /;
Solve Optim Minimizing Risk Using MIP;
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Dodatok D
RozloZenie investorovho kapitalu

V tomto dodatku st zobrazené rozlozenia investorovho kapitalu ziskané pri opti-
malizécii tlohy pre CVaR,, kde a je rovna 90%, 95% a 99%.

“RF mVOD mBA mRUK mWMT mSNE mMCD mPEP mDIS

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%

RozloZenie prostriedkov investora

10%

0%
4 54 104 154 204 254 304 354 404 454

Fomin (USD)

Obr. D.1: Rozlozenie kapitalu investora pre CVaRg 9o
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RozloZenie prostriedkov investora

RozloZenie prostriedkov investora
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DODATOK D. ROZLOZENIE INVESTOROVHO KAPITALU

mBA mRUK mWMT mSNE mMCD mPEP mDIS

51 101 151 201 251 301 351 401

Fmin (USD)

Obr. D.2: Rozlozenie kapitalu investora pre CVaR g5

HBA EmRUK mWMT mSNE mMCD mDIS

54 104 154 204 254 304 354 404

Fmin (UDS)

Obr. D.3: RozloZenie kapitalu investora pre CVaRg g9
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