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s použit́ım citovaných pramen̊u, literatury a daľśıch odborných zdroj̊u.
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Department: Department of Probability and Mathematical Statistics

Supervisor: prof. RNDr. Viktor Beneš, DrSc., Department of Probability and Mat-
hematical Statistics

Abstract: Poisson process is a random set, which analyses an occurrence of the in-
dependent random points in a certain set. An object of study are probabilistic
properties of this random set. Basic definitions and properties are formulated
for the Euclidean spaces of arbitrary dimension and used to simulate different
types of Poisson processes. We provide the algoritm procedures and source codes
for each simulation. Statistical test of complete spatial randomness (CSR) verifies
in conclusion, if the simulated processes are really homogeneous Poisson processes
with specific properties.

Keywords: locally finite random set, Poisson distribution, simulation of the Pois-
son process, test of complete spatial randomness
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1.5 Ďaľsie vlastnosti Poissonovho procesu . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Úvod

Poissonov proces je diskrétny náhodný proces, ktorý definujeme ako náhodnú
lokálne konečnú podmnožinu euklidovského priestoru. Prvky Poissonovho procesu
sú náhodné body, ktoré sú rozmiestnené bez zretel’nej pravidelnosti v ohraničenej
množine. Ich počet má Poissonovo rozdelenie, ktoré je dôsledkom ich celkovej
nezávislosti vyskytujúcej sa v našich predpokladoch.

Z toho dôvodu uvádzame podkapitolu heuristického odvodenia Poissonovho
rozdelenia, ktorej námet sme čerpali z knihy Kingman (2002, str. 9) a doplnili
ho o detailné kroky spolu s objasneńım postupu. Pred tým však uvádzame defi-
ńıciu, vlastnosti konvergencie a odvodenie momentov náhodnej veličiny s Poisso-
novým rozdeleńım.

Práca sa v hlavnej miere opiera o teóriu z knihy Kingman (2002), z kto-
rej sú použité dôležité vety a vlastnosti týkajúce sa Poissonovho procesu. Me-
dzi najdôležiteǰsie označujeme Vetu o superpoźıcii a Interval Theorem, ktorý patŕı
k najzákladneǰśım vetám Poissonovej teórie. Dôkazy sú doplnené o dôležité kroky,
ktoré pomáhajú k presnému pochopeniu ich jednotlivých čast́ı.

V druhej kapitole sa zaoberáme simuláciami homogénnych a nehomogénnych
Poissonových procesov. Idea simulácíı, pomocou ktorej sme skonštruovali jednot-
livé algoritmy a postupy, je predstavená v knihe Moller,Waagepetersen (2004,
str. 23). Ku každému pŕıkladu je uvedená jeho realizácia, simulovaná pomocou
naprogramovaného zdrojového kódu v programe Wolfram Mathematica 9.

V závere testujeme pŕıklady z predchádzajúcej časti a overujeme, či sa skutoč-
ne jedná o daný Poissonov proces. Myšlienka testu z knihy Diggle (2003, str.
31) sa opiera o úplnú priestorovú náhodnost’ a je použitá na popis algoritmu
testu a jeho naprogramovanie v programe Wolfram Mathematica 9. Výsledky
sú demonštrované v pŕıklade v závere práce.

1



Kapitola 1

Poissonov proces v Rd

1.1 Základné pojmy

Nech (Ω,F ,P) je pravdepodobnostný priestor.

Defińıcia 1. Náhodná veličina X má binomické rozdelenie, ṕı̌seme X ∼ B(n, p),
pre n ∈ N, p ∈ (0, 1), ak plat́ı

P (X = r) =

(
n

r

)
pr(1− p)n−r (1.1)

pre r ∈ {0, 1, 2, . . . , n}.

Defińıcia 2. Náhodná veličina X má Poissonovo rozdelenie s parametrom µ > 0,
ṕı̌seme X ∼ P(µ), ak nadobúda hodnotu z oboru celých nezáporných č́ısel a

P (X = n) = πn(µ) = e−µ µn

n!
(1.2)

pre n ∈ N ∪ {0}.

Defińıciu 2 rozš́ırime pre hraničné body 0 a ∞:

• X ∼ P(0) ak P (X = 0) = 1;

• X ∼ P(∞) ak P (X = ∞) = 1.

Veta 1. Nech Yn ∼ B(n, pn), X ∼ P(µ) a nech limn→∞ n pn = µ, kde pn ∈ (0, 1),
µ ∈ (0,∞) a n ∈ N. Potom

lim
n→∞

P (Yn = k) = P (X = k)

pre k = 0, 1, . . .
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Dôkaz. Z (1.1) dostávame

lim
n→∞

P (Yn = k) = lim
n→∞

(
n

k

)
pn

k(1− pn)
n−k=

lim
n→∞

n!

(n− k)! k!

(µ
n

)k(
1− µ

n

)n−k

=

lim
n→∞

µ k

k!

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

n n . . . n︸ ︷︷ ︸
k−krát︸ ︷︷ ︸

→1

(
1− µ

n

)n
︸ ︷︷ ︸

→e−µ

(
1− µ

n

)−k

︸ ︷︷ ︸
→1

=

e−µ µ k

k!
= P (X = k),

kde v poslednej rovnosti sme použili (1.2).

k

V nasledujúcom texte budeme uvažovat’ konvergenciu postupnost́ı a radov náhod-
ných velič́ın v zmysle konvergencie pre každé ω ∈ Ω.

Veta 2 (O spoč́ıtatel’nej aditivite). Nech Xj, j = 1, 2, . . . sú nezávislé náhodné
veličiny a nech Xj ∼ P(µj) pre každé j. Ak σ =

∑∞
j=1 µj konverguje, potom

aj Z =
∑∞

j=1Xj konverguje a Z ∼ P(σ). Naopak, ak σ diverguje, potom aj Z
diverguje.

Dôkaz. Indukciou podl’a n plat́ı, že Zn =
∑n

j=1 Xj ∼ P(σn), kde σn =
∑n

j=1 µj.
Teda pre každé r

P(Zn ≤ r) = P

(
n∑

j=1

Xj ≤ r

)
=

r∑
k=0

πk(σn) =
r∑

k=0

e−σn
σn

k

k!
.

Náhodné javy [Zn ≤ r] pre fixné r tvoria nerastúcu postupnost’ v n,∩
n

[Zn ≤ r] = [Z ≤ r].

Potom zo spojitosti pravdepodobnostnej miery

P(Z ≤ r) = P

(
∞∑
j=1

Xj ≤ r

)
= lim

n→∞
P

(
n∑

j=1

Xj ≤ r

)
= lim

n→∞

r∑
k=0

πk(σn).

Ak σn konverguje k σ < ∞, zo spojitosti πk plat́ı, že

P(Z ≤ r) = lim
n→∞

r∑
k=0

πk(σn) =
r∑

k=0

πk(σ),

a teda

P(Z = r) = πr(σ) = e−σ σr

r!
.

Z toho vid́ıme, že Z je konečné a Z ∼ P(σ).
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V pŕıpade, že σn → ∞, plat́ı

P(Z ≤ r) = lim
n→∞

r∑
k=0

πk(σn) = lim
n→∞

e−σn

r∑
k=0

σn
k

k!
= 0,

takže P(Z > r) = 1 pre každé r. Teda Z diverguje s pravdepodobnost’ou 1.

k

Nech X ∼ P(µ). Ak z je reálne alebo komplexné č́ıslo, |z| ≤ 1, potom náhodná
veličina zX je ohraničená a jej stredná hodnota sa rovná

E zX =
∞∑
n=0

πn(µ)z
n = e−µ

∞∑
n=0

(µz)n

n!
= e−µeµz = e−µ(1−z)

pre 0 ≤ µ < ∞. Z danej rovnosti źıskame hodnoty momentov náhodnej veličiny
X derivovańım a položeńım z = 1:

E X = µ,

E [X(X − 1)] = µ2,

. . . ,

z čoho dostaneme E X2 = µ + µ2, a teda rozptyl náhodnej veličiny X je rovný
varX = µ.

1.2 Heuristické odvodenie Poissonovho rozdele-

nia

Uvažujme body náhodne rozmiestnené v rovine R2. Pre l’ubovol’nú borelovskú
množinu A ⊂ R2 nech počet bodov N(A) v A je náhodná veličina. Označme At

kruh v R2 s polomerom t a pre n ≥ 0

pn(t) = P
(
N(At) = n

)
;

qn(t) = P
(
N(At) ≤ n

)
.

(1.3)

Pravdepodobnost’, že v medzikruž́ı At+h \ At, h > 0 sa vyskytuje práve jeden
bod, sa rovná pravdepodobnosti, že hodnota náhodnej veličiny N(At) sa zvýši
o 1, práve ked’ polomer t sa zvýši o h. Pre malé h túto pravdepodobnost’ predpo-
kladáme malú. Ak zanedbáme pravdepodobnost’ výskytu 2 a viac bodov v tomto
medzikruž́ı, tak sa táto pravdepodobnost’ rovná µ(t+ h)− µ(t), kde

µ(t) = E [N(At)].

Ak je počet bodov v At+h \ At nezávislý od počtu bodov v množine At, potom
pre malé h plat́ı

qn(t)− qn(t+ h) = pn(t)
(
µ(t+ h)− µ(t)

)
. (1.4)

Pre h → 0 dostaneme z (1.4) diferenciálnu rovnicu prvého rádu,

− dqn
dt

= pn
dµ

dt
. (1.5)
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Z (1.3) vid́ıme, že p0 = q0, pn = qn − qn−1, čo sa po dosadeńı do (1.5) pre n = 0
rovná

− dp0
dt

= p0
dµ

dt
(1.6)

a pre n ≥ 1

−dpn
dt

− dqn−1

dt
= pn

dµ

dt

−dpn
dt

+ pn−1
dµ

dt
= pn

dµ

dt
dpn
dt

= (pn−1 − pn)
dµ

dt
. (1.7)

Ak v rovnici (1.6) prevedieme p0 na l’avú stranu, po úprave dostaneme

d

dt
(log p0 + µ) = 0

a z počiatočných podmienok p0(0) = 1, µ(0) = 0 plynie

log p0 + µ = 0

p0(t) = e−µ(t) (1.8)

pre všetky t. Rovnicu (1.7) uprav́ıme na tvar

d

dt
(pn e

µ) =
dpn
dt

eµ + pn e
µdµ

dt
=

(pn−1 − pn) e
µ dµ

dt
+ pn e

µdµ

dt
= pn−1 e

µ dµ

dt

a ked’že pn(0) = 0 pre n ≥ 1,

pn(t) = e−µ(t)

∫ t

0

pn−1(s) e
µ(s)dµ

ds
ds.

Z toho indukciou podl’a n a so začiatkom (1.8) dostaneme

p1(t) = e−µ(t)

∫ t

0

p0(s) e
µ(s) dµ

ds
ds = e−µ(t) µ(t),

p2(t) = e−µ(t)

∫ t

0

p1(s) e
µ(s) dµ

ds
ds = e−µ(t)

∫ t

0

µ(s)
dµ

ds
ds =

e−µ(t) 1

2
(µ(t)2 − µ(0)2︸ ︷︷ ︸

0

) = e−µ(t) µ(t)
2

2

. . . ,

pn(t) = e−µ(t) µ(t)
n

n!
,

a teda N(At) má Poissonovo rozdelenie P
(
µ(t)

)
.
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1.3 Základné vlastnosti Poissonovho procesu

Nech Rd je euklidovský priestor dimenzie d, v celej práci S uzavretá konvexná
podmnožina Rd s borelovskou σ-algebrou B(S) a B0 ⊂ B(S) systém všetkých
ohraničených množ́ın. Množina B ⊂ S je lokálne konečná, ked’ B ∩K je konečná
pre každú K ∈ B0. Bud’ N systém lokálne konečných podmnož́ın S so σ-algebrou

N = σ
({

A ∈ N : N(A ∩B) = m : B ∈ B0,m ∈ N ∪ {0}
})

.

Náhodná lokálne konečná množina B je meratel’né zobrazenie z pravdepodob-
nostného priestoru (Ω,F ,P) do (N,N ).

Defińıcia 3. Náhodná lokálne konečná podmnožina Π priestoru S je Poissonov
proces, ak plat́ı:

1. pre každú množinu A ∈ B(S) má N(A) Poissonovo rozdelenie s parametrom
µ = µ(A), 0 ≤ µ ≤ ∞, kde náhodná veličina N(A) udáva počet bodov Π
v A;

2. pre l’ubovol’né množiny A1, A2, . . . , An ∈ B(S), n ∈ N po dvoch disjunktné
sú náhodné veličiny N(A1), N(A2), . . . , N(An) nezávislé.

Poznámka. Pre každú meratel’nú množinu A ⊆ S z vlastnost́ı Poissonovho rozde-
lenia plynie

E [N(A)] = µ(A).

S pravdepodobnost’ou 1 plat́ı nasledujúca implikácia:

1. Ak je µ(A) konečná, potom Π ∩ A je konečná. Špeciálne, ak µ(A) = 0,
potom Π ∩ A = ∅.

2. Ak je µ(A) = ∞, potom Π ∩ A je spoč́ıtatel’ne nekonečná.

Poznámka. µ z defińıcie 3 nazývame aj miera intenzity. Ak je daná ako

µ(A) =

∫
A

λ(ξ) dξ,

λ : S → [0,∞) sa nazýva funkcia intenzity a je lokálne integrovatel’ná pre všetky
ohraničené A ⊆ S. λ(ξ) dξ môžeme interpretovat’ ako pravdepodobnost’ výskytu
bodu v nekonečne malej sfére so stredom ξ a objemom dξ.

Defińıcia 4. Poissonov proces Π s funkciou intenzity λ na priestore S sa nazýva
homogénny Poissonov proces, ak λ > 0 je konštanta (v takom pŕıpade λ nazývame
intenzita). Inak ide o nehomogénny Poissonov proces.

Poznámka. Homogénny Poissonov proces Π s intenzitou λ = 1 na priestore S
sa nazýva jednotkový Poissonov proces.

Defińıcia 5 (Moller,Waagepetersen, 2004, str. 21). Nech p : S → [0, 1] je mera-
tel’ná funkcia a Π Poissonov proces na S. Poissonov proces Πthin ⊆ Π źıskaný za-
hrnut́ım ξ ∈ Π do Πthin s pravdepodobnost’ou p(ξ), kde body sú zahrnuté/vyradené
nezávisle od seba, sa nazýva nezávislé zúženie Π s pravdepodobnost’ou zachovania
p(ξ), ξ ∈ S. Teda

Πthin = {ξ ∈ Π : R(ξ) ≤ p(ξ)},
kde R(ξ), ξ ∈ Π, majú rovnomerné rozdelenie na intervale [0, 1] a sú vzájomne
nezávislé a nezávislé od Π.
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Poznámka. Ak Π je jednotkový Poissonov proces, potom Πthin má funkciu inten-
zity p(ξ).

Lemma 3 (O zdisjunktneńı). Nech Π1 a Π2 sú nezávislé Poissonove procesy na S
s mierami intenzity µ1 a µ2 a nech A je meratel’ná množina s konečnými µ1(A)
a µ2(A). Potom Π1 a Π2 sú disjunktné na A s pravdepodobnost’ou 1.

Dôkaz. Dôkaz nájdeme v Kingman (2002, str. 14).

k

Veta 4 (O superpoźıcii). Nech Π1,Π2, . . . je spoč́ıtatel’ná postupnost’ nezávislých
Poissonových procesov na S a nech Πn má mieru intenzity µn pre každé n. Potom
superpoźıcia týchto Poissonových procesov

Π =
∞∪
n=1

Πn

je Poissonov proces s mierou µ =
∑∞

n=1 µn.

Dôkaz. Označme Nn(A) počet bodov Πn v meratel’nej množine A. Ak je µn(A)
konečná pre všetky n, z lemmy 3 plat́ı, že náhodné množiny Πn sú disjunktné
na A, a teda počet bodov Π na A sa rovná

N(A) =
∞∑
n=1

Nn(A). (1.9)

Z vety 2 plat́ı N(A) ∼ P(µ). Ak µn(A) = ∞ pre nejaké n, potom

Nn(A) = N(A) = ∞

a (1.9) plat́ı triviálne.
Teraz stač́ı dokázat’, že N(A1), N(A2), . . . , N(Ak) sú nezávislé, ak Aj ∈ B(S)

pre j = 1, 2, . . . , k sú disjunktné. To je jasné, lebo náhodné veličiny

Nn(Aj), n = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , k (1.10)

sú všetky nezávislé a náhodná veličina N(Aj) je definovaná pomocou podmnoži-
ny takých velič́ın z (1.10), ktorá je disjunktná od zodpovedajúcich podmnož́ın
z (1.10) pre N(Ai), i = {1, 2, . . . , k} \ j.

k

1.4 Poissonov proces na R a R+

Nech Π je Poissonov proces na R a nech počet bodov Π na intervale A = (a, b)
má Poissonovo rozdelenie P(λ |A|), kde |A| označuje d́lžku A, λ > 0. Potom počet
bodov N(a, b) na intervale (a, b) má strednú hodnotu λ |A|, teda Π je Poissonov
proces s intenzitou λ. V dôkaze nasledujúcej vety sa využ́ıva usporiadanie reálnej
polopriamky.

7



Veta 5 (Interval Theorem). Nech Π je Poissonov proces s intenzitou λ na inter-
vale [0,∞) a pre body Π plat́ı

0 < X1 < X2 < X3 < . . .

Potom náhodné veličiny

Y1 = X1,

Yn = Xn −Xn−1, n ≥ 2

sú nezávislé a každá má hustotu pravdepodobnosti

g(y) = λ e−λy, y > 0. (1.11)

Dôkaz. Uvažujme náhodnú podmnožinu [0,∞) v tvare

Π′ = {X2 −X1, X3 −X1, . . . }.

Chceme ukázat’, že X1 a Π
′ sú nezávislé a že Π′ je Poissonov proces s intenzitou λ.

Podl’a Kingman (2002) uvažujme l’ubovol’nú spojitú funkciu f na intervale [0,∞),
ktorá je nulová mimo ohraničenej množiny a splňuje f(0) = 0. K nej prirad́ıme
súčet

Σ′ =
∞∑
n=2

f(Xn −X1).

Ked’ dokážeme, že X1 a Σ′ sú nezávislé a že Σ′ má rovnaké rozdelenie ako

Σ =
∞∑
n=1

f(Xn),

bude ukázané vyššie požadované.
Nech ξk je najmenš́ı celoč́ıselný násobok 2−k väčš́ı nežX1. Potom ξk je náhodná

veličina, ktorá pre k → ∞ klesá k X1, a teda

Σ′ = lim
k→∞

Σk,

Σk =
∞∑
n=2

f(Xn − ξk),

pričom f(x) = 0 pre x < 0. Pre každé z, x plat́ı

P(Σk ≤ z,X1 ≤ x) =
∞∑
l=1

P(Σk ≤ z,X1 ≤ x, ξk = l2−k). (1.12)

Ak ξk = l2−k, body Xn v (l2−k,∞) tvoria na danom intervale Poissonov proces,
ktorý je nezávislý od X1 < l2−k. Z toho

Σk =
∞∑
n=2

f(Xn − l2−k)
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má rovnaké rozdelenie ako Σ a

P(Σk ≤ z,X1 ≤ x, ξk = l2−k)

P(ξk = l2−k)
= P(Σk ≤ z,X1 ≤ x | ξk = l2−k) =

P(Σk ≤ z | ξk = l2−k)P(X1 ≤ x | ξk = l2−k) =

P(Σ ≤ z | ξk = l2−k)P(X1 ≤ x | ξk = l2−k) =

P(Σ ≤ z)
P(X1 ≤ x, ξk = l2−k)

P(ξk = l2−k)
.

Dosadeńım do (1.12) dostávame

P(Σk ≤ z,X1 ≤ x) = P(Σ ≤ z)P(X1 ≤ x) =

P(Σ ≤ z)P(N(0, x ] ≥ 1) = P(Σ ≤ z) (1− e−λx).

Pre k → ∞
P(Σ′ ≤ z,X1 ≤ x) = P(Σ ≤ z)

∫ x

0

λ e−λy dy,

z čoho vid́ıme, že Σ′ je nezávislé od X1 a má rovnaké rozdelenie ako Σ a X1

má hustotu pravdepodobnosti (1.11).
Indukciou dostávame, že pre každé m sú Y1, Y2, . . . , Ym a Πm nezávislé, kde

Πm = {Xm+1 −Xm, Xm+2 −Xm, . . . }

a každé Yi, i = {1, 2, . . . ,m} má hustotu pravdepodobnosti (1.11).

k

1.5 Ďaľsie vlastnosti Poissonovho procesu

Nech Π je Poissonov proces na S ⊆ Rd s mierou intezity µ, µ(S) < ∞.
Už vieme, že Π je skoro iste konečná podmnožina S a N(S) ∼ P

(
µ(S)

)
.

Poznámka. Označme Pn podmienenú pravdepodobnost’, pre ktorú plat́ı

Pn( . ) = P
(
. |N(S) = n

)
(1.13)

a p pravdepodobnostnú mieru na S

p( . ) =
µ( . )

µ(S)
. (1.14)

Veta 6. Nech A1, A2, . . . , Ak sú disjunktné podmnožiny S. Potom

Pn

(
N(A1) = n1, N(A2) = n2, . . . , N(Ak) = nk

)
=

n!

n0! . . . nk!
p(A0)

n0 . . . p(Ak)
nk ,

kde n0 = n−
∑k

j=1 nj a A0 = (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak)
c.

9



Dôkaz. Z (1.13) dostaváme

Pn

(
N(A1) = n1, N(A2) = n2, . . . , N(Ak) = nk

)
=

P
(
N(A1) = n1, N(A2) = n2, . . . , N(Ak) = nk|N(S) = n

)
=

P
(
N(A0) = n0, N(A1) = n1, N(A2) = n2, . . . , N(Ak) = nk

)
P
(
N(S) = n

) =

∏k
j=0 e

−µ(Aj) µ(Aj)
nj

nj !

e−µ(S) µ(S)
n

n!

=
n!

n0! . . . nk!

(
µ(A0)

µ(S)

)n0

. . .

(
µ(Ak)

µ(S)

)nk

=

n!

n0! . . . nk!
p(A0)

n0 . . . p(Ak)
nk

a v poslednej rovnosti sme použili (1.14).

k

Defińıcia 6. Nech S ⊆ Rd a A1, A2, . . . , Ak sú disjunktné podmnožiny S. Náhod-
ná lokálne konečná množina Π ⊆ S, ktorá splňuje

1. počet bodov Π je rovný n;

2. Pn

(
N(A1) = n1, . . . , N(Ak) = nk

)
= n!

n0!...nk!
p(A0)

n0 . . . p(Ak)
nk ,

kde n0 = n−
∑k

j=1 nj, A0 = (A1∪A2∪ · · ·∪Ak)
c a p je pravdepodobnostná miera

na S, sa nazýva Bernoulliho proces.

Poznámka. Pre Bernoulliho proces z defińıcie 6 plat́ı

E [N(A)] = n p(A).

Poznámka. Môžeme povedat’, že podmieneńım Poissonovho procesu naN(S) = n,
prevedieme Poissonov proces s konečnou mierou intenzity µ na Bernoulliho proces
s parametrom n a pravdepodobnostnou mierou p.

Veta 7 (O existencii Poissonovho procesu). Nech µ je neatomická miera na S(
t.j. µ({x}) = 0 ∀x ∈ S

)
, ktorú môžeme zaṕısat’ vo forme

µ =
∞∑
n=1

µn, µn(S) < ∞.

Potom existuje Poissonov proces na S s mierou intenzity µ.

Dôkaz. Bez újmy na všeobecnosti predpokladáme µn(S) > 0 pre všetky n. Nech

Nn, Xn r, n, r = 1, 2, 3, . . .

sú nezávislé náhodné veličiny, také, že Nn ∼ P
(
µn(S)

)
a Xn r má rozdelenie

pn( . ) =
µn( . )

µn(S)
.
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Označ́ıme
Πn = {Xn 1, Xn 2, . . . , XnNn}

a

Π =
∞∪
n=1

Πn.

Nech Nn(A) označuje počet bodov Πn na A. Pre množiny A1, A2, . . . , Ak dis-
junktné a A0 = (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak)

c z vety 6 plat́ı

P
(
Nn(A1) = m1, Nn(A2) = m2, . . . , Nn(Ak) = mk|Nn = m

)
=

m!

m0! . . .mk!
pn(A0)

m0 . . . pn(Ak)
mk ,

kde m0 = m−
∑k

j=1mj. Označ́ıme

∑
mj =

k∑
j=1

mj

a potom

P
(
Nn(A1) = m1, Nn(A2) = m2, . . . , Nn(Ak) = mk

)
=

∞∑
m=

∑
mj

P
(
Nn(A1) = m1, Nn(A2) = m2, . . . , Nn(Ak) = mk|Nn = m

)
·

·P(Nn = m) =

∞∑
m=

∑
mj

e−µn(S)
µn(S)

m

m!

m!

m0! . . .mk!

k∏
j=0

pn(Aj)
mj =

∞∑
m=

∑
mj

e−µn(S)
µn(S)

m

m!

m!

m0! . . .mk!

k∏
j=0

(
µn(Aj)

µn(S)

)mj

=

∞∑
m=

∑
mj

πm−
∑

mj

(
µn(A0)

) k∏
j=1

πmj

(
µn(Aj)

)
=

k∏
j=0

πmj

(
µn(Aj)

)
.

Teda Nn(Aj) ∼ P
(
µn(Aj)

)
sú nezávislé náhodné veličiny a Πn sú nezávislé Pois-

sonove procesy s pŕıslušnými mierami intenzity µn. Z vety 4 je potom Π Poissonov
proces s mierou intenzity µ.

k
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Kapitola 2

Simulácie Poissonovho procesu

2.1 Generovanie náhodných č́ısel z niektorých

rozdeleńı

Základom generovania náhodných č́ısel z určitého rozdelenia je transformova-
nie postupnosti náhodných velič́ın s rovnomerným rozdeleńım na intervale [0, 1]
na veličiny z požadovaného rozdelenia. Táto postupnost’ sa vytvára aritmetickými
procedúrami, kde náhodné č́ısla źıskavame pomocou rekurentných vzorcov, v kto-
rých následujúce č́ıslo záviśı na jednom či viacerých predchádzajúcich. Č́ısla ge-
nerované týmto spôsobom nazývame pseudonáhodné.

Nech náhodná veličina R má rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1), ṕı̌seme
R ∼ R(0, 1).

1. Generovanie náhodných č́ısel z Poissonovho rozdelenia.

Nech náhodná veličina X ∼ P(µ) a R ∼ R(0, 1). Uvažujme pravdepo-
dobnost’ πn(µ) z (1.2). Pravdepodobnost’, že X nadobudne hodnotu menšiu
alebo rovnú než n, je rovná

P (X ≤ n) =
n∑

k=0

πk(µ),

označme ju sn pre n = 0, 1, . . . a nech s−1 = 0.

Náhodné č́ıslo x z Poissonovho rozdelenia s parametrom µ potom generu-
jeme podl’a vzt’ahu:

akonáhle sn−1 < R ≤ sn, potom x = n.

2. Generovanie náhodných č́ısel z exponenciálneho rozdelenia s parametrom λ.

Nech je daná distribučná funkcia

F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0;

= 0, inak
(2.1)

a nech náhodná veličina R ∼ R(0, 1). Potom náhodná veličina X = F−1(R)
má exponenciálne rozdelenie s distribučnou funkciou F (x), kde F−1(R)
je inverzná funkcia k (2.1).
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Náhodné č́ıslo x z exponenciálneho rozdelenia s parametrom λ sa teda ge-
neruje podl’a vzt’ahu:

R = 1− e−λx

1−R = e−λx

ln(1−R) = −λx

x = −1

λ
ln(1−R).

2.2 Simulácia homogénneho Poissonovho proce-

su

Nech Π je homogénny Poissonov proces na S ⊂ Rd. Označme λ0 > 0 in-
tenzitu Π. Nasledujúce algoritmy formulujeme pomocou Moller,Waagepetersen
(2004, str. 23).

Algoritmus 1. Nech d = 1, potom Poissonov proces Π na S = [0, c], c > 0
simulujeme pomocou vety 5.

1. Zvoĺıme c > 0 pre S = [0, c] a λ0 > 0.

2. Označ́ıme ξ0 = 0 a nech
ξi = ξi−1 +X i

pre i = 1, 2, . . . , n+ 1, kde

0 < ξ1 < ξ2 < · · · < ξn ≤ c < ξn+1

a X1, X2, . . . , Xn+1 vygenerujeme nezávisle pomocou postupu 2 z podkapi-
toly 2.1. ako náhodné č́ısla z exponenciálneho rozdelenia s parametrom λ0.

3. Π = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} je Poissonov proces na S s intenzitou λ0.

Pŕıklad. Simulujme homogénny Poissonov proces Π na S = [0, 20] s intenzitou
λ = 2 pomocou algoritmu 1. Zdrojový kód v programe Wolfram Mathematica 9
je uvedený na priloženom CD. Generovanie náhodných č́ısel realizujeme pomocou
zabudovaného generátora.

0 5 10 15 20

Obr. 2.1: Realizácia homogénneho Poissonovho procesu na intervale S = [0, 20].

Algoritmus 2. Nech d ≥ 2 a S = [0, a1]× · · · × [0, ad].

1. Zvoĺıme a1, a2, . . . , ad > 0 pre S = [0, a1]× · · · × [0, ad] a λ0 > 0.

2. Pomocou postupu 1 z podkapitoly 2.1. vygenerujeme počet bodov N(S) ho-
mogénneho Poissonovho procesu Π ako náhodné č́ıslo z Poissonovho rozde-
lenia P(λ0 a1 . . . ad).
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3. Pomocou generátora náhodných č́ısel z rovnomerného rozdelenia na S vy-
generujeme umiestnenia nezávislých bodov

ξ1, ξ2, . . . , ξN(S),

kde ξj = (ξj1, . . . , ξ
j
d) a pre R ∼ R(0, 1)

ξjk = ak R, j = 1, . . . , N(S).

Potom body ξ1, ξ2, . . . , ξN(S) tvoria body Poissonovho procesu Π na S.

Poznámka. V 3. kroku algoritmu 2 vlastne generujeme Bernoulliho proces z de-
fińıcie 6.

Poznámka. Ak je S ohraničená množina, ale nie je daná v tvare [0, a1]×· · ·×[0, ad],
potom najprv simulujeme Poissonov proces na S0 ⊃ S, kde

S0 = [0, a1]× · · · × [0, ad]

a potom zanedbáme body v množine S0 \ S.
Pŕıklad. Simulujme homogénny Poissonov proces Π s intenzitou λ = 800 na mno-
žine S = [0, 1] × [0, 1] pomocou algoritmu 2. Zdrojový kód v programe Wolfram
Mathematica 9 je uvedený na priloženom CD. Generovanie náhodných č́ısel rea-
lizujeme pomocou zabudovaného generátora.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Obr. 2.2: Realizácia homogénneho Poissonovho procesu na S = [0, 1]× [0, 1].
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2.3 Simulácia nehomogénneho Poissonovho pro-

cesu

Nech Π je nehomogénny Poissonov proces na S ⊂ Rd. Označ́ıme λ(ξ), ξ ∈ S
funkciu intenzity Poissonovho procesu, ktorá je zhora ohraničená konštantou
λ0 ≥ 0.

Algoritmus 3. Nech d ≥ 2 a S = [0, a1]× · · · × [0, ad].

1. Zvoĺıme a1, a2, . . . , ad > 0 pre S = [0, a1] × · · · × [0, ad] a λ(ξ), ξ ∈ S.
Spoč́ıtame λ0 ≥ λ(ξ) ∀ξ ∈ S.

2. Pomocou postupu 1 z podkapitoly 2.1. vygenerujeme počet bodov N(S) ho-
mogénneho Poissonovho procesu Π0 ako náhodné č́ıslo z Poissonovho roz-
delenia P(λ0 a1 . . . ad).

3. Pomocou generátora náhodných č́ısel z rovnomerného rozdelenia na S vy-
generujeme umiestnenia nezávislých bodov

ξ1, ξ2, . . . , ξN(S),

ktoré tvoria body homogénneho Poissonovho procesu Π0 na S.

4. Pre každý bod ξi z Π0 spoč́ıtame jeho pravdepodobnost’ zachovania

p(ξi) =
λ(ξi)

λ0

, i = 1, . . . , N(S)

a vygenerujeme náhodné č́ıslo R(ξi) z rovnomerného rozdelenia na intervale
[0, 1].

5. Nehomogénny Poissonov proces Π źıskame ako nezávislé zúženie Π0 s prav-
depodobnost’ou zachovania p(ξi),

Π = {ξi ∈ Π0, i = 1, . . . , N(S) : R(ξi) ≤ p(ξi)}.

Poznámka. V algoritme 3 najprv simulujeme homogénny Poissonov proces Π0

s intenzitou λ0 a nehomogénny Poissonov proces Π s intenzitou λ(ξ) źıskame
pomocou nezávislého zúženia z defińıcie 5.

Pŕıklad. Simulujme nehomogénny Poissonov proces Π na

S =
{
(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ π

2

}
(2.2)

s intenzitou
λ(x, y) = 800 cos(x+ y)

pomocou algoritmu 3. Zdrojový kód v programe Wolfram Mathematica 9 je uve-
dený na priloženom CD. Generovanie náhodných č́ısel realizujeme pomocou za-
budovaného generátora.
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Obr. 2.3: Realizácia nehomogénneho Poissonovho procesu na S v (2.2) s intenzitou
λ(x, y) = 800 cos(x + y), kde (a) je homogénny Poissonov proces s λ0 = 800
a (b) je nehomogénny Poissonov proces s λ(x, y) = 800 cos(x+ y).

Pŕıklad. Simulujme nehomogénny Poissonov proces Π na S = [0, 2] × [0, 2] s in-
tenzitou

λ(x, y) = 700 exp{−x− y}

pomocou algoritmu 3. Zdrojový kód v programe Wolfram Mathematica 9 je uve-
dený na priloženom CD. Generovanie náhodných č́ısel realizujeme pomocou za-
budovaného generátora.
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Obr. 2.4: Realizácia nehomogénneho Poissonovho procesu na S = [0, 2] × [0, 2]
s intenzitou λ(x, y) = 700 exp{−x− y}, kde (a) je homogénny Poissonov proces
s λ0 = 700 a (b) je nehomogénny Poissonov proces s λ(x, y) = 700 exp{−x− y}.

2.4 Testovanie homogénneho Poissonovho pro-

cesu

Nech {ξ1, . . . , ξn} ∈ B ⊆ Rd je realizácia lokálne konečnej náhodnej množiny
B. Chceme zistit’, či {ξ1, . . . , ξn} je realizáciou homogénneho Poissonovho procesu.
Testujeme hypotézu

H0 : {ξ1, . . . , ξn} tvorı́ homogénny Poissonov proces
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oproti alternat́ıve

H1 : {ξ1, . . . , ξn} netvorı́ homogénny Poissonov proces

na hladine významnosti α. Vykonáme test úplnej priestorovej náhodnosti poṕı-
saný v sekcii 3.2.1 Diggle (2003, str. 31), ktorý spoč́ıva v rozdeleńı množiny B
na k disjunktných podregiónov B1, . . . , Bk, pre ktoré plat́ı

k∪
i=1

Bi = B,

|Bi| = |Bj| > 0, i, j = 1, . . . , k

(2.3)

a pre každú dvojicu bodov z daného podregiónu existuje spojnica spájajúca tieto
body, patriaca do podregiónu. V každom Bi spoč́ıtame počet bodov z {ξ1, . . . , ξn},
ktoré sa v ňom vyskytujú a označ́ıme ako xi.

Test hypotézyH0 oproti alternat́ıveH1 je daný testovou štatistikou nazývanou
index disperzie

I =
(k − 1) s2

x
, (2.4)

kde

s2 =
1

k − 1

k∑
j=1

(xj − x)2,

x =
1

k

k∑
j=1

xj.

Za platnosti H0 má I približne χ2-rozdelenie s k − 1 stupňami vol’nosti. H0 za-
mietame, ked’

I /∈
[
χ2
k−1, α

2
, χ2

k−1, 1−α
2

]
(2.5)

na hladine významnosti α.

Poznámka. Pre správnost’ testu predpokladáme λ |B| > 1 a je vhodné uvažovat’

k > 6, zároveň k < 10 pre n < 50 v {ξ1, . . . , ξn} a k ≥ 25 pre n > 5000.

Pŕıklad. Uvažujme realizácie Poissonovho procesu na obrázku 2.4. Na obidvoch
realizáciách prevedieme test hypotézy

H0 : {ξ1, . . . , ξn} tvorı́ homogénny Poissonov proces

oproti alternat́ıve

H1 : {ξ1, . . . , ξn} netvorı́ homogénny Poissonov proces

na hladine α = 10%. Množinu I = [0, 2] × [0, 2] rozdeĺıme na štvorcovú maticu
A = (aij), kde

aij = card

(
2i

5
,
2(i+ 1)

5

]
×
(
2j

5
,
2(j + 1)

5

]
, i, j = 0, . . . , 4. (2.6)

Matica A deĺı množinu I na k = 25 disjunktných podregiónov splňujúcich (2.3).
Počet realizovaných bodov v každom podregióne je vyjadrený pomocou aij. Plat́ı,
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že dosadeńım hodnôt do (2.5) je χ2
24, 0.05 = 13.8484 a χ2

24, 0.95 = 36.415, a teda
kritický obor je doplnok intervalu[

13.8484, 36.415
]
.

1. Pre obrázok 2.4 (a) plat́ı:

Počet bodov {ξ1, . . . , ξn} na I = [0, 2] × [0, 2] je rovný 2773. Počet bodov
v jednotlivých regiónoch znázorňujú prvky aij z (2.6) matice A(a),

A(a) =


105 97 116 108 100
115 119 100 117 127
105 123 108 117 105
110 113 134 107 119
114 94 112 97 111

 .

Po dosadeńı do (2.4) je I(a) = 20.2834, a teda nezamietame hypotézu, že (a)
je homogénny Poissonov proces.

2. Pre obrázok 2.4 (b) plat́ı:

Počet bodov {ξ1, . . . , ξn} na I = [0, 2] × [0, 2] je rovný 513. Počet bodov
v jednotlivých regiónoch znázorňujú prvky aij z (2.6) matice A(b),

A(b) =


81 42 32 29 13
53 39 16 14 15
37 33 12 10 6
19 10 10 5 4
15 11 3 2 2

 .

Po dosadeńı do (2.4) je I(b) = 416.288, a teda zamietame hypotézu, že (b)
je homogénny Poissonov proces.

Č́ıselné hodnoty v pŕıklade sme vypoč́ıtali pomocou naprogramovaného algoritmu
v programe Wolfram Mathematica 9, ktorý je uvedený na priloženom CD.
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