Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Veronika Krilova

Poissonuv proces

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: prof. RNDr. Viktor Benes, DrSc.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Finanéni matematika

Praha 2013



Podékovani

Touto cestou by som cheela pod’akovat vedicemu préace prof. RNDr. Viktorovi
Benesovi, DrSc. za odborni pomoc a vedenie pri vypracovani bakalarskej préace,
mnozstvo rad a pripomienok, ktoré pre mna boli drahocennym prinosom, jeho
velki ochotu a pocet poskytnutych konzultaénych hodin.



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou praci vypracovala samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroju.

Beru na védomi, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze za-
kona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova v Praze ma pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uziti této
prace jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zdkona.

V Praze dne 23.5.2013 Veronika Kralova



Nézev prace: Poissonuv proces
Autor: Veronika Kréalova
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: prof. RNDr. Viktor Benes, DrSc., Katedra pravdépo-
dobnosti a matematické statistiky

Abstrakt: Poissonuv proces je ndhodna mnozina, ktera analyzuje vyskyt nezavis-
Iych nahodnych bodu v urc¢ité mnoziné. Predmétem zkoumdani jsou vlastnosti
této ndhodné mnoziny. Zakladni definice a véty jsou uvedeny pro euklidovské
prostory libovolné dimenze a pozdéji pouzité pii simulovani ruznych typu Pois-
sonovych procesu. K jednotlivym simulacim jsou uvedeny algoritmy postupu a
naprogramované zdrojové kody. Statistickym testem tplné prostorové nahodnosti
v zavéru ovérime, zda vybrané simulované procesy jsou opravdu homogenni Po-
issonovy procesy s uvedenymi vlastnostmi.

Klicova slova: lokalne koneé¢nd nahodna mnozina, Poissonovo rozdéleni, simulace
Poissonova procesu, test iplné prostorové nahodnosti

Title: Poisson process
Author: Veronika Kralova
Department: Department of Probability and Mathematical Statistics

Supervisor: prof. RNDr. Viktor Benes, DrSc., Department of Probability and Mat-
hematical Statistics

Abstract: Poisson process is a random set, which analyses an occurrence of the in-
dependent random points in a certain set. An object of study are probabilistic
properties of this random set. Basic definitions and properties are formulated
for the Euclidean spaces of arbitrary dimension and used to simulate different
types of Poisson processes. We provide the algoritm procedures and source codes
for each simulation. Statistical test of complete spatial randomness (CSR) verifies
in conclusion, if the simulated processes are really homogeneous Poisson processes
with specific properties.

Keywords: locally finite random set, Poisson distribution, simulation of the Pois-
son process, test of complete spatial randomness



Nazov prace: Poissonov proces
Autor: Veronika Kréalova
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedici bakaldrskej prace: prof. RNDr. Viktor Benes, DrSc., Katedra pravdépo-
dobnosti a matematické statistiky

Abstrakt: Poissonov proces je nahodna mnozina, ktord analyzuje vyskyt nezavis-
lych ndhodnych bodov v uréitej mnozine. Predmetom skimania st pravdepodob-
nostné vlastnosti tejto ndhodnej mnoziny. Zakladné definicie a vety st uvedené
pre euklidovské priestory Tubovolnej dimenzie a neskor pouzité pri simulovani
roznych typov Poissonovych procesov. K jednotlivym simulaciam si uvedené al-
goritmy postupov a naprogramované zdrojové kédy. Statistickym testom tplnej
priestorovej ndhodnosti v zavere overime, ¢i vybrané simulované procesy su na-
ozaj homogénne Poissonove procesy s uvedenymi vlastnostami.

Klicové slova: lokdlne koneénd ndhodnd mnozina, Poissonovo rozdelenie, simulé-
cia Poissonovho procesu, test uplnej priestorovej nahodnosti



Obsah

Uvod 1
1 Poissonov proces v R? 2
1.1 Zakladné pojmy . . . . . . . ..o 2
1.2 Heuristické odvodenie Poissonovho rozdelenia . . . . . . .. . .. 4
1.3  Zakladné vlastnosti Poissonovho procesu . . . . . . ... .. ... 6
1.4 Poissonov procesna RaR, . .. ... ... ... ... ... 7
1.5 Dalsie vlastnosti Poissonovho procesu . . . . . . . .. .. ... .. 9
2 Simulacie Poissonovho procesu 12
2.1 Generovanie ndhodnych ¢isel z niektorych rozdeleni . . . . . . .. 12
2.2 Simulacia homogénneho Poissonovho procesu . . . . . . . . .. .. 13
2.3 Simulacia nehomogénneho Poissonovho procesu . . . . . . .. .. 15
2.4 Testovanie homogénneho Poissonovho procesu . . . . .. . .. .. 17
Literatara 20

Zoznam obrazkov 21



Uvod

Poissonov proces je diskrétny ndhodny proces, ktory definujeme ako ndhodnt
lokalne koneénu podmnozinu euklidovského priestoru. Prvky Poissonovho procesu
st ndhodné body, ktoré si rozmiestnené bez zretelnej pravidelnosti v ohranicenej
mnozine. Ich pocet méa Poissonovo rozdelenie, ktoré je dosledkom ich celkovej
nezavislosti vyskytujicej sa v nasich predpokladoch.

7 toho dovodu uvadzame podkapitolu heuristického odvodenia Poissonovho
rozdelenia, ktorej ndmet sme ¢erpali z knihy Kingman (2002, str. 9) a doplnili
ho o detailné kroky spolu s objasnenim postupu. Pred tym vsak uvadzame defi-
niciu, vlastnosti konvergencie a odvodenie momentov nahodnej velic¢iny s Poisso-
novym rozdelenim.

Praca sa v hlavnej miere opiera o teériu z knihy Kingman (2002), z kto-
rej su pouzité dolezité vety a vlastnosti tykajuce sa Poissonovho procesu. Me-
dzi najdolezitejsie oznacujeme Vetu o superpozicii a Interval Theorem, ktory patri
k najzékladnejsim vetam Poissonovej tedrie. Dokazy st doplnené o dolezité kroky,
ktoré pomahaju k presnému pochopeniu ich jednotlivych casti.

V druhej kapitole sa zaoberame simulaciami homogénnych a nehomogénnych
Poissonovych procesov. Idea simulécii, pomocou ktorej sme skonstruovali jednot-
livé algoritmy a postupy, je predstavend v knihe Moller, Waagepetersen (2004,
str. 23). Ku kazdému prikladu je uvedend jeho realizdcia, simulovand pomocou
naprogramovaného zdrojového kédu v programe Wolfram Mathematica 9.

V zavere testujeme priklady z predchédzajicej ¢asti a overujeme, ¢i sa skutoc-
ne jednd o dany Poissonov proces. Myslienka testu z knihy Diggle (2003, str.
31) sa opiera o uplni priestorovii ndhodnost a je pouzitd na popis algoritmu
testu a jeho naprogramovanie v programe Wolfram Mathematica 9. Vysledky
st demonstrované v priklade v zavere prace.



Kapitola 1

Poissonov proces v R

1.1 Zakladné pojmy

Nech (92, F,P) je pravdepodobnostny priestor.
Definicia 1. Ndhodnd velicina X md binomické rozdelenie, piseme X ~ %B(n,p),
pren € N, p € (0,1), ak plati
n T n—r
P(X=r)={ |r(1-p (1.1)

prer € {0,1,2,...,n}.

Definicia 2. Ndhodnd velicina X md Poissonovo rozdelenie s parametrom p > 0,
piseme X ~ P(u), ak nadobida hodnotu z oboru celijch nezdporngch ¢isel a

P(X =n)=m(u) =e*— (1.2)

pren € NU{0}.

Definiciu 2 rozsirime pre hrani¢né body 0 a oo:
e X ~ Z0)akP(X =0)=1;
o X ~ H(cx)ak P(X =00) =1.

Veta 1. NechY,, ~ B(n,p,), X ~ P(n) a nechlim, . np, = p, kde p, € (0,1),
p € (0,00) aneN. Potom

lim P (Y, =k) =P (X = k)

n—oo

pre k=0,1,...



Dokaz. Z (1.1) dostavame

lim P (Y, = k) = lim (k)pn’“(l —pa)" =

n—o0 n—oo

n—oo kKl n n n, n/ .\ n/
k—krat —e M —1
—1
k
Y
et —=P(X =k),
k!

kde v poslednej rovnosti sme pouzili (1.2).

3

V nasledujticom texte budeme uvazovat konvergenciu postupnosti a radov nadhod-
nych velicin v zmysle konvergencie pre kazdé w € €.

Veta 2 (O spocitatelnej aditivite). Nech X, j = 1,2,... si nezdvislé ndhodné
veliciny a nech Xj ~ P(u;) pre kazdé j. Ak o = Y77, ji; konverguje, potom
aj Z = 372, X; konverguje a Z ~ (o). Naopak, ak o diverguje, potom aj Z
diverguge.

Dékaz. Indukciou podla n plati, ze Z, = 7" X;j ~ P(0n), kde 0, = 370 1.
Teda pre kazdé r

n k
0, On
P(ZnST)IP<ZXJST> :Zm(an):Ze F
j=1
Nahodné javy [Z, < r| pre fixné r tvoria nerastticu postupnost v n,

2. <1l =12 <.
Potom zo spojitosti pravdepodobnostnej miery
iz -2 (X ) < e (S0 < i S
j=1 j=1 k=0

Ak o, konverguje k 0 < oo, zo spojitosti m; plati, ze

P(Z <r)= lim Z?Tk(O'n) = Zﬂ'k(O'),
k=0 k=0

a teda
.

P(Z=r)=n.(0)=¢"° %.

Z toho vidime, ze Z je konetné a Z ~ P (o).

3



V pripade, ze 0,, — oo, plati

T

r k
P2 <) =l ) melow) = lim 7" 3, 2 =0

takze P(Z > r) = 1 pre kazdé r. Teda Z diverguje s pravdepodobnostou 1.

3

Nech X ~ Z(u). Ak z je redlne alebo komplexné ¢islo, |z| < 1, potom ndhodna
velicina ¥ je ohranicend a jej stredné hodnota sa rovna

E2* = Zﬂn(u)z" =e ¥ Z (122)

n!

n
—= eilu’euz — 67“(172)

n=0

pre 0 < pu < oco. Z danej rovnosti ziskame hodnoty momentov nahodnej veliciny
X derivovanim a polozenim z = 1:

EX =y,
E[X(X -1)] =4

ey

z ¢oho dostaneme E X2 = p + p?, a teda rozptyl ndhodnej veli¢iny X je rovny
var X = L.

1.2 Heuristické odvodenie Poissonovho rozdele-
nia

Uvazujme body ndhodne rozmiestnené v rovine R?. Pre Iubovolnt borelovski
mnozinu A C R? nech pocet bodov N(A) v A je ndhodna veli¢ina. Ozna¢me A,
kruh v R? s polomerom ¢ a pre n > 0

pa(t) = P(N(A) =n);

0u(t) = B(N(A)) < n). 43

Pravdepodobnost, ze v medzikruzi Ay, \ Ay, b > 0 sa vyskytuje prave jeden
bod, sa rovna pravdepodobnosti, ze hodnota ndhodnej veliciny N(A;) sa zvysi
o 1, prave ked polomer ¢ sa zvysi o h. Pre malé h tito pravdepodobnost predpo-
kladdme mali. Ak zanedbame pravdepodobnost vyskytu 2 a viac bodov v tomto
medzikruzi, tak sa tato pravdepodobnost rovnd u(t + h) — pu(t), kde

u(t) = E[N(A)].

Ak je pocet bodov v Ayyp \ Ay nezdvisly od poctu bodov v mnozine A;, potom
pre malé h plati

4ult) = @ult + 1) = pu(t)(u(t + ) — pu(t)). (1.4)
Pre h — 0 dostaneme z (1.4) diferencialnu rovnicu prvého radu,

dg, _, dr

_ G, G 1.5
a Py (1.5)



Z (1.3) vidime, ze py = qo, Pn = ¢n — Gn—1, €0 sa po dosadeni do (1.5) pre n =0

rovna
dpo _ dn

Tt P
apren > 1

_dpn _dgnoy _di
dt dt Prqy

RO T 1

a Pty TPy
%_( _ )d_“
dt — n—1 Pn dt

Ak v rovnici (1.6) prevedieme py na Tavii stranu, po tiprave dostaneme

d
E(logpo +p) =0

a z pociatoctnych podmienok py(0) = 1, 4(0) = 0 plynie

logpo +p =0
po(t) — 1)

pre vsetky t. Rovnicu (1.7) upravime na tvar

d dpn, dp
. rYy — 20 oM [
qPret) =g et Tty
dp dp P
_ I [ I
(pn—l pn)e dt +pn6 dt Pn—1€

a kedze p,(0) =0 pre n > 1,

t
d
pa(t) = e / P (s) e P
0 ds

Z toho indukciou podla n a so zaciatkom (1.8) dostaneme

ds

t du
pl(t) — 6u(lt)/o p0(5> ehs) 22 qg = ¢ 1) M(t>7

1 t
o0 L (u(t)? — p(0)?) = e 140
2 —— 2
0
_ k() (t)n
pn(t) =€ n' 9

a teda N (A;) mé Poissonovo rozdelenie & (pu(t)).

(1.6)

(1.8)



1.3 Zakladné vlastnosti Poissonovho procesu

Nech R? je euklidovsky priestor dimenzie d, v celej praci S uzavretd konvexnd
podmnozina R? s borelovskou g-algebrou B(S) a By C B(S) systém vsetkych
ohranic¢enych mnozin. Mnozina B C S je lokdlne konetné, ked BN K je konetna
pre kazdi K € By. Bud I systém lokdlne koneénych podmnozin S so o-algebrou

N=c({AeN: N(ANB)=m: B € By,m e NU{0}}).

Ndhodnd lokélne koneénd mnozina B je meratelné zobrazenie z pravdepodob-
nostného priestoru (Q, F,P) do (9, N).

Definicia 3. Ndhodnd lokdlne konecnd podmnozina 11 priestoru S je Poissonov
proces, ak plati:

1. pre kazdi mnozinu A € B(S) md N(A) Poissonovo rozdelenie s parametrom
w=pu(A), 0 < pu < oo, kde ndhodnd velicina N(A) uddva pocet bodov 11
vA;

2. pre lubovolné mnoZiny Ay, As, ..., A, € B(S), n € N po dvoch disjunktné
st ndhodné veliciny N(A;), N(Asz),..., N(A,) nezdvislé.
Pozndmka. Pre kazdi meratelnd mnozinu A C S z vlastnosti Poissonovho rozde-
lenia plynie
E [N(A)] = (4).
S pravdepodobnostou 1 plat{ nasledujica implikécia:

1. Ak je p(A) konecnd, potom II N A je konecnd. Specidlne, ak p(A4) = 0,
potom ITN A = (.

2. Ak je u(A) = oo, potom II N A je spocitatelne nekonecnd.

Pozndamka. p z definicie 3 nazyvame aj miera intenzity. Ak je dana ako

u(A) = /A A(E) de.

A: S — [0,00) sa nazyva funkcia intenzity a je lokdlne integrovatelnd pre vsetky
ohranicené A C S. \(£) d§ mdzeme interpretovat ako pravdepodobnost vyskytu
bodu v nekonecne malej sfére so stredom & a objemom d€.

Definicia 4. Poissonov proces 11 s funkciou intenzity A na priestore S sa nazijva
homogénny Poissonov proces, ak A\ > 0 je konstanta (v takom pripade X nazgvame
intenzita). Inak ide o nehomogénny Poissonov proces.

Pozndamka. Homogénny Poissonov proces II s intenzitou A = 1 na priestore S
sa nazyva jednotkovy Poissonov proces.

Definicia 5 (Moller, Waagepetersen, 2004, str. 21). Nech p : S — [0, 1] je mera-
telnd funkcia a II Poissonov proces na S. Poissonov proces I, C 11 ziskany za-
hrnutim & € 11 do g, s pravdepodobnostou p(€), kde body si zahrnuté /vyradené
nezdvisle od seba, sa nazjva nezdvislé zuzenie I1 s pravdepodobnostou zachovania
p(&),& € S. Teda

Wepin = {§ € I1: R(§) < p()},
kde R(), & € 11, maju rovnomerné rozdelenie na intervale [0,1] a si vzdjomne
nezavislé a nezavislé od 11.



Pozndmka. Ak II je jednotkovy Poissonov proces, potom Il;;, ma funkciu inten-
zity p(§).

Lemma 3 (O zdisjunktneni). Nech II; ally si nezdvislé Poissonove procesy na S
s mierami intenzity iy a py a nech A je meratelnd mnoZina s konecnymi i (A)
a pz(A). Potom T a Iy st disjunkiné na A s pravdepodobnostou 1.

Dékaz. Dokaz ndjdeme v Kingman (2002, str. 14).

J

Veta 4 (O superpozicii). Nech 111,11y, ... je spocitatelnd postupnost nezdvislych
Poissonovijch procesov na S a nech I1,, ma mieru intenzity p, pre kazdé n. Potom
superpozicia tychto Poissonovych procesov

IT= G IT,
n=1

je Poissonov proces s mierou pr =y " fin.

Doékaz. Oznaéme N, (A) pocet bodov II,, v meratelnej mnozine A. Ak je pu,(A)
koneénd pre vsetky n, z lemmy 3 plati, ze ndhodné mnoziny II, st disjunktné
na A, a teda pocet bodov Il na A sa rovna

N(A) =) Nu(A). (1.9)

Z vety 2 plati N(A) ~ Z(u). Ak p,(A) = oo pre nejaké n, potom

a (1.9) plati trividlne.
Teraz staci dokdzat, ze N(A1), N(Az),..., N(Ag) st nezdvislé, ak A; € B(S)
pre 7 = 1,2, ... k st disjunktné. To je jasné, lebo ndhodné veli¢iny

No(A)), n=1,2..., j=12.. .k (1.10)

st vietky nezavislé a nahodnd velicina N(A;) je definovand pomocou podmnozi-
ny takych veliécin z (1.10), ktord je disjunktnd od zodpovedajicich podmnozin
z (1.10) pre N(A;), i ={1,2,...,k} \ J.

d

1.4 Poissonov proces na R a R,

Nech IT je Poissonov proces na R a nech pocet bodov II na intervale A = (a, b)
m4 Poissonovo rozdelenie 2 (X |Al), kde | A| oznacuje dlzku A, A > 0. Potom pocet
bodov N(a,b) na intervale (a,b) ma stredni hodnotu A|A|, teda II je Poissonov
proces s intenzitou A. V dokaze nasledujicej vety sa vyuziva usporiadanie realnej
polopriamky:.



Veta 5 (Interval Theorem). Nech II je Poissonov proces s intenzitou \ na inter-
vale [0,00) a pre body 11 plati

O<Xi<Xo<Xs< ...
Potom ndhodné veliciny

}/1:X1a
Yn:Xn_Xn—la n>2

st nezavislé a kazZdda ma hustotu pravdepodobnosti

gly) = e, y>0. (1.11)

Dékaz. Uvazujme ndhodni podmnozinu [0, c0) v tvare

I'={X, — X, X3 — Xq,... }.
Chceme ukézat, ze X; a II’ st nezavislé a Ze II' je Poissonov proces s intenzitou \.
Podl'a Kingman (2002) uvazujme lubovolnt spojiti funkciu f na intervale [0, c0),
ktora je nulovd mimo ohrani¢enej mnoziny a spliuje f(0) = 0. K nej priradime
sucet

Y=Y (X, - Xy).
n=2

) ’~ ~ 7 s’ . ’ ~ s’ 7 .
Ked dokazeme, ze X; a ¥’ su nezavislé a ze X' mé rovnaké rozdelenie ako

Y= Zf(Xn)7

bude ukézané vyssie pozadované.
Nech &, je najmensi celoéiselny nasobok 27% viacsi nez X, . Potom &, je ndhodna,
velicina, ktora pre kK — oo klesa k X, a teda

Y = lim %F,
k—o00
SR = (X = &),
n=2
pricom f(z) =0 pre z < 0. Pre kazdé z, x plati

P <z Xi<o)=) BE <z X< =127 (L12)
=1

Ak & = 127% body X,, v (127% oc0) tvoria na danom intervale Poissonov proces,
ktory je nezavisly od X; < 127%. Z toho

sk = i f(X, —1277)
n=2



ma rovnaké rozdelenie ako ¥ a
P(XF <2, X <a,& =127F)
P(&, = 127F)
PEF <2 |4 =2"PX1<z|&=127")=
PE<z|&=2"PX,<z|&=127")=
P(X; <x,& =127F)
P(&, = 127F)

=PEF <2, X1 <o |&=127F) =

P(X < z)

Dosadenim do (1.12) dostavame

P(XF <z, X, <2)=P(X < 2)P(X; <)
P(X < 2)P(N(0,2] > 1)

AVARR VAN

P(X < 2)(1—e™).

Pre £ — oo

P <z, X, <z2)=PXE< Z)/ Ae™ dy,
0

z ¢oho vidime, ze X' je nezavislé od X; a mé rovnaké rozdelenie ako ¥ a X
ma hustotu pravdepodobnosti (1.11).
Indukciou dostavame, ze pre kazdé m su Y7, Ys, ..., Y, a II" nezavislé, kde

Hm - {Xm+1 - Xm; Xm+2 - Xm; e }

a kazdé Y;, i = {1,2,...,m} ma hustotu pravdepodobnosti (1.11).

1.5 Dalsie vlastnosti Poissonovho procesu
Nech II je Poissonov proces na S C R? s mierou intezity p, u(S) < oo.
Uz vieme, Ze II je skoro iste konetnd podmnozina S a N(S) ~ 2 (u(9)).

Pozndmka. Oznac¢me P,, podmieneni pravdepodobnost, pre ktori plati
P.(.) =P(.|N(S) =n) (1.13)
a p pravdepodobnostni mieru na S

p(.) = % (1.14)

Veta 6. Nech Ay, Ao, ..., Ay su disjunktné podmnoziny S. Potom

P"(N(A1> - nlaN(A2) = Ngo,.. ,N(Ak) = nk) =

n!

ol gt PR DA

kde ng =n— S

Jj=1

nj aA():(AlUAQUUAk)C



Dokaz. 7 (1.13) dostavame

P“(N(A1> - nlaN(A2) = ng,...,N(Ak) = nk) =
P(N<A1) = nl,N(AQ) = ng,...,N(Ak) = nk|N(S) — n) —

IP’(N(AO) =ng, N(A1) =n1, N(Ay) = ng, ..., N(Ax) = nk) B
P(N(S) =n)

n! . )
ol P p(A)™

a v poslednej rovnosti sme pouzili (1.14).

3

Definicia 6. Nech S CR? a Ay, Ao, ..., Ay, st disjunktné podmnoziny S. Ndhod-
nd lokdlne konecnd mnozina I1 C S, ktord splniuje

1. pocet bodov I1 je rovny n;

kde ng = n — Z;?:l nj, Ag = (A1 UAU---UAL) ap je pravdepodobnostnd miera
na S, sa nazyva Bernoulliho proces.

Pozndmka. Pre Bernoulliho proces z definicie 6 plati
E[N(A)] = np(A).

Pozndmka. Mozeme povedat, Ze podmienenim Poissonovho procesu na N(S) = n,
prevedieme Poissonov proces s kone¢nou mierou intenzity p na Bernoulliho proces
s parametrom n a pravdepodobnostnou mierou p.

Veta 7 (O existencii Poissonovho procesu). Nech p je neatomickd miera na S
(t.4. p({z}) = 0 Vo € S), ktori mozeme zapisal vo forme

= tn, n(S) < o0
n=1
Potom existuje Poissonov proces na S s mierou intenzity .

Dékaz. Bez ijmy na vseobecnosti predpokladdme p,,(S) > 0 pre vsetky n. Nech
No, Xy, nyr=1,2,3,...

su nezdvislé nahodné velic¢iny, také, ze N, ~ gz(un(S )) a X,,, méa rozdelenie




Oznacime
Hn - {anaXnQa cee 7XnNn}

IT = G IL,.
n=1

Nech N,(A) oznacuje pocet bodov II, na A. Pre mnoziny Ay, Ao, ..., A dis-
junktné a Ag = (A; U Ay U U Ag)° z vety 6 plati

P(Nn(/h) = m, Nn(Ag) =mag,..., Nn(Ak) = mkan = m) =

m! -
mO! B ‘ pn(AO) .. pn(Ak) )

k .
kde mo =m — 3_7_, m;. Oznacime

k
E m]’: E mj
j=1

a potom
P(Nn(Al) =mj, Nn(Ag) =MmMmag,..., Nn(Ak) = mk) =
> P(Nu(Ar) = my, Nu(As) = ma, ..., No(Ar) = my| N, = m)-
m=y, m;
P(N,, =m) =
o) m k
— i (S) fin(S) m! N
Z ¢’ m! mO!...mk!Hpn(A]) N
m=y_ m; 7=0
00 m k m;
Z 67un(S) :un(5> m! H Nn(AJ) _
m! mel...my! o (S)
m=y,m; 7=0
Z Tm—3"m; ,un AO Hﬂ-m] ,un Hﬂ-m] Mn
m=3_m;

Teda N,(A;) ~ P (un(A;)) st nezévislé ndhodné veliciny a II,, st nezdvislé Pois-
sonove procesy s prislusSnymi mierami intenzity p,. Z vety 4 je potom II Poissonov
proces s mierou intenzity . .
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Kapitola 2

Simulacie Poissonovho procesu

2.1 Generovanie ndhodnych c¢isel z niektorych
rozdeleni

Zakladom generovania nahodnych ¢isel z urcitého rozdelenia je transformova-
nie postupnosti ndhodnych veli¢in s rovnomernym rozdelenim na intervale [0, 1]
na veli¢iny z pozadovaného rozdelenia. Tato postupnost sa vytvéra aritmetickymi
procedirami, kde ndhodné ¢isla ziskavame pomocou rekurentnych vzorcov, v kto-
rych nésledujtice &slo zavisi na jednom ¢ viacerych predchadzajicich. Cisla ge-
nerované tymto sposobom nazyvame pseudonahodné.

Nech ndhodné veli¢ina R ma rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1), piSeme

R~ %(0,1).

1. Generovanie ndhodnych ¢isel z Poissonovho rozdelenia.

Nech ndhodna velicina X ~ Z(u) a R ~ #(0,1). Uvazujme pravdepo-
dobnost 7, (1) z (1.2). Pravdepodobnost, ze X nadobudne hodnotu mensiu
alebo rovnu nez n, je rovna

P(X <n)=> m(n),

ozna¢me ju s, pre n =0,1,... anech s_; = 0.
Néhodné ¢islo x z Poissonovho rozdelenia s parametrom p potom generu-
jeme podla vztahu:

akondhle s, 1 < R < s, potom x = n.

2. Generovanie nahodnych ¢isel z exponencidlneho rozdelenia s parametrom .
Nech je dana distribu¢na funkcia

Flx)=1—e?" 1>0;

=0, mak

(2.1)

a nech ndhodn4 velicina R ~ £(0,1). Potom ndhodné velicina X = F~(R)
m4 exponencidlne rozdelenie s distribu¢nou funkciou F(z), kde F~(R)
je inverznd funkcia k (2.1).

12



Néhodné ¢islo x z exponencidlneho rozdelenia s parametrom A sa teda ge-
neruje podla vztahu:

R=1—-¢?
l-R=¢"
In(l - R)=—-X\x

- —§ In(1 = R).

2.2 Simulacia homogénneho Poissonovho proce-
su

Nech II je homogénny Poissonov proces na S C R Oznaéme )y > 0 in-
tenzitu II. Nasledujice algoritmy formulujeme pomocou Moller, Waagepetersen
(2004, str. 23).

Algoritmus 1. Nech d = 1, potom Poissonov proces Il na S = [0,¢], ¢ > 0
simulujeme pomocou vety 5.

1. Zwvolime ¢ > 0 pre S = [0,¢| a Ay > 0.

2. Oznacime £° =0 a nech o '
é—l:glfl_"_X’L
pret=1,2,....n+1, kde
0<&l << . <" <e<emtt

a X1, X2 ..., X" wygenerujeme nezdvisle pomocou postupu 2 z podkapi-
toly 2.1. ako nahodné cisla z exponencidlneho rozdelenia s parametrom \g.

8 M ={&,& ...} je Poissonov proces na S s intenzitou \g.

Priklad. Simulujme homogénny Poissonov proces II na S = [0,20] s intenzitou
A = 2 pomocou algoritmu 1. Zdrojovy kéd v programe Wolfram Mathematica 9
je uvedeny na prilozenom CD. Generovanie ndhodnych ¢isel realizujeme pomocou
zabudovaného generatora.

L . o " 4o n | - | J

0 5 10 15 20

Obr. 2.1: Realizdcia homogénneho Poissonovho procesu na intervale S = [0, 20].

Algoritmus 2. Nechd >2 a S =1[0,a1] x -+ x [0, aq).
1. Zvolime ay,as,...,aq >0 pre S =[0,a1] X -+ x [0,a4] @ A\g > 0.

2. Pomocou postupu 1 z podkapitoly 2.1. vygenerujeme pocet bodov N(S) ho-
mogénneho Poissonovho procesu Il ako ndhodné ¢islo z Poissonovho rozde-
lenia P (Noay ...aq).

13



3. Pomocou generdtora ndhodnych cisel z rovnomerného rozdelenia na S vy-
generujeme umiestnenia nezdvislych bodov

e, e,
kde & = (€],...,6)) a pre R ~ Z(0,1)
g=a,R j=1,...,N(5).
Potom body £, €2, ..., NG tvoria body Poissonovho procesu I1 na S.

Pozndmka. V 3. kroku algoritmu 2 vlastne generujeme Bernoulliho proces z de-
finicie 6.

Pozndamka. Ak je S ohrani¢end mnozina, ale nie je dand v tvare [0, a;]x- - - %[0, a4,
potom najprv simulujeme Poissonov proces na Sy O .S, kde

S(): [0,&1] X X [O,&d]

a potom zanedbame body v mnozine Sy \ S.

Priklad. Simulujme homogénny Poissonov proces II s intenzitou A = 800 na mno-
zine S = [0,1] x [0, 1] pomocou algoritmu 2. Zdrojovy kéd v programe Wolfram
Mathematica 9 je uvedeny na prilozenom CD. Generovanie ndhodnych ¢isel rea-
lizujeme pomocou zabudovaného generatora.

10

08f"

o6

oa} o St e

02

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 2.2: Realizdcia homogénneho Poissonovho procesu na S = [0, 1] x [0, 1].
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2.3 Simulacia nehomogénneho Poissonovho pro-
cesu

Nech IT je nehomogénny Poissonov proces na S C R Oznacime A\(€), & € S
funkciu intenzity Poissonovho procesu, ktora je zhora ohrani¢end konstantou
Ao > 0.

Algoritmus 3. Nechd >2 a S =1[0,a1] x --- x [0, aq).

1. Zwolime ay,as,...,aq > 0 pre S = [0,a1] X -+ x [0,aq] a A(§), § € S.
Spocitame N\g > \(&) V& € S.

2. Pomocou postupu 1 z podkapitoly 2.1. vygenerujeme pocet bodov N(S) ho-
mogénneho Poissonovho procesu 11y ako ndhodné cislo z Poissonovho roz-

delenia P (Noay .. .aq).

3. Pomocou generdtora ndhodnych cisel z rovnomerného rozdelenia na S vy-
generujeme umiestnenia nezdavislych bodov

517£27 R 7£N(S)7
ktoré tvoria body homogénneho Poissonovho procesu Iy na S.

4. Pre kazdyj bod £ z 11y spocitame jeho pravdepodobnost zachovania

per =" =1 )

a vygenerujeme ndhodné ¢islo R(£Y) z rovnomerného rozdelenia na intervale

0,1].

5. Nehomogénny Poissonov proces 11 ziskame ako nezdvislé zizZenie 1y s prav-
depodobnostou zachovania p(£?),

M= {¢elyi=1,..,N(S):R(E)<pE)}

Pozndmka. V algoritme 3 najprv simulujeme homogénny Poissonov proces Il
s intenzitou \g a nehomogénny Poissonov proces II s intenzitou A(§) ziskame
pomocou nezavislého zizenia z definicie 5.

Priklad. Simulujme nehomogénny Poissonov proces II na

S:{(x,y)ERz:xEO,yZO,m—i—yﬁg} (2.2)

S intenzitou

Mz, y) = 800 cos(z + y)

pomocou algoritmu 3. Zdrojovy kéd v programe Wolfram Mathematica 9 je uve-
deny na prilozenom CD. Generovanie nahodnych ¢isel realizujeme pomocou za-
budovaného generatora.
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0.5 10 15

Obr. 2.3: Realizdcia nehomogénneho Poissonovho procesuna S v (2.2) s intenzitou
Az,y) = 800cos(x + y), kde (a) je homogénny Poissonov proces s Ay = 800
a (b) je nehomogénny Poissonov proces s A\(x,y) = 800 cos(z + y).

Priklad. Simulujme nehomogénny Poissonov proces II na S = [0,2] x [0,2] s in-

tenzitou
Az, ) = 00 exp{— — y}

pomocou algoritmu 3. Zdrojovy kéd v programe Wolfram Mathematica 9 je uve-
deny na prilozenom CD. Generovanie nahodnych ¢isel realizujeme pomocou za-
budovaného generatora.
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Obr. 2.4: Realizdcia nehomogénneho Poissonovho procesu na S = [0,2] x [0, 2]
s intenzitou A(z,y) = 700 exp{—x — y}, kde (a) je homogénny Poissonov proces
s Ao = 700 a (b) je nehomogénny Poissonov proces s A(z,y) = 700 exp{—x — y}.

2.4 Testovanie homogénneho Poissonovho pro-

cesu
Nech {£},...,£"} € B C RY je realizdcia lokdlne kone¢nej ndhodnej mnoziny
B. Chceme zistit, ¢i {€1, ..., "} je realizdciou homogénneho Poissonovho procesu.

Testujeme hypotézu

Hy: {€',...,€"} tvor{ homogénny Poissonov proces

17



oproti alternative
Hy : {€Y, ..., €"} netvord homogénny Poissonov proces

na hladine vyznamnosti a. Vykoname test tuplnej priestorovej ndhodnosti popi-
sany v sekcii 3.2.1 Diggle (2003, str. 31), ktory spociva v rozdeleni mnoziny B
na k disjunktnych podregiénov By, ..., By, pre ktoré plati

k
B; = B,
U o

a pre kazda dvojicu bodov z daného podregionu existuje spojnica spajajuca tieto
body, patriaca do podregiénu. V kazdom B; spocitame pocet bodov z {€!, ..., "},
ktoré sa v nom vyskytuju a oznac¢ime ako x;.

Test hypotézy Hy oproti alternative H; je dany testovou sStatistikou nazyvanou
index disperzie

. 2
T (k _1)5 | (2.4)
X
kde
1 k
82 = m Z([BJ —5)2,
j=1

Za platnosti Hy ma Z priblizne y2-rozdelenie s k — 1 stupfiami volnosti. Hy za-
mietame, ked

¢ [Xiq,gﬁ(iq,pg (2.5)
na hladine vyznamnosti .

Pozndmka. Pre sprdvnost testu predpokladdme A |B| > 1 a je vhodné uvazovat
k > 6, zdroven k < 10 pre n < 50 v {&!,...,€"} a k > 25 pre n > 5000.

Priklad. Uvazujme realizacie Poissonovho procesu na obrazku 2.4. Na obidvoch
realizaciach prevedieme test hypotézy

Hy: {€Y,...,€"} tvord homogénny Poissonov proces
oproti alternative
Hy : {€', ..., €™} netvorid homogénny Poissonov proces

na hladine o« = 10%. Mnozinu I = [0, 2] x [0, 2] rozdelime na Stvorcovi maticu
A= (aij), kde
20 2(i+1 27 2(j+1
0y — card [ 21,20V (2 26+ 1)
5 5 5 5
Matica A deli mnozinu I na k = 25 disjunktnych podregiénov spliujicich (2.3).
Pocet realizovanych bodov v kazdom podregione je vyjadreny pomocou a;;. Plati,

], i,j=0,...,4. (2.6

18



ze dosadenfm hodnét do (2.5) je X34 005 = 13.8484 a X3, g5 = 36.415, a teda

kriticky obor je doplnok intervalu

[13.8484, 36.415].

1. Pre obrézok 2.4 (a) plati:

Pocet bodov {&,...,£"} na I = [0,2] x [0,2] je rovny 2773. Pocet bodov
v jednotlivych regiénoch zndzornuji prvky a;; z (2.6) matice A,

105
115
Aw = | 105
110
114

97
119
123
113

94

116
100
108
134
112

108
117
117
107
97

100
127
105
119
111

Po dosadeni do (2.4) je Z(,) = 20.2834, a teda nezamietame hypotézu, ze (a)

je homogénny Poissonov proces.

2. Pre obrazok 2.4 (b) plati:

Pocet bodov {&!,....&"} na I = [0,2] x [0,2] je rovny 513. Pocet bodov
v jednotlivych regiénoch znazoriuji prvky a;; z (2.6) matice A,

81
53
A(b) = 37
19
15

42
39
33
10
11

32
16
12
10
3

29 13
14 15

10
)
2

6
4
2

Po dosadeni do (2.4) je Z3) = 416.288, a teda zamietame hypotézu, ze (b)

je homogénny Poissonov proces.

Ciselné hodnoty v priklade sme vypocitali pomocou naprogramovaného algoritmu
v programe Wolfram Mathematica 9, ktory je uvedeny na prilozenom CD.
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