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Uvod

Poistovnictvo ako jedno z vyznamnych odvetvi narodného hospodarstva po-
skytuje na trhu $pecificky tovar — poistenie. Hlavnym ciefom poistenia je nahrada
skdd vzniknutych pri ndhodnych udalostiach. Pri rieSeni vyznamnych otazok svo-
jej ¢innosti poistoviia vyZzaduje uréité poznanie, ktoré sa tyka frekvencie vyskytu
poistnych udalosti a taktiez vysky poistnych plneni v pripade ich vzniku. V jazyku
tedrie pravdepodobnosti potrebuje poistoviia poznat rozdelenie poctu poistnych
plneni a rozdelenie vysky poistnych plneni, ¢i uz individualnych alebo celkovych.

Pri matematickej analyze ¢innosti poistovni je jednym zo zdkladnych problé-
mov modelovanie vysky skod, ktoré nastali pre vSetky poistné zmluvy v urc¢itom
¢asovom horizonte. Uvazujme jednoduchy priklad: predpokladajme, Ze pravdepo-
dobnost vyskytu poistnej udalosti pri danom type poistenia je 0,07, t.j. v prie-
mere pri siedmich zo 100 uzavretych zmlav nastane poistnd udalost, z ktorej
plynie poistovni povinnost uhradif odpovedajtce poistné plnenie. Poistoviia teda
potrebuje mat k dispozicii dostatok finanénych prostriedkov na vyplatenie tychto
siedmich poistnych plneni. Princip je taky, ze stanovi poistné tak, aby prijaté
poistné zo 100 zmlav pokryvalo prave danych sedem poistnych plneni. Tento opis
je velmi zjednoduSeny, ale ilustruje, ktoré idaje st pre poistoviiu dolezité.

Tymto problémom sa zaoberad tzv. model kolektivneho rizika. Obvykle po-
uziva nasledovni matematicktl formulaciu: N oznacuje pocet narokov v uvazo-
vanom obdobi, nech X; zna¢i vysku prvého naroku, X5 druhého néaroku atd.
a Xy je vyska posledného naroku, ktory bol nahlaseny v spominanom obdobi.
Celkovi vysku skdd reprezentuje nahodna veli¢ina S, ktora je urcena siuctom
S = Zfil X;, pricom predpokladame, ze vysky jednotlivych narokov sii neza-
vislé a tiez ze pocet narokov je nezavisly na vyske jednotlivych narokov. Takto
skonstruovana nadhodné veli¢ina mé zloZené rozdelenie, ktoré umoziiuje modelovat
tvorbu poistnych rezerv.

Pre vyber témy bakalarskej prace som sa rozhodla na zaklade progresivneho
rozvoja poistovnictva na trhu a jeho nezastupitelného miesta v hospodarskom
odvetvi.

Cielom predkladanej prace je popisat zakladné vlastnosti zloZeného Poisso-
novho rozdelenia, metédy odhadu parametrov a uviest jeho pouzitie v praxi, pri-
¢om sa zameriame najméi na aplikidciu v nezivotnom poisteni. Aktualne sa tejto
téme vo svojich publikiciach venuji |Jgrgensen a Paes de Souzal (1994)), Smyth a
Jorgensen| (2002) a Wiithrich! (2003).

V kapitole 1 spracujeme zékladna terminoldgiu Statistickych pojmov, ktoré
pouzivame v obsahu predmetnej prace.

V druhej kapitole zavedieme pojem zlozeného rozdelenia, popiseme jeho vlast-
nosti a zadefinujeme v nej zlozené Poissonovo rozdelenie.

V kapitole 3, ktora tvori nosnu ¢ast predkladanej prace, uvazujeme konkrétne



zvolené rozdelenia, na zaklade ktorych odvodzujeme charakteristiky Tweedieho
zlozeného Poissonovho rozdelenia, popisujeme postup odvodenia hustoty a od-
hadu parametrov.

Vyssie uvedené teoretické poznatky st nasledne ilustrované na konkrétnych
datach z oblasti poistenia motorovych vozidiel. Prislusnt analyzu dat dokumen-
tuje kapitola 4.

Bakalarska praca je svojim obsahom prinosna ako pre studentov Matematicko-
fyzikalnej fakulty Univerzity Karlovej, tak i pre odborni verejnost v oblasti po-
istovnictva. Za najvicsi prinos prace povazujeme podrobne vysvetlené postupy
odvodenia hustoty a odhadu prametrov. Ako dalsi prinos hodnotime spracovanie
a analyzu dat uvedenu v kapitole 4.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

V prvej kapitole uvedieme definicie pouzivanych pojmov, vety a tvrdenia,
ktoré sme Gerpali najmé z Andél (2007)), Dupac a Hugkové (2001)) a|Zvara a Stépan
(2001). V ¢asti 1.1 pripomenieme pojem néhodnej veli¢iny a uvedieme niektoré
jej charakteristiky a vzfahy medzi nimi. Zakladné vlastnosti Poissonovho a gama
rozdelenia, na ktoré sa budeme v praci odvolavat, popiseme v podkapitolach 1.2
a 1.3. Cast 1.4 je venovana podmienenému rozdeleniu, strednej hodnote a rozptylu
a v poslednej ¢asti 1.5 uvedieme uzito¢né vlastnosti su¢tu ndhodnych veli¢in, ktoré
vyuzijeme v druhej kapitole.

1.1 Nahodna veli¢ina a jej vlastnosti

Oznacéme () mnozinu vsetkych elementarnych javov. Mnozinu () nazyvame
priestor elementarnych javov. Nech je na priestore {2 dana nejaka o-algebra A jeho
podmnozin. Tieto podmnoziny sa nazyvaji ndhodné javy. Jednotlivym mnozindm
patriacim do A sa potom pripisuje pravdepodobnost pomocou nejakej pravdepo-
dobnostnej miery P. Trojica (2, .4, P) sa nazyva pravdepodobnostny priestor.

Nech R je redlna priamka a B systém jej borelovskych mnozin. Nech X (w) je
meratelnd funkcia z (2, A, P) do (R, B). Potom sa X (w) nazyva ndhodn4 veli¢ina
resp. ndhodné premennd a znadi sa strucne X.

Definicia 1.1.1. Nech Y je ndhodnd velicina. Komplexnd funkcia redlnej
premennej Yy (t) : R — C, ktord definujeme nasledujicim vztahom:

@/Jy(t) —E (eitY) ’

sa nazyva charakteristickd funkcia nahodnej veliciny Y.

Definicia 1.1.2. Nech Y je ndhodnd veli¢ina. Redlna funkcia redlnej pre-
mennej M(t) : R — [0; 00|, ktord definujeme nasledujicim vztahom:

My(t) =E (ety) 5
sa nazyva momentovd vytvdrajica funkcia ndahodnej veliciny Y.
Vzhladom na to, ako je momentovéa vytvarajuca funkcia definovana, nemusi

vzdy existovat pre kazdé t € R. To je zédsadny rozdiel medzi touto a charakteris-
tickou funkciou, ktora existuje vzdy.



Poznamka 1.1.1. Pre spojité ndhodné veli¢iny s hustotou f(y) teda podla
definicie strednej hodnoty plati

My(t) = | e f(y)dy. (1.1)

—00

Pre diskrétne nahodné veli¢iny dostavame
My (t) = e"pi, (1.2)
kde p; je pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnej velic¢iny Y, t.j. p; = P(Y = ;).

Veta 1.1.1. Nech My (t) = E(e?) < oo, pre vsetky |t| < to a nejaké ty > 0.
Potom E|Y|" < oo pre vSetky k > 0 a plati

0" My
t =EY", r=1,2,.. 1.3
ot (®) t=0 TS (1.3)
Dokaz. vid Dupac¢ a Huskova (2001), Veta 2.12. na strane 27. O

Rovnost (1.3) odovodriiuje slovné oznacenie funkcie My (t). Z hodnoty My (¢)
mozeme derivovanim jednoducho spocitat vSetky momenty.

1.2 Poissonovo rozdelenie

Poissonovo rozdelenie je v tedrii pravdepodobnosti a Statistike diskrétne roz-
delenie pravdepodobnosti, ktoré moézeme interpretovat ako vyskyt zriedkavych
udalosti v sérii velkého poc¢tu nezévislych pokusov. Pomocou tohto rozdelenia sa
modeluje vyskyt nejakych udalosti, ktoré nastavaju nahodne, napr. pocet poist-
nych udalosti v danom c¢asovom tuseku. Parameter Poissonovho rozdelenia \ sa
¢asto nazyva intenzita vyskytu udalosti.

Poissonovo rozdelenie sa ¢asto pouziva ako aproximéacia binomického rozdele-
nia pre velky pocet pokusov, teda pre n — oo , a mala pravdepodobnost vyskytu
sledovaného javu v jednom pokuse, teda p — 0, kde pn — X\ (vid |Zvara a Stépan
(2001) na strane 66).

Hovorime, ze nahodna velicina Y mé Poissonovo rozdelenie s parametrom
A > 0 (zna¢ime Y ~ Po())), ked nadobuda hodnoty j = 0,1,2,... s pravdepo-
dobnostami ’}—Ze*’\,O <j < oo, t.

N
PY = j)= Te—& pre j =0,1,2, ...
7

Priklady rozdelenia pravdepodobnosti Poissonovho rozdelenia sii uvedené
na Obr. [ 1

Stredna hodnota a rozptyl Poissonovho rozdelenia si EY = A ,varY = A\.
Tieto hodnoty dostaneme Standardnym vypoctom podla definicie strednej hod-
noty a rozptylu( vid Dupac¢ a Huskova (2001))).

Spocitajme momentovu vytvarajucu funkciu Poissonovho rozdelenia. Pre vset-
ky realne t plati My (t) = E(e). VyuZitim vzfahu a rozvoja exponencialy



do mocninnej rady dostavame

N N 2 (et ))!
My(t) = Yoot — ey et ety L s

=0 7] =0 7! = !

e/\(etfl)

j — N N % ity
¢Y(t) — E(eZtY) = Z elt] Le_A — e—)\ Z eztjll _ 6_)\ Z (6 )\)

| |
P = =

_ it
=e e =¢

1.3 Gama rozdelenie

Gama rozdelenie je v tedrii pravdepodobnosti a Statistike spojité rozdelenie
pravdepodobnosti s dvoma parametrami.

Hovorime, Ze ndhodna veli¢ind Y méa gama rozdelenie s parametrami o > 0,
f > 0 (zna¢ime Y ~ Gama(a, f)), ked jej hustota pravdepodobnosti mé tvar

fy(y) = %yo‘_le_ﬁyﬂ(om) (y),y € R,

17 Ebliy E(:7::)7
0 =

Symbolom I'(-) v hustote rozumieme gama funkciu, ktora je definovana ako

[(p) = /a:pleg” dx, pre p > 0.
0

Pre gama funkciu plati I'(p + 1) = pI'(p), t.j. I'(n) = (n — 1)! pre n € N. Naviac
plati, ze I'(3) = /7.

Paramater o nazyvame parameter tvaru (anglicky shape paramater) a /3 zase
parameter Skaly (anglicky rate parameter).

Poznamka 1.3.1. V roznych literatarach sa vyskytuje alternativna parame-
trizacia gama rozdelenia pomocou shape parametra «, ktory zostava nezmeneny
a pomocou parametra mierky v (anglicky scale parameter), pre ktory plati v = %

Priklady hustoty gama rozdelenia pre rézne zvolené parametre st uvedené

na Obr. [[L2

o)
Strednéa hodnota a rozptyl gama rozdelenia s EY = — varY =

@.



Vypocet:

_OO @Ol a—1_-By _60100 —By @Baooﬁa—sl
Y = [upgy e = g fve S v [ () g
__O‘ Lo _F(oH—l)_g
“ @ T ey B
00 ﬁa L 504 00 B (1) Ba © /¢ a+1 B 1
EY2: 2 I~ a—1 5yd N a+1 Byd S = s_
[ gy e =gy vt may s T (5) - egas
B 1w e, Ta+2) alat+])
“TEe ] T re e

V oboch vypoctoch sme v rovnosti (1) pouzili substitiiciu s = fy. Dosadenim
do definicie dostavame rozptyl
a+l) o «

varY = EY? — (EY)? = MT_@ =5

Spocitajme momentovi vytvarajicu funkciu gama rozdelenia. Pre vSetky real-
ne ¢ plati My (t) = E(e?’). Dosadime do vzfahu (1.1)) a pocitame

[e’e] /304 3 3 a oo_ B B
M (1) = ty 7 o=1e=BY dy = y(B=1) =1 Jq.
0= e = g [

Tento integral existuje za podmienky ¢ < . PouZijeme substiticiu s = y(5 — t)
a dostaneme

= b 006*5 i o s:ﬁ—l 006*530‘*1 S
w =il (55) = fmm e

st (9

Podobne by sme spocitali charakteristickti funkciu, ktora vychadza

by (t) = (1 - %)

Uvedieme esSte jednu uzito¢ént vlastnost gama rozdelenia. Nech X; méa gama
rozdelenie s parametrami «; a 3 a nech X; st nezavislé pre : = 1,2, ...,n. Potom
nahodna veli¢ina X = > " | X; m4 tiez gama rozdelenie s paramatrami » . | «;
a 3. Tato vlastnost by sme dokazovali matematickou indkuciou, ktorej zdkladom
by bola veta o konvolicii (vid Véta 8.1 v |[Zvéara a Stépan (2001) na strane 117).

1.4 Podmienené rozdelenie

V tejto kapitole budeme uvazovat nahodné veli¢iny a ndhodné vektory defi-
nované na pravdepodobnostnom priestore (£2,.4, P). Na tvod pripomenieme de-
finiciu ndhodného vektora.



Definicia 1.4.1. Meratelné zobrazenie X : (2, A) — (R™, B™), sa nazyva (n-
rozmerny) nahodny vektor.

Uvazujme ndhodny vektor X = (X, Xo,..., X,,)T, ktory je rozdeleny na dva
podvektory Y = (X1, Xy,.... X,)1, a Z = (X,1, Xy, ..., X)), 1 < r < n.
Budeme pozorovat rozdelenie ndhodného vektoru Y v situécii, ze ndhodny vek-
tor Z realizoval konkrétnu hodnotu z € R"™".

Definicia 1.4.2. Nech ndhodny vektor Y md hustotu fy(y) vzhladom k o-
konecnej miere py na (R, B") a ndhodny vektor Z md hustotu fz(z) vzhladom
k o-konecnej miere iy na (R*™", B"~"). Nech ndhodny vektor X = (Y*, Z")" md
hustotu fx(y, z) vzhladom k sicinovej miere pu = py X 1o na (R™, B™). Podmienent
hustotu nahodného vektoru Y pri danom Z nazveme taki nezdporni meratelni
funkciu f(y | z), ktord pre lubovolné mnoZiny B € B" a C € B"™" spliuje vztah

P(YeBZe z/Uf(y | z)du1<y>]fz<z>du2<z>.
C B

Stéle uvazujeme nahodny vektor X = (X, Xy, ..., X,,)T, ktory znovu roz-
delime na dva vektory ¥ = (X1, Xs,...,X,)T, a Z = (X,41, Xpio,..., X)L
Vyuzitim podmienej hustoty zadefinujeme pojem podmienenej strednej hodnoty.

Definicia 1.4.3. Nech g : R" — R™ je meratelnd funkcia, takze Q = g(X) =
9(Y, Z) je nahodny vektor. Nech existuje konecnd strednd hodnota EQ. Podmie-
nent stredni hodnotu nahodného vektoru () za podmienky, Ze vektor Z nadobudol
hodnoty z, definujeme vzorcom

T

EQ1Z=2)= | slv.2)f(y|2)du(y)
ak integrdal na pravej strane existuge.

Veta 1.4.1. Nech g1,go : R" — R™ a h : R"" — R st meratelné funkcie.
Oznacme Q1 = ¢1(Y, Z) a Q2 = g2( Y, Z). Nech maji vektory Q, Q1 a Q2 konecné
prvé momenty. Potom plati

1.E(a| Z) = a pre kazdé a € R™,

2.EE(Q| Z)] = EQ, (1.4)
3. E(a1Q1 + CLQQQ | Z) = CL1E<Q1 | Z) ‘|—CL2E(Q2 | Z) pre kazdé a1, a9 € Rm,
LEZ)Q| 2) = NZEQ | 2)

Dokaz. Vid Veta 3.22, 3.23, 3.24 a 3.25 v |Andél (2007) na strane 35. O

Podobne ako podmienent stredntt hodnotu mézeme definovat i podmieneny
rozptyl. Symbolom ®? v nasledujticej definicii budeme rozumiet vektorové umoc-
nenie na druhi, t.j. pre vektor a € R” je a®? = aa’. Nerovnost EQ®? < co bude
znamenaf, ze matica EQ®? je konecénd vo vsetkych zlozkéach.



Definicia 1.4.4. Nech platia oznacenia predchddzajicich definicii a mech
EQ®? < oo. Potom podmienens rozptyl je definovany rovnicou

var(Q | Z) =E{[Q —E(Q | 2)]** | Z}.
Veta 1.4.2. Ak je EQ®? < oo, potom plati
varQ = var[E(Q | Z)] + Evar(Q | Z). (1.5)

Doékaz. Vid Veta 3.26 v |Andél (2007) na strane 36. O

1.5 Vlastnosti sa¢tu nahodnych velic¢in

Uvazujme ndhodné veliciny X, ..., X,,,n € N, ktoré st nezavislé. Oznac¢me S
nadhodnti veli¢inu, ktorda vznikne siuc¢tom ndhodnych velicin Xy, ..., X, t.j.
S=Xi+--+X, = Z?:l X;. Budeme skiimat momentovi vytvarajicu funkciu
nédhodnej veli¢iny S, ak ja dand momentova vytvarajica funkcia My, (t) ndhodne;
veliciny X;,71=1,2,...,n.

Veta 1.5.1. Nech Xi,..., X, si nezdvislé nahodné veliciny, Mx,(t) je mo-
mentovd vytvdrajica funkcia nahodnej veliciny X;,1 = 1,2, ...,n. Potom ndhodnd
veli¢ina S =" | X; md momentovi vytvdrajicu funkciu

Mg(t) = H My, (¢).

Dékaz. Pocitajme Mg(t):
Ms(t) = E(e'¥) = (e =i %) = (X% — E( [ e).
i=1

PouZijeme vztah EXY = EXEY pre nezavislé ndhodné veli¢iny, v nasom pripade
pre n nezévislych ndhodnych veli¢in E ([}, ) =TT, E (e'*)

Nasledujtuca veta je dosledkom vety 1.5.1.

Veta 1.5.2. Nech Xy, ..., X,, su nezavislé rovnako rozdelené nahodné veliciny
s momentovou vytvdrajicou funkciou Mx(t). Potom ndhodnd veli¢ina
n ’ ’ , -, .
S =>"", X, md momentovi vytvdrajicu funkciu

Mg (t) = (Mx(t))".



Dokaz. Podla vety 1.5.1. ma sucet nezavislych nahodnych veli¢in momentovi
vytvarajicu funkciu tvaru Mg(t) =[]}, Mx,(t), kde My, (t) je momentova vy-
tvarajuca funkcia ndhodnej veli¢iny X;,i = 1,2,...,n. VyuZzijeme, Ze nahodné
veli¢iny X1, ..., X,, st rovnako rozdelené. To znamené, ze ich momentové vytva-
rajace funkcie sa navzajom rovnaji. Oznac¢me

Mx (t) = Mx,(t) = - = Mx,(t).

Odtial dostédvame .
Mg(t) = [ [ Mx(t) = (M (t)".
i=1
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Kapitola 2

Z1lozené Poissonovo rozdelenie

V tejto kapitole zavedieme pojem zlozeného rozdelenia a popiseme jeho vlast-
nosti ako strednd hodnota, rozptyl a momentova vytvarajica funkcia. V casti
2.2 zadefinujeme zloZené Poissonovo rozdelenie a pomocou pripravenych vztahov
odvodime jeho chrakteristiky.

2.1 ZloZené rozdelenie

Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnych veli¢in, ktoré vzniknt ako sticet na-
hodného poctu nezavislych rovnako rozdelenych ndhodnych veli¢in sa nazyva zlo-
zené rozdelenie. ZloZené rozdelenia sa v praxi uplatiiuji pri analyze poistovacich
dat alebo pri modelovani a predpovedi zrazok. Rada odbornikov sa vo svojich
pracach venuje metédam odhadu parametrov zlozeného rozdelenia pre konkrétne
vybrané rozdelenia ndhodnych velicin N a X, X, ... Napriklad v ¢lanku [Dunn
(2004)) sa autor zaobera modelovanim zrazok, kde predpoklada Poissonovo rozde-
lenie pre pocet prehanok za den (pripadne pocet zrazkovych dni v tyZdni, mesiaci
a pod.) a Ze mnozstvo zrazok mé gama rozdelenie.

Definicia 2.1.1. ZloZen€ rozdelenie je rozdelenie nahodnej veli¢iny
S="N X, kde:
1. X1, Xo,... je postupnost vzdjomne nezdvislych a rovnako rozdelenych ndhod-
nych velicin,
2. N je nahodnd veli¢ina nezdvislda na {X;,i = 1,2,...}, nadobidajica hodnoty
0,1,...

V nasledujicej vete uvedieme vztahy pre vypocet strednej hodnoty a rozptylu
zlozeného rozdelenia. Tieto vztahy sa nazyvaju Waldove identity alebo Waldove
rovnosti.

Veta 2.1.1. Nech {Xy,..., Xy, ...} je postupnost rovnako rozdelenjch nezd-
vislych ndhodnych velicin a N je nahodnd velicina, ktord nadobida nezdporné
celociselné hodnoty. Oznacme EX = EX; = -+ Nech N a X; su nezdvislé
pre i = 1,2,... a nech ewistuji koneéné momenty EX? a EN?. Potom strednd
hodnota a rozptyl nahodnej veliciny S = Zfil X; je

ES = EXEN, (2.1)
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varS = ENvarX + (EX)?varN. (2.2)

Dokaz. Pocitajme ES :
N
ES =E (Z Xi) .
i=1

Pouzijeme vztah (1.4)) pre podmienent stredni hodnotu a vetu o tplnej pravde-
podobnosti (vid |Zvéra a Stépan| (2001) veta 2.1. na strane 28):

ES=E (E (ﬁ;x,-uv)) :;E (ix) P(N =n).

Néhodné veli¢iny Xy, ..., Xy st nezavislé a rovnako rozdelené, teda plati
E (ZX) =Y EX;=)» EX=nEX.
i=1 i=1 i=1

Dosadime do vypoctu a dostaneme

ES = ZnEXP = —EXZnP —=n) = EXEN.

V druhej ¢asti dokazu pouzijeme vztah (1.5) a predpoklad, ze ndhodné velic¢iny
X4, ..., X st nezavislé a rovnako rozdelené. Pocitajme var§ :

N
varS = var (Z XZ->

=1

o)) (o)

N N
—E (Z varXi|N> + var (Z EXi|N>
i=1 i=1
— E(NvarX) + var (NEX) = ENvarX + (EX)* varN.

[

Stale predpokladame, ze ndhodné veli¢iny X7, Xs,... st vzajomne nezavislé
a rovnako rozdelené, N je ndhodna veli¢ina, ktord nadobtida nezaporné celociselné
hodnoty a ze N a X; st nezavislé prei = 1,2,..., N. Ozna¢me Mx(t) = Mx, (t) =

= Mx,(t). Z definicie 1.1.2. vieme, Ze Ms(t) = E (¢"®). Odvodime vztah
medzi Mg(t) a momentovymi vytvarajicimi funkciami ndhodnych veli¢in X; :

Ms(t) = E (") = E (e!Frt+Xn)) <H exp{tX; })

Analogicky ako v dokaze vety 2.1.1. pouzijeme vztah (1.4)

Mg(t) = E (E (Hexp{tXi} | N)) —E <H E (exp{tX;} | N))
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Néhodné veli¢iny X; s nezavislé a rovnako rozdelené. Pomocou vety 1.5.2. do-
stavame

Ms(t) = E (H My (t) | N) ~E <[MX(t)]N) —E (exp{ln [MX(t)]N}>
— E(exp{N In Mx(t)}) = My (In Mx(t)). (2.3)

Momentova vytvarajuca funkcia nadhodnej veliciny S je teda vyjadrena ako
momentova vytvarajica funkcia My (r) ndhodnej veli¢iny N podcitand v bode
r=1In Mx(t).

Z vety 1.1.1. vieme, Ze ak existuje k-ty moment ES*, plati Mék)(t)‘tzo = ES*,
Ozna¢me Mg(t) = M. Odtial dostavame (vid Mandl a Mazurové (1999) na strane
16):

0log M M
= — =E
ot t=0 M li=0 S,
0*log M M"M — (M')?
e — — E 2 E 2 —
ot? t=0 M? t=0 o (ES) vars,
03 log M B (M"M + M"M" —2M"M"YM? — (M"M — (M')*)2M M’
ot3 =0 M4 =0

= ES® — 3ES®ES + 2(ES)® = E(S — ES)®.

Tieto vztahy ndm davaji dalsi sposob pre uréenie strednej hodnoty a rozptylu
nahodnej veli¢iny S. NavySe mozeme spocitat koeficient Sikmosti v; a pripadne
i dalSie vysSie momenty.

2.2 Zlozené Poissonovo rozdelenie a jeho vlast-
nosti

Predpokladajme, ze { X}, ..., X, ...} je postupnost rovnako rozdelenych neza-
vislych ndhodnych veli¢in, ktoré majiu spojité rozdelenie na intervale (0,00), N je
nahodna veli¢ina, ktora nadobiida nezaporné celoc¢iselné hodnoty a ze N a X; su
nezavislé pre 1 = 1,2, ...

’ . 7 v 7/ 7/ D N 7/ v 7/

Definicia 2.2.1. Hovorime, Ze ndhodnd velicina S = Y ._, X; md zloZené

Poissonovo rozdelenie, ked N md Poissonovo rozdelenie s parametrom A > 0, t.j.
A’I’L

= —'e’A, n=20,1,2,..
n!

Zlozené Poissonovo rozdelenie nepatri medzi diskrétne ani medzi spojité prav-
depodobbnostné rozdelenia. Pre nahodna veli¢inu s tymto rozdelenim je vsak
charakteristické, Ze ma spojité rozdelenie na kladnych ¢islach a s kladnou pravde-
podobnostou nadobtda nulov hodnotu. Nulu nadobuda préave, ked N = 0. Teda
plati
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Ako sme uviedli v kapitole 1.4 momentova vytvarajuca funkcia Poissonovho
rozdelenia ma tvar My(t) = eM¢~1. Dosadenim do (2.3)) dostdvame momentovii
vytvarajicu funkciu zloZzeného Poissonovho rozdelenia Mg (t):

Ms(t) = My (In Mx(t)) = exp{A(exp{ln Mx(t)} — 1)} = exp{A\(Mx(t) — 1)}

_ AMx()-1)

Strednt hodnotu a rozptyl zlozeného Poissonovho rozdelenia odvodime pomo-
cou Waldovych rovnosti:

ES =EXEN = \EX,
varS = ENvarX + (EX)?varN = AvarX + A(EX)? = X (varX + EX)?)
— A (EX? — (EX)? + EX)?) = AEX2.

Stredni hodnotu a rozptyl mozeme tiez vyjadrit pomocou vztahov pre k-ta
parcidlnu derivaciu log Mg(t) = AM(Mx(t) — 1) :

ONMx(t) —1 ' —
ES = ( )éi) )tZO__AMX(t)Lt:O_)\M;((O)_)\EX7
A AP T AP O

= A MY (0) = NEX?

Vidime, zZe v oboch pripadoch sme dostali rovnaké vysledky. Tym istym spdsobom
spocitame aj treti centralny moment ndhodnej velic¢iny .S, ¢o ndm umozni vyjadrit
jej koeficient Sikmosti:

s PAMy() - 1) OAMY(H)

ot3 =0 ot t=0
= AMY(t)|,_, = AM¥(0) = NEX®.

E(S — ES)

= A Mx(t) }t:O

Potom koeficient Sikmosti
B E(S —ES)3 NEX? EX3

7= (varS)3/2 = A EX2]3/2 - NGy [EXZ];),/Q'

Uvedieme eSte uzito¢nt vlastnost zlozeného Poissonovho rozdelenia.

Veta 2.2.1. Nech 51,55 ...85, st vzajomne nezavislé nahodné veliciny takeé,
zZe S; ma zloZené Poissonovo rozdelenie s parametrom \; a distribucnou funkciou

P(x), tg. S; = g:l) X,Ei)7 N® ~ Po()), X,gi) ma distribucnid funkciu P;(x).
Potom ndhodnd velicina S = Y| S; md zloZené Poissonovo rozdelenie s para-

metrom .
A=)\,
i=1

a rozdelenim danym distribucnou funkciou
P(z)=>_ T Piz).
i=1

Dokaz. Vid Tvrzeni I1.1. v |Mandl a Mazuroval (1999). O
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Kapitola 3
Vyuzitie v poistovnictve

Zéakladnym pojmom poistovnictva je riziko, ktoré predstavuje moznost vzniku
poistnej udalosti. Poistovia pri vykonavani svojej ¢innosti toto riziko na seba pre-
ber4, preto musi byt obozretnd a zodpovedna v jeho klasifikovani a hodnoteni.
Riziko poistovne vychadza z neistoty, ¢i bude prijaté poistné postacujice na vy-
platenie vSetkych poistnych plneni. Hodnotenie rizika je oblast poistovnictva,
v ktorej sa vyuzivaji pokrocilé metody tedrie pravdepodobnosti a matematicke;j
Statistiky. Dolezitym faktorom pri rieSeni rozhodujucich otazok je znalost zaklad-
nych charakteristik a rozdeleni pravdepodobnosti celkového poistného plnenia.

Oznac¢me S nahodnu velic¢inu so zloZzenym rozdelenim, ktora predstavuje cel-
kovi vysku §kod za urcité pevne zvolené obdobie (obvykle jeden rok). Cielom je
najst a preniest do praxe jej pravdepodobnostné rozdelenie a zakladné charakte-
ristiky.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat vyuzitim zloZeného rozdelenia v oblasti
nezivotného poistenia, pricom budeme predpokladat konkrétne zvolené rozdelenia
pre pocet poistnych udalosti a vysku skody.

Na modelovanie poc¢tu poistnych udalosti pouzijeme Poissonovo rozdelenie.
Ako sme uviedli v kapitole 1, dobre aproximuje vyskyt zriedkavych javov pri vel-
kom pocte nezavislych opakovani experimentu.

Ako najvhodnejsie typy rozdeleni vysky poistnych plneni sa ukazuju tie, ktoré
su pravostranne zosikmené a konvergencia k nule nie je prilis rychla. V tejto praci
budeme vysku poistnych plneni modelovat gama rozdelenim. Gama rozdelenie je
definované len pre kladné hodnoty. Tento predpoklad je v praxi splneny, pretoze
poistné plnenia nemdzu nadobtudat zaporné hodnoty. Gama rozdelenie je taktiez
charakteristické tym, ze ma fazky chvost. Prave rozdelenia s tazkymi chvostami
sa Coraz viac pouzivaji v poistovnictve, kedze zahiniaji aj moznost extrémnych
poistnych plneni. Na tento ucel sa v praxi vyuziva aj exponencialne rozdelenie,
na rozdiel od neho vsak gama rozdelenie zavisi na dvoch parametroch, preto je
viac flexibilnejsie a pri modelovani vysky poistnych plneni poskytuje Sirsi zaber
moznosti.

3.1 Tweedieho zlozeny Poissonov model
Nech N je ndhodna velic¢ina, ktora reprezentuje pocet poistnych udalosti v sle-

dovanom obdobi (zvyc¢ajne jeden rok) a X; predstavuje vysku skody i—tej poistnej
udalosti. Predpokladame, ze vyska kazdej Skody ma gama rozdelenie s parame-

17



trami o a 8 a ze N ma Poissonovo rozdelenie s parametrom A. Celkova vyska
skdd S vznikne ako ,,Poissonov* sticet gama-rozdelenych ndhodnych velicin, teda

N
=1

Z tychto predpokladov vyplyva, Ze pravdepodobnost, Ze v danom obdobi nenas-
tane ziadna poistna udalost a celkova vyska skod bude nulové, je kladné ( v pri-
pade, ze N = 0):

P(S=0)=P(N=0)=¢" (3.1)

Poznamka 3.1.1. V praxi nemusi byt N vzdy zname. Casto sa stava, Ze poisto-
viia ma k dispozicii iba celkovt vysku skod S.

Vysledné rozdelenie nema jednotné pomenovanie. Ako uvadza Dunn (2004)),
nazyva sa zlozené Poissonovo rozdelenie, zlozené gama rozdelenie alebo tiez Poisso-
novo-gama rozdelenie. Podla Wiithrich| (2003) bol pravdepodobne prvy, ktory
v roku 1984 studoval zlozeny Poissonov model s pouzitim gama rozdelenia, Sta-
tistik Liverpoolskej univerzity, Maurice Charles Kenneth Tweedie. Preto je model
Casto v literattre uvadzany pod nazvom Tweedieho zlozeny Poissonov model, vid
napr. Smyth a Jgrgensen (2002). Ako naznacuje nazov kapitoly, v tejto praci
budeme pouzivat posledné zo spomenutych pomenovani. Skratene ho budeme
nazyvat Tweedieho rozdelenie, aj ked v niektorej literatire pod tymto pojmom
rozumieme nieco vSeobecnejsie.

Strednti hodnotu a rozptyl Tweedieho rozdelenia ziskame dosadenim do Wal-

dovych rovnosti (2.1) a (2.2). Dostaneme

(8%
ES =22 3.
B? ( 2)
2
varS = )\% + A% - 2—3(1 +a). (3.3)

Pri tvrobe rezerv je pre poistoviiu dolezité disponovat urcitou informaéciou
o ocakavanej vyske skdd. Tato informécia sa ziskava pozorovanim dat z minulych
obdobi, z ktorych sa vhodnou matematickou metédou stanovi ocakavana vyska
skod. V jazyku tedrie pravdepodobnosti a Statistiky to znamend urcit strednt
hodnotu nahodnej veli¢iny S. Ak by sme poznali skutoéné hodnoty parametrov
a, 8 a A, nemali by sme problém ju vypocitat pomocou Waldovych rovnosti. Po-
istoviia vSak tieto hodnoty k dispozicii nemé. V obdobnych pripadoch sa v praxi
aplikuja postupy matematickej Statistiky a metédy odhadov parametrov. Chceme
teda odhadovat strednt hodnotu, ktora podla zévisi na vSetkych troch para-
metroch Tweedieho rozdelenia. To by v praxi znamenalo, Ze budeme odhadovat
parametre o, 3 a A. Nas vSak zaujima az vyslednd strednd hodnota. Preto si

oznadime
«a

=ES =)\
s 3

(3.4)

a budeme priamo odhadovovat parameter .
Postup odahadu parametra p popiseme v casti 3.2 Odhady parametrov. Naj-
skor zavedieme alternativnu parametrizaciu Tweedieho rozdelenia, ktora je urcena
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taktiez trojicou parametrov, ktoré oznacime p, ¢ a p. Paramater p sme zaviedli
rovnostou (3.4). Ako uvadza|Smyth a Jergensen| (2002) (vid tiez (3.10))) takto sko-
nstruované Tweedieho rozdelenie patri do exponencialnej rodiny rozdeleni a rozp-
tyl S sa da napisat ako

varS = uP ¢, (3.5)
kde ¢ je tzv. disperzny parameter a
a+2
= ) 3.6
P a+1 (36)

Ako vieme parameter « je kladny, z toho vyplyva, ze 1 < p < 2.
Tym sme dostali novii parametrizaciu Tweedieho rozdelenia s parametrami
i, ¢ a p, so strednou hodnotou p a rozptylom p? ¢. Vyhodou tejto parametrizacie
je, ze sa sustredi na pre prax dolezity parameter, ktorym je strednd hodnota pu.
Ked ddme do rovnosti vztahy a pre rozptyl, mézeme vyjadrit ¢
pomocou trojice parametrov (A, a, () :

~varS  da(l+a)
o B

o
Dosadime p = A\— a dostavame:

S Aa(l+a)(Aa)™? 1
CCTTE B e A
Mozeme vidiet, ze ak sa zvicsi intenzita vzniku poistnych udalosti A, bez toho,
aby sa zmenila priemerna vyska skod, hodnota disperzného parametra ¢ sa znizi,
zatial ¢o stredné hodnota p sa zvysi.
Teraz odvodime vztahy pre A a 8 v zavislosti na parametroch pu, p, ¢. Vieme,

A Aa (1
ze = )\g, z toho B = A aAa = u . Dosadime do ¢ = M a pocitame:
B I B2 e
2
7 a+1
¢ O{(a+ ) ()\ Oé)2 ILLp )\O{/_,Lp727

odtial dostédvame . -

R s (3.7)

Caprte ¢(2-p)
Parameter S vyjadrime analogicky:

:M5(1+a) _ (a+1)

T T
a teda 1 )
«
8= = . (3.8
opr=t o (p—1)pr! )
Parameter o vyjadrime jednoduchymi tpravami vztahu (3.6) a dostaneme
2—p
= —. 3.9
o=~ (39)
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3.2 Odvodenie hustoty

Predpokladajme, zZe nastalo n > 0 poistnych udalosti, ktorych vysky skéd st
nezavislé. Z vlastnosti gama rozdelenia teda vyplyva, ze podmienené rozdelenie
celkovej vysky 8kod S, ked je dany pocet poistnych udalosti N = n, méa tiez gama
rozdelenie s parametrami na a 3, t.j.

5”& noa—1_—pfs
(s]n)= m gna—le=h ]1(0700)(3).

Z vlastnosti zdruzenej a podmienej hustoty (vid|Andél (2007) na strane 54) vieme,

ze
fs,N(8> n)

s |m) = PO

kde fsn(s,n) je zdruzena hustota ndhodnych veli¢in S a N a fx(n) je rozdelenie
pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny N. Z toho vyplyva, ze f(s,n) = f(s | n) f(n).
Dosadenim do tychto vztahov dostavame

— na—1_—fBs”" =X — ¢t
fSJV(San) F(ﬂ@) S € nl € a (n7 S7¢7p) eXp{¢ (Saﬂap) }7
kde
1 (07 o
a(n,5,6.7) = T (52X 5°)"
_ wo L o] _
B n'F (na)s | (2 — — D)o (up=—1)e N
( a+1 o n
n'F (na) [ )] ’
2—p 2—p
. M
retoze 1.
P ( l)a (lu,p 1)€—p :u2 p
Dalej

1-p uZ—p
S — .
I—p 2-p

Zdruzend hustota nahodnych veli¢in S a N mé nasledujici tvar:

teda t (s, p, p) =

2—p
exp{—jﬁ}, pren=0as € (0,00),
fsn(s,n) = a(n,s,¢,p) exp {ét (s,p,p) }, pren >0as € (0,00),
0, inak.
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Hustotu S na (0, c0) potom dostaneme s¢itanim cez vSetky mozné hodnoty N :

5) = Z fon(s,n),
—Z n, s, ¢,p exp{¢ (S,u,p)},

=c(s,¢,p) exp{%t(s up)}

=00%¢pMXP{%bWu%—RWUOH}, (3.10)

kde

: { (p (i/gla(g S—ap) ’ } " ’

o) =4— o w0 = §—.

Zapis hustoty (3.10) dokazuje, Ze toto rozdelenie patri do exponencidlnej rodiny
rozdeleni.
Néhodna veli¢ina S teda nadobtida nulovi hodnotu s pravdepodobnostou

P(S =0) = exp{_%}’

a na intervale (0, c0) ma hustotu

fs(s) =c(s,0,p) exp {%t (s, 1, p) }

Poznamka 3.2.1. Hustota fg(s) by sa dala vyjadrit tiez pomocou paramet-

rov a,  a A pouzitim vztahov (3.7),(3.8)) a (3.9).

Priklad hustoty Tweedieho rozdelenia s konkrétne zvolenymi parametrami je
uvedeny na Obr. 3.1}

3.3 Odhady parametrov

V tomto odstavci uvedieme bodové odhady strednej hodnoty p a disperzného
parametra ¢, pricom pri kazdom pouzijeme inti metédu, a to metédu maximalne;j
vierohodnosti pre 1 a momentovit metédu pre ¢. Najskor uvedieme a vysvetlime
niekolko oznaceni, ktoré budeme pouzivat.

Nech Sy, .9, ...,.95,, je ndhodny vyber z Tweedieho rozdelenia s parametrami
i, @ a p. Funkcia ndhodného vyberu

1 m
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sa nazyva vyberovy priemer a funkcia

sa nazyva vyberovy rozptyl.
Vyberovy priemer je nestranny a konzistentny (vid Definice 5.4. a 5.5. v Du-
pa¢ a Huskovdl (2001)) odhad strednej hodnoty rovnako ako vyberovy rozptyl
je nestranny a konzistentny odhad rozptylu (vid Véta 5.1. v Dupac¢ a Huskova
(2001)).

Dalej budeme predpokladat, Ze poznadme hodnotu parametra p alebo jeho
odhad, ktorého postup strucne popiseme v casti 3.3.3.

3.3.1 Odhad parametra p

Metoda maximéalnej vierohodnosti je jednou z najpouzivanejsich metod urco-
vania bodovych odhadov. Cielom tejto metddy je odhadnif parametre 0 tak,
aby bola pri kazdej hodnote ndhodného vyberu X; = x1, Xo = x5,...,. X,, = 2,
maximalizovand funkcia vierohodnosti

n

L) = | [ f(x:6).

i=1

Funkcia vierohodnosti sa rovna zdruzenej hustote f(x; @) ndhodnych veli¢in X,
X, ..., X, vySetrujeme ju ale ako funkciu parametrov 0. Pri hladani maximélne
vierohodnych odhadov je vyhodnejsie pracovat s logaritmom funkcie vierohod-
nosti, teda s logaritmickou funkciou vierohodnosti

() =log {L(0)} = 3 _log {f(::0)},

ktora nadobuda svoje maximum v rovnakom bode ako L(6). Oznacme 6 hodnotu,
ktord maximalizuje £(0). Ak je této funkcia dostatoc¢ne hladka, potom je mozné
hladanie maximéalnych hodnét zjednodus$it na prosté hladanie maxim pomocou
parcialnych derivéacii, ktoré vedie k rieseniu rovnice

)
50(6) =0.

Majme ndhodny vyber Si, 5, ..., S,, z Tweedieho rozdelenia s parametrami
i, ¢ a p. Metédou maximélnej vierhodnosti budeme odhadovat parameter p, teda
stredntt hodnotu. Najskor zostavime funkciu vierohodnosti:

m

L(/L,(b,p) = Hf(sinu7 ¢7p) =

=1
= C(Sq, ¢7p €xXp {_ (si - )
E ( ) p=~\ 1-p 2-p

22



potom logaritmicka funkcia vierohodnosti ¢(u, ¢, p) ma tvar

e 1 e
p)_;mgC(si,% 52( ‘1—p 2—29)'

Derivaciu logaritmickej funkcie vierohodnosti polozime rovni nule a dostaneme
tak rovnicu pre hladany parameter:

0l ¢p) _ 10§~ :lm<8i—ﬂ)
o ¢0u;t<s“u’p) ¢; I

t)
SIH
NNgE

Si = S, (3.11)

kde S,, je vyberovy priemer. Touto metédou sme dospeli k maximélne viero-
hodnému odhadu parametra u, ktory je nestrannym a konzistentnym odhadom
strednej hodnoty.

3.3.2 Odhad parametra ¢

Opit predpokladdame ndhodny vyber Si,Ss, ..., S,, z Tweedieho rozdelenia
s parametrami 4, ¢ a p. Momentova metdda vyuziva, ze mame k dispozicii konzis-
tentné odhady momentov, ktoré zvycajne vieme vyjadrit ako funkcie nezndmych
parametrov. To znamend, Ze vyjadrime stredni hodnotu ES; = ¢;(u, ¢, p) a roz-
ptyl varS; = go(i1, ¢, p). Vieme, ze S,, a S?, st konzistentné odhady ES; a varS;.
Budeme riesit ststavu rovnic

gl(ﬁ? ;ﬁ\a p) = Sm7
92(11, 6,p) = S

V pouzivanom modeli plati ES; = p a varS; = pP¢, dosadime do stistavy a dosta-
neme

~

o= va
P =S2,.

Z rovnic vyjadrime gg a ziskame odhad disperzného parametra ¢

sz 52

o= = (3.12)
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Odhad gg mozeme vyjadrit ako funkciu h premennych S, a S2,, kde

2y _ S
h(Sy,, S2) = SZL.
Vidime, ze funkcia h je spojitd. KedZze vyberovy priemer aj vyberovy rozptyl st
konzistentné odhady, z vety o spojitej transormacii vyplyva, ze ¢ je konzistentny
odhad disperzného parametra.

3.3.3 Odhad parametra p

Rovnako ako v prvych dvoch pripadoch predpokladdme nahodny vyber Sy,
Sa, ..., Sy, z Tweedieho rozdelenia s parametrami u,¢ a p a nasim cielom je
najst odhad tychto parametrov. Ak by sme postupovali metédou maximélne;j
vierohodnosti, dostali by sme odhad parametrov ako

(Ti, ¢, D) = arg max, g £(1, ¢, p) = arg max, 5, »_log f(si, 1, 6, p).

=1

To v8ak vedie k vyrazu, ktory je zlozité maximalizovat. Z tohto dovodu sa pa-
rameter p odhaduje mierne modifikovanym postupom maximalnej vierohodnosti,
tzv. metédou profilovej vierohodnosti (anglicky profile likelihood), ktor je v niek-
torych pripadoch jednoduchsie vyhodnotit.

Predpokladajme, ze parameter p je dany. Z (| - V1d1me ze odhad [ nie je
z&visly na p, zatial ¢o ¢ na p zévisi (vid (3.12)) ). Oznacme gzﬁp odhad disperzného
parametra pre dané p. Pre kazdé p spocitame ¢(f gbp, p) a jeho odhad najdeme
ako maximum tejto funkcie vzhladom k p, t.j.

p = arg max,{([i, ¢, D).

V praxi sa prechadza siet moznych hodnét p z intervalu (1,2) a po vydcisleni
jeho odhadu, sa hodnoty /1 a qg vyhodnocuji znovu podla postupov popisanych
v Castich 3.3.1 a 3.3.2.

V pouzivanom modeli plati, ze p € (1,2). Pri jeho odhadovani by sa teoreticky
mohlo stat, ze by odhad lezal mimo tohto intervalu. To by znamenalo, Ze by sme
nemohli pouzit Tweedieho rozdelenie v otézke tvroby rezerv (napr. ak p = 0 ide
istovnictva, odhad parametra p lezal vzdy presne v 1ntervale (1,2), ¢o dokazuje
aj jednoducha analyza dat uvedena v kapitole 4.

BliZsi popis metddy profilovej vierohodnosti je mozné néjst v [Young a Smith
(2005) v casti 8.6.
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Obr. 3.1: Hustota Tweedieho rozdelenia s parametrami A =5, =5, = 1.
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Kapitola 4

Analyza dat

V predchédzajicich kapitolach sme sa venovali prevazne teoretickému spra-
covaniu zlozeného Poissonovho rozdelenia. Z uvedeného dévodu sa v tejto kapi-
tole budeme zaoberat analyzou konkrétnych dat, na ktorych sa snazime ilustro-
vat popisany model v praxi. Pouzité data st spristupnené na internetovej ad-
rese http://www.statsci.org/data/general /motorins.html a vzfahuja sa k poiste-
niu motorovych vozidiel vo Svédsku.

Data popisuju viacero aspektov, ktoré si1 potrebné k ¢o najpodrobnejsej ana-
Iyze. Pozorujeme 7 nahodnych veli¢in:

e Kilometres - pocet najazdenych kilometrov za rok.
e Zone - geograficka oblast Svédska.

e Bonus - ¢islo 1 az 7 oznacuje kategoriu, do ktorej st poisteni zaradeni podla
poc¢tu rokov od poslednej poistnej udalosti.

e Make - ¢islo 1 az 9 oznacuje model vozidla. Modely nie st blizsie $pecifiko-
vané, aby analyza neovplyvnila ich predaj.

e [nsured - pocet poistenych v danom obdobi.
e Claims - pocet poistnych udalosti.
e Payment - celkova vyska skody v svédskych korunach.

Smyth a Jorgensen (2002) uvazuju a analyzuju data pre Zénu 1. My sa za-
meriame na Zoénu 5, ktord pozostava z malych miest a okolitych casti severného
Svédska a na Zénu 6, ktorad zahfiia vidiecke oblasti na severe Svédska. Z oboch
z6n vylucime z kategérie, ktord popisuje model vozidla, triedu 9, kedZe ju tvoria
rozli¢né, nespecifikované typy vozidiel, ktoré nie su stucastou predchadzajacich
Oosmych tried. Vo vyssie uvedenom clanku autori uvazuju taktiez vplyv vysve-
tlujucich premennych. V tejto praci uplatnime zjednodusny pristup k analyze
a vplyv vystvetlujacich premennych zanedbame.

V Zoéne 5 bolo zaznamenanych 1 549 poistnych udalosti v 278 kategoriach
a z tychto kategorii bolo 77 bez poistnych udalosti. Ked dame do pomeru pocet
kategdrii bez poistnej udalosti a celkovy pocet kategdrii, mozeme vycislit pravde-
podobnost, Ze nenastala Ziadna poistnd udalost, ktora vychadza priblizne 0,277.
Tato hodnotu budeme porovnavat s hodnotou, ktort ziskame z po odhad-
nuti parametra A. Priemerna vyska skody je 29 281 $védskych korun (dalej len
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»SEK®) a najvyssia skoda, ktora bola vyplatena pri jednej poistnej udalosti ¢ini
604 369 SEK.

V Zone 6 nastalo 2 983 poistnych udalosti v 280 pozorovanych kategériach,
z ktorych nenastala Ziadna poistna udalost v 51 kategdriach. Pravdepodobnost,
Ze poistnd udalost nenastane je 0,182. Priemernd vyska sSkody je 58 813 SEK,
najvyssia 1 148 035 SEK. Histogramy vysky skod pre jednotlivé zény st zobrazené
na Obr.

Pre lepsiu prehladnost ziskané hodnoty uvddzame v nasledujiucej tabulke:

Zoéna 5 Zona 6
Kategorie 278 280
Poistné udalosti 1 549 2 983
Kategorie bez p. udalosti 7 o1
Priemerna skoda v SEK 29 281 58 813
Najvyssia skoda v SEK 604 369 1148 035

Tabulka 4.1: Zékladné idaje Zény 5 a Zény 6.

Nasim ciefom je overif, ¢ je mozné na celkovii vysku $kdd uplatnit Twee-
dieho zlozeny Poissonov model a vyuzif jeho zdkladné charakteristiky k popisa-
niu predpokladaného skodného priebehu v dalsich rokoch. Z tohto dévodu bude
nasim bodom zaujmu nahodna veli¢ina Payment, ktora modeluje prave celkova
vysku skod v SEK. Podla znacenia pouzitého v kapitole 3 predstavuje Payment
nadhodn veli¢inu S a Claims ndhodnu velicinu N. Pre jednoduchsi vypocet sme
hodnoty Payment vydelili tisickou, t.j. hodnoty si1 v 1 000 SEK. Odhady strednej
hodnoty u, disperzného prametra ¢ a paramtera p ziskame z dat postupom, ktory
sme popisali v ¢asti 3.3 Odhady parametrov. PouZitim vztahov , a
potom dostaneme tiez hodnoty parametrov A\, « a 3.

Odhady parametrov st uvedené v nasledujtcej tabulke:

Zona 5 Zona 6
1 29,28094 58,81316
) 12,88332 13,44896
P 1,68776 1,72857
A 0,71353 0,82783
« 0,45401 0,37255
16 0,01106 0,00524

Tabulka 4.2: Parametre ziskané z dat.

Parametre o a § st parametrami gama rozdelenia ndhodnej veli¢iny X;, ktora
predstavuje vysku skody pre -t poistni udalost. Mozeme teda skonstruovaf
hustotu X; pre jednotlivé zény (vid Obr. [4.2)).

Jednym z predpokladov Tweedieho rozdelenia je, ze parameter p musi lezat
v intervale (1,2). Tento predpoklad je splneny (vid Tabulka , mozeme teda
tento model pouzit. Pomocou odhadnutych parametrov zostrojime prislusné hus-
toty pre Zénu 5 a Zénu 6 a prelozime nimi histogram vysky skod, aby sme mohli
porovnat skuto¢nost s pouzitym modelom. Hustoty jednotlivych rozdeleni spolu
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s histogramom st zobrazené na Obr. [4.3] Pravdepodobnost, Ze poistna udalost
nenastane, teda ze celkova vyska $kéd bude nulova (vid Tabulka , sa zd4a byt
modelom nadhodnotena, preto nie je v obrazku uvedena.

Ako sme uviedli vysSie, budeme eSte porovnavat dva postupy vypoctu prav-
depodobnosti, ze nenastane ziadna poistné udalost. Tieto hodnoty st uvedené
v Tabulke , kde hodnota Pravdepodobnost 1 je vypocitand ako pomer poctu
kategdrii bez poistnej udalosti a celkového pocétu kategérii a Pravdepodobnost 2
je vycislend pouzitim vztahu , do ktorého sme dosadili odhad parametra .
Ako vidime tieto hodnoty sa vyrazne ligia. Pravdepodobnost 2, ktort sme ziskali
pouzitim Tweedieho zlozeného Poissonvho modelu je nadhodnotena. Tento roz-
diel méze byt sposobeny tym, Ze sme analyzu déat zjednodusili a neuvazovali sme
vplyv vysvetlujicich premennych.

Zéna 5 Zoéna 6

Pravdepodobnost 1 0,277 0,1821
Pravdepodobnost 2 0,4899 0,437

Tabulka 4.3: Porovnanie pravdepodobnosti, Ze nenastane poistna udalost.

Cielom tejto kapitoly bolo ilustrovat Tweedieho zlozeny Poissonov model
na realnych datach. Pri analyze sme sa zamerali na Zénu 5 a Zoénu 6 a zvolili
sme zjednoduSeny postup, pri ktorom sme zanedbali vplyv vysvetlujtacich pre-
mennych. Z tohto dovodu sa skuto¢nost nie tplne zhoduje s pouZitym modelom.
Pri analyze sme pouzili postupy popisané v teoretickej casti prace, uviedli sme
hodnoty parametrov pre oba typy parametrizacie tohto rozdelenia a pre dve rozne
metédy vypodtu sme porovnali pravdepodobnost, Ze nenastane ziadna poistné
udalost.

Pri dokladnejSom pozorovani by sme museli urcit vysvetlujice premenné a za-
hrnat ich vplyv do analyzy. Okrem vys$Sie uvedenych vysledkov by sme mohli tak-
tiez stanovit pravdepodobnost, Ze celkové vyska Skody presiahne v danom obdobi
urc¢itt hranicu.
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Obr. 4.1: Histogramy vysky skod pre jednotlivé zony.
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Z.aver

V bakaléarskej praci sme sa zaoberali zloZzenym Poissonovym rozdelenim, jeho
vlastnostami a moznym vyuZzitim, pri¢om sme sa zamerali najméi na aplikaciu
v poistovnictve. Spracovanim jednotlivych kapitol sme sa snazili splnit stanoveny
ciel.

V prvej kapitole sme rozpracovali zdkledné pojmy, vety a tvrdenia, ktoré boli
vychodiskom pre vysvetlenie dalSich postupov.

Druhéa kapitola bola venovana zlozenému rozdeleniu, ktoré sme najskor defi-
novali na vSeobecnej tirovni a nasledne sme popisali vlastnosti zlozeného Poisso-
novho rozdelenia.

Vyuzitim v praxi sme sa zaoberali v tretej kapitole. Uvazovali sme konrétne
rozdelenia pre pocet poistnych udalosti a jednotlivé vysky skdd, popisali sme
postup odvodenia hustoty takto skonstruovaného rozdelenia a odhad parametrov.

Posledné kapitola bola venovand analyze dat, kde sme na redlnych datach
ilustrovali aplikaciu Tweedieho zlozeného Poissonovho modelu.

Spracovanim bakalarskej prace sme nevycerpali vSetky aspekty danej témy.
Pouzitie Tweedieho zlozeného Poissonovho modelu je podrobnejsie popisané
vo vyssie spomenutych publikdcidch [Wiithrichl (2003) a Smyth a Jgrgensen! (2002).
Autori v nich uvazuji vplyv vysvetlujicich premennych a pri analyze dat apli-
kuju pokrocilejsie statistické metédy ako st napr. zovseobecnené linedrne modely.
Metody stanovenia rezerv, ktorych zidkladom je vyuzitie zlozeného rozdelenia,
st uvedené taktiez v |Wiithrich a Merz| (2008), kde je uplatnenie Tweedieho zlo-
zeného Poissonovho modelu zhrnuté v casti 5.2.5. Spektrum tejto témy pontka
priestor na hlbsie stidium jej vyuzitia a porovnania s inymi pouzivanymi meto-
dami v oblasti poistovnictva.
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