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Uvod

Linedrne modely zohravaju dolezitd dlohu v modernych Statistickych a ekonomet-
rickych modeloch. Pomocou tychto modelov sme schopni, ak nie v dplnom rozsahu
tak aspon CiastoCne, aproximovat’ velké mnoZstvo funkcii. Klasickd metéda najmen-
Sich Stvorcov patri medzi zdkladné postupy linedrnej regresie, od ktorej sa postupne
odvodzovali jej alternativy. Prostrednictvom tychto metéd sa snazime, o moZno naj-
lepSie, zachytit’ zdvislost’ pozorovanych veli¢in respektive trend.

Cielom préce je prehladne priblizit’ zdkladné alternativy met6édy najmensich Stvor-
cov, ich predpoklady, konstrukcie, simuldcie a vlastnosti odhadov. Dalej na zaklade
predpokladov odporucit’ metédu vhodnu pre dany typ dat.

Metédy budeme skumat’ najskor podla vyskytu chyb, ¢i uz na strane zévislej,
nezdavislej premennej alebo na oboch strandch zaroven. Pozornost” dalej venujeme po-
stupom, pri ktorych budid mat’ pozorovania rdzny vplyv a ako tito skutoCnost’ zahr-
nit’ do vypoctu. V poslednej Casti prace budeme skimat’ dopad odlahlych pozorovani
na nas odhad a rieSenie tohto problému.

Prva kapitola je zamerana na linedrny model linedrnej regresie a odhad nezndmeho
parametra pomocou zékladnej metédy najmenSich Stvorcov, kde sa chyba vyskytuje
na strane vysvetlovanej premennej. Uvedieme si postup hladania tohto odhadu a jeho
dolezité vlastnosti.

Druhd kapitola sa venuje singuldrnemu rozkladu matice nevyhnutnému pre nasled-
ny popis metdd a vlastnosti odhadov. Postupne sa dopracujeme k datovo najmenSim
Stvorcom, kde sa chyba vyskytuje na strane vysvetlujicej premennej. Ako poslednou
z tejto skupiny metdd sa oboznamime s ortogonalnou metdédou najmensSich Stvorcov,
kde sa chyba vyskytuje na strane vysvetlovanej premennej. Zhrnutie tychto metdd je
ilustrované na regresnych priamkach a analyze redlnych dat.

V zavere prace je spracovand metdda najmensich vazenych Stvorcov, v ktorej kazdé
pozorovanie ma rdézny vyznam (védhu) a metdda useknutych Stvorcov, ktord sa snazi
eliminovat’ vplyv odlahlych pozorovani a odvodenie vlatnosti tychto odhadov.

Pre vyber témy bakalarskej prace som sa rozhodol na zdklade Sirokého vyuZitia
tychto metdd, Ci uz v Statistike, ekonometrii alebo poistovnictve.

Obrazky pouzivané v préci si vyrobené pomocou softvéru R.



1. Metoda najmensSich Stvorcov

1.1 Motivacia

Pri pozorovani urcitych javov sa snaZzime zachytit’ ich spravanie. Chceme, ¢o naj-
lepSie odhadniit’ spravanie pozorovanej veli¢iny na zdklade napozorovanych dat. Na-
priklad sledujeme, ako sa s rasticou vySkou meni vdha. Ozna¢me vysku ako premnnu
X; a vdhu ako sledovanu premennu Y; u i-teho pozorovaného ¢loveka. Ako moZeme
vidiet’ na obrazku [[.1] s rasticou vyskou stipa aj vdha. Z toho méZeme usudit’, Ze
medzi vySkou a vahou existuje urcitd zavislost’.

Zachytenim takychto javov sa zaoberd regresia. V naSom zjednoduSenom pripade
ide o klasicky model linearnej regresie

Y, = B+ BoXi + &,

pomocou ktorého sa snazime zachytit’ dany trend tzn. zavislost’ veliiny Y na nezavis-
lej premennej X vztahom
Y =B+ BX,

kde & je nevysvetlend fluktudcia s nulovou strednou hodnotou, kladnym rozptylom,
prei € {1,2,...,n} a poCet pozorovani n. NaSou tlohou je ¢o najlepSie odhadnit’ pa-
rametre f31, B, € R tak, aby dana rovnica, ¢o mozno najlepSie vystihovala vSetky na-
merané data, aby sme dalej pomocou nej mohli odhadnit’ véhu ¢loveka len so znalos-
t'ou jeho vysky. V praci budeme jednorozmerné premenné oznacovat’ velkym pismom
a vektory, matice velkym tuénym pismom.
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Obrazok 1.1: Trend Y - vahy [kg] v zavislosti na premennej X - vySke [cm].



1.2 Zakladné pojmy linedrnej regresie

V regresii sa vieobecne snazime docielit’ pomocou r6znych metdd to, aby vyrov-
nané ddta ocCistené od ndhodnych fluktuicii vystihovali trend. Skimame podmienené
rozdelenie veli¢iny Y;, ak pozndme vektor X,-v.T o p zlozkach, kde X , je i-ty riadok
matice X € R™P. Zaujima nds, ktoré komponenty vektoru X,-_‘.T a akym spdsobom
ovplyvilujd stredni hodnotu EY a ako uZ bolo spominané, chceme predpovedat’ Y
pre [ubovolnt hodnotu nezavislej premenne;.

Data pozostavaju z n nezavislych pozorovani vektorov (Y,-,Xi’.)T, kde matica X md
menej stfpcov ako je pocet pozorovani teda riadkov tzn. p < n. V pripade, Ze by stip—
ce matice X boli linedrne zdvislé, niektory z nezndmych regresorov by bol zbytocny,
pretoZe jeho zavislost’ by sa dala popisat’ zvySnymi regresormi.

Hodnoty X; j pre j € {1,...,p}, z vektoru X,;/.T nemusia byt’ vZdy hodnoty napo-
zorovanych nahodnych vektorov, ale aj ich transformécie, tzn. X; o = f(Z;s), kde Z; o
st hodnoty napozorovanych dat.

Existuju dva sposoby, ako mdzeme dany problém riesit’, pricom v jednom z nich
je vektor X,-7.T chidpany ako ndhodnd veli¢ina a v druhom ako vektor konstant. Oba
spOsoby vsak vedd k rovnakému vysledku. V tomto texte sa zaoberdme spdsobom,
kde X,-./.T je vektor vopred zndmych hodn6t.

1.2.1 Linearny model linearnej regresie

Definicia 1. Hovorime, Ze ddta (Y;,X;s) pre i € {1,2,...,n} spliiujii model linedrnej
regresie, ked’ plati

Yi=BiXi1 + BoXio + -+ + BpXip + &, (1.1
kde B= (Bi,..., BP)T je vektor nezndmych parametrov, ktoré inak nazyvame regres-
nymi koeficientami a €= (€y,..., sn)T je vektor obsahujiici n nezdvislych ndahodnych

velicin s nulovou strednou hodnotou a rozptylom > > 0.

Ak v modeli linedrnej regresie p =2 a X, =1,,kde 1, = (1,..., 1)T je vektor n
jednotiek, potom
Y =P+ pBXo e,

ktord oznacujeme ako jednoduchii liendrnu regresiu (pouZitie v motivacii, vid’ obrazok
[1.2). V pripade ak X;; = 1 pre Vi € {1,2,...,n}, zostane z 3, X; | len fB, oznacovany
ako absolttny ¢len, intercept.

V linearnom modeli linearnej regresie pracujeme s vektormi napozorovanych dat
(Yi,X,-,.)T, kde Y; je odozva (zdvisld premennd) a X; ¢ = (X; 1, ...,X; ) je riadkovy vek-
tor regresorov (nezdvisla premennd) z rovnice (I.1)), kde & je ndhodnd veli¢ina, fluk-
tudcia, ktord zahfnia vSetko, Co ovplyviiuje ¥; a nie je vysvetlené regresormi X; 1, ..., X; 4,
moze zahfnat' aj chybu. Je to rozdiel medzi napozorovanou hodnotou a trendom.
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Obrazok 1.2: Odhad trendu pomocou metédy OLS a ukdzka rozdielu medzi reziduom
u; a fluktuaciou ¢;.

Pomocou r6znych metéd, napriklad metédou najmensich Stvorcov sa snazime, aby
vyrovnané déta v tvare

Y= BiXi1+ BoXin+ -+ BpXip,

—~ -~ ~ T
¢o mozno najlepsie vystihovali trend, kde vektor 3 = ([31 yeen ,Bp> € R™! je odhad

neznameho parametra 3 = (B, ... ,ﬁp)T.

1.2.2 Alternativny zapis lineairneho modelu linearnej regresie

Vektorovy zédpis rovnice (I.I) je ¥; = X; o3+ ¢€;, kde E€; =0, varg; = cZaeg sd
nezavislé, z coho nasledne plati

EY;=X;.8a varY; = o’.

Maticovo
Y=X03+e¢, (1.2)

-
kde Y = (1y,... ,Yn)T, X= (XL.T, .- ,Xm.T) ,E= (81,...,8,,)T, za platnosti

Ee=0a varszozln,

pricom X je regresnd matica, ktorej h(X) = p < n. Symbolom I, rozumieme
n-rozmernu Stvorcovd maticu, ktord mé na diagondle jednotky inak nuly.
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1.2.3 Interpretacia parametrov regresného modelu

Ak X, | = 1,, regresny koeficien f; ndm v modeli jednoduchej linedrnej regresie
uddva posun vo zvislom smere. Koeficient 3, zase hovori o kolko sa zmeni stredna
hodnota po zvicSeni regresoru X; > o jednotku, ¢o mozno chépat’ ako sklon priamky.
Ak sa X, 1 # 1, ale rovnd sa pozorovanym hodnotdm, regresnd nadrovina prechddza
pociatkom stradnicovej sustavy.

V linedrnom modeli linedrnej regresie koeficient f;, j € {1,2,..., p} vyjadruje
zmenu strednej hodnoty E Y; po zvySeni regresoru X; ; o jednotku, pri konStantnych
hodnotach ostatnych regresorov. Zo Statistického hladiska je model bez interceptu hor-
Sie aplikovatelny na redlne déta, preto je vhodnejSie pouZivat’ model s interceptom.

1.3 Odhady regresnych koeficientov pomocou zaklad-
nej metody najmensich Stvorcov

Této metdda inak oznaCovand ako OLS (anglicky Ordinary least squres) je zak-
ladnou metédou odhadovania nezndmych parametrov v linendrnom modeli linedrne;j
regresie. Tento postup vychddza z minimalizovania st¢tu druhych mocnin vertikélnej
vzdialenosti vysvetlovanej premennej ¥; od regresnej nadroviny. Argument minima
tohto suctu je odhad nezndmeho parametru. Snazime sa tak, o ¢o najlepsie preloZenie
nadroviny mnoZinou pozorovanych dat, vid’ obrazok[I.2]a prva Cast’ obrazku[2.3]

V tejto metdde budeme pre lepSiu ilustraciu na redlnych datach pracovat’ s line-
arnym modelom liendrnej regresie s interceptom, teda budeme mat’ regresnd maticu,
ktorej prvy stfpec budi samé jednotky. Postupy, vypocty a vlastnosti odhadu su vSak
v tejto metdde totozné, €i uz pouzivame model s interceptom, alebo bez.

1.3.1 Predpoklady metéody OLS

Aby odhad parametru metédou najmensich Stvorcov mal urcité vlastnosti, musi
model spliiat’ stanovené predpoklady.

: ) . T : T '
Definujme ndhodny vektor Y = (Y1,..., Y,) , maticu X = (XL. ooy X1 e ) ,

vektor nezndmych parametrov 3 = (fi,..., ﬁp)T a ndhodny vektor € = (g, ..., Sn)T,

ktoré spliiuju rovnicu (1.1)).

Predpokladajme, Ze strednd hodnota vektoru e je rovnd nule, jeho zlozky st na-
vzdjom nezavislé a kovarianéna matica je 621, pre 62 > 0. Tato vlastnost’ sa nazyva
homoskedasticita.

Dal¥ou podmienkou je linedrna nezévislost’ stipcov matice X. Ak je splnend vieme,
Ze h(X) = p a p < n, z ¢oho ndsledne plynie, Ze matica X "X je reguldrna. V prikla-
de z motivécie je tato podmienka splnend, kedZe matica X mé v prvom stipci samé
jednotky, odpovedajtice interceptu 3; a v druhom navzdjom rézne hodnoty.

Prepoklad nulovosti strednej hodnoty ndhodného vektoru € hovori, Ze data vyva-
Zene osciluji okolo trendu, o umoziuje vyrovnat’ data

=E (B +BoXip+ +BpXi,p) +E& =B+ BXio+ -+ BpXip,



pri rozptyle
varY = GZIn = vare.

Nech B\ je nejaky odhad parametru 3. Potom ozna¢me Y =X B odhadnuté stredné
hodnoty odozvy t. j.

Y, =Bi+BoXio++ BpXip = Xia B.

Ako uz vieme, vektor ﬁ sa snazime urcit’ tak, aby euklidovsky rozdiel skutocnych dét
Y a odhadnutych dat Y bol ¢o najmensi, tzn.

n
= (Yi— X
B= arg[gléhg,\/g i0B)’

1.3.2 Postup hfadania odhadu parametra — OLS

Hladame

n
(Y — X;8)" = (Y — X
argél’el%él \/; i B) argénln Z i, B)

= arg min, (Y-XB3)' (Y-X3).

Postupujeme ako pri hladani minima funkcie, ¢iZe dant funkciu zderivujeme a poloZi-
me ju rovnu nule. Koren tejto funkcie je odhadnuty parameter 3.
Zderivujeme funkciu

d

.
55 Y~ X8) (Y -X8) = X" (Y-XB)~ |(Y-XB) X| =

(1.3)
— 2 <XTY _ XTXﬁ) ,

a nasledne 3 dostaneme ako rieéenie p linedrnych rovnic o p nezndmych, ktoré sme
ziskali polozenim derivécie (1.3]) rovnej nule

2 (XTY ~_XTX B) -

\I%
X'XB=X'Y

Z predpokladov, e matica X m4d hodnost’ p a teda matica X' X je reguldrna, plynie

~1
existencia inverznej matice (XTX> a nasledne existencia prave jedného rieSenia
sistavy rovnic
~ o\t
= (X X) X'Y. (1.4)
Odhad B = B (n) je funkciou rozsahu pozorovani. B je taktiez globdlnym mini-
mom, pretoZe funkcia (Y —X8) " (Y — X/3) je konvexna v 3.



Veta 1. Majme model linedrnej regresie v tvare (I.1), v ktorom stlpce matice X sii
navzdjom nezdvislé vektory a plati homoskedasticita vektoru €, potom odhad metodou
najmensich stvorcov Boys je v tvare (1.4).

Dokaz. Vid’ vysSie Postup hladania odhadu parametra — OLS.

J

-1
Definicia 2. Nech H =X (X TX) X" sa nazyva projekénd matica.

Potom mo6Zeme regresnd nadrovinu vyjadrit’ v tvare
. ~ L
Y:XBOLS:X<X X) XY = HY.

Dolezitd vlastnost’ projek¢nej matice H je inedepotentnost’, tzn. HH = H.

1.4 Vlastnosti odhadu

Medzi zdkladné vlastnosti odhadov patri nestrannost’ a konzistencia, ale existuju
aj dalSie vlastnosti, ako je napriklad eficientnost’.

1.4.1 Nestrannost’ a konzistencia odhadu — OLS

Definicia 3 (Nestrannost’). Odhad sa nazyva nestranny (nevychyleny), ak jeho strednd
hodnota je rovnd hodnote odhadovaného parametru: E3 = 3

Veta 2. B\OLS je nestranny odhad parametru (3.

Dékaz.

E Bors=E (XTX> Xy = (XTX) xTEy R s

EY=X3

= (XTX> 'XTxg -8,

z &oho plati E By = 3
d

O kvalite odhadu hovoria jeho asymtotické vlastnosti ako napriklad konzistencia.

Definicia 4 (Konzistencia). Odhad je konzistentny, ak pri rastiicom rozsahu vyberu
n jeho hodnota konverguje v pravdepodobnosti ku skutocnej hodnote parametru t.

i P<|[3(n)—5| < s) Sl
Veta 3. EOLS Jje konzistentnym odhadom 3, CiZe B\OLS Lt B3 pre n — oo,

Dokaz. Vid’ [18] podkap. 5.1.



1.4.2 Dalsie vlastnosti

Definicia 5. Odhad B sa nazyva eficientny voci inému odhadu ,(/3\* toho istého para-

.....

var <B) <var (B\*) ,
kde varﬁ = o2 (XTX) - .

Veta 4. Odhad BOLS je v linedrnom modeli linedrnej regresie najlepsim nestrannym
linedrnym odhadom (anglicky Best linear unbiased estimator, tzv. BLUE-odhadom)
parametra (3 (Gaussova-Markovova veta).

Doékaz. Vid’ [15] podkap. 3.4.
4

Veta 4. hovori, Ze BOLS je sucasne linedrnou funkciou hodn6t vysvetlovanej pre-
mennej Y7,...,Y,, nestrannym odhadom parametru 3 a eficientnym odhadom vo¢i kaz-
dému linedrne nestrannému odhadu parametru 3. Podrobnejsi popis a dalSie vlastnosti
odhadu vid’ podkap. 3.3. v [4]] a kap. 3.,4. a 5. v [18]].



2. Alternativy metody najmensich
Stvorcov

Predtym neZ uvedieme jednolivé metddy, vysvetlime pojem singularneho rozkladu
matice inak SVD (anglicky Singular value decomposition) a zadefinujeme Frobeniovu
normu, ktoré budeme neskor pouzivat’.

2.1 Singularny rozklad matice — SVD

Definicia 6. Matica Q je ortonormdlna, ked’ plati QT = Q.

Veta 5. Nech A € R potom existujii ortonormdlne matice U € R"*" a V € R™*™,
pre ktoré plati

U'AV =YX =diag{oi,...,0,} eR"" 61 >--- >0, >0, 2.1)
kde p = min{n,m} .

Dokaz. Vid’ [9] kapitola 8.6.
M

Matica ¥ v singuldrnom rozklade je jednoznacne uréend maticou A. Dalej si pre ma-
ticu A definujeme deliaci bod r € {1,...,p}, ako najvacsi index, pre ktory plati 6, > 0
teda

01 >:+>0,> 0y = =0,=0, kde p=min{n,m},

kde o; pre i € {1,...,p} st simguldrne &isla matice A.
Ak st matice V a U z (2.1) ortonormélne, potom r = h(A) a maticu A mdZeme
vyjadrit’ v dyadickom rozvoji

A= i GiUO,iVO,iTa
i=1

kde U, ; a V, ; st i-te stipce prislu§nych matic.

Definicia 7. Oznacme U, ; ako lavé a V. ; ako pravé singuldrne vektory matice A.
Potom Uip, (Viin) nazyvame najmensim lavym (pravym) singuldrnym vektorom, ktory
sa spdja s najmensou singuldrnou hodnotou G, == Oy.

Definicia 8. Frobeniova norma matice A = (a,7 ])l =1 Jje definovand nasledovne

=\/tr ATA \/ZGZ \/Zczp min{n,m}.

lAllF =

10



2.2 Typy podla vyskytu chyb

Tieto metddy by sme mohli rozdelit’ do dvoch skupin. V prvej sa jednotlivé postupy
zameriavajui na to, Ci sa fluktudcie vyskytuji na strane zdvislej premennej, nezavislej
alebo na oboch strandch. V druhej skupine sa metédy viac zameriavajui na to, ktoré
pozorovania su pre odhad podstatnejSie a ako tito skuto¢nost’” zohladnit’ pri vypocte.
Najblizsie sa budeme venovat’ prvej skupine sponimanych metdd.

Odhadmi parametra 3 pomocou metddy OLS sme sa zaoberali v predchddzajice;j
kapitove. Chyba sa tam vyskytovala vo vysvetlovnej premenne;j

Bops = ar min _ ||€||2 za platnosti Y + & = X3.

BoLs gseR”,ﬁeRPH l2zap B
Opacnym pripadom je, ak sa chyba vyskytuje vo vysvetlujicich premennych, regreso-
roch

B« = ar min S aplatnosti Y = (X + O) 5. 2.2
BbLs g@eR"XII’.ﬂeIRPH |7 zap (X+0)8 (2.2)

K odhadu parametra 3 v tomto pripade slizi metéda datovo najmensich Stvorcov inak
oznacovand ako DLS (anglicky Data least squares). Poslednou variantou je, ak sa chy-
ba vyskytuje na oboch strandch stucasne

BrLg =arg min | [e,E]||F zaplatnosti Y +e = (X+E)3,  (2.3)
[e,E]eRm*(P+1) GeRP
¢o rieSime pomocou ortogondlnej metddy TLS (anglicky Total least squares). V kazdej
z tychto metdd sa snaZime, ¢o najlepSie odhadnit’ nezndmy parameter 3 ako argument
minima, v prvom pripade euklidovkej normy vektora a v dalSich dvoch Frobeniove;j
normy matice.
Kedze v metédach DLS a TLS sa chyby vyskytuji aj na strane nezdvislej pre-
mennej, pre jednoduchost’ vypoctov budeme uvazovat’ model linedrnej regresie bez
interceptu.

2.2.1 Metéda datovo najmensich Stvorcov — DLS

Odhad pomocou metédy DLS vychddza z modifikovanej metédy TLS Abatzogloa
a Mendela [1]], poskytuje ndm odhad parametra 3, ak vieme, Ze chyby sa vyskytuju
len v matici vstupnych dét, regresorov. Ako bolo uz zmienené odhad parametru je
dany argumentom minima funkcie z (2.2).

Na postavenie tedrie DLS, je nutné splnenie urcitych podmienok. Prvou je plnd
stipcovd hodnost’ matice, h(X) = p ako v metéde OLS a druhou je, aby vektor Y
nebol kolmy s najmens$im lavym singuldrnym vektorom matice X.

Existencia a jednoznacnost’ rieSenia DLS

Veta 6. V pripade splnenia vyssie uvedenych predpokladov DLS a (2.2) je rieSenie
tvaru
Y'y

Bprs = Y XK,

min;

kde K, je najmensi pravy singuldrny vektor matice P#X, kde P# =I-Y (YT Y) Nd
je projekcnd matica, ktord zobrazuje vektorovy priestor matice X na ortogondlny
doplnok vektoru Y.

11



Doékaz. Vid’ [10] na str. 408. .
Ako je mozné vidiet’, vysledok nemé zmysel, pokial’ YTXKmm =0.

Komplikdcia nastane v pripade, ked’ sa najmenSia singuldrna hodnota bude na-
chadzat’ v rozklade viackrat, o by znamenalo, Ze existuje nekonecne vela rieSeni.
Ak chceme aj v tomto pripade ndjst’ jednoznacné rieSenie, musi leZat’ v priestore urce-
nom najmensimi pravymi singularnymi vektormi Ky;; tzn. Bprs = K,;,C, kde K,
je matica, ktorej stipce si vektory Kunin; a C je vektor konStant. Rovnako musi Bpys
spiiiat’ aj rovnicu Y' XBprs = Y 'Y. Jednoznatnost' je uréend minimalizaénou nor-
mou. Zostdva vyrieSit’ optimalizany problém

min3' 3 =C'K, "K;,;,C, zaplatnosti Y X8 =YY,

min min
kde pouzitim Lagrangeovych multiplikdtorov dostaneme

Y'Y
YTXK* . ) (K TXTY)

min

* x 1
min (Kmin XTY) :

BDLS = <

Podobne ako v predchddzajicej rovnici, ani tu rieSenie neexistuje ak

<YTXK* )( . TXTY):o.

min min

Pouzitie a vlastnosti odhadu

DLS je vhodny najmi pri urcitych typoch signdlovych procesov, ako pri dekon-
volucii, identifikdcii a ekvalizéacii signédlu. Pri tomto vyuziti je DLS omnoho lepSim
nastrojom ako OLS alebo TLS, vid’ [10] na str. 409 a 410. Vlastnosti odhadu su Speci-
fické v zavislosti na dalSich vlastnostiach matice regresorov, viac vid’ [12].

2.2.2 Ortogonalna metéda — TLS

Posledna metdda tejto skupiny, ktoru si popiSeme, sa pouZziva pri chybach vysky-
tujuicich sa na oboch stranach, ako zdvislej, tak aj nezavislej premennej. TLS sa v Sta-
tistike Casto oznacuje ako EIV (anglicky Errors-in-ariables) modelovanie. Pracujeme
s rovinnymi ddtami a snaZime sa minimalizovat’ sicet druhych mocnin vzdialenosti
dat od odhadovanej nadroviny, tento pristup sa nazyva ortogondlna regresia.

N4jdenim matice [éi = |, ktord spliiuje minimaliza¢nd podmienku z (2.3), je rieSe-

nie TLS uréené ako Tfubovolné 3 spliiujice rovnicu Y + & = (X + é) 3.

Existencia a jednoznacnost’ rieSenia TLS

It r T
Veta 7. Nech singuldrny rozklad matice X € R"" je dany vztahom X =Y " | ©; U, V.,
a matice [Y , X | = Z?:El oiU. V.. Ak G,;1 > Oyt 1, potom

[175(\] — [Y+§,X+§] —USV', S =diag{ci,...,0m0}, 2.4)

12



S odpovedajbicou TLS korekc¢nou maticou
87 i om—H o,m—i—l o7m—|—17

ktord riesi rovnice [2.3)), z ktorych dalej dostdvame odhad

1

.
Vomsts s Vinbtmet]
Vim+1

5TLS =

ktory existuje a je jedinym rieSenim Y =X, B, pokial’ V1 ;41 # 0.

Dokaz. Vid [14) na str. 90.
4

Definicia 9. Nech M € R™". Cislo A € R sa nazyva viastnym islom matice M,
ak existuje nenulovy vektor W taky, Zze MW = AW. Vektor W sa nazyva vlastnym vek-
torom matice M.

Veta 8. Ak sii navyse V, ; z 2.4) viastnymi vektormi matice [Y , X ]T Y, X], potom ,@

spliiuje rovnicu

varn[3]-[% FH[E]-fE) e

Z tej ndsledne plynie
~ -1
Bris = (XTX— o2 +1Im> X'y

Dékaz. Odvodenie rovnosti (2.5) vid’ [17] na str. 37.

3

!

Zo Statistického hladiska je situdcia ©,, = 0,41 velmi mélo pravdepodobna,
ale predpokladajme, Ze nastala. V tom pripade rieSenie existuje, ale je linedrnou kombi-
niciou najmensich singuldrnych vektorov, Cize rieSeni je nekone¢ne mnoho. V pripade,

v ! . . . - v .
Ze O,, # Om+1, ale Vi 41 = 0, pre algoritmus z (2.3) neexistuje rieSenie.

EIV modelovanie a vlastnosti odhadu

Od existencie a formy rieSenia sa teraz postupne dopracujeme k jeho Statistickym
vlastnostiam. Ako bolo spominané, v Statistike sa oznacuje tento postup ako EIV mo-
delovanie. Ozna¢me napozorované data X, Y meranych veli¢in Xo, Yo s chybami e
a © splilujuice

Y=Yy +e,

X:X()—{—O,

kde riadky matice [e, ®] st rovnako rozdelené ndhodné vektory s kovarian¢nou mati-
cou 6721, kde 62 > 0 a nulovou strednou hodnotou.

13



Veta 9 (Slaba konzistencia). Predpokladajme, Ze distribiicia riadkov matice [€,0] md
konecny Stvrty moment. Ak

=
i (XoT X0>

Ao (Xg X0>

Amin ( X0 Xo) —> 00, n —> o0
0 5
—— 00, 1 — oo,

kde Amin (Amax) oznacujeme minimdlnu (maximdlnu) viastnii hodnotu danej matice,
potom

~ P
Brrs — B, pren — .

Dokaz. PodIa [[7] na str. 9.

3

.....

limn_>oo B\TLS = ,6
Doékaz. Vid’ [8]] na str. 35.

Dalsie vlastnosti TLS odhadu vid’ [8] kap. 4.

2.2.3 Analyza dat pstruha obyc¢ajného

V tejto Casti nadviaZzeme na priklad z motivacie, kde sme sa zaoberali zavislostou
véhy a vySky. UvaZovali sme zjednoduSeny pristup, pri ktorom sme predpokladali fluk-
tudciu len na strane vysvetlovanej premennej teda vdhy. V skutoCnosti je treba uva-
Zovat’ chybu aj na strane vysvetlujicej premennej, v naSom pripade vysky, ktord je
taktiezZ ovplyvilovand rdznymi prirodnymi faktormi.

Podobny problém ako v motiv4cii rieSia aj ekoldgovia z Vyskumného tstavu vo-
dohospodarskeho T. G. Masaryka, ktorych zaujima jednoduchy linedrny vztah medzi
diZkou a véhou pstruha obycajného (latinsky Salmo trutta morpha fario) z malych
horskych potokov Narodného parku Sumava. Diéta obsahuji 59 parov merani diZzok
a vah dospelych pstruhov. Pstruhy boli chytané v rozli¢nych Castiach viacerych poto-
kov. Po meraniach boli vSetky pstruhy pustené spit’ do potokov.

Je treba si uvedomit’ urcité vlastnosti pozorovanych veli¢in. Ako sme sa zmienili,
chyby sa nachddzaji na oboch strandch premennych, dizky aj vdhy, ktoré boli spo-
sobené roznymi prirodnymi faktormi. Teraz na zdklade spominanych predpokladov
moZeme pristipit’ k hladaniu rieSenia metédou TLS respektive EIV modelovaniu.

KedZe tazisko pozorovani nelezi v pociatku stiradnicovej sustavy, na naSe data ap-
likujeme model s interceptom. Na obrazku moZeme porovnat’ rozdiel medzi pou-
zitim OLS a TLS.
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Obrazok 2.1: Ukazka ortogondlnej metddy a zdkladnej metdédy najmensSich Stvorcov
na redlnych datach (dlzka — véha pstruha obycajného).

Po vypocte regresnej priamky metddou TLS overime predpoklady modelu EIV
tzn. nulovost’ strednych hodndt, rovnost’ rozptylov chyb €, ©® pomocou ich odha-
dov & a ©. Tieto odhady ziskame ako rozdiely pozorovani a ich kolmych prlemetov
na regresnud prlamku kde prva sdradnica bude reprezentovat’ odhad chyby dizky, ®
a druhd véhy, €. Na obrédzku [2.2] sd uvedené tieto odhady pre jednotlivé pozorovania,
z ktorych moZno vidiet’, Ze rozptyly odhadov chyb dlzky a Vahy pstruhov su zhruba
rovnake Bodové odhady strednej hodnoty € a ® z dat € a 5 vysli Ee=0. 0000170749,
E © = —0.0000332824. Takmer nulové hodnoty tychto odhadov nenaznacuju poruse-
nie predpokladu EIV modelu o nulovej strednej hodnote chyb.

Z Obrazku[2.2]nebadat’ porusenie homoskedasticity (konstantnosti rozptylu chyb),
uz len preto, Ze nie je viditelny Ziadny "vzor"(napriklad nepozorujeme zniZujice sa
hodnoty chyb s narastajicim poctom pozorovani) a Ziadna chyba sa nejavi ako odlahla.

Odhad metédou TLS by mal v tomto pripade poskytovat’ lepsi a presnejsi odhad,
kedZe sme pouZili vhodnej$i model vyuZivajici viac informécif z dat. Dal§im velmi
doleZitym pozorovanim z obrazka[2.1| vpravo hore, je pésobenie odlahlych pozorovani
na regresné priamky. MdzZeme si v§imnut’, Ze metéda TLS je voci nim odolnejSia nez
OLS. Tato problematika je dalej rozoberand v kap. 2 [6]].

Data dfiky a vahy pstruha obyc¢ajnéhu pochadzji z Vyskumniho tstvu vodohospo-
darskeho T. G. Masaryka T. G. Masaryka, v.v.i. http://www.vuv.cz/.
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Porovnanie rozptylov odhadov chyb dizky a vahy pstruhov

|To R
odhady chyb dizky
—— odhady chyb vahy
o
g : : :
3 © ; oo ;
; ..;||::| |"'| o |||||
T ] | ...... R | | | I
- R I|'I||I ) "'I|'| ‘
o | o ::: S
| . . . Lo
e
: T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

X — pozorovania

Obrazok 2.2: Grafické porovnanie rozptylov dlzky a vahy pstruhov pomocou odhadov
chyb &, o.

2.2.4 Regresné priamky OLS, DLS a TLS

V tejto Casti sa zaoberdme prekladanim dét regresnou priamkou s interceptom
v tvare

Y =B+ BoX. (2.6)
Veta 11. Koeficienty regresnej priamky OLS su

—, 2.7
i XP —nX? e

Bi=Y—BX, ph=

kde X =YY" Xi/naY =YY" Y;/n.

Dokaz. Vyjadrenia dostaneme z rovnic (1.4]) kde X ma prvy sipec jednotiek a v dru-
hom stlpci st napozorované hodnoty nezévislej premenne;j.
d

Veta 12. DLS koeficienty priamky st

B\l :_X_ﬁZY B\ZZ zr'l:IYiz_nfl_z_ (2.8)
B\Z ’ Z?:lXiYi—nXY' '

Dokaz. Kedze tento postup minimalizuje chyby na strane jednorozmernej vysvetlujice;j
premennej, pouzijeme metédu OLS na upravenych détach, kde sme zloZky X; zamenili
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so zlozkami Y;. Takto vypocitané koeficienty vSak platia pre inverznu priamku, kedZze
sme ich ziskali vypoctom z prehodenych stiradnic. Poslednym krokom je aplikova-
nie inverzného zobrazenia na spominant rovnicu priamky, ¢im sme dospeli k hladane;j
regresnej priamke a koeficientom. 0

Veta 13. Pre priamku TLS plati

2 _ 2 2 2)2 2
~ SY_SX+\/(SY_SX) +4syy
9

Bi=Y-pX, = (2.9)

ZSXY

za predpokladu sxy # 0, pricom sxy = %ZL]XiYi — XY, 5% = %ZL]XZZ - X2
SR

Dokaz. Vid’ 3] na str. 222.

J

Definicia 10. Majme body (X1,Y1),...,(X,,Y,). TaZisko tychto bodov je dané vztahom

1 & 1 &
T=(-YX,-YY (2.10)

s R |
Lemma 14. KaZzdd z vyssie uvedenych regresnych priamok prechddza taZiskom, z coho
plynie, Ze priamky sa pretinajii prdave v riom (vid’ obrdzok2.3)).

Doékaz. Jednoduchym dosadenim stradnic taZiska (2.10) do rovnice priamky (2.6)), kde
za P a B dosadime keoficienty (2.7)), (2.8) a (2.9) sa mdzeme presvedCit’, Ze tazisko
skutocne leZi na kazdej zo spominanych regresnych priamok.

Vyuzitie taziska pri vypocte odhadu s interceptom

Skutocnost’, ktorti sme si v predchadzajucej Casti ukazali na priamkach, méZeme
rovnakym sposobom roz$irit’ aj pre viacrozmerné regresory, o0 nhdAm umoZziiuje postup,
v ktorom si najskor spocitame tazisko. Nédsledne posunieme vSetky pozorovania opac-
nym smerom ako je vektor bodu taZiska, ¢im docielime, Ze taZisko takto vzniknutych
bodov bude lezat’ v pociatku stradnicovej stistavy. Potom aplikujeme vybranti metédu
bez interceptu a takto ziskani regresnd priamku posunieme naspit’ o uZ spominany
vektor. Vysledkom bude regresnd nadrovina s absolitnym ¢lenom.
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Obrazok 2.3: Porovnanie regresnych priamok metéd OLS, DLS, TLS, ktoré sa navza-
jom pretinaju v taZisku pozorovani.
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2.3 Odhady s vysokym bodom zlyhania

Doteraz uvedené metddy pouzivali v plnej miere vSetky napozorované hodnoty
a boli extrémne citlivé na odlahlé pozorovania, preto sa v nasledujicom texte bude-
me venovat metddam, ktoré tento problém rieSia. Patri medzi ne metéda vazenych
Stvorcov LWS (anglicky Least weighted squares), v ktorej je kazdému bodu priradend
prislusna vaha a metéda useknutych Stvorcov LTS (anglicky Least trimmed squares).
Cast’ pozorovani.

K posudzovaniu robustnosti odhadu, odolnosti odhadu voci odlahlym pozorova-
niam (ak existuji), bola navrhnutd celd rada meradiel. Jednym z nich je napriklad
bod zlyhania (anglicky breakdown point). Vyjadruje percentudlne zastupenie chyb-
nych hodn6t, pre ktoré je eSte odhad "spravny"(teda neovplyvneny podstatnym vysky-
tom odlahlych hodnot).

2.3.1 Metoda najmenSich vazenych Stvorcov — LWS

Postup je zaloZeny na klasickej metdde OLS, v ktorej sa sCituju Stvorce rezidui na-
sobené prisluSnymi vdhami. Tento postup sice poskytuje lepsi odhad pri vychylenych
pozorovaniach, ale za cenu vysokého bodu zlyhania.

Varianty pristupov hladania rieSenia

Existuje viac pristupov, jeden z nich je zaloZeny na ur¢ovani hodnot wy, . .. ,wy, kto-
ré su priradené implicitne v priebehu vypoctu. Vahy potom zévisia na hodnotach rezi-
dui prislusného hrubého odhadu (3 skutocného parametra 3, kde reziduum

u = u; (ﬁ) je rozdiel medzi vyrovnanou a napozorovanou hodnotou v danom bode,

ui =Y —X;. 8.
Usporiadame druhé mocniny rezidui pre dané 3
(@ (8) ) <+ < (W (B)) 2.11)
ktorym odpovedd nerastica postupnost’ véh wy,...,w,. Pre takto zvolené veliCiny de-

finujeme odhad metédou LWS ako
Buws = arg [ggﬁg,; wi (1% (8)) -

Véhy moézeme urCit' bud’ linedrne klesajicim spésobom w; = 1 — (i—1) /n,
alebo dvojkrokovou procedirou pre vypocet adaptivnych vah, ktord vdhy urcuje au-
tomaticky. Podrobnejsi popis tejto procediiry je uvedeny v [5] na str. 269.

Postup hfadania odhadu parametra — LWS

Iny postup, ktory ukdZeme, spociva prevedenim problému LWS na OLS za pred-
pokladu, Ze vahy jednotlivych pozorovani st vopred zndme.

Veta 15. Majme linedrny model (1.1)), kde € md nulovii strednii hodnotu, kovariancnii
maticu 62V, kde 6% > 0, V je pozitivne definitnd matica a X md plnii stlpcovii hodnost .
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Potom odhad pomocou vdzenej metédy najmensich stvorcov je tvaru
~ -1
Brws = (XTV_1X> X'vly. (2.12)

Doékaz. Tento problém prevedieme na klasicki metédu OLS, kde na zéklade predpo-
kladov, ze V > 0, existuje V%, ktora je symetricka a regularna. Potom

h (V—%X) —h(X)=h (XTV—%V—%X> —h (XTV_lx) ,
z &oho plynie regularita matice X' V~!'X a existencia inverznej matice.
1 1 1
Definujme premenné Z := V2Y,F := V2X 7 := V2g, ktoré ak substituujeme do (1.2))
Z—Y, F—Xan— e, dostaneme
Z=FB+1n=V2Y=ViX31+Vie.
Zostava ukazat’, Ze
_1 _1 _1 vl i1 2
En=EV le=V 2Es:03cov<V 2€> — G2VIVIVIV_Z = 67,

¢im sme dokdzali, Ze model spliiuje predpoklady OLS. Odhad teda m6Zeme vyjadrit’
v tvare

~ _1 .
IBLWS = (FTF> FTZ = (XTV_%V_%X> XTV_%V_%Y _

- (XTV—IX) XTyvly,

3

Matica V = diag {vi,...,v,}, potom definujeme maticu

V1 Vn

1 1
w=v"! :diag{—,...,—} =diag{wi,...,wn},

kde wy,...,w, st védhy, ktorych hodnoty st nepriamo umerné velkosti rozptylu. Odhad
nezndmeho parametra metédou LWS moZno vyjadrit’ v tvare

~ —1
Brws = (XTWX> X WY.

Vlastnosti odhadu

Veta 16 (Nestrannost’). Odhad metédou najmensich vdzenych Stvorcov je nestrannym
odhadom nezndmeho parametra

EBws=EB.
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Doékaz. Tento pristup je v podstate metéda OLS. Postup dokazu vid’ (1.5)) len s iny-
mi premennymi, kde vektor 17 ma tieZ nulovi strednt hodnotu a kovarian¢nd maticu

o1,
J

Ak by boli este zloZky vektora 1 nezévislé, odhad by bol konzistentny B WS L B
a zachoval by vSetky uz popisované vlastnosti odhadu OLS.

Rozdielnost’ pristupov je dand spominanym spdsobom urcovania vih. Po ich ur-
¢eni je postup identicky, len vlastnosti odhadov sd rozne v zavislosti na predpokla-
doch vahovej matice W, respektive V. Vlastnosti dvojkrokovej metédy LWS vid’ [3]]
na str. 272.

Téato metdda sa vo velkej miere pouziva napriklad vo vyhladzovani obrazu, Su-
mu alebo pri lokaliz4cii objektov ako o€i, tvér, kde je potrebnd velkd odolnost’ voci
odlahlym pozorovaniam, vid’ [[13] na str. 113.

2.3.2 Metéda najmensich useknutych Stvorcov — LTS

Tymto problémom sa ako prvy zacal zaoberat’ Rousseeuw v roku 1984. Ako naz-
nacuje nizov, snazime sa urCit’ najodlahlejSie pozorovania, ktoré do postupu vdbec
nezahrnieme a na zvys$né pozorovania pouZzijeme metédu OLS. Cely postup je zaloZe-
ny na efektivnej identifikdcii tychto pozorovani.

Postup hfadania odhadu parametra — LTS

Majme zoradené Stvorce rezidui ako v (2.11)) a oznaéme bod zlyhania h ako pocet
pozorovani, ktoré sa viazu s prvymi 4 najmens$imi reziduami, ktoré budeme pouzivat’
pri vypocte odhadu nezndmeho parametra 3. Odhad metédou LTS definujme vztahom

h
- ,
Burs =arg ggR{lpizZl (*(8)) 5

kde (u2 (B)) (0 je i-td najmensSia druhd mocnina rezidua pri danom 3.

Bod h z4visi na §truktire a poéte pozorovani n, h = h (n). Cim viac odlahlejich po-
zorovani mame v stibore o velkosti n, tym mensi by mal byt’ podiel n v (n). Pre maticu
X s hodnostou p sa v§eobecne h = (n+ p+ 1) /2, €o je pre velké n rovné priblizne n/2.
V praxi sa voli & = 0,75n. Ako v predchadzajucej metdde, aj teraz existuje niekolko
pristupov vypoctu odhadu nezndmeho paramera, z ktorych uvedieme spdsob vytvore-
ny Rousseeuwom a Van Driessenom.

Algoritmus FAST-LTS

Ide o viackrokovy postup tzv. FAST-LTS, ktory je zaloZeny na identifikéacii odlah-
lych pozorovani pomocou ich Standardizovanych rezidui u;/ 80,,,, kde 80p, je hruby
TLS odhad smerodatnej odchylky, ktory popiSeme neskor. Tento pristup dalej vedie
k odhadu metdédou vazenych najmensich Stvorcov.

Algoritmus je zaloZeny na iterdcii daného kroku, ktord skonci splnenim urcitych
podmienok. Na zaciatku inicializujeme vstupné hodnoty. Majme p ndhodne vybra-
nych h-prvkovych podmnozin mnoziny {1,...,n}, kde p je hodnost’ matice X a A je
bod zlyhania. Pre kazdud z tychto podmnozin spocitame odhad pomocou metdédy OLS

21



a nasledne prislusny sucet Stvorcov rezidui, pricom do vypoctov zahrnieme len tie
pozorovania, ktorych index sa nachddza v danej podmnoZine. PodmnoZinu, ktorej uz
spominany sucet Stvorcov rezidui bude najmensi, oznacime ako pociato¢nii mnoZinu
Hia k nej uz spocitany prislusny odhad oznacime ako B 1-

Dalsim krokom je konStrukcia novej mnoZiny indexov pozorovani Hj, ktord bu-
u; ([3]) , kde
i € {l,...,n}. Aplikovanim OLS na pozorovania s indexami z mnoZiny H, dostdvame
opiat’ odhad parametra 32.

Predchadzajuci krok opakujeme az do okamihu, kym

de pozostavat’ z h indexov h najmenSich absolutnych hodndt rezidui

£, -5 6),

1 =1

V praxi pri numerickom vypocte je obtiazne tuto rovnost’ dosiahnut’, preto pri prog-
ramovani v softvéri vopred stanovime "presnost’", napriklad § = 10~° a iteruje sa kym

Y (2 (8)), X (2(3r)),| <2

Po ukonceni iterdcii mame optimalnu mnoZinu H, ), a odhad parametra 3,,,,. Pou-
zZitim tohto odhadu mdzeme vyjadrit’, uz zmieneny odhad smerodatnej odchylky

(4 (Bom) )

Hodnota cj, zaruCuje nestrannost’ a konzistenciu O, pri rovnako rozdelenych, vza-
jomne nezdvislych chybich z normdlneho rozdelenia s nulovou strednou hodnotou
a konStantnym rozptylom. Je dané vztahom

n 4 o 1
Ch \/h(oc)/_qud agq <2+2),

kde oo = h () /n a @ je distribu¢na funkcia normovaného normalneho rozdelenia.
Prostrednictvom tychto odhadov m6Zeme urcit’ vahy jednotlivych pozorovani, kto-

ré nadobudaji hodnoty
u; (Bh) /8h’ < \/X1270_9753

1, inak.

1
hi=

Oopt = Cpy

0, ak

w; =

Potom hladany odhad parametra je v tvare

-1
n n

Brrs = (Z WiXI.Xi,o> (Z w,'X,-T.Y,) .
i=1 i

BliZsi popis mdzeme najst’ v [11] kap. 3 alebo iné postupy [16] podkap. 1.2 a pod-
kap. 5.3. Pre lepSie pouZitie na redlnych ddtach pouZivame variantu s interceptom, vid’
obrazok 2.4]
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Vlastnosti odhadu
Asymptotické vlastnosti LTS odhadov nie su také hladké ako pri OLS, ale moZno
preukdzat’ ich asymptoticki normalitu, tzn. \/n (B\ — ﬁ) Y (0,V) za predpokladu,

Ze chyby pochadzaju taktiez z normalneho rozdelenia a V je pozitivne definitnd matica.
DalSie vlastnosti a ich dokazy si uvedené v [16] na str. 179.

LTS

20

— LTS o
-- OLS

15

Obrizok 2.4: Odolnost’ metédy LTS v porovnani s citlivostou metddy OLS voci
odlahlym pozorovaniam.
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Zaver

Alternativy metddy najmensich Stvorcov su velmi vyuZivané v r6znych odvetviach,
napriklad pri spracovani obrazu (LWS), signdlovych procesoch (DLS), Statistickych,
ekonometrickych modeloch (OLS, TLS, LTS) a v mnoho inych, ¢i uZ teoretickych
alebo aplikovanych smeroch.

Tieto metddy sme rozdelili do dvoch skupin. V prvej sa tieto postupy zameriava-
li na vyskyt fluktudcii. Ukdzali sme si zdkladné vlastnosti odhadov OLS, DLS a TLS
za predom stanovenych prepokladov. Pozorovali sme simulécie tychto postupov na da-
tach a porovndvali vhodnost’ jednotlivych modelov pre dané sady dat.

Venovali sme sa aj analyze redlnych dat pozostavajicich z pozorovani dfiky a vahy
pstruha obycCajného. Na zaklade naSej analyzy sme ako najvhodnejsi postup oznacili
TLS, pretoze fluktuicia sa vyskytovala na oboch strandch premennych a nase odhady
strednej hodnoty a rozptylu neporuSovali predpoklady vybranej metédy.

V zavere tejto Casti sme demonstrovali vSetky tri postupy na regresnych priamkach.
Vysledkom pouzitia tychto metdd na rovnakej sade dét bolo, Ze regresné priamky sa
nam pretli v jednom bode, ktory bol zdroven aj taziskom naSich pozorovani. Z Co-
ho sme nasledne odvodili postup, ako moZno pomocou metédy bez interceptu ziskat’
regresnd nadrovinu s absolitnym ¢lenom.

Druhé skupina metéd bola zamerand na vplyv jednotlivych pozorovani na odhad
trendu. Ako prvy sme si rozobrali postup, kde mé kazdé pozorovanie r6znu vihu. Exis-
tuji dva postupy priradenia vah, v prvom st vdhy pozorovani zndme a v druhom su pri-
radené pocas vypoctu. Po tomto kroku su vSak postupy identické a pri splneni danych
predpokladov maju tieto odhady rovnaké vlastnosti ako odhady parametru metédou
OLS.

Posledna Cast’ nasej prace bola venovana odlahlym pozorovaniam. SnaZzili sme sa
efektivne eliminovat’ ich vplyv na odhad, ¢o nds v kone¢nom dosledku priviedlo k uz
spominanej metdde vaZenych Stvorcov, kde vSak vdha je rovnd nule pre odlahlé pozo-
rovanie a jedna inak. Tieto hodnoty st ur¢ené na zdklade hrubych odhadov regresnych
koeficientov a rozptylu.

Bakalarska préca je svojim obsahom prinosnd nielen pre Studentov Matematicko-
fyzikalnej fakulty UK, ale aj pre odbornu verejnost’. Za najvacsi prinos prace povaZu-
jem podrobné vysvetlenie postupov, odvodenie odhadov nezndmych parametrov, gra-
fické zndzornenia a porovnania uvedenych odhadov aj na redlnych datach.

V préci su obsiahnuté zdkladné a v praxi najviac pouzivané postupy. Vzhladom
k Sirokému uplatneniu v sucasnosti existuje velké mnozstvo dalsich alternativ metody
najmensich Stvorcov, ktoré sa neustéle vylepSuju, a preto ich vyskum nemoZno pova-
Zovat’ za ukonceny.
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Prilohy

Priloha ¢. 1

K préci je prilozené CD obsahujice program math.nb, ktory je naprogramovany
v systéme Wolfram Mathematica 9.0 for Students, skript programu R s ndzvom rko.R
a stibor data.csv obsahujici napozorované data. Dokumenty obsahuji prikazy, simu-
lacie ako aj tvorbu grafov jednotlivych modelov pouZzitych v naSej praci. Na CD sa
nachddza tiez tito praca v PDF formate.
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