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Abstrakt

Bakalatrskéa prace Pojem idedlu o filtru v algebfe a logice je sumarizaci zakladniho
pouziti téchto pojmii, a to ve vybranych oblastech algebry (okruhy, Booleovy
algebry) a logiky. Ctenaf v nf nalezne definice i priklady uziti v konkrétnich
diikazech ¢i konstrukcich. Soucasti prace je také historicky exkurz, ktery ma-
puje zavedeni pojmu idedl do matematiky, a to na pozadi hledani dikazu Velké

Fermatovy véty.

Kli¢ova slova: idedl, filtr, logika, idealni ¢isla.



Abstract

Bachelor thesis Ideals and Filters in Algebra and Logic is a summary of the
basic use of these concepts, namely in selected parts of algebra (rings, Boolean
algebra) and logic. Readers can find the definitions and examples of the use of
specific proofs and structures in the thesis. The work also contains a historical
excursion which maps the introduction of the concept of ideal in mathematics

on the background of searching for a proof of the Fermat’s Last Theorem.

Keywords: ideal, filter, logic, ideal numbers.
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Kapitola 0
Uvod

Do rukou se vam dostala bakalaiska prace, jejimz cilem je predstaveni pojmu
idedl a filtr v algebfe a logice. Protoze se jedna o velmi Sirokou oblast zdjmu,
neni mozné, abychom zde zavadéli vSechny potiebné terminy. V nasledujici sekci
jsou tedy nastinény predpokladané znalosti, které by mél jiz ¢tendf mit, aby bez
potizi porozumél samotné praci.

Jelikoz se jednéd piedevSim o sumariza¢ni préaci, predestirame, ze vSechny
uvedené diikazy byly jiz diive dokdzany a jsou ve vétsiné pripadi nalezitelné
v uvedené literatuie (dikazy, které v literatufe nejsou, vychézely ze znalosti
autorky nabytych béhem studia — byly pfedneseny v semestralnich kurzech c¢i
se jednd o velmi trivialni zalezitosti, jejichz dilkaz autoii pouzité literatury
snechavaji na ¢tenai* ¢ ,za cviceni“). Podoba ditkazu v literatuie a v této
praci nemusi byt absolutni — je mozné, 7Ze se v praci uzilo kompilace vice technik

z ruznych dikaza apod. — vzdy vSak z uvedenych zdroju (¢ znalosti autorky).

0.1 Predpokladané znalosti

Tato préace si neklade za cil predstavit problematiku ideala a filtrii naprostému
laikovi. Pfedpokladame proto u ¢tenéie jiz néjaké pocatecni znalosti.
A to zejména v oblasti klasické logiky (vyrokové a predikatové) — prace

s logickymi spojkami a znalost vét (lépe i dikazu) o tplnosti a kompaktnosti.



Nadale zde bez néjakého §irsiho ivodu budeme hovofit o zobrazenich (zde by

¢tenalr mél znat pojmy isomorfismus, homomorfismus apod.), o mnozinach (za-

kladni operace, de Morganovy zdkony) a usporadani.

Predpokladame také zakladni znalosti z algebry, piredevsim co se tyce vlast-

nosti struktur a operaci na nich.

Vsechny dalsi pojmy by mély byt fadné pied pouzitim zadefinované. Abychom

se vyhnuli pripadnym nejasnostem ¢i nedorozumeénim, pripojujeme nize struc-

nou tabulku s prehledem uzitych symbolii.

0.2 Notacni poznamky

V této préaci budeme uzivat nasledujici symboly s témito vyznamy:

_|_

N w <

I < > D>DCm =N

Tl

s¢éitani, aditivni operace
nasobeni, multiplikativni operace
universalni kvantifikator
existenc¢ni kvantifikator
podmnozina

vlastni podmnozina
prazdna mnozina

byt prvkem

sjednoceni

prunik

relace ekvivalence
konjunkce

disjunkce

negace

implikace

ekvivalence



= | metajazykova implikace
& | metajazykova ekvivalence
[a] | ekvivalen¢ni tiida

R/I | rozklad
< | mensi/rovno, relace usporadani (neostry predikat)
< | mensi, relace uspofadani (ostry predikat)
LI | spojeni
M | prisek

P(X) | potence na mnoziné X

L | spor
T | tautologie
F | predikat dokazovani
= | predikat vyplyvani

0.3 Motivace

Idealy a filtry maji v logice a predevsim v algebie své nezastupitelné misto.
Vyuzivé se jich k diikaziim mnoha zasadnich vét, a to v podstaté napiic¢ nékolika
matematickymi obory. Tato prace by méla v omezené mire uvést c¢tenare do
této problematiky, predstavit pojem idealu a filtru a nastinit zakladni vyuziti
v oblasti algebry a logiky. Jejich pouziti je vSak velmi Siroké a tato prace proto
rozhodné neposkytuje ani zdaleka aplny vycet.

V kapitole 1 a 2 jsou predstaveny idedly a filtry v algebie — nejprve v okru-
zich, kde hraji vyznamnou roli v tzv. vétach o isomorfismu okruht, a pak ve
svazech — konkrétné v Booleovych algebrach, v nichz se uzivaji pro dokazani
Stoneovy véty.

Nasledujici kapitola 3 se zabyva uzitim filtri v logice, konkrétné alternativ-
nim dikazem véty o tuplnosti.

Soucasti prace je také vhled do historie a zmapovani zavedeni ideali do
matematiky. Kapitola 4 tedy ukazuje cestu od tzv. idedlnich cisel, ktera stala

na pocatku, pfes motivaci zavedeni ideali az k samotné definici.



Kapitola 1
Idealy v okruzich

Prvni oblasti, v niz si predstavime pouziti ideald, je algebra, konkrétné teo-
rie okruhi. V nf idedly oznacuji jisty podsystém okruhu s ,,zddoucimi® vlast-
nostmi, jichz se nasledné vyuziva pii dikazu vét o isomorfismu okruhi. Nez se
vSak k témto vétam dostaneme, definujme si zakladni pojmy, s nimiz budeme

pracovat.

1.1 Zakladni pojmy
Prvotnim pojmem této kapitoly je okruh, jimz minime algebraickou strukturu

se dvéma bindrnimi operacemi spliujicimi urcité axiomy.

Definice 1.1 (Okruh (komutativni)) MnoZina R s bindrnimi operacemi +,
- a konstantami 1 a 0, pFedpoklddejme 1 # 0, (zapisujeme jako R = (R, +,-,1,0))
se nazgvd komutativni okruh, jestlize pro vsechny x,y € R plati:
(a) Operace -, + jsou komutativni:
Ty =yt
(b) Operace -, + jsou asociativni:

(x+y)+z=0+(y+2);
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(z-y)-z=z-(y-2).
(c¢) Neutrdlni prvek pro operaci +:

r+0=uw.
(d) Neutrdlni prvek pro operaci -:

r-1=ux.
(e) Inverzni prvek pro operaci +: 3z € R: (v + z = 0), znacime z = —x.
(f) Distributivita: x - (y+ 2) = (z-y) + (- 2).

Pro opa¢ny prvek jsme zavedli znaceni —x. Pro dalsi pouziti si zavedeme
také binarn{ operaci —: Nechf z,y € R, pak zapisem = — y rozumime z + (—y).
Pokud bychom pozadovali, aby struktura méla kromé inverzniho prvku k +

také inverzni prvek k -, vzniklo by nam jiz téleso:

Definice 1.2 (Téleso) Necht R = (R,+,-,1,0) je komutativni okruh. Pak
struktura R je také téleso, pokud pro vsechny x,y € R plati:

(a) x-y=0= 2 =0Vy =0 (toto je dostacugici podminka pro tzv. obor
integrity ).

(b) Jestlize y # 0, pak existuje z takové, Ze z -y = 1.

Dalsim dulezitym pojmem je idedl. Jeho definice se v okruzich a v nasledujici
kapitole zavedenych svazech ponékud lisi (po formalni strance). Uved'me si proto

obé definice zvlast a nejprve tu uzivanou pro okruhy.

Definice 1.3 (Ideal v okruhu) Mnozina I C R, kde R je okruh, se nazgjvd

ideal, jestlize plati:
(a) I#0,
(b) Ya,bel:a—bel,

(¢)VaeI,Nre R:a-re€l.

11



Budeme-li po idealu pozadovat jesté dalsi vlastnosti, muzeme definovat spe-

cidlni idealy:
Definice 1.4 Necht I je idedl, pak:

(a) (Vlastni idedl) Idedl I se nazjvd vlastni, jestlize 1 ¢ I.

(b) (Hlavni idedl) Idedl I se nazyjvd hlavni, jestlize existuje x € R takové,
ze I = {x -r|r € R}. (Pozndmka: Hlavni idedl je tedy takovy, ktery je

mozno generovat jedingm prvkem z okruhu.)

(¢) (Prvoidedl) Vlastni idedl I se nazgvd prvoidedl, jestlize x -y € I impli-
kuge, ze bud x € I, nebo y € I.

(d) (Mazimdlni idedl) Viastni idedl I se nazgvd maximalni, jestlize neexis-

tuje Zadny vlastni idedl J takovy, Ze I C J.

1.2 Zakladni véty o idealech

V duchu historického pojeti idealnich ¢isel i idealy odrazi myslenku seskupeni
prvki, které se lisi jen velmi malo od urcitého prvku dané algebry. Konkrétné
u vlastniho ideélu se v ¢iselném okruhu jedné o ¢isla blizka k nule — v okruhu
totiz nemaji (stejné jako nula) multiplikativni inverz. Pokud by k x € I existo-
valo y takové, ze x - y = 1, pak z definice idedlu 1 € I a I = R a ideal by tedy
nebyl vlastni.

Historicky vyvoj nam nabidl celkem ti#i véty o isomorfismu okruhi, k je-
jichz diikazu se vyuziva prave ideali. Dokazme si tedy nejprve tvrzeni potiebna
k naslednym ditkaztim vét o isomorfismu okruhii.

Protoze ideal I je podmnozinou okruhu, miizeme ukizat, Ze se ve skute¢nosti

chova dokonce jako jeho podgrupa:

Lemma 1.5 Idedl I s operacemi 4+, — a neutralnim prvkem 0 tvori podgrupu
(R7 +, = O)

12



Dikaz: Dokazeme, 7ze I je uzavien na operace + a — a 7e obsahuje neutralni

prvek.
e Uzavienost operace +: Plyne trivialné z (a) definice 1.3.

e Uzavienost operace —: Jestlize x,y € I, pak z bodu (c) definice 1.3 plyne
y-(—1)=—y, —~yel, atedy v+ (~y) € I.

e 0 € I: Jestlize I # (), pak pro vSechny x € I plati, ze x -0 = 0. A podle
bodu (b) z definice 1.3 je tedy 0 € 1.

QED

Nyni si jesté zavedme rozklad okruhu: Necht pro kazdé xz € R plati:
v+ 1 ={x+1]i € I}. Pak systém P = {z + I|z € R} tvoii rozklad okruhu R.

UP=nR
A navic plati-liz+1 # y+1, pak x +INy+1 = (). Definujme pro =,y € R:
r=ryer+Il=y+1.
Je zfejmé, ze =y je ekvivalence na R.

Dokazme o pravé definované ekvivalenci nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni 1.6 Pro vsechna x,y € R plati:
(a) r=ysr—yelsy—cel.

(b) Relace = je vzhledem k operacim v R kongruentni. Tedy miZeme utvofit

rozklad R/1, ktery bude komutativnim okruhem.

Dikaz: (a) Ze zavedeni ekvivalence =; vime x + I = y+ I, tedy existuji néjaka
1 a1 takova, ze v +i =y +7, tedy x —y =i —i. A protoze je ideal I uzavien
na operaci —, je ziejmé i/ —i € I.

Pokud naopak x —y € I, pak existuje néjaké i € I takové, ze x —y = 1, tedy
x4+ 0 =y +i. ProtoZe 0 a i jsou prvku idealu I, dostavame: x + I Ny + I # 0.

13



A protoze P je rozklad, plati x + [ = y + I. Obdobné bychom tvrzeni dokézali

pro y — x.

(b) Predpokladejme, ze x =; 2’ a y =; y'. Dokdzeme uzavienost pro jednot-

livé operace:

e Uzavienost operace +: Checeme ukazat x +vy =; 2’ +y'. To je vSak ekviva-
lentni s tvrzenim (x — 2’) + (y — ¢') € I, coz plati z naseho predpokladu,

ex—2r elay—y el

e Uzavienost operace —: Chceme ukazat —x =; —a', coZ je ekvivalentni

s tvrzenim ((—x) — (—2')) € I. Z definice idealu plyne
(x—aYyel=(-1) (zx—2)=((—2) — (—2')) e L.
e Uzavienost operace -: Checeme ukazat: -y =; /-y, coZ je op&t ekvivalentni
s xy — 2’y € 1. 7 distributivity dostavame
ry—2'y =@—-2) y+2 (y—vy) el
Coz uz plati na zakladé definice idealu.
Muzeme tedy definovat faktorizaci okruhu R podle ideédlu I, tj. R/I, takto:

e Defini¢ni obor: P = {x + I|x € R},

[} 1R/I:1+[a
e Op/r =1,
e (x+ D)+ (y+I)=(z+y)+1,

—(x4+1)=(—2x)+1,
o (x+1)-(y+I)=a-y+1.

Nakonec staci ovéfit, ze R/I je okruh. To je v8ak jiz ziejmé z definice okruhu
a 7 definice operaci v R/I.
QED
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1.3 Véty o isomorfismu okruhii

Véty o isomorfismu okruhti tvori zakladni tvrzeni pro dalsi matematické kon-
strukce. Predstavuji tak jednu z vyznamnych oblasti matematiky, v niz se idealy
uplatiuji.

Ackoliv jsme v uvodu této prace predpokladali, ze ¢tenal zna pojem ho-
momorfismus (a souvisejici), zavedme si fadnou definici. Budeme se k ni totiz

c¢asto odkazovat v dalsich dukazech.

Definice 1.7 Necht f je funkce z okruhu S do okruhu R (f : S — R). Pak f

je homomorfismus, pokud splituje:
(¢) f(1) =1,
(b) f(0) =0,
(c) flx+y)=flz)+ [(y),
(d) f(x-y)=f(x)- fly),
(e) f(—z)=—f(z).

Protoze se vSak nepohybujeme v ,obecné” algebie, ale soustfedime se jen

na okruhy, mizeme si vystacit s mirnéjsimi podminkami:
Lemma 1.8 Necht R a S jsou okruhy a f: R — S je funkce, pak:
(a) Aby f byl homomorfismus, postacuji podminky Vx,y € R:
. (=1,
o flx+y)=fx)+ fy),
o flz-y)=f(z) fy).

(b) Jestlize f neni konstantni funkce s hodnotou 0 a navic S je obor integrity,

pak je postacujici podminkou pouze Vx,y € R:

o flx+y) = flo)+ f(y),

15



o flx-y)=flz)  fy).

Dikaz: (a) K ditkazu postacuje ukazat, ze f(0) =0 a f(—z) = —f(z). Protoze
S a R jsou okruhy, muzeme konstantu 0 a operaci — definovat pomoci zbylych

operaci:
o f(0) =0: £(0) = (=/f(0) + f(0)) + f(0) = =f(0) + f(0+0) = O,
o f(=u)=—f(2): f(=2) + f(x) = f(=x + ) = f(0) = 0.

(b) Vyberme x,y € R takové, ze f(x) # 0. Pak sta¢i vzhledem k dikazu
v (a) ukazat, ze f(1) = 1: f(z) = f(1lz) = f(1)f(x), tedy (protoze S je obor
integrity) f(1) # 0. Pro spor dale piedpokladejme, 7ze f(1) # 1. Ukazeme, 7e 1

je délitel nuly, coz v oboru integrity vede ke sporu:

L 1=1e f()f(1) = F1) & F)F(1) = (1) = 0& FA)(f1) —1) =0,

kde f(1) je nenulové, a protoze jsme predpokladali f(1) # 1, je také f(1) — 1
nenulové, nasli jsme tedy délitele nuly v oboru integrity, coz neni mozné, tedy
f =1

QED

Definice 1.9 Necht f: R — S je okruhovy homomorfismus. Pak:
(a) Jadro homomorfismu f je mnoZina ker(f) = {z € R|f(z) = 0}.

(b) Obraz homomorfismu f je mnoZina Im(f) = {f(z)|x € R}.

Nyni jiz vime v8e potifebné, abych mohli pronést a dokazat jednotlivé véty

o isomorfismu okruhi.

Véta 1.10 (Prvni véta o isomorfismu okruhi) Necht f : R — S je okru-
hovy homomorfismus na komutativnich okruzich. Pak ker(f) je idedl okruhu R

a navic plati R/ker(f) je isomorfni s Im(f).
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Dikaz: Nejdiive ukazeme, 7e ker(f) je ideal okruhu R. Protoze f je surjektivni,
je ker(f) neprazdneé, tedy existuje n&jaké x € R takové, ze f(x) = 0. Jestlize
dale x,y € ker(f), pak f(z+y) = f(x)+ f(y) =0, tedy = +y € ker(f). Kdyz
r€ Rax € ker(f), pak také f(r-z) = f(r)- f(z) =0, a tedy r - x € ker(f).
Ideal ker(f) je navic vlastni, protoze f(1) =1 # 0.

Definujme homomorfismus h : R/ker(f) — S takto: h(z + ker(f)) = f(x).

Ovéiime, Ze se jednd o homomorfismus:
e Konstanta 0: h(0 + ker(f)) = f(0) = 0.
o Konstanta 1: h(1 + ker(f)) = f(1) = 1.
e Operace —: h(—(z + ker(f)) = f(—z) = —f(z) = —h(x + ker(f)).

e Operace +: h((z + ker(f)) + (y + ker(f))) = h((z +y) + ker(f)) =
= fle+y) = flz) + fy) = bz + ker(f)) + h(y + ker(f)).

e Operace = h((x + ker(f)) - (y + ker(f))) = h(z -y + ker(f)) =
= f(z-y) = f(2) f(y) = h(z + ker(f)) - h(y + ker([)).

Funkce h je navic prosta: h(x + ker(f)) = h(y + ker(f)) < f(z) = f(y) &
& flz)—flyy =06 flx—y) =0 x—y € ker(f) & x+ ker(f) =
=y+ker(f). Protoze Im(h) = {h(x+ker(f))|x € R/ker(f)} = {f(x)|x € R},
je [ R/ker(f) — Im(f) isomorfismus.
QED

Véta 1.11 (Druha véta o isomorfismu okruha) Nech? R je okruh a S pod-
okruh okruhu R a necht I je idedl okruhu R. Pak plati:

o S+ 1= {s+ilseS,iel} jepodokruh okruhu R.
e SN 1 jeidedl podokruhu S.

o (S+1)/I jeisomorfni s S/(SNI).

17



Dikaz: Uvazujme zobrazeni f : S — (S +1)/1, kde f(s) = s+ I. Z jiz doka-
zaného je ziejmé, Ze se jedné o okruhovy homomorfismus, navic o surjektivni:
(s+i)+I1 e (S+I)/I,kdese S;iel= f(s)=s+1=s+(+1)=(s+i)+]1.

Z prvni véty o isomorfismu okruhit plyne, ze S/ker(f) je isomorfni
s (S 4 1I)/I. Staci nam tedy ukazat, ze ker(f) =SnNI.

Necht © € ker(f). Pak I = f(x) =+ 1, tedy x € I. Déle plati ker(f) C S,
tedy x € S. Proto x € SN I, a tedy ker(f) CSNI.

Pro opa¢ny smér uvazujme x € SN I. Pak x € I, tedy f(x) =2+ 1 = I.
Proto plati z € ker(f) a také SN 1 C ker(f).
QED

Véta 1.12 (T¥eti véta o isomorfismu okruhit) Necht R je okruh a I, J jsou
idedly okruhu R takové, Ze plati: J C I C R. Pak I/J je idedl faktorizace R/.J
a okruh (R/J)/(1]J) je isomorfni s R/I.

Dikaz: Uvazujme zobrazeni f: R/J — R/I, kde f(x + J) =z + I. Jedna se
o dobfe definované zobrazeni, nebot z+.J = y+J implikuje z —y € J C I, tedy
z definice zobrazeni: f(z) =z + 1 =y+ I = f(y). UkdZeme, Ze f je surjektivni
homomorfismus.

Zvolme z +.J, y + J € R/J. Pak plati f((z + J)(y+J)) = flay+ J) =
=azy+1=x+1)(y+1I) = f(x)f(y) pro nasobeni a f((z+ J)+ (y+ J)) =
=fllz+y)+J)=@+y)+I1=(x+I1)+(y+1)= f(z)+ f(y) pro s¢itani.
Ziejmé plati f(z +J)=a+I1=0+1<x €1, tedy x € ker(f) & x e l/J].
Miuzeme tedy pouzit prvni vétu o isomorfismu okruhti, z niz uz je dikaz ziejmy.

QED

Véty o isomorfismu okruhti jsou jen specialnim piipadem obecnych vét o iso-
morfismu (které je mozné konkretizovat nejen pro okruhy, ale také pro grupy a
moduly). Kromé t¥{ vy$e uvedenych vét byva k dispozici davana jesté jedna véta
— anglicky oznacovana jako Lattice theorem ¢i prosté ¢tvrta véta o isomorfismu.
Nevztahuje se vsak uz cisté k okruhtim, nybrz pravé ke grupam.

Jednim z praktickych piikladi vyuziti vét o isomorfismu je napiiklad kon-

strukce komplexnich ¢isel na zakladé zobrazeni f : R[X] — C.

18



Kapitola 2
Idealy a filtry ve svazech

V této kapitole se blize sezndmime s funkei ideali a filtri ve svazech, predevsim
na Booleovych algebrach. Nez vsak k této problematice pristoupime, predsta-

vime si v navaznosti na piedchozi kapitolu Booleovy okruhy.

2.1 Booleovy okruhy

Vychézejice z definice okruhu v pfedchozi kapitole, definujme nejmensi netri-
viadlni okruh, tedy okruh se dvéma prvky — 0 a 1. Jejich chovani ve spojeni

s operacemi + a - zachycuji nasledujici tabulky:

+ (0|1 101
0101 0(0]0
11110 1101

V okruhu se dvéma prvky je kazdy z prvki svym inverzem pro sc¢itani:
x4+ x = 0 a soucasné je vzhledem k nésobeni idempotentni, tj. plati z - x = x.
Okruh, jehoz vSechny prvky jsou vzhledem k nasobeni idempotentni prvky,

nazveéme idempotentni okruh.

Definice 2.1 (Booletv okruh) Idempotentni okruh s jednotkoviim prvkem je

Booletuv okruh.
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Nejjednodussim Booleovym okruhem je pravé vysSe predstaveny okruh se
dvéma prvky {0,1}.

Protoze jsme v definici Booleova okruhu pozadovali, aby byl idempotentni,
ziskali jsme jako disledek dalsi zajimavou vlastnost: Booleovy okruhy jsou vzdy

komutativni okruhy.

Tvrzeni 2.2 Booletiv okruh je komutationi okruh, tedy operace - je komutationid

aplatix-y=vy-x.

Dikaz: Spocitejme v okruhu vyraz (x +y)?. Diky idempotenci a distributivité

vime, Ze
tt+y=@+yl="+r - y+y s+ =c+z-y+y-x+y,

tedy zkracené vztah

r+y=cr+zr-yty - xr+y.

Po pfic¢teni inverzniho prvku k z zleva a pfi¢teni inverzniho prvku k y zprava
dostavame, ze

O=z-y+y-x. (1)

Za pouziti idempotence a dosazenim z = y do vyrazu v (1) ziskame
r+x = 22 +2% = 0. A protoze ma Booleiiv okruh charakteristiku 2 (tj. nejmensi
pocet sec¢teni jednotkového prvku okruhu k ziskdni nulového prvku okruhu je
2), ziskavame, ze kazdy prvek je roven svému inverzu, tedy také z -y = —(x - y).
Pfi¢teme-li proto k rovnici (1) na levou stranu x -y a na pravou —(z -y) ziskime
vztah

ry=z-y+y-x+(—(r-y)=y-x+0=y-x.
QED
Jako dusledek miizeme specialné pro Booleovy okruhy upravit jeden bod
definice okruhu. Konkrétné vztah « + (—z) = 0 mtzeme psat jako z + = = 0.

Vztah mezi Booleovymi okruhy a Booleovymi algebrami bude ptedveden

dale, ve vété 2.17.
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2.2 Zakladni definice

Nez se dostaneme k samotné definici svazu, popt. idedlu ve svazech, seznamime

se s nékolika dalsimi terminy, které budeme v této kapitole (a dalsich) vyuzivat.

Definice 2.3 Necht X je mnozina aY #0,Y C X. Pak:

(a) (Horni zdvora) Prvek a € X je horni zévora mnoZiny Y, jestliZe
VreY :x<a.

(b) (Dolni zdvora) Prvek a € X je dolni zavora mnozZiny Y, jestliZe
VreY :a<uz.

(¢c) (Mazimdlni prvek) Prveka € Y je maximalni prvek mnoziny Y, jestlize

—dx €Y :xz>a.

(d) (Minimdlni prvek) Prvek a € Y je minimalni prvek mnoZiny Y, jestlize
-dreY  :x<a.
Poznamka: Maximalni ani minimalni prvek neni v mnoziné jednoznacné urcen, tedy

mnozina mize mit téchto prvka vice.

(e) (Nejvétsi prvek) Prvek a € Y je nejvétsi prvek mnoZiny Y, jestlize je

jeho horni zdvorou.

(f) (Nejmensi prvek) Prvek a € Y je nejmensi prvek mnoZiny Y, jestliZe
je jeho dolni zdvorou.
(Poznémka: Nejvétsi (popf. nejmensi) prvek se od horni (popf. dolni) zévory 1isi svoji
prislugnosti k podmnoziné — od horni (dolni) zavory podmnoziny Y nepozadujeme, aby

byla v podmnoziné Y obsaZena.)

-

(9) (Supremum) Prveka € X je supremum mnoziny Y, jestlize je to nejmens

horni zdvora.

(h) (Infimum) Prvek a € X je infimum mnoZiny Y, jestlize je to nejuétsi

dolni zdvora.
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Pomoci termina definovanych vyse jiz mazeme definovat pojem svazu. Defi-
nici je mozné vést bud pomoci termint uzivanych v teorii mnozin, nebo pomoci

algebraickych terminti. Obé definice jsou zaménitelné (dukaz vizte v [8]).
Definice 2.4 (Svaz)

(a) MnoZinove: Svaz je usporddand mnoZina, v niZ md kaZdd dvojice proki

T supremum 1 infimum.
(z,y) sup fi

(b) Algebraicky: Definujme dvé bindrni operace — LI (spojeni) a M (prisek).
Pak svaz je struktura (S,U, M) takovd, Ze jsou splnény ndsledujici axiomy:
(1) Idempotence: xt Ux = x; xMNx = x.
(1) Komutativita: Uy =yUz; x Ny =yMaz.
(11i) Asociativita: U (yUz)=(xUy)Uz; 2N (yMNz)=(xMy)Mz.
(iv) Absorpce: x U (zMy) =z; xMN(xUy) = x.

Na zakladé definice svazu muzeme definovat také usporadani <.

Definice 2.5 (Kanonické uspofadani) Relace kanonického uspordddni < je
definovdna takto:

r<ysrfNly=cs sy =v.
Pokud jesté priddme podminku distributivity, ziskdme distributivni svaz.

Definice 2.6 (Distributivni svaz) Jestlize bindrni operace svazu jsou k sobé
distributioni:
xU(yNz)=(zUy) N(xUz),

xMN(yUz)=(zMNy)U(xMz),
pak se jednd o distributivni svaz.

Oznacime-li nejmensi prvek svazu jako 0 a nejvétsi prvek jako 1, mizeme

definovat komplementarni svaz:
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Definice 2.7 (Komplementarni svaz) Svaz, ktery md ke kazZdému proku kom-

plement ve smyslu

rzU—z =1,
x—x =0,
je komplementarni svaz.

Stejné jako pro svaz existuji dvé ruzné definice, mizeme dvojim zptusobem

definovat také Booleovu algebru:
Definice 2.8 (Booleova algebra)
(a) Algebraicky: Booleova algebra je distributivni a komplementdrni svaz.

(b) Mnozinové: Booleova algebra je mnoZina s nejmensim prvkem 0, nejuét-
gim prvkem 1, bindrnimi operacemi (LU a M) a undrni operaci (—), pro
kterou plati ndsledujici axiomy:

(i) Idempotence: x Ux =x; xMx = x.
(1) Komutativita: Uy =y Ux; x Ny =yMux.
(111) Asociativita: x U (yUz)=(xUy)Uz; 2N (yMz)=(xMy)Mz.
(iv) Absorpce: x U (xMy) =z, xMN(xUy) = x.
(v) Distributivita: xU(yMz) = (zUy)N(zUz); 2M(yUz) = (2MNy)U(xMz).
(vi) U0 =z; xM0 =0,
zMNl=x;z0U1=1.
(vii) Komplementy: v —x =1; x M —x = 0.
Booleova algebra, kterd ma pouze jeden prvek (ten tedy zastéava funkci

nejmensiho i nejvétsiho prvku, tedy 1 = 0), je trividlni. Ve zbytku préace budeme

predpokladat, ze uzivané Booleovy algebry trivialni nejsou.
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2.3 Definice idealu a filtru ve svazu

Nyni jiz muzeme zavést také pojem idedl — a na rozdil od okruhi také dualni

(jak ukazeme) pojem filtr.

Definice 2.9 (Ideal) Necht S je svaz, pak idedl I svazu S je neprdzdnd pod-

mnozina mnoziny S, pro kterou plati:
(a) Ve,ye S:(xelnyel)=zlUyecl.
(b) Ve,ye S:(zxelhy<zxz)=yecl.
e (Vlastni idedl) Idedl I svazu S se nazgvd vlastni, jestlize [ # S.

o (Mazximdlni idedl) Idedl I svazu S se nazgvd maximalni, jestlize neexis-

tuje Zadny vlastni idedl J takovy, Ze I C J.

e (Prvoidedl) Idedl I svazu S se nazgvd prvoidedl, jestlize x My € I impli-

kuge, ze bud x € I, nebo y € I.

K vy$e uvedenym pojmim muzeme definovat také dudlni pojmy filtru, vlast-

niho filtru, maximalniho filtru a ultrafiltru:

Definice 2.10 (Filtr) Necht S je svaz, pak filtr F' svazu S je neprdizdnd pod-

mmnozina mnoziny S, pro kterou plati:
(a) Ve,ye S:(velNnyel)=zNyel.
(b)) Ve,ye S:(xelne<y =yecl.
o (Vlastni filtr) Filtr F' se nazgvd vlastni, jestlize F' # S.

e (Mazximdlni filtr) Filtr F' se nazgvd maximalni, jestliZe neexistuje Zddnyj

vlastnt filtr G takovy, Ze F' C G.

o (Ultrafiltr) Filtr F' se nazgvd ultrafiltr, jestliZe pro vsechna x € S plati
budxz € F, nebo —x € F.
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e (Prvofiltr) Filtr F' se nazjvd prvofiltr, jestlize pro vsechna x,y € F plati
r Uy € F prdvé tehdy, kdyZ x € F', nebo y € F.

Obecné definice filtru si vSak na Booleovych algebrach vysta¢i s mnohem

slabs§imi podminkami, jak ukazuje nasledujici lemma.

Lemma 2.11 K tomu, aby F byl filtr na Booleové algebie B, jsou postacujici
tyto podminky:

(a) 1 € F,
(b) zxNye Fes e FAyeF.

Dikaz: Necht F je filtr na Booleové algebie. Paklize x My € F, pak plati
rMNy <xataké x My < y. Tedy z definice filtru plati x € F ay € F.

Pro diikaz druhé implikace predpokladejme, ze x € F'a x < y. Tedy y € F.
Protoze vSak x < y je ekvivalentni s x My = x, dostavame, 7ze x My € F a takeé
rMy < y.

QED

Ponékud slab$im terminem, nez je filtr, je tzv. centrovany systém. Ukazeme
si vSak, Ze je pro konstrukci nékterych diikazii nezbytnou soucasti, nebot (jak

ikd lemma 2.13) muze byt do filtru rozsifen.

Definice 2.12 (Centrovany systém) PodmnoZina X Booleovy algebry B je
centrovany systém, jestliZe pro vsechna prirozend c¢isla n a vsechny posloupnosti

o, X1,..., Ty, € X plati:
oMz M...MNx, #0.

Lemma 2.13 KaZdd podmnoZina X Booleovy algebry B, kterd je centrovangm

systémem, muze byt rozsirena do vlastniho filtru F.
Dikaz: Definujme mnozinu F' nésledujicim zptisobem:
F = {y|3 pfirozené ¢islo n a xy, ...z, € X takova, ze zoM... Nz, < y}.
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Je-li F' centrovany systém, zadny z jeho prvki se nerovna nule, tedy F' je
vlastni. Jestlize x,y € F, pak x > zo M ... Mz, ay > yoll...MMy, a prvky
oy Tns Yo, -, Ym € X.

Protoze x My je vétsi nez xo M ... M x, My M ... 1 ym,, je také prvkem
mnoziny F. A jestlize y > x pro néjaké x € F, pak y > x > xo ... x, pro
néjaké zg,...,x, € F. Tim jsme ovérili, ze F je skute¢né vlastnim filtrem.

QED

V Booleovych algebrach (jakoZto specialnim piipadu svazi) se samoziejmé
idedly a filtry chovaji stejnym zpisobem jako ve svazech. Nadto vsak jesté
ziskavaji specialni vlastnosti.

Dualitu obou pojmu si mizeme nejlépe ukazat na lemmatu 2.15.

Lemma 2.14 Necht x,y € B, B je Booleova algebra, pak

a soucasne

y<z=-x<-y.

Dikaz: Na zakladé axiomu (konkrétné o distributivité, asociativité a jednotce

a nule) plati tyto rovnosti a fetézec implikaci:
(zUy)U(—zMN—y) = (zUyU—2)N(zUyU—y)=(1Uy)N(1Uz) =1MN1=1,

(xNy)N(—zU—y) = (zNyN—2z)U(zMNyMN—y) = (yMN0O)U(zM0) =010 =0,
y<zr=yUl<zUl=yU(xzU-2)<zU(@yU-y) =
= (yUr)U—z<(zUy)U—-y=—z<—y.

QED
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Nyni jiz muzeme ukazat, ze pojem idealu a filtru je dualni:

Lemma 2.15 Necht I je idedl Booleovy algebry B. MnoZina F = {—x|z € I}
pak tvort filtr Booleovy algebry B.

Dikaz: Ukazeme, ze mnozina F spliuje definici filtru. Necht x,y € I, pak
7 definice 2.9 x Uy € I, tedy z definice mnoziny F: —x,—y € F a také
—(xUy) € F. Oviem —(z Uy) je dle lemmatu vyse rovno —z M —y, coZ jsme
chtéli ukazat.

V piipadé, ze v € I a y < x, pak z definice idedlu y € I, tedy —y € F.
7 lemmatu vyse vSak také plati y < x = —x < —y, coz jsme pozadovali. Obé
podminky jsou tedy splnény.
QED

Obdobnym postupem bychom dokazali, Zze mnoZina I = {—x|z € F'} tvoii
k filtru F' dudlni ideal I.

Dalsi zajimavé (a predevsim praktické, jak dale uvidime) vztahy panuji mezi
jednotlivymi druhy filtrii (popf. idealtl). Nasledujici véta ukazuje, Ze v Boo-
leovych algebrach muzeme pojmy maximalniho filtru, ultrafiltru a prvofiltru

zaménovat (a stejné tak mezi sebou jejich duélni idealy).

Véta 2.16 Necht F' je vlastnim filtrem Booleovy algebry B, pak jsou ndsledujici

turzeni mezi sebou ekvivalentni:
(a) F je mazimdlni filtr.
(b) F je ultrafiltr.
(a) F je proofiltr.

Dikaz: (a) = (b) Kdyz F je maximalni filtr, pak je také ultrafiltr: Necht
x ¢ F je dano. ProtoZze F' je maximalni, musi existovat néjaké y € F' takové, Ze
x My = 0. To je vSak ekvivalentni tvrzeni, Zze y < —x, tedy —x € F, ¢imz jsme

splnili podminku ultrafiltru.
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(b) = (c) Kdyz F je ultrafiltr, pak je také prvofiltr: Chceme ukazat, 7e

pokud F je ultrafiltr, plati nasledujici ekvivalence:
rUye Ferxe FVvye F

Implikace zprava doleva plyne z definice filtru. Necht je pro dikaz opacéné
implikace dano x Uy € F. Predpokladejme, 7ze x ¢ F, tedy (protoze F je
ultrafiltr) —z € F. Pak v3ak také —x M (zUy) = —x My € F. Z lemmatu 2.11
pak uz pfimo plyne, ze y € F.

(¢) = (a) Kdyz je F prvofiltr, pak je také maximalni filtr: Necht = ¢ F je
dano. Kdyby F byl maximalni filtr, pak by F' U {z} nebyl vlastni — existovalo
by totiz takové ' € F, 7e o'’ M x = 0, coZ plyne z faktu, Ze kazdy centrovany
systém miuze byt rozsiten do vlastniho filtru. Tedy nam staci najit néjaké y € F
takové, ze x My = 0. Protoze x LU —x € F a F je navic prvofiltr, plati, Ze bud
x € F, nebo —x € F. Pfedpokladali jsme v8ak, ze ¢ F, proto —z € F, nasli
jsme tedy y = —x, protoze x N —x = 0.

QED

Obdobné tvrzeni plati také pro idedly. Dualnim pojmem ultrafiltru je prvo-
ideél a vlastnost definujici prvofiltr je mozné pouzit také pro urcité idealy.

Na zavér této ¢éasti se vratme k Booleovym okruhiim a ukazme, 7e vztah
mezi idedly v Booleovych algebrach a Booleovych okruzich je velmi tésny.

Zavedme vztah pro svazové a okruhové operace:
r+y=(zN-y)U(-zMy),
rz-y=xly.

Véta 2.17 Necht I je podmnoZinou Booleovy algebry B. Pak plati, Ze I je idedl
v Booleovée algebie prave tehdy, kdyz I je idedlem v odpovidajicim Booleové

okruhu.

Dikaz: Necht I je idedl v Booleové algebie a necht z,y jsou libovolné prvky

z Booleovy algebry. Pak nam stac¢i ukézat implikace:
relNyel=x+yel,
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rel=xz-yecl.

Necht tedy x,y € B, predpoklddejme nadale x € [ a y € I. Soucasné
plati x M —y < z a —x My < y. Piijméme jako fakt platnost nerovnosti
(xMN—y)U(—zMNy) < xUy. Ze zavedeni operaci vyse dostavame z +y < xLly.
A protoze x Uy € I, tak také x +y € I.

Pro druhou implikaci pfedpokladejme z € [ ar € B. Vime, ze z My < x a
ze zavedeni operaci rovnou mame x -y € I.

QED

2.4 Stoneova véta o reprezentaci

Pravdépodobné nejznaméjsim vyuzitim filtri v Booleové algebte je diikaz Stone-
ovy véty o reprezentaci. Dukaz vSak vyzaduje vyuziti axiomu vybéru, respektive
jeho ekvivalentniho tvrzeni — Principu maximality. (Dikaz ekvivalence je mozno
najit napt. v [1].) Ten nam tika, 7e v kazdé mnoziné s ¢aste¢nym usporadanim
takové, 7e kazdy jeji Tetézec je shora omezeny, existuje nad kazdym prvkem
minimalné jeden maximéalni prvek.

Abychom tedy mohli aplikovat Princip maximality, potiebujeme pracovat

s mnozinou, jejiz kazda linearné usporadana podmnozina mé horni mez.

Lemma 2.18 Je-li F' linedrné uspordidand podmnoZina mnozZiny viech vlast-

nich filtri Fg na Booleové algebie B, pak F' md horni mez.

Diikaz: Ukazeme, ze F' = |JF' je vlastni filtr. Jestlize z,y € F, pak = € F,
a y € I, pro néjaké filtry z F’. Bez Gijmy na obecnosti necht F, C F), tedy
r,y € Fyaxfy € Fy, aprotoxMy € F. Jestlizex € FFay >x, pak y € I},
pro kazdé F, z F' obsahujici . 0 nemiZe byt prvkem Zadného F’ € F', protoze
F' je mnozina vlastnich filtra, tedy i F' je vlastni. F' je tedy nasi hledanou horni
mezi, a to dokonce supremem. Protoze F' je sjednocenim pies vSechny vlastni

filtry Booleovy algebry, jsou vSechny filtry obsazené v F' mensi nez F.
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A protoze jsme ukézali, ze se jedna o vlastni filtr na Booleové algebie B,
jedna se o nejmensi horni mez.

QED

Nasledujici véta je stézejnim poznatkem pro dikaz Stoneovy véty. V anglo-
fonnim svété se oznacuje jako Boolean prime ideal theorem — v piekladu tedy
priblizné ,,véta o booleovském prvoidealu”. Jeji ndzev odrazi historické pojeti a

fakt, Ze prvoideal je dudlnim pojmem k ultrafiltru.

Véta 2.19 (Boolean prime ideal theorem) KaZdd podmnozina X C B,

kterd je centrovany systém, muze bijt rozsirena do ultrafiltru.

Dikaz: V dikazu vyuzijeme Principu maximality. Necht Fp je mnozina vlast-
nich filtrti na B, pak podle pifedchoziho lemmatu ma F' C Fp horni mez, tedy
z Principu maximality m& Fp maximélni prvek, tedy existuje néjaky maximalni
filtr U (s ohledem na relaci C). Podle lemmatu 2.13 rozsifime centrovany systém
X na vlastni filtr X’. Plati ziejmé X' € U. A protozZe plati, ze ,,byt maximélnim
filtrem* je ekvivalentni s , byt ultrafiltrem® (z véty 2.16), je U ultrafiltr.

QED

A konecné si definujme posledni potiebné terminy — atom a hlavni idedl.

Definice 2.20 (Atom) Prvek x z Booleovy algebry je atom, jestliZe jediné y,
pro které plati y < x, je y = 0.

Definice 2.21 (Hlavni filtr) Filtr F je hlavni filtr, jestliZe pro vsechny
0 <z € Bplati FF={y € Blx <y}.

Lemma 2.22 Necht B je Booleova algebra, pak:

(a) Hlavni filtr Booleovy algebry je vlastni filtr.

(b) Necht 0 < x je ddno, pak hlavni filtr F = {y € Blx <y} je ultrafiltr pravé
tehdy, kdyz x je atom v B.
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Dikaz: (a) Pro kazdé = > 0 plati, ze {x} je centrovany systém, tedy F' je
vlastni filtr.

(b) Necht F je ultrafiltr, zvolme né&jaké y takové, ze 0 < y < z. Chceme
ukazat, ze y = 0. Ziejmé plati x = y U (z M —y), a protoze x € F, musi
byt y nebo x M —y prvkem ultrafiltru F. AvSak = £ y, tedy y ¢ F, a proto
x M —y € F. Z toho v8ak také plyne x < z M —y a oc¢ividné také x < —y, coz
implikuje = My = 0. Pfedpokladali jsme v8ak, ze y < x a x My = y, musi tedy
platit y = 0.

Pro opa¢nou implikaci predpokladejme, Ze x je atom, pak pro kazdé y plati
x <y nebo x < —y, tedy F obsahuje bud y, nebo —y, je tedy ultrafiltrem.
QED

Véta 2.23 (Stoneova véta o reprezentaci) KazZdd Booleova algebra B je iso-

morfni s nejakou algebrou mnozZin.

Dikaz: Ozna¢me si Ult(B) mnozinu v8ech ultrafiltra na B. Definujme zobra-
zeni S : B — P(Ult(B)) takto: S(z) ={U € Ult(B)|x € U}.
Tvrdime, ze S je isomorfismus mezi B a algebrou mnozin S[B] C P(Ult(B)).

Nejprve ovéiime, 7e S je homomorfismu:

o S(1) = Ult(B),

o S(xMy)=8(x)NS(y), coz je ziejmé z lemmatu 2.11,

o S(—x)=—S5(x), coz plyne z definice ultrafiltru,

S(zUy) = S(x)US(y), coz plyne z ekvivalence ultrafiltru a prvofiltru.

Zbyvé ukazat, ze S je prosta. Necht x # y, z,y € B, coZ implikuje bud
x £ y, nebo y £ x, bez Gjmy na obecnosti zvolme prvni z nich. Pak plati
x M —y #0, tedy {z, —y} je centrovany systém. Z Boolean prime ideal theorem
dostavame ultrafiltr U, ktery obsahuje = a —y, z ¢ehoz plyne, ze U € S(z) a

U & S(y). Tedy S(z) # S(y).
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S tedy je prosty homomorfismus, tedy B je isomorfni s S[B].
QED

Marshall Harvey Stone dokézal tuto vétu v roce 1936. Pro tehdejSi mate-
maticky svét znamenala prostiedek k hlubsimu pochopeni Booleovych algeber.
Ukazuje totiz, ze kazda Booleova algebra je isomorfni s néjakou algebrou mno-

7in, coz u7z je pro vétsi pocet matematiku jisté mnohem uchopitelnéjsi termin.
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Kapitola 3
Idealy a filtry v logice

Dikazy, které vyuzivaji vlastnosti filtri, najdeme také v logice. Zde je prav-
dépodobné nejvyznamnéjsi dikaz tplnosti vyrokové logiky, avSak jinou cestou,
nez je standardné predkladano.

Nez pfistoupime k samotnému dikazu, definujme si nejdiive tzv. Lindenbaum-

Tarského algebry, jichz se v dikazu vyuziva.

3.1 Lindenbaum-Tarského algebry

Uvazujme prvoradovou teorii 7' nad néjakym jazykem L a definujme pro formule

w a Y v jazyce L nésledujici relaci:
p=1v& T

Protoze relace = je ekvivalence, mizeme [p] oznacit jako ekvivalentni t¥idu
formule . Pak B(T) = {[¢]|¢ je formule v jazyce L} je mnozina viech ekviva-
lentnich t¥id.

Definujme dale operace nésledujicim zpiisobem:
(a) [l ] = le A,
(b) [l U] = [¢ Vo,
(¢) —lg] = [~¢l;
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(d) 1=[p— ],
(e) 0=[p A=l

Tvrzeni 3.1 B = (B(T),MN,U,—,0,1) je Booleova algebra s korekiné definova-

nymsi operacemi.

Dikaz: Nejprve ukidzeme, Ze definované operace jsou kongruentni. Necht plati

a=yaf =1, pak:

1. [pAY] = [aAB]: Plyne z faktu, ze ((a <> @) A (B <> ) = (aAB < pAY)

je vyrokova tautologie.

2. [pVY] = [aVB]: Plyne z faktu, ze ((a <> @) A (B <> 1)) = (VS < pV)

je vyrokova tautologie.

3. [-¢] = [7a]: Plyne z faktu, ze (o + @) — (—a < —p) je vyrokova

tautologie.

4. 1 = [a] : Plyne z faktu, ze (a <> ¢) = (@ < (¢ — ¢)) je vyrokova

tautologie.

5. 0 = [a] : Plyne z faktu, Zze (o < ¢) = (a < (¢ A —7p)) je vyrokova

tautologie.

Abychom, dokazali, ze B(T') je Booleova algebra, je potfeba ukazat, ze spl-
nuje vSechny jeji axiomy. To je vSak zifejmé jiz z toho, ze vyrokové spojky nad
mnozinou {0, 1} tvoii samy Booleovu algebru. Axiom komutativity tedy plati
napiiklad z nasledujiciho: [o] U [5] = [5] U [a] odpovidd a V 5 <> BV a, coz je
vyrokova tautologie.

QED

Specialni podalgebrou B(T) je tzv. Lindenbaum-Tarského algebra, oznac¢me
ji LT(T) a definujme jako:

LT(T) = {[o]|o je sentence v jazyce L}
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Muzeme lehce ovéfit, ze 1 a 0 mizeme reprezentovat sentencemi a ze LT(T)
spliiuje podminky tvrzeni 3.1, a tedy Ze se jedn& o Booleovu algebru.

Abychom mohli ukézat vztah mezi filtry a Lindenbaum-Tarského algebrami,
a tedy se nakonec tspésné propracovat k dikazu véty o tplnosti, budeme po-

tfebovat znat jesté dalsi pojmy:

Definice 3.2 (Zuplnéni teorie) Nechl T je prvordidovd teorie nad jazykem
L. Rikime, ze T* je zuplnéni teorie T, kdyZ T* je teorie nad jazykem L, ddle
T CT* aT* je maximdlné bezespornd, cozZ je prave tehdy, kdyz je bezespornd a

pro kazdou sentenci o ¢ T* existuje formule ¢ € T* takovd, Ze T U {p,0} L.

Tvrzeni 3.3 Necht T je teorie a T jeji zuplneni, pak pro kaZdou sentenci o
plati:
T"Fo=0eT".

Diikaz: Jestlize o je sentence, plati
TU{o}rle Tk —o. (2)

Pro spor predpokladejme, 7ze T* F o a soucasné o ¢ T*. Pak vSak existuje
néjaké p € T* takové, ze TU{p, o} L, coz je ekvivalentni tvrzeni TU{¢} F —o.
7 toho vsak plyne T* F —o A o, takze T™ neni bezesporna, coz je ve sporu

s predpokladem, ze T™ je zaplnéni.

Lemma 3.4 Necht T je teorie a LT(T) Lindenbaum-Tarského algebra. Pak
plati:

(a) Kdyz T* je ziplnéni teorie T, pak F = {[o]|loc € T*} je ultrafiltr nad
LT(T).

(b) Mezi mnozinou vsech ziplnéni T* a mnoZinou vSech ultrafiltri F algebry
LT(T) existuje bijekce.

Dikaz: (a) Z tvrzeni ve (2) vime, Ze zaplnéni T obsahuje v8echny tautologie,

je uzaviené na pravidlo modus ponens a na konjunkci. Soucasné také neobsahuje
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spor, jinak by nebylo bezesporné. Tyto podminky jsou uz dostacujici pro to, aby
F byl vlastni filtr: pfitomnost vSech tautologii implikuje, ze 1 € F', nepfitomnost
sporu naopak 0 ¢ F'. Uzavienost na modus ponens odpovida [o] € F a [o] < [0],
pak také [0'] € F. A kone¢né uzavienost na konjunkci nam fika, kdyz [o] € F
a [0'] € F, pak také [o] A [0'] € F.

Filtr F' je vSak také maximalni. To plyne s véty 2.16 (z argumentace v bodé
(¢)) a z podminky maximality, ktera tvrdi, ze TU{o, ¢} FL, coZ je ekvivalentni
THoAyp<>L, ato zase je ekvivalentni s tvrzenim [o] A [p] = 0, které vyuziva
faktu ve zminéné vété. 7Z véty 2.16 vsak také piimo dostdvame, ze F' je ultrafiltr

(protoze je maximalni).

(b) Necht T je bezesporna teorie. Sama o sobé jeSté nemusi byt uzaviena
na modus ponens ani na konjunkci. Plati v8ak, 7e F' = {[o]|lc € T} je cen-
trovany systém, tedy muze byt z lemmatu 2.13 rozsiten do filtru F’, ktery
v podstaté odpovidé rozsiteni 7. A z véty 2.19 miiZe byt rozsiten do ultrafiltru
U = {[o]le € T*}. Pokud navic jsou T} a Ty dvé ruzna zaplnéni takova, ze
pro n&jaké o plati o € T} a zaroven o ¢ Ty, dostavame 7 definice ziplnéni,
ze -0 € 17, tedy ultrafiltry pro zaplnéni 77 a T35 jsou rozliSitelné sentenci o.
Funkce je tedy prosta a pro kazdy centrovany systém F, respektive pro kazdy
ultrafiltr, je mozné nalézt odpovidajici ziplnéni, funkce je tedy surjektivni.

Naopak chceme: F' je ultrafiltr algebry LT(T'), pak T* = {o|[o] € F} je
zuplnéni teorie T'. Z vyrokové logiky vime, Ze kdyz plati T' F o, pak plati také
Tt o<+ T,atedy [0] = 1, a proto také 1 € F. Proto T* obsahuje v8echny
formule z T'. Dale ukidzeme, ze T* je bezesporné. Pro spor predpokladejme, ze
T F1, tedy existuje néjaka posloupnost formuli og,0q,...,0, € T* takova,
ze TU{og,01,...,0,} FL. Atedy [0 =09 Aoy A... ANo,| € F (protoze F
je uzavien na konjunkei). Plati tak tvrzeni T F —o <> T, coZ je ekvivalentni
—lo] =1 € F. Z toho v8ak vyplyva, ze také 0 = [0] A —[0] € F, coz je ovSem
spor s predpokladem, ze F' je vlastni filtr.

Nakonec sta¢i ukazat, ze T* je maximalni bezesporna: Jestlize o ¢ T*, pak

|o] ¢ F az definice ultrafiltru —[o] = [-o| € F, navic plati, Ze -0 € T*. To v8ak
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znamend také T'U {—o, 0} FL, ¢im7 jsme splnili definici maximélni bezesporné
mnoziny.

Navic méame-li dva ultrafiltry F' # F’, musi nutné existovat néjaka o takova,
ze [o] € F a soutasné —[o]| € F', tedy pravé o dokaze tyto dva ultrafiltry rozlisit
(a soucasné také ziuplnéni, ktera se k danym ultrafiltram véazou).

QED

3.2 Uplnost vyrokové logiky

Véta o tplnosti, ve standardnim znéni ,je-li T mnozina formuli, pak T je splni-
telnd praveé tehdy, kdyz T je bezespornd, pripadné zkracené T ¢ < T = ¢,
je jednou ze zakladnich vét vyrokového kalkulu. Standardni dikaz (k nahlédnuti
napi. ve [5| na str. 34.) si zde predvadét nebudeme. Misto toho dokdzeme vétu
o uplnosti pro vyrokovou logiku pravé pomoci filtri.

Pripomenme si, ze vyrokovy kalkul mizeme reprezentovat napiiklad axiomy

Hilbertova kalkulu:

HI ¢ — (¢ = ¢),

H2 [p = (¥ = 0)] = (¢ = ¢) = (¢ = 0)],

H3 (=) = =p) = (¢ = 7).

Vime, Ze implikace mize byt definovana pomoci negace a disjunkce, tedy
@ — 1 je ekvivalentni s = V ¢. VSechny formule tedy mohou byt pfepsany do
podoby jen s témito dvéma spojkami, ¢imz dostaneme jazyk Booleovy algebry.

Dokazme ted tedy vétu o tplnosti.

Lemma 3.5 Necht F je ultrafiltr na Booleové algebie B. Pak funkce
f: B — {0,1} definovand predpisem f(x) =1, kdyz x € F, a f(x) =0, kdyz
x & F, je homomorfismus z Booleovy algebry B na Booleovu algebru {0, 1}.

Dikaz: F je vlastni filtr, plati tedy f(0) = 0, f(1) = 1 a podle lemmatu
2.11 také f(x My) = f(x) N f(y). Z vlastnosti ultrafiltru dostavame také
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f(=z) = —f(x) a z vlastnosti prvofiltru (ktery je podle véty 2.16 ekvivalentni
ultrafiltru) také f(zUy) = f(x)U f(y). Tedy jsme splnili podminky a funkce f
je homomorfismus.

QED

Vé&ta 3.6 (Uplnost vyrokové logiky) Nechl T je mnoZina vijrokovych for-
muli. PakTH o < T = .

Diikaz: Dikaz implikace zleva doprava se nijak nelisi od standardniho dikazu.
Podivejme se proto na opa¢ny smér. Ziejmé plati vztah TU o = Y A ) &
< T+ —p. Ukdzeme, ze z T I/ ¢ plyne T = . Ziejmé je T t ¢ ekvivalentni
s tim, ze T+ = je bezesporna. Ukdzeme, zZe jestlize T+ —p je bezespornd, pak
mé model.

Protoze v8echny formule ve vyrokové logice jsou sentence, miuzeme Boole-
ovu algebru nad vyrokovou logikou ztotoznit s Lindenbaum-Tarského algebrou
LT(T) = {¢]|p je vyrokova formule}. Jak jsme jiz dfive ukazali (v lemmatu
3.4 v bodé (a)), existuje k této algebie ultrafiltr . Z lemmatu vySe vime, Ze
existuje homomorfismus f : LT(T) — {0, 1} takovy, ze se v8echny prvky ultra-
filtru F' zobrazi na prvek 1. Model teorie T' pak zkonstruujeme indukei dle délky
formule. Vyrokové proménné p piitadime hodnotu 1 pravé tehdy, kdyz [p] € F.
Indukéni krok pro negaci a disjunkei je pak uz ziejmy: —¢ piitadime hodnotu 1
pravé tehdy, kdyz ¢ ptifadime 0. A formuli ¢ V ¢ ptifadime hodnotu 1, kdyz ¢
prifadime 1 nebo v piifadime 1. Nagli jsme tedy zptsob, jak pomoci ultrafiltru
zkonstruovat model, ¢imz jsme ukazali, ze T'U {—p} je bezesporna, tedy T I/ ¢
implikuje T' £ .

QED

Obdobnym zpisobem (za pomoci ultrafiltru) by bylo mozné zkonstruovat

vvvvvv

— je potfeba pracovat s nekone¢nymi operacemi a zkonstruovat tak mimo jiné
specialni filtr, ktery bude nekonec¢né operace zohlediovat. Diikaz je k nahlédnuti

napi. v [10].
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Kapitola 4
Od pojmu idealniho ¢éisla k idealu

Ackoli se dnes pojmu idedl uziva v matematickych diikazech zcela bézné, k jeho
zavedeni vedla pomérné dlouha cesta. Jeji zacatek se poji s Velkou Fermatovou
vétou. Praveé pii jednom z pokustu o jeji dikaz bylo poprvé uzito tzv. idedlniho

¢isla, které dalo pozdéji vzniknout pojmu ¢dedl.

4.1 Strucny uvod k Velké Fermatové vété

Velka Fermatova véta se fadi k nejznaméjsim matematickym vétam. A to zejména,
pro své jednoduché zadani a soucasné dlouhou dobu, po kterou se nikomu ne-
darilo ji dokéazat.

Pierre Fermat 7il v 17. stoleti a pracoval jako parlamentarni rada. Jeho zdjem
o matematiku byl ryze soukromy, dalo by se Fici i amatérsky. Nikdy matematiku
nestudoval a vénoval se ji jen ve volném case. Diky svému talentu si vSak nijak
nezadal s nejvétsimi matematiky tehdejsi doby. Dalsi informace o Zivoté Pierra
Fermata jsou k dispozici v [3].

Velkd Fermatova véta zni:
-dz,y,z€ N : 2" +y" = 2",

kden >2ax,y,z # 0.
Fermat napsal znéni této véty na okraj knihy Aritmetika od Diofanta a

pfipsal k ni poznamku, ze okraj stranky je prili§ maly, nez aby se na né¢j ve-
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Sel i dikaz. To, zda Fermat skutecné vétu dokazal, neni dodnes znamo. Tato
poznamka vSak byla provokaci pro mnoho dalsich generaci matematikii. Nespo-
Cet teoretikil ¢isel se snazilo najit bud piivodni Fermatiiv ditkaz (pokud viibec
existuje), nebo pfijit s vlastnim FeSenim.

Velkd Fermatova véta vSak odolavala vsem pokustim vice nez tfi sta let.
Teprve v roce 1994 ji za pomoci poznatki z moderni matematiky dokazal brit-
sky matematik Andrew Wiles. Dukaz se opiral o tzv. Tt am’jamovu—gimurovu
domneénku, kterd propojuje dvé vzdalena odvétvi matematiky — eliptické kiivky
a modulérni formy, tedy zalezitost ve Fermatové dobé jeSté nezndmou. Blizsi
informace o tloze Tanijamovy—éimurovy domnénky v dikazu Velké Fermatovy
véty naleznete v [3|. Velkd Fermatova véta tedy i dnes v sobé ukryva skrytou
vyzvu — nalezne nékdo puvodni Fermativ dukaz?

Ackoliv sama Fermatova véta nep¥inas$i matematice zddné zasadni poznéni,
marné snahy o jeji dokdzani (a koneckoncii i Wilestiv diikaz) obohatily mate-

matiku mnoha cennymi poznatky. A mezi takové patii také idealni ¢isla.

4.2 Chyby v dikazech Cauchyho a Lamého

Mezi stovkami matematiki, kteii se snazili Velkou Fermatovu vétu dokazat,
patfili také Gabriel Lamé a Augustin Louis Cauchy. Oba zili v 19. stoleti a
nebyli to jen soucasnici, ale také velci rivalové. Oba totiz pristupovali v téze
dobé k feSeni diikazu Velké Fermatovy véty obdobnym zptsobem. Zdalo se, Ze
maji dikaz uz na dosah. AvSak prvenstvi nalezeni dikazu mohlo ptipadnout
jen jednomu. Proto oba nezévisle na sobé zvefejnili ¢asti svych dikazi. Vice
informaci o jejich ,matematickém souboji“ se muzete docist v [3].

Zatimco vétSina matematické obce se s nadéji upinala na dokonceni téchto
diikazi, némecky matematik Ernst Kummer odhalil ve zvefejnénych fragmen-
tech diukazi zésadni chyby.

Cauchyho i Lamého dikaz byl totiz zaloZen na jednoznacné faktorizaci tzv.
Gaussovijch celjjch cisel. Kummer v8ak ukazal, ze faktorizace nemusi byt vzdy

(tj. pro v8echny prvky) jednoznac¢na.

40



Definice 4.1 (Gaussova cela ¢&isla) Gaussova celd ¢isla jsou komplexni ¢isla

tvaru a + bi, kde a, b jsou celd c¢isla.

Pro dalsi praci se seznamme blize jesté s pojmem algebraického prvocisia.

Definujme si nejdiive algebraické cislo:

Definice 4.2 (Algebraické ¢islo) Komplexni ¢islo, které je kofenem néja-

kého polynomu s raciondlnimi koeficienty, je algebraické cislo.

Dalsim dilezitym pojmem je algebraické celé ¢islo. Podmnozinou téchto ¢isel

jsou jiz definovand Gaussova cela ¢isla.

Definice 4.3 (Algebraické celé &islo) Algebraické cislo, které je kofenem po-
lynomu 2™ +a;x" ' +---+a, =0, kde ay, ..., a, jsou celd ¢isla, je algebraickeé

celé cislo.
Seznamme se nyni blize s télesem Q(v/d).

Definice 4.4 (Téleso Q(v/d)) MnoZina vsech cisel tvaru a+bv/d, kde a,b jsou
raciondlni ¢isla a d je celé cislo, tvori nosic télesa Q(vVd) = (Q(\Vd), +,-,1,0).

Znacenim ,,@(\/c_l)“ naznacujeme, Ze jsme k télesu Q pridali novy prvek, a
to v/d. Teleso Q(v/d) je tedy nejmensi téleso obsahujici Q a soucasné nové ¢islo
k takové, 7e k? = d.

Cela ¢isla tohoto télesa jsou tvaru a 4+ bv/d, kde a, b jsou cela ¢isla. Takto
utvorend télesa oznacme jako kvadratickd. Cela ¢isla tohoto télesa tvoiri obor
integrity Z(v/d).

Obdobné jako v oboru integrity celych ¢isel, muzeme definovat ,specialni

délitelnost® na celych ¢islech kvadratického télesa.

Definice 4.5 (Délitelnost celych ¢isel kvadratického té&lesa) Necht a,b
jsou celd algebraickd cisla kvadratického téelesa T'. Pak cislo a je délitelné cislem
b, paklize existuje celé algebraické cislo c takové, Ze plati: a = b - c. Rz’kdme, Ze

b deli a“.
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A na zékladé této délitelnosti muzeme definovat také jednotku télesa:

Definice 4.6 (Jednotka kvadratického té&lesa) Kazdé celé algebraické cislo
x kvadratického télesa T, které deli ¢islo 1, nazgvdme jednotkou kvadratického

telesa T.

Napfiiklad jednotkové prvky télesa Q(1/—5) jsou +1.
A konefné nyni uz muzeme definovat algebraické prvocislo, jehoz budeme

v dal$i praci hojné vyuzivat.

Definice 4.7 (Algebraické prvocislo) Algebraické celé cislo, které je déli-

telné pouze sebou samym a jednotkamsi télesa, je algebraické prvocislo.

Véta o jednoznacné faktorizaci pro pfirozena ¢isla byla dokazéana jiz ve 4. sto-
leti pt. n. 1. Eukleidem. I Gaussova ¢isla je mozné faktorizovat — namisto klasic-
kych prvocisel se vyuzivaji algebraicka prvocisla. Dikaz tohoto tvrzeni je mozné
nahlédnout v [2]. Rozklad Gaussova celého ¢isla o se rovna soucinu algebraic-
kych prvocisel m,mo, ..., T =T - Wo ... Ty,

Faktorizace vSak nemusi byt jednoznacné v kazdém télese. A pravé této
chyby se dopustili Lamé a Cauchy. Kdyz oba predstavili svoji verzi dikazu,
vznesl proti nim Kummer namitku. Jednoznacnost rozkladu neplati napiiklad
pro ¢islo k = 21 v télese Q(y/—5). Plati totiz

21=3-7T=(14+2v-5)- (1 —2vV-5).
Sam Kummer proto navrhl pouzivat pro jednoznacnou faktorizaci tzv. ide-
dlni komplexnt cisla.
4.3 Zavedeni idealnich cisel

Kummer samoziejmé nezlistal jen u nalezeni chyby v diitkazech. Problematice
jednoznac¢né faktorizace algebraickych celych ¢isel se vénoval i nadale a poda-

filo se mu ji vytesit. Zavedl tzv. idedlni ¢isla, pomoci kterych je mozné rozklad
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realizovat. Sdm dokonce dokézal s vyuzitim nové zavedenych idedlnich ¢isel Fer-
matovu vétu pro urcité exponenty (konkrétné pro tzv. reguldrni prvocisia).

Pro dalsi dukazy budeme uzivat tzv. normu, kterd méa své pevné misto
v mnoha odvétvich matematiky.

Pro naSe potieby vSak postaci, kdyz si definujeme normu pro ¢isla tvaru

a + by/—5.

Definice 4.8 (Norma v t&lese Q(v/—5)) Norma ¢isla a + by/—5 je ¢cislo
a? + 5b%.

Ne viechna celd algebraickd ¢isla v télese Q(y/—5) vSak maji jednozna¢ny
rozklad. Piikladem takového cisla je jiz zminéné ¢islo 21. Existuji dokonce tii
dvojice celych algebraickych ¢isel z tohoto télesa, jejichz soucin dava pozadované
¢islo, ato 3-7 = (1+2y/=5)-(1—2v/=5) = (4++/=5) - (4—+/=5). Vechna tato
¢isla jsou nejen navzajem rizné, ale jsou také algebraickymi prvocisly télesa.
To miizeme dokazat sporem pro kazdé ¢islo zvIast.

Necht 3 neni algebraické prvocislo, pak existuji ¢isla a,b,c,d takova, ze
3 = (a + by/—5)(c — dy/=5). Pokud bychom poéitali s normou, ziskdme

9 = (a® + 5b*)(c* + 5d?).

Protoze je norma vzdy celé ¢islo, musi byt a? + 5b% rovno nékterému z déliteli

¢isla 9, tedy 1, 3, 9. Zadn4 z rovnic

a’+5b° =1,
a® +5b* = 3,
a® + 5b% =9,

viak nedava celo¢iselné FeSeni anebo nového délitele. Cislo ti je tedy algebraické
prvocislo. Obdobnym zptisobem bychom dokézali algebraickou prvociselnost i
u dalgich ¢isel. Ukazali jsme tedy, Ze rozklad v télese Q(v/—5) skute¢né neni
jednoznac¢ny.

Jako diisledek dokézaného tvrzeni dostavame, Ze v tomto télese neplati ani

dalsi vlastnosti typické pro aritmetiku celych ¢isel. Plati sice, ze 3|21, tedy
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3|(4++/=5) - (4 — v/=5), ale rozhodn& uz neplati 3|(4 4+ +/=5) ani 3|(4 — v/=5).
Algebraicka prvocisla tedy nejsou v jistém smyslu zakladnimi prvky tohoto té-
lesa. Kummerovym cilem bylo tyto prvky nalézt. Hledal tedy spole¢né délitele
algebraickych prvocisel. Z definice (algebraického) prvocisla vsak v télese zadny
jeho netrividlni délitel neexistuje. Najit jej tedy budeme muset mimo téleso.

Vratme se k rozkladu ¢isla 21. Hledame takova ¢isla x1, xo, w3, x4, Ze
Ty T =3,

T3 - Ty = 77
Tl - T3 = (1 + 2\/ —5),
Lo+ XLy — (1 — 2\/ —5)

Rozklad celého ¢isla 21 v télese Q(v/—5) pak bude jednoznacny, totiz
21 = x1 - x5 - x3 - x4. Tato ¢isla — kterd maji vlastnosti klasickych prvocisel,

ale nejsou prvky télesa — nazval Kummer jako idedlni.

4.4 Dedekind a zavedeni teorie idealu

Pro téleso Q(v/—5) nabyvaji ¢isla zy, 1y, 73, 24 tvaru \/a + by/—5. Tato &isla
vSak uz nelezi v nasem télese, coz muze byt v nékterych piipadech nevyhodou.
Dalsi snaha tedy vedla k tomu, abychom idealni ¢isla byli schopni vyjadfit
pouze pomoci prvki z dané struktury. Pro reprezentaci ide4lniho ¢isla byl zvolen
nasledujici postup: idealni ¢islo x bude charakterizovano jako mnozina vSech
¢isel ay, as, ...a, takovych, ze x je délitel téchto cisel.

Jestlize tato mnozina jiz obsahuje ¢isla a, b, pak obsahuje také ¢islo a-c+b-d,
kde ¢, d € Q(v/=5). Mnoziny s témito vlastnostmi nazval pozdéji (v roce 1871)
Richard Dedekind, némecky matematik, jako idedly, a to ve svém dile Uber die
Komposition der bindaren quadratischen Formen [11].

Pracujme v této sekci nadale v oboru integrity celych ¢isel Z. Na tomto
oboru ukazeme, jak je mozné presné definovat idedly a jak vypada zdkladni

prace s nimi.
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Definice 4.9 (Ideal) Necht ay,aq,...,ax jsou celd ¢isla (tedy proky oboru in-

tegrity Z.), kde alespoti jedno z nich je rizné od nuly. Pak mnoZinu viech éisel

tvaru
a1T1 + a9xo + - - - + apTg,
kde za x1,xo, ..., 2, muZeme dosadit libovolnd ¢isla z 7., nazveme idedlem oboru
Z.
Zkrdcené budeme zapisovat A = [ay, as, ..., ay.

Ideal [5] tak bude zna¢it mnozinu vsech ¢isel 5 - = takovych ze x € Z. Plati
tedy: [5] = {0, £5, £10,£15,... }.

Poznamka: Obdobné bychom mohli definovat také idedly oboru integrity Z(\/&), tedy na-
piiklad oboru integrity Z(+/—5):

Definice 4.10 (Ideal) Nechf a1, as,...,ax jsou proky Z(\/d)), kde alespori jedno z nich je

rizné od nuly. Pak mnoZinu vSech c¢isel tvaru
a1T1 + a2T2 + -+ - + apTg,
kde za x1, 2o, ...,z miZeme dosadit libovolnd cisla z Z.(\/d), nazveme idedlem oboru Z(v/d).
Je ziejmé, ze idedl A mé tyto vlastnosti:
e Jestlize a1, as € A, pak také a; + ay € A.
e Jestlize a1 € A a x1 € Z, pak také a, - 1 € A.

o Jestlize a1,as € A a 11,29 € Z, pak také a; - x1 +as - x5 € A.

Definice 4.11 Idedly A a B se sobé rovnayi, jestlize plati A = B v mnoZinovém

smyslu.

Definice 4.12 (Hlavni ideal) Idedl A nazveme hlavnim idedlem, jestliZe jsou

vSechna ¢isla idedlu A ndsobky jediného ¢isla d. Plati tedy A = [d].

Véta 4.13 Kazdy idedl A oboru integrity 7. je hlavni idedl, tedy je mozné jej
zapsat jako A = [d].
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Dikaz: Necht A = [aj,as,...,a;x] a d je nejvétsi spoleény délitel cisel

ai, as, ..., a;. Checeme dokazat, ze A = [d]. Ideal A je mnoZina v8ech ¢isel tvaru
a1 -T1+ g Ty + -+ ag - T, kde x1, 29, ..., 1, € Z. MuzZeme zapsat:
a1 Qg Qg
al.x1+a2.$2+...+ak.$k:d. <_‘$1+_‘x2+"'+_'$k>.
d d d
Pro vhodné zvolen& ¢isla x1,x9,...,x, nabyva zavorka hodnoty 1. Pii
volbé jinych x1, xo, ..., x; tedy bude postupné nabyvat vSech celo¢iselnych hod-

not. Vyraz a; - x1 + as - xo + - - - + ay - v tedy nabyva pravé hodnot délitelnych
¢islem d.
QED

Cislo d je jednoznacné urcené az na znaménko. Ziejme viak plati [d] = [—d].

Skute¢nost, ze A = [d] budeme oznacovat jako: Cislo d generuje idedl A.

Definice 4.14 Necht M a N jsou dva idedly. Pak mnoZina vSech soucintg m-n

takovych, Ze m € M an € N, je soucinem idedli M - N.
Véta 4.15 Soucin idedlu M = [m] a idedlu N = [n] je idedl m - n = [mn].

Dikaz: Mnozina M - N obsahuje pravé vSechny souciny tvaru mx - ny,
kde x,y € Z, tedy ¢isla tvaru xy - mn. Za ry je mozné dosadit libovolny prvek
ze 7. Kazdé ¢islo z M - N je tedy délitelné ¢islem mn. A obracené — kazdé ¢islo
délitelné mn je prvkem mnoziny M - N. Proto plati M - N = [mn].

QED

Definice 4.16 (Norma idealu) Necht D = [d] a d > 0. Potom ¢islo d je
norma idealu D. Znac¢ime N (D) = d.

Jako dusledek véty 4.15 dostavame vztah:
N(M-N)=N(M)-N(N).

Ke kazdému cislu d > 0 jsme tak ziskali ptifazeny pravé jeden idedl, a to

D = [d]. A naopak ke kazdému idedlu D méame urc¢ené pravé jedno celé ¢islo, a to
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jeho normu. Pro obor integrity celych ¢isel tedy mize byt vybudovana aritmetika
ideal, ktera se v zasadé chova podle pravidel aritmetiky celych kladnych ¢isel.
Idealy je totiz mozné v tomto oboru jednoznac¢né reprezentovat celymi kladnymi
¢isly a z definice zavedenych pojmil je ziejmé, ze jsme pii jejich zavadéni brali
ohled pravé na pravidla celociselné aritmetiky. Mazeme tak napiiklad zavést

také pojem délitelnosti ideélu:

Definice 4.17 Idedl A je délitelny idedlem B prdvé tehdy, kdyz eristuje idedl
C takovy, 2¢e A= B-C.

Pro znaceni délitelnosti idealti pouzijme bézné uzivany znak délitelnosti a
pisme B|A.
Protoze v oboru Z existuje jednotkovy idedl, je kazdy ideal délitelny sam

sebou a pravé jednotkovym idealem.

Definice 4.18 (Prvoideal) Necht idedl A je délitelng pouze sim sebou a jed-

notkovym idedlem. Pak je idedl A prvoidedl.
Véta 4.19 A je prvoidedl prdave tehdy, kdyz jeho norma je prvocisio.

Diikaz: Vétu dokdZzeme sporem. Piedpokladejme tedy, Ze norma idedlu P
je slozené ¢islo mn > 1, kde m > 1 an > 1. Plati P = [mn], a tedy také
P = [m] - [n], kde [m] ani [n] neni jednotkovy ideal. Pak by ovSem byl ideal
P délitelny idealy [m] # P a [n] # P. To je ov8em spor s predpokladem, Ze
prvoidedl je délitelny pouze jednotkovym idedlem a sdm sebou.

Opatné implikace je ziejmé — pokud ideal [p] ma normu p takovou, ze p je
prvocislo, pak z jednoznac¢ného piitfazeni neni délitelny zadny jinym idedlem nez
sam sebou a jednotkovym, tedy se jednd o prvoideal.

QED

Véta 4.20 Kazdy nejednotkovy idedl oboru integrily 7. je mozné zapsat jako

jednoznacng soucin konecného poctu prvoidedli.

Dikaz: Zakladni véta aritmetiky 1ika, ze kazdé celé kladné ¢islo je mozné

jednoznac¢né rozlozit na soucin prvocisel. Z faktu, ze umime kazdému ideélu
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v okruhu Z jednoznac¢né prifadit celé kladné ¢islo, plyne, Ze umime jednoznacéné
rozlozit také nejednotkovy idealu okruhu Z.
QED

Ukazali jsme tedy — alespofi na oboru integrity celych ¢isel —, Ze je mozné
vybudovat systém idealnich cisel, se kterymi je mozné zachazet jako s dal$imi
prvky okruhu, a pfitom ziskat zcela nové tfeSeni nékterych pocetnich tkonu.

Vyse dokdzand véta méa také své obecné znéni. Nazyva se jako Zdkladni véta
teorie idedli a jeji dikaz je mozno nahlédnout v [12].

Idealy dokazaly vytesit mnohé z historickych problémi — ackoliv k dikazu
Velké Fermatovy véty nakonec nevedly; Kummer vSak na zakladé svych ideal-
nich ¢isel dokéazal, ze Velkd Fermatova véta plati pro kazdy exponent, ktery je
tzv. regularnim prvocislem. V kvadratickych télesech predstavuji idealy moz-
nost, jak prvky télesa jednoznaéné rozlozit na soudin ireducibilnich prvka (ne-
nulovych prvki, které nejsou rovny jednotce ve struktuie a jsou délitelné pouze

jednotkou a samy sebou) — tedy jak je jednozna¢né faktorizovat.
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Kapitola 5
ZAaveér

Cilem této bakalaiské prace bylo vytvorit zakladni piehled o préci s ideédly a
filtry v algebfe a logice. Protoze se jedna o Sirokou problematiku, nebylo mozné
se vénovat vSem jednotlivym oblastem. V praci proto byly zpracovany pouze
okruhy vybrané s ohledem na zébér zajmu bézného studenta logiky, respektive
zaCateénika v této oblasti matematiky /logiky.

V prvni kapitole jsme se proto vénovali idedlim v okruzich — jejich definici,
zékladnim vétam a nakonec vétam o isomorfismu okruhi, které predstavuji
dilezité stavebni kameny pro dalsi matematické konstrukce. Ctenaf mél moznost
seznadmit se také se zakladni praci nad okruhy.

Druhé kapitola se vénovala idealiim a filtrim ve svazech, konkrétné v Boo-
leovych algebrach. Zde jsme si ukazali zdkladni vétu o ultrafiltrech a predevsim
Stoneovu vétu o reprezentaci, kterd mimo jiné piinasi ¢tenérovi hlubsi vhled
do pochopeni Booleovych algeber. Zjistili jsme také, Ze mezi specidlnimi okruhy
(Booleovymi) a algebrami existuje t&sny vztah, dokonce moznost prevodu jed-
noho systému na druhy.

Ve tieti kapitole jsme poté predstavili Lindenbaum-Tarského algebry a po-
moci nich (a prace s ultrafiltry) jsme dokazali vétu o uplnosti vyrokové logiky
— prezentovali jsme tak dikaz tplnosti odlisny od toho, ktery se bézné vyucuje
v kurzech klasické logiky.

A kone¢né v posledni kapitole jsme se podivali do historie a snazili se vypat-
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rat, jak byl do matematiky (potazmo logiky) zaveden pojem idedl. Tato ¢ast se
snazila podat uceleny sled udélosti véetné historického pozadi, které za vznikem
tohoto pojmu stalo. Vzhledem k naroc¢nosti dané problematiky a predevsim
vzhledem k relevantnosti tématu neobsahuje tato kapitola vSechny diikazy, které
byly na cesté v zavedeni pojmu idedl pouzity. Nékteré ditkazy byly zjednoduSeny
nebo nebyly predstaveny v celém svém znéni. Pro zékladni pfedstavu o problému
to v8ak ani nebylo potieba.

Jak jiz bylo zminéno — tato prace neni rozhodné vycerpavajicim materidlem
pro seznameni se s problematikou filtra a ideali. Studentovi logiky, matematiky
¢i jiného oboru vSak zajisté poslouzi jako vhodny material pro uceleni znalosti
7 této oblasti a jisté i jako inspirace pro dalsi (samo)studium. Dal3i témata, na
ktera bohuzel v této praci jiz nezbylo misto, jsou naptiklad ¢tvrtad véta o iso-
morfismu okruht, alternativni dukaz tplnosti predikiatové logiky ¢i standardni
dukaz zakladni véty teorie ideali (tj. bez zjednoduSeni na konkrétni okruh —
v naSem pripadé na obor integrity celych ¢isel). Stejné tak by si zaslouzila vétsi
pozornost také teorie modeld, na jejimz zékladé je pomoci ultrafiltra (a ultra-

produktu) vystavén alternativni dikaz véty o kompaktnosti.
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