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Abstrakt

Bakalá°ská práce Pojem ideálu a �ltru v algeb°e a logice je sumarizací základního

pouºití t¥chto pojm·, a to ve vybraných oblastech algebry (okruhy, Booleovy

algebry) a logiky. �tená° v ní nalezne de�nice i p°íklady uºití v konkrétních

d·kazech £i konstrukcích. Sou£ástí práce je také historický exkurz, který ma-

puje zavedení pojmu ideál do matematiky, a to na pozadí hledání d·kazu Velké

Fermatovy v¥ty.

Klí£ová slova: ideál, �ltr, logika, ideální £ísla.



Abstract

Bachelor thesis Ideals and Filters in Algebra and Logic is a summary of the

basic use of these concepts, namely in selected parts of algebra (rings, Boolean

algebra) and logic. Readers can �nd the de�nitions and examples of the use of

speci�c proofs and structures in the thesis. The work also contains a historical

excursion which maps the introduction of the concept of ideal in mathematics

on the background of searching for a proof of the Fermat's Last Theorem.

Keywords: ideal, �lter, logic, ideal numbers.
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Kapitola 0

Úvod

Do rukou se vám dostala bakalá°ská práce, jejímº cílem je p°edstavení pojm·

ideál a �ltr v algeb°e a logice. Protoºe se jedná o velmi ²irokou oblast zájmu,

není moºné, abychom zde zavád¥li v²echny pot°ebné termíny. V následující sekci

jsou tedy nastín¥ny p°edpokládané znalosti, které by m¥l jiº £tená° mít, aby bez

potíºí porozum¥l samotné práci.

Jelikoº se jedná p°edev²ím o sumariza£ní práci, p°edestíráme, ºe v²echny

uvedené d·kazy byly jiº d°íve dokázány a jsou ve v¥t²in¥ p°ípad· nalezitelné

v uvedené literatu°e (d·kazy, které v literatu°e nejsou, vycházely ze znalostí

autorky nabytých b¥hem studia � byly p°edneseny v semestrálních kurzech £i

se jedná o velmi triviální záleºitosti, jejichº d·kaz auto°i pouºité literatury

�nechávají na £tená°i� £i �za cvi£ení�). Podoba d·kazu v literatu°e a v této

práci nemusí být absolutní � je moºné, ºe se v práci uºilo kompilace více technik

z r·zných d·kaz· apod. � vºdy v²ak z uvedených zdroj· (£i znalostí autorky).

0.1 P°edpokládané znalosti

Tato práce si neklade za cíl p°edstavit problematiku ideál· a �ltr· naprostému

laikovi. P°edpokládáme proto u £tená°e jiº n¥jaké po£áte£ní znalosti.

A to zejména v oblasti klasické logiky (výrokové a predikátové) � práce

s logickými spojkami a znalost v¥t (lépe i d·kazu) o úplnosti a kompaktnosti.
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Nadále zde bez n¥jakého ²ir²ího úvodu budeme hovo°it o zobrazeních (zde by

£tená° m¥l znát pojmy isomor�smus, homomor�smus apod.), o mnoºinách (zá-

kladní operace, de Morganovy zákony) a uspo°ádání.

P°edpokládáme také základní znalosti z algebry, p°edev²ím co se tý£e vlast-

ností struktur a operací na nich.

V²echny dal²í pojmy by m¥ly být °ádn¥ p°ed pouºitím zade�nované. Abychom

se vyhnuli p°ípadným nejasnostem £i nedorozum¥ním, p°ipojujeme níºe stru£-

nou tabulku s p°ehledem uºitých symbol·.

0.2 Nota£ní poznámky

V této práci budeme uºívat následující symboly s t¥mito významy:

+ s£ítání, aditivní operace

· násobení, multiplikativní operace

∀ universální kvanti�kátor

∃ existen£ní kvanti�kátor

⊆ podmnoºina

⊂ vlastní podmnoºina

∅ prázdná mnoºina

∈ být prvkem

∪ sjednocení

∩ pr·nik

≡ relace ekvivalence

∧ konjunkce

∨ disjunkce

¬ negace

→ implikace

↔ ekvivalence
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⇒ metajazyková implikace

⇔ metajazyková ekvivalence

[a] ekvivalen£ní t°ída

R/I rozklad

≤ men²í/rovno, relace uspo°ádání (neostrý predikát)

< men²í, relace uspo°ádání (ostrý predikát)

t spojení

u pr·sek

P(X) potence na mnoºin¥ X

⊥ spor

> tautologie

` predikát dokazování

|= predikát vyplývání

0.3 Motivace

Ideály a �ltry mají v logice a p°edev²ím v algeb°e své nezastupitelné místo.

Vyuºívá se jich k d·kaz·m mnoha zásadních v¥t, a to v podstat¥ nap°í£ n¥kolika

matematickými obory. Tato práce by m¥la v omezené mí°e uvést £tená°e do

této problematiky, p°edstavit pojem ideálu a �ltru a nastínit základní vyuºití

v oblasti algebry a logiky. Jejich pouºití je v²ak velmi ²iroké a tato práce proto

rozhodn¥ neposkytuje ani zdaleka úplný vý£et.

V kapitole 1 a 2 jsou p°edstaveny ideály a �ltry v algeb°e � nejprve v okru-

zích, kde hrají významnou roli v tzv. v¥tách o isomor�smu okruh·, a pak ve

svazech � konkrétn¥ v Booleových algebrách, v nichº se uºívají pro dokázání

Stoneovy v¥ty.

Následující kapitola 3 se zabývá uºitím �ltr· v logice, konkrétn¥ alternativ-

ním d·kazem v¥ty o úplnosti.

Sou£ástí práce je také vhled do historie a zmapování zavedení ideál· do

matematiky. Kapitola 4 tedy ukazuje cestu od tzv. ideálních £ísel, která stála

na po£átku, p°es motivaci zavedení ideál· aº k samotné de�nici.
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Kapitola 1

Ideály v okruzích

První oblastí, v níº si p°edstavíme pouºití ideál·, je algebra, konkrétn¥ teo-

rie okruh·. V ní ideály ozna£ují jistý podsystém okruhu s �ºádoucími� vlast-

nostmi, jichº se následn¥ vyuºívá p°i d·kazu v¥t o isomor�smu okruh·. Neº se

v²ak k t¥mto v¥tám dostaneme, de�nujme si základní pojmy, s nimiº budeme

pracovat.

1.1 Základní pojmy

Prvotním pojmem této kapitoly je okruh, jímº míníme algebraickou strukturu

se dv¥ma binárními operacemi spl¬ujícími ur£ité axiomy.

De�nice 1.1 (Okruh (komutativní)) Mnoºina R s binárními operacemi +,

· a konstantami 1 a 0, p°edpokládejme 1 6= 0, (zapisujeme jakoRRR = 〈R,+, ·, 1, 0〉)
se nazývá komutativní okruh, jestliºe pro v²echny x, y ∈ R platí:

(a) Operace ·, + jsou komutativní:

x+ y = y + x;

x · y = y · x.

(b) Operace ·, + jsou asociativní:

(x+ y) + z = x+ (y + z);
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(x · y) · z = x · (y · z).

(c) Neutrální prvek pro operaci +:

x+ 0 = x.

(d) Neutrální prvek pro operaci ·:

x · 1 = x.

(e) Inverzní prvek pro operaci +: ∃z ∈ R : (x+ z = 0), zna£íme z = −x.

(f) Distributivita: x · (y + z) = (x · y) + (x · z).

Pro opa£ný prvek jsme zavedli zna£ení −x. Pro dal²í pouºití si zavedeme

také binární operaci −: Nech´ x, y ∈ R, pak zápisem x− y rozumíme x+ (−y).
Pokud bychom poºadovali, aby struktura m¥la krom¥ inverzního prvku k +

také inverzní prvek k ·, vzniklo by nám jiº t¥leso:

De�nice 1.2 (T¥leso) Nech´ RRR = 〈R,+, ·, 1, 0〉 je komutativní okruh. Pak

struktura RRR je také t¥leso, pokud pro v²echny x, y ∈ R platí:

(a) x · y = 0 ⇒ x = 0 ∨ y = 0 (toto je dosta£ující podmínka pro tzv. obor

integrity).

(b) Jestliºe y 6= 0, pak existuje z takové, ºe z · y = 1.

Dal²ím d·leºitým pojmem je ideál. Jeho de�nice se v okruzích a v následující

kapitole zavedených svazech pon¥kud li²í (po formální stránce). Uve¤me si proto

ob¥ de�nice zvlá²´ a nejprve tu uºívanou pro okruhy.

De�nice 1.3 (Ideál v okruhu) Mnoºina I ⊆ R, kde R je okruh, se nazývá

ideál, jestliºe platí:

(a) I 6= ∅,

(b) ∀a, b ∈ I : a− b ∈ I,

(c) ∀a ∈ I,∀r ∈ R : a · r ∈ I.
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Budeme-li po ideálu poºadovat je²t¥ dal²í vlastnosti, m·ºeme de�novat spe-

ciální ideály:

De�nice 1.4 Nech´ I je ideál, pak:

(a) (Vlastní ideál) Ideál I se nazývá vlastní, jestliºe 1 /∈ I.

(b) (Hlavní ideál) Ideál I se nazývá hlavní, jestliºe existuje x ∈ R takové,

ºe I = {x · r|r ∈ R}. (Poznámka: Hlavní ideál je tedy takový, který je

moºno generovat jediným prvkem z okruhu.)

(c) (Prvoideál) Vlastní ideál I se nazývá prvoideál, jestliºe x · y ∈ I impli-

kuje, ºe bu¤ x ∈ I, nebo y ∈ I.

(d) (Maximální ideál) Vlastní ideál I se nazývá maximální, jestliºe neexis-

tuje ºádný vlastní ideál J takový, ºe I ⊂ J .

1.2 Základní v¥ty o ideálech

V duchu historického pojetí ideálních £ísel i ideály odráºí my²lenku seskupení

prvk·, které se li²í jen velmi málo od ur£itého prvku dané algebry. Konkrétn¥

u vlastního ideálu se v £íselném okruhu jedná o £ísla blízká k nule � v okruhu

totiº nemají (stejn¥ jako nula) multiplikativní inverz. Pokud by k x ∈ I existo-

valo y takové, ºe x · y = 1, pak z de�nice ideálu 1 ∈ I a I = R a ideál by tedy

nebyl vlastní.

Historický vývoj nám nabídl celkem t°i v¥ty o isomor�smu okruh·, k je-

jichº d·kazu se vyuºívá práv¥ ideál·. Dokaºme si tedy nejprve tvrzení pot°ebná

k následným d·kaz·m v¥t o isomor�smu okruh·.

Protoºe ideál I je podmnoºinou okruhu, m·ºeme ukázat, ºe se ve skute£nosti

chová dokonce jako jeho podgrupa:

Lemma 1.5 Ideál I s operacemi +, − a neutrálním prvkem 0 tvo°í podgrupu

(R,+,−, 0).
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D·kaz: Dokáºeme, ºe I je uzav°en na operace + a − a ºe obsahuje neutrální

prvek.

• Uzav°enost operace +: Plyne triviáln¥ z (a) de�nice 1.3.

• Uzav°enost operace −: Jestliºe x, y ∈ I, pak z bodu (c) de�nice 1.3 plyne

y · (−1) = −y, −y ∈ I, a tedy x+ (−y) ∈ I.

• 0 ∈ I: Jestliºe I 6= ∅, pak pro v²echny x ∈ I platí, ºe x · 0 = 0. A podle

bodu (b) z de�nice 1.3 je tedy 0 ∈ I.

QED

Nyní si je²t¥ zave¤me rozklad okruhu: Nech´ pro kaºdé x ∈ R platí:

x+ I = {x+ i|i ∈ I}. Pak systém P = {x+ I|x ∈ R} tvo°í rozklad okruhu R.⋃
P = R

A navíc platí-li x+ I 6= y+ I, pak x+ I ∩ y+ I = ∅. De�nujme pro x, y ∈ R:

x ≡I y ⇔ x+ I = y + I.

Je z°ejmé, ºe ≡I je ekvivalence na R.

Dokaºme o práv¥ de�nované ekvivalenci následující tvrzení:

Tvrzení 1.6 Pro v²echna x, y ∈ R platí:

(a) x ≡I y ⇔ x− y ∈ I ⇔ y − x ∈ I.

(b) Relace ≡I je vzhledem k operacím v R kongruentní. Tedy m·ºeme utvo°it

rozklad R/I, který bude komutativním okruhem.

D·kaz: (a) Ze zavedení ekvivalence ≡I víme x+ I = y+ I, tedy existují n¥jaká

i a i′ taková, ºe x+ i = y + i′, tedy x− y = i′ − i. A protoºe je ideál I uzav°en

na operaci −, je z°ejmé i′ − i ∈ I.
Pokud naopak x−y ∈ I, pak existuje n¥jaké i ∈ I takové, ºe x−y = i, tedy

x+ 0 = y + i. Protoºe 0 a i jsou prvku ideálu I, dostáváme: x+ I ∩ y + I 6= ∅.
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A protoºe P je rozklad, platí x+ I = y + I. Obdobn¥ bychom tvrzení dokázali

pro y − x.

(b) P°edpokládejme, ºe x ≡I x
′ a y ≡I y

′. Dokáºeme uzav°enost pro jednot-

livé operace:

• Uzav°enost operace +: Chceme ukázat x+y ≡I x
′+y′. To je v²ak ekviva-

lentní s tvrzením (x− x′) + (y − y′) ∈ I, coº platí z na²eho p°edpokladu,

ºe x− x′ ∈ I a y − y′ ∈ I.

• Uzav°enost operace −: Chceme ukázat −x ≡I −x′, coº je ekvivalentní

s tvrzením ((−x)− (−x′)) ∈ I. Z de�nice ideálu plyne

(x− x′) ∈ I ⇒ (−1) · (x− x′) = ((−x)− (−x′)) ∈ I.

• Uzav°enost operace ·: Chceme ukázat: x·y ≡I x
′·y′, coº je op¥t ekvivalentní

s xy − x′y′ ∈ I. Z distributivity dostáváme

xy − x′y′ = (x− x′) · y + x′ · (y − y′) ∈ I.

Coº uº platí na základ¥ de�nice ideálu.

M·ºeme tedy de�novat faktorizaci okruhu R podle ideálu I, tj. R/I, takto:

• De�ni£ní obor: P = {x+ I|x ∈ R},

• 1R/I = 1 + I,

• 0R/I = I,

• (x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I,

• −(x+ I) = (−x) + I,

• (x+ I) · (y + I) = x · y + I.

Nakonec sta£í ov¥°it, ºe R/I je okruh. To je v²ak jiº z°ejmé z de�nice okruhu

a z de�nice operací v R/I.

QED
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1.3 V¥ty o isomor�smu okruh·

V¥ty o isomor�smu okruh· tvo°í základní tvrzení pro dal²í matematické kon-

strukce. P°edstavují tak jednu z významných oblastí matematiky, v níº se ideály

uplat¬ují.

A£koliv jsme v úvodu této práce p°edpokládali, ºe £tená° zná pojem ho-

momor�smus (a související), zave¤me si °ádnou de�nici. Budeme se k ní totiº

£asto odkazovat v dal²ích d·kazech.

De�nice 1.7 Nech´ f je funkce z okruhu S do okruhu R (f : S → R). Pak f

je homomor�smus, pokud spl¬uje:

(a) f(1) = 1,

(b) f(0) = 0,

(c) f(x+ y) = f(x) + f(y),

(d) f(x · y) = f(x) · f(y),

(e) f(−x) = −f(x).

Protoºe se v²ak nepohybujeme v �obecné� algeb°e, ale soust°edíme se jen

na okruhy, m·ºeme si vysta£it s mírn¥j²ími podmínkami:

Lemma 1.8 Nech´ R a S jsou okruhy a f : R→ S je funkce, pak:

(a) Aby f byl homomor�smus, posta£ují podmínky ∀x, y ∈ R:

• f(1) = 1,

• f(x+ y) = f(x) + f(y),

• f(x · y) = f(x) · f(y).

(b) Jestliºe f není konstantní funkce s hodnotou 0 a navíc S je obor integrity,

pak je posta£ující podmínkou pouze ∀x, y ∈ R:

• f(x+ y) = f(x) + f(y),
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• f(x · y) = f(x) · f(y).

D·kaz: (a) K d·kazu posta£uje ukázat, ºe f(0) = 0 a f(−x) = −f(x). Protoºe
S a R jsou okruhy, m·ºeme konstantu 0 a operaci − de�novat pomocí zbylých

operací:

• f(0) = 0: f(0) = (−f(0) + f(0)) + f(0) = −f(0) + f(0 + 0) = 0,

• f(−x) = −f(x): f(−x) + f(x) = f(−x+ x) = f(0) = 0.

(b) Vyberme x, y ∈ R takové, ºe f(x) 6= 0. Pak sta£í vzhledem k d·kazu

v (a) ukázat, ºe f(1) = 1: f(x) = f(1x) = f(1)f(x), tedy (protoºe S je obor

integrity) f(1) 6= 0. Pro spor dále p°edpokládejme, ºe f(1) 6= 1. Ukáºeme, ºe 1

je d¥litel nuly, coº v oboru integrity vede ke sporu:

1 · 1 = 1⇔ f(1)f(1) = f(1)⇔ f(1)f(1)− f(1) = 0⇔ f(1)(f(1)− 1) = 0,

kde f(1) je nenulové, a protoºe jsme p°edpokládali f(1) 6= 1, je také f(1) − 1

nenulové, na²li jsme tedy d¥litele nuly v oboru integrity, coº není moºné, tedy

f(1) = 1.

QED

De�nice 1.9 Nech´ f : R→ S je okruhový homomor�smus. Pak:

(a) Jádro homomor�smu f je mnoºina ker(f) = {x ∈ R|f(x) = 0}.

(b) Obraz homomor�smu f je mnoºina Im(f) = {f(x)|x ∈ R}.

Nyní jiº víme v²e pot°ebné, abych mohli pronést a dokázat jednotlivé v¥ty

o isomor�smu okruh·.

V¥ta 1.10 (První v¥ta o isomor�smu okruh·) Nech´ f : R → S je okru-

hový homomor�smus na komutativních okruzích. Pak ker(f) je ideál okruhu R

a navíc platí R/ker(f) je isomorfní s Im(f).
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D·kaz: Nejd°íve ukáºeme, ºe ker(f) je ideál okruhu R. Protoºe f je surjektivní,

je ker(f) neprázdné, tedy existuje n¥jaké x ∈ R takové, ºe f(x) = 0. Jestliºe

dále x, y ∈ ker(f), pak f(x+ y) = f(x) + f(y) = 0, tedy x+ y ∈ ker(f). Kdyº
r ∈ R a x ∈ ker(f), pak také f(r · x) = f(r) · f(x) = 0, a tedy r · x ∈ ker(f).
Ideál ker(f) je navíc vlastní, protoºe f(1) = 1 6= 0.

De�nujme homomor�smus h : R/ker(f) → S takto: h(x + ker(f)) = f(x).

Ov¥°íme, ºe se jedná o homomor�smus:

• Konstanta 0: h(0 + ker(f)) = f(0) = 0.

• Konstanta 1: h(1 + ker(f)) = f(1) = 1.

• Operace −: h(−(x+ ker(f)) = f(−x) = −f(x) = −h(x+ ker(f)).

• Operace +: h((x + ker(f)) + (y + ker(f))) = h((x + y) + ker(f)) =

= f(x+ y) = f(x) + f(y) = h(x+ ker(f)) + h(y + ker(f)).

• Operace ·: h((x + ker(f)) · (y + ker(f))) = h(x · y + ker(f)) =

= f(x · y) = f(x) · f(y) = h(x+ ker(f)) · h(y + ker(f)).

Funkce h je navíc prostá: h(x+ ker(f)) = h(y + ker(f))⇔ f(x) = f(y)⇔
⇔ f(x) − f(y) = 0 ⇔ f(x − y) = 0 ⇔ x − y ∈ ker(f) ⇔ x + ker(f) =

= y+ker(f). Protoºe Im(h) = {h(x+ker(f))|x ∈ R/ker(f)} = {f(x)|x ∈ R},
je f : R/ker(f)→ Im(f) isomor�smus.

QED

V¥ta 1.11 (Druhá v¥ta o isomor�smu okruh·) Nech´ R je okruh a S pod-

okruh okruhu R a nech´ I je ideál okruhu R. Pak platí:

• S + I = {s+ i|s ∈ S, i ∈ I} je podokruh okruhu R.

• S ∩ I je ideál podokruhu S.

• (S + I)/I je isomorfní s S/(S ∩ I).
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D·kaz: Uvaºujme zobrazení f : S → (S + I)/I, kde f(s) = s+ I. Z jiº doká-

zaného je z°ejmé, ºe se jedná o okruhový homomor�smus, navíc o surjektivní:

(s+i)+I ∈ (S+I)/I, kde s ∈ S, i ∈ I ⇒ f(s) = s+I = s+(i+I) = (s+i)+I.

Z první v¥ty o isomor�smu okruh· plyne, ºe S/ker(f) je isomorfní

s (S + I)/I. Sta£í nám tedy ukázat, ºe ker(f) = S ∩ I.
Nech´ x ∈ ker(f). Pak I = f(x) = x+ I, tedy x ∈ I. Dále platí ker(f) ⊆ S,

tedy x ∈ S. Proto x ∈ S ∩ I, a tedy ker(f) ⊆ S ∩ I.
Pro opa£ný sm¥r uvaºujme x ∈ S ∩ I. Pak x ∈ I, tedy f(x) = x + I = I.

Proto platí x ∈ ker(f) a také S ∩ I ⊆ ker(f).

QED

V¥ta 1.12 (T°etí v¥ta o isomor�smu okruh·) Nech´ R je okruh a I, J jsou

ideály okruhu R takové, ºe platí: J ⊆ I ⊆ R. Pak I/J je ideál faktorizace R/J

a okruh (R/J)/(I/J) je isomorfní s R/I.

D·kaz: Uvaºujme zobrazení f : R/J → R/I, kde f(x+ J) = x+ I. Jedná se

o dob°e de�nované zobrazení, nebo´ x+J = y+J implikuje x−y ∈ J ⊆ I, tedy

z de�nice zobrazení: f(x) = x+ I = y + I = f(y). Ukáºeme, ºe f je surjektivní

homomor�smus.

Zvolme x + J , y + J ∈ R/J . Pak platí f((x + J)(y + J)) = f(xy + J) =

= xy + I = (x + I)(y + I) = f(x)f(y) pro násobení a f((x + J) + (y + J)) =

= f((x + y) + J) = (x + y) + I = (x + I) + (y + I) = f(x) + f(y) pro s£ítání.

Z°ejm¥ platí f(x + J) = x + I = 0 + I ⇔ x ∈ I, tedy x ∈ ker(f) ⇔ x ∈ I/J .
M·ºeme tedy pouºít první v¥tu o isomor�smu okruh·, z níº uº je d·kaz z°ejmý.

QED

V¥ty o isomor�smu okruh· jsou jen speciálním p°ípadem obecných v¥t o iso-

mor�smu (které je moºné konkretizovat nejen pro okruhy, ale také pro grupy a

moduly). Krom¥ t°í vý²e uvedených v¥t bývá k dispozici dávána je²t¥ jedna v¥ta

� anglicky ozna£ována jako Lattice theorem £i prost¥ £tvrtá v¥ta o isomor�smu.

Nevztahuje se v²ak uº £ist¥ k okruh·m, nýbrº práv¥ ke grupám.

Jedním z praktických p°íklad· vyuºití v¥t o isomor�smu je nap°íklad kon-

strukce komplexních £ísel na základ¥ zobrazení f : R[X]→ C.
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Kapitola 2

Ideály a �ltry ve svazech

V této kapitole se blíºe seznámíme s funkcí ideál· a �ltr· ve svazech, p°edev²ím

na Booleových algebrách. Neº v²ak k této problematice p°istoupíme, p°edsta-

víme si v návaznosti na p°edchozí kapitolu Booleovy okruhy.

2.1 Booleovy okruhy

Vycházejíce z de�nice okruhu v p°edchozí kapitole, de�nujme nejmen²í netri-

viální okruh, tedy okruh se dv¥ma prvky � 0 a 1. Jejich chování ve spojení

s operacemi + a · zachycují následující tabulky:

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

V okruhu se dv¥ma prvky je kaºdý z prvk· svým inverzem pro s£ítání:

x + x = 0 a sou£asn¥ je vzhledem k násobení idempotentní, tj. platí x · x = x.

Okruh, jehoº v²echny prvky jsou vzhledem k násobení idempotentní prvky,

nazv¥me idempotentní okruh.

De�nice 2.1 (Boole·v okruh) Idempotentní okruh s jednotkovým prvkem je

Boole·v okruh.
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Nejjednodu²²ím Booleovým okruhem je práv¥ vý²e p°edstavený okruh se

dv¥ma prvky {0,1}.

Protoºe jsme v de�nici Booleova okruhu poºadovali, aby byl idempotentní,

získali jsme jako d·sledek dal²í zajímavou vlastnost: Booleovy okruhy jsou vºdy

komutativní okruhy.

Tvrzení 2.2 Boole·v okruh je komutativní okruh, tedy operace · je komutativní

a platí x · y = y · x.

D·kaz: Spo£ítejme v okruhu výraz (x+y)2. Díky idempotenci a distributivit¥

víme, ºe

x+ y = (x+ y)2 = x2 + x · y + y · x+ y2 = x+ x · y + y · x+ y,

tedy zkrácen¥ vztah

x+ y = x+ x · y + y · x+ y.

Po p°i£tení inverzního prvku k x zleva a p°i£tení inverzního prvku k y zprava

dostáváme, ºe

0 = x · y + y · x. (1)

Za pouºití idempotence a dosazením x = y do výrazu v (1) získáme

x+x = x2+x2 = 0. A protoºe má Boole·v okruh charakteristiku 2 (tj. nejmen²í

po£et se£tení jednotkového prvku okruhu k získání nulového prvku okruhu je

2), získáváme, ºe kaºdý prvek je roven svému inverzu, tedy také x · y = −(x · y).
P°i£teme-li proto k rovnici (1) na levou stranu x ·y a na pravou −(x ·y) získáme

vztah

x · y = x · y + y · x+ (−(x · y)) = y · x+ 0 = y · x.

QED

Jako d·sledek m·ºeme speciáln¥ pro Booleovy okruhy upravit jeden bod

de�nice okruhu. Konkrétn¥ vztah x+ (−x) = 0 m·ºeme psát jako x+ x = 0.

Vztah mezi Booleovými okruhy a Booleovými algebrami bude p°edveden

dále, ve v¥t¥ 2.17.
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2.2 Základní de�nice

Neº se dostaneme k samotné de�nici svazu, pop°. ideálu ve svazech, seznámíme

se s n¥kolika dal²ími termíny, které budeme v této kapitole (a dal²ích) vyuºívat.

De�nice 2.3 Nech´ X je mnoºina a Y 6= ∅, Y ⊆ X. Pak:

(a) (Horní závora) Prvek a ∈ X je horní závora mnoºiny Y, jestliºe

∀x ∈ Y : x ≤ a.

(b) (Dolní závora) Prvek a ∈ X je dolní závora mnoºiny Y, jestliºe

∀x ∈ Y : a ≤ x.

(c) (Maximální prvek) Prvek a ∈ Y je maximální prvek mnoºiny Y, jestliºe

¬∃x ∈ Y : x > a.

(d) (Minimální prvek) Prvek a ∈ Y je minimální prvek mnoºiny Y, jestliºe

¬∃x ∈ Y : x < a.

Poznámka: Maximální ani minimální prvek není v mnoºin¥ jednozna£n¥ ur£en, tedy

mnoºina m·ºe mít t¥chto prvk· více.

(e) (Nejv¥t²í prvek) Prvek a ∈ Y je nejv¥t²í prvek mnoºiny Y, jestliºe je

jeho horní závorou.

(f) (Nejmen²í prvek) Prvek a ∈ Y je nejmen²í prvek mnoºiny Y, jestliºe

je jeho dolní závorou.

(Poznámka: Nejv¥t²í (pop°. nejmen²í) prvek se od horní (pop°. dolní) závory li²í svoji

p°íslu²ností k podmnoºin¥ � od horní (dolní) závory podmnoºiny Y nepoºadujeme, aby

byla v podmnoºin¥ Y obsaºena.)

(g) (Supremum) Prvek a ∈ X je supremum mnoºiny Y, jestliºe je to nejmen²í

horní závora.

(h) (In�mum) Prvek a ∈ X je in�mum mnoºiny Y, jestliºe je to nejv¥t²í

dolní závora.
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Pomocí termín· de�novaných vý²e jiº m·ºeme de�novat pojem svazu. De�-

nici je moºné vést bu¤ pomocí termín· uºívaných v teorii mnoºin, nebo pomocí

algebraických termín·. Ob¥ de�nice jsou zam¥nitelné (d·kaz vizte v [8]).

De�nice 2.4 (Svaz)

(a) Mnoºinov¥: Svaz je uspo°ádaná mnoºina, v níº má kaºdá dvojice prvk·

(x, y) supremum i in�mum.

(b) Algebraicky: De�nujme dv¥ binární operace � t (spojení) a u (pr·sek).

Pak svaz je struktura (S,t,u) taková, ºe jsou spln¥ny následující axiomy:

(i) Idempotence: x t x = x; x u x = x.

(ii) Komutativita: x t y = y t x; x u y = y u x.

(iii) Asociativita: x t (y t z) = (x t y) t z; x u (y u z) = (x u y) u z.

(iv) Absorpce: x t (x u y) = x; x u (x t y) = x.

Na základ¥ de�nice svazu m·ºeme de�novat také uspo°ádání ≤.

De�nice 2.5 (Kanonické uspo°ádání) Relace kanonického uspo°ádání ≤ je

de�nována takto:

x ≤ y ⇔ x u y = x⇔ x t y = y.

Pokud je²t¥ p°idáme podmínku distributivity, získáme distributivní svaz.

De�nice 2.6 (Distributivní svaz) Jestliºe binární operace svazu jsou k sob¥

distributivní:

x t (y u z) = (x t y) u (x t z),

x u (y t z) = (x u y) t (x u z),

pak se jedná o distributivní svaz.

Ozna£íme-li nejmen²í prvek svazu jako 0 a nejv¥t²í prvek jako 1, m·ºeme

de�novat komplementární svaz:
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De�nice 2.7 (Komplementární svaz) Svaz, který má ke kaºdému prvku kom-

plement ve smyslu

x t −x = 1,

x u −x = 0,

je komplementární svaz.

Stejn¥ jako pro svaz existují dv¥ r·zné de�nice, m·ºeme dvojím zp·sobem

de�novat také Booleovu algebru:

De�nice 2.8 (Booleova algebra)

(a) Algebraicky: Booleova algebra je distributivní a komplementární svaz.

(b) Mnoºinov¥: Booleova algebra je mnoºina s nejmen²ím prvkem 0, nejv¥t-

²ím prvkem 1, binárními operacemi (t a u) a unární operací (−), pro
kterou platí následující axiomy:

(i) Idempotence: x t x = x; x u x = x.

(ii) Komutativita: x t y = y t x; x u y = y u x.

(iii) Asociativita: x t (y t z) = (x t y) t z; x u (y u z) = (x u y) u z.

(iv) Absorpce: x t (x u y) = x, x u (x t y) = x.

(v) Distributivita: xt(yuz) = (xty)u(xtz); xu(ytz) = (xuy)t(xuz).

(vi) x t 0 = x; x u 0 = 0,

x u 1 = x; x t 1 = 1.

(vii) Komplementy: x t −x = 1; x u −x = 0.

Booleova algebra, která má pouze jeden prvek (ten tedy zastává funkci

nejmen²ího i nejv¥t²ího prvku, tedy 1 = 0), je triviální. Ve zbytku práce budeme

p°edpokládat, ºe uºívané Booleovy algebry triviální nejsou.
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2.3 De�nice ideálu a �ltru ve svazu

Nyní jiº m·ºeme zavést také pojem ideál � a na rozdíl od okruh· také duální

(jak ukáºeme) pojem �ltr.

De�nice 2.9 (Ideál) Nech´ S je svaz, pak ideál I svazu S je neprázdná pod-

mnoºina mnoºiny S, pro kterou platí:

(a) ∀x, y ∈ S : (x ∈ I ∧ y ∈ I)⇒ x t y ∈ I.

(b) ∀x, y ∈ S : (x ∈ I ∧ y ≤ x)⇒ y ∈ I.

• (Vlastní ideál) Ideál I svazu S se nazývá vlastní, jestliºe I 6= S.

• (Maximální ideál) Ideál I svazu S se nazývá maximální, jestliºe neexis-

tuje ºádný vlastní ideál J takový, ºe I ⊂ J .

• (Prvoideál) Ideál I svazu S se nazývá prvoideál, jestliºe xu y ∈ I impli-

kuje, ºe bu¤ x ∈ I, nebo y ∈ I.

K vý²e uvedeným pojm·m m·ºeme de�novat také duální pojmy �ltru, vlast-

ního �ltru, maximálního �ltru a ultra�ltru:

De�nice 2.10 (Filtr) Nech´ S je svaz, pak �ltr F svazu S je neprázdná pod-

mnoºina mnoºiny S, pro kterou platí:

(a) ∀x, y ∈ S : (x ∈ I ∧ y ∈ I)⇒ x u y ∈ I.

(b) ∀x, y ∈ S : (x ∈ I ∧ x ≤ y)⇒ y ∈ I.

• (Vlastní �ltr) Filtr F se nazývá vlastní, jestliºe F 6= S.

• (Maximální �ltr) Filtr F se nazývá maximální, jestliºe neexistuje ºádný

vlastní �ltr G takový, ºe F ⊂ G.

• (Ultra�ltr) Filtr F se nazývá ultra�ltr, jestliºe pro v²echna x ∈ S platí

bu¤ x ∈ F , nebo −x ∈ F .
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• (Prvo�ltr) Filtr F se nazývá prvo�ltr, jestliºe pro v²echna x, y ∈ F platí

x t y ∈ F práv¥ tehdy, kdyº x ∈ F , nebo y ∈ F .

Obecná de�nice �ltru si v²ak na Booleových algebrách vysta£í s mnohem

slab²ími podmínkami, jak ukazuje následující lemma.

Lemma 2.11 K tomu, aby F byl �ltr na Booleov¥ algeb°e B, jsou posta£ující

tyto podmínky:

(a) 1 ∈ F ,

(b) x u y ∈ F ⇔ x ∈ F ∧ y ∈ F .

D·kaz: Nech´ F je �ltr na Booleov¥ algeb°e. Pakliºe x u y ∈ F , pak platí

x u y ≤ x a také x u y ≤ y. Tedy z de�nice �ltru platí x ∈ F a y ∈ F .
Pro d·kaz druhé implikace p°edpokládejme, ºe x ∈ F a x ≤ y. Tedy y ∈ F .

Protoºe v²ak x ≤ y je ekvivalentní s x u y = x, dostáváme, ºe x u y ∈ F a také

x u y ≤ y.

QED

Pon¥kud slab²ím termínem, neº je �ltr, je tzv. centrovaný systém. Ukáºeme

si v²ak, ºe je pro konstrukci n¥kterých d·kaz· nezbytnou sou£ástí, nebo´ (jak

°íká lemma 2.13) m·ºe být do �ltru roz²í°en.

De�nice 2.12 (Centrovaný systém) Podmnoºina X Booleovy algebry B je

centrovaný systém, jestliºe pro v²echna p°irozená £ísla n a v²echny posloupnosti

x0, x1, . . . , xn ∈ X platí:

x0 u x1 u . . . u xn 6= 0.

Lemma 2.13 Kaºdá podmnoºina X Booleovy algebry B, která je centrovaným

systémem, m·ºe být roz²í°ena do vlastního �ltru F .

D·kaz: De�nujme mnoºinu F následujícím zp·sobem:

F = {y|∃ p°irozené £íslo n a x0, . . . xn ∈ X taková, ºe x0 u . . . u xn ≤ y}.
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Je-li F centrovaný systém, ºádný z jeho prvk· se nerovná nule, tedy F je

vlastní. Jestliºe x, y ∈ F , pak x ≥ x0 u . . . u xn a y ≥ y0 u . . . u ym a prvky

x0, . . . , xn, y0, . . . , ym ∈ X.

Protoºe x u y je v¥t²í neº x0 u . . . u xn u y0 u . . . u ym, je také prvkem

mnoºiny F . A jestliºe y ≥ x pro n¥jaké x ∈ F , pak y ≥ x ≥ x0 u . . . u xn pro

n¥jaké x0, . . . , xn ∈ F . Tím jsme ov¥°ili, ºe F je skute£n¥ vlastním �ltrem.

QED

V Booleových algebrách (jakoºto speciálním p°ípadu svaz·) se samoz°ejm¥

ideály a �ltry chovají stejným zp·sobem jako ve svazech. Nadto v²ak je²t¥

získávají speciální vlastnosti.

Dualitu obou pojm· si m·ºeme nejlépe ukázat na lemmatu 2.15.

Lemma 2.14 Nech´ x, y ∈ B,B je Booleova algebra, pak

−(x t y) = −x u −y,

−(x u y) = −x t −y,

a sou£asn¥

y ≤ x⇒ −x ≤ −y.

D·kaz: Na základ¥ axiom· (konkrétn¥ o distributivit¥, asociativit¥ a jednotce

a nule) platí tyto rovnosti a °et¥zec implikací:

(xt y)t (−xu−y) = (xt yt−x)u (xt yt−y) = (1t y)u (1tx) = 1u 1 = 1,

(xu y)u (−xt−y) = (xu yu−x)t (xu yu−y) = (yu 0)t (xu 0) = 0t 0 = 0,

y ≤ x⇒ y t 1 ≤ x t 1⇒ y t (x t −x) ≤ x t (y t −y)⇒

⇒ (y t x) t −x ≤ (x t y) t −y ⇒ −x ≤ −y.

QED
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Nyní jiº m·ºeme ukázat, ºe pojem ideálu a �ltru je duální:

Lemma 2.15 Nech´ I je ideál Booleovy algebry B. Mnoºina F = {−x|x ∈ I}
pak tvo°í �ltr Booleovy algebry B.

D·kaz: Ukáºeme, ºe mnoºina F spl¬uje de�nici �ltru. Nech´ x, y ∈ I, pak

z de�nice 2.9 x t y ∈ I, tedy z de�nice mnoºiny F : −x,−y ∈ F a také

−(x t y) ∈ F . Ov²em −(x t y) je dle lemmatu vý²e rovno −x u −y, coº jsme

cht¥li ukázat.

V p°ípad¥, ºe x ∈ I a y ≤ x, pak z de�nice ideálu y ∈ I, tedy −y ∈ F .

Z lemmatu vý²e v²ak také platí y ≤ x ⇒ −x ≤ −y, coº jsme poºadovali. Ob¥

podmínky jsou tedy spln¥ny.

QED

Obdobným postupem bychom dokázali, ºe mnoºina I = {−x|x ∈ F} tvo°í
k �ltru F duální ideál I.

Dal²í zajímavé (a p°edev²ím praktické, jak dále uvidíme) vztahy panují mezi

jednotlivými druhy �ltr· (pop°. ideál·). Následující v¥ta ukazuje, ºe v Boo-

leových algebrách m·ºeme pojmy maximálního �ltru, ultra�ltru a prvo�ltru

zam¥¬ovat (a stejn¥ tak mezi sebou jejich duální ideály).

V¥ta 2.16 Nech´ F je vlastním �ltrem Booleovy algebry B, pak jsou následující

tvrzení mezi sebou ekvivalentní:

(a) F je maximální �ltr.

(b) F je ultra�ltr.

(a) F je prvo�ltr.

D·kaz: (a) ⇒ (b) Kdyº F je maximální �ltr, pak je také ultra�ltr: Nech´

x /∈ F je dáno. Protoºe F je maximální, musí existovat n¥jaké y ∈ F takové, ºe

x u y = 0. To je v²ak ekvivalentní tvrzení, ºe y ≤ −x, tedy −x ∈ F , £ímº jsme

splnili podmínku ultra�ltru.
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(b) ⇒ (c) Kdyº F je ultra�ltr, pak je také prvo�ltr: Chceme ukázat, ºe

pokud F je ultra�ltr, platí následující ekvivalence:

x t y ∈ F ⇔ x ∈ F ∨ y ∈ F.

Implikace zprava doleva plyne z de�nice �ltru. Nech´ je pro d·kaz opa£né

implikace dáno x t y ∈ F . P°edpokládejme, ºe x /∈ F , tedy (protoºe F je

ultra�ltr) −x ∈ F . Pak v²ak také −x u (x t y) = −x u y ∈ F . Z lemmatu 2.11

pak uº p°ímo plyne, ºe y ∈ F .
(c) ⇒ (a) Kdyº je F prvo�ltr, pak je také maximální �ltr: Nech´ x /∈ F je

dáno. Kdyby F byl maximální �ltr, pak by F ∪ {x} nebyl vlastní � existovalo

by totiº takové x′ ∈ F , ºe x′ u x = 0, coº plyne z faktu, ºe kaºdý centrovaný

systém m·ºe být roz²í°en do vlastního �ltru. Tedy nám sta£í najít n¥jaké y ∈ F
takové, ºe x u y = 0. Protoºe x t −x ∈ F a F je navíc prvo�ltr, platí, ºe bu¤

x ∈ F , nebo −x ∈ F . P°edpokládali jsme v²ak, ºe x /∈ F , proto −x ∈ F , na²li
jsme tedy y = −x, protoºe x u −x = 0.

QED

Obdobné tvrzení platí také pro ideály. Duálním pojmem ultra�ltru je prvo-

ideál a vlastnost de�nující prvo�ltr je moºné pouºít také pro ur£ité ideály.

Na záv¥r této £ásti se vra´me k Booleovým okruh·m a ukaºme, ºe vztah

mezi ideály v Booleových algebrách a Booleových okruzích je velmi t¥sný.

Zave¤me vztah pro svazové a okruhové operace:

x+ y = (x u −y) t (−x u y),

x · y = x u y.

V¥ta 2.17 Nech´ I je podmnoºinou Booleovy algebry B. Pak platí, ºe I je ideál

v Booleov¥ algeb°e práv¥ tehdy, kdyº I je ideálem v odpovídajícím Booleov¥

okruhu.

D·kaz: Nech´ I je ideál v Booleov¥ algeb°e a nech´ x, y jsou libovolné prvky

z Booleovy algebry. Pak nám sta£í ukázat implikace:

x ∈ I ∧ y ∈ I ⇒ x+ y ∈ I,
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x ∈ I ⇒ x · y ∈ I.

Nech´ tedy x, y ∈ B, p°edpokládejme nadále x ∈ I a y ∈ I. Sou£asn¥

platí x u −y ≤ x a −x u y ≤ y. P°ijm¥me jako fakt platnost nerovnosti

(xu−y)t (−xu y) ≤ xt y. Ze zavedení operací vý²e dostáváme x+ y ≤ xt y.
A protoºe x t y ∈ I, tak také x+ y ∈ I.

Pro druhou implikaci p°edpokládejme x ∈ I a r ∈ B. Víme, ºe x u y ≤ x a

ze zavedení operací rovnou máme x · y ∈ I.
QED

2.4 Stoneova v¥ta o reprezentaci

Pravd¥podobn¥ nejznám¥j²ím vyuºitím �ltr· v Booleov¥ algeb°e je d·kaz Stone-

ovy v¥ty o reprezentaci. D·kaz v²ak vyºaduje vyuºití axiomu výb¥ru, respektive

jeho ekvivalentního tvrzení � Principu maximality. (D·kaz ekvivalence je moºno

najít nap°. v [1].) Ten nám °íká, ºe v kaºdé mnoºin¥ s £áste£ným uspo°ádáním

takové, ºe kaºdý její °et¥zec je shora omezený, existuje nad kaºdým prvkem

minimáln¥ jeden maximální prvek.

Abychom tedy mohli aplikovat Princip maximality, pot°ebujeme pracovat

s mnoºinou, jejíº kaºdá lineárn¥ uspo°ádaná podmnoºina má horní mez.

Lemma 2.18 Je-li F ′ lineárn¥ uspo°ádaná podmnoºina mnoºiny v²ech vlast-

ních �ltr· FB na Booleov¥ algeb°e B, pak F ′ má horní mez.

D·kaz: Ukáºeme, ºe F =
⋃
F ′ je vlastní �ltr. Jestliºe x, y ∈ F , pak x ∈ Fx

a y ∈ Fy pro n¥jaké �ltry z F '. Bez újmy na obecnosti nech´ Fx ⊆ Fy, tedy

x, y ∈ Fy a x u y ∈ Fy, a proto x u y ∈ F . Jestliºe x ∈ F a y ≥ x, pak y ∈ Fx

pro kaºdé Fx z F ′ obsahující x. 0 nem·ºe být prvkem ºádného F ′ ∈ F ′, protoºe
F ′ je mnoºina vlastních �ltr·, tedy i F je vlastní. F je tedy na²í hledanou horní

mezí, a to dokonce supremem. Protoºe F je sjednocením p°es v²echny vlastní

�ltry Booleovy algebry, jsou v²echny �ltry obsaºené v F ′ men²í neº F .
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A protoºe jsme ukázali, ºe se jedná o vlastní �ltr na Booleov¥ algeb°e B,

jedná se o nejmen²í horní mez.

QED

Následující v¥ta je st¥ºejním poznatkem pro d·kaz Stoneovy v¥ty. V anglo-

fonním sv¥t¥ se ozna£uje jako Boolean prime ideal theorem � v p°ekladu tedy

p°ibliºn¥ �v¥ta o booleovském prvoideálu� . Její název odráºí historické pojetí a

fakt, ºe prvoideál je duálním pojmem k ultra�ltru.

V¥ta 2.19 (Boolean prime ideal theorem) Kaºdá podmnoºina X ⊆ B,

která je centrovaný systém, m·ºe být roz²í°ena do ultra�ltru.

D·kaz: V d·kazu vyuºijeme Principu maximality. Nech´ FB je mnoºina vlast-

ních �ltr· na B, pak podle p°edchozího lemmatu má F ′ ⊆ FB horní mez, tedy

z Principu maximality má FB maximální prvek, tedy existuje n¥jaký maximální

�ltr U (s ohledem na relaci ⊆). Podle lemmatu 2.13 roz²í°íme centrovaný systém

X na vlastní �ltr X ′. Platí z°ejm¥ X ′ ∈ U . A protoºe platí, ºe �být maximálním

�ltrem� je ekvivalentní s �být ultra�ltrem� (z v¥ty 2.16), je U ultra�ltr.

QED

A kone£n¥ si de�nujme poslední pot°ebné termíny � atom a hlavní ideál.

De�nice 2.20 (Atom) Prvek x z Booleovy algebry je atom, jestliºe jediné y,

pro které platí y < x, je y = 0.

De�nice 2.21 (Hlavní �ltr) Filtr F je hlavní �ltr, jestliºe pro v²echny

0 < x ∈ B platí F = {y ∈ B|x ≤ y}.

Lemma 2.22 Nech´ B je Booleova algebra, pak:

(a) Hlavní �ltr Booleovy algebry je vlastní �ltr.

(b) Nech´ 0 < x je dáno, pak hlavní �ltr F = {y ∈ B|x ≤ y} je ultra�ltr práv¥
tehdy, kdyº x je atom v B.
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D·kaz: (a) Pro kaºdé x > 0 platí, ºe {x} je centrovaný systém, tedy F je

vlastní �ltr.

(b) Nech´ F je ultra�ltr, zvolme n¥jaké y takové, ºe 0 ≤ y < x. Chceme

ukázat, ºe y = 0. Z°ejm¥ platí x = y t (x u −y), a protoºe x ∈ F , musí

být y nebo x u −y prvkem ultra�ltru F . Av²ak x 6≤ y, tedy y /∈ F , a proto

x u −y ∈ F . Z toho v²ak také plyne x ≤ x u −y a o£ividn¥ také x ≤ −y, coº
implikuje x u y = 0. P°edpokládali jsme v²ak, ºe y < x a x u y = y, musí tedy

platit y = 0.

Pro opa£nou implikaci p°edpokládejme, ºe x je atom, pak pro kaºdé y platí

x ≤ y nebo x ≤ −y, tedy F obsahuje bu¤ y, nebo −y, je tedy ultra�ltrem.

QED

V¥ta 2.23 (Stoneova v¥ta o reprezentaci) Kaºdá Booleova algebra B je iso-

morfní s n¥jakou algebrou mnoºin.

D·kaz: Ozna£me si Ult(B) mnoºinu v²ech ultra�ltr· na B. De�nujme zobra-

zení S : B → P(Ult(B)) takto: S(x) = {U ∈ Ult(B)|x ∈ U}.
Tvrdíme, ºe S je isomor�smus mezi B a algebrou mnoºin S[B] ⊆ P(Ult(B)).

Nejprve ov¥°íme, ºe S je homomor�smu:

• S(1) = Ult(B),

• S(0) = ∅,

• S(x u y) = S(x) ∩ S(y), coº je z°ejmé z lemmatu 2.11,

• S(−x) = −S(x), coº plyne z de�nice ultra�ltru,

• S(x t y) = S(x) ∪ S(y), coº plyne z ekvivalence ultra�ltru a prvo�ltru.

Zbývá ukázat, ºe S je prostá. Nech´ x 6= y, x, y ∈ B, coº implikuje bu¤

x 6≤ y, nebo y 6≤ x, bez újmy na obecnosti zvolme první z nich. Pak platí

x u−y 6= 0, tedy {x,−y} je centrovaný systém. Z Boolean prime ideal theorem

dostáváme ultra�ltr U , který obsahuje x a −y, z £ehoº plyne, ºe U ∈ S(x) a

U /∈ S(y). Tedy S(x) 6= S(y).
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S tedy je prostý homomor�smus, tedy B je isomorfní s S[B].

QED

Marshall Harvey Stone dokázal tuto v¥tu v roce 1936. Pro tehdej²í mate-

matický sv¥t znamenala prost°edek k hlub²ímu pochopení Booleových algeber.

Ukazuje totiº, ºe kaºdá Booleova algebra je isomorfní s n¥jakou algebrou mno-

ºin, coº uº je pro v¥t²í po£et matematik· jist¥ mnohem uchopiteln¥j²í termín.
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Kapitola 3

Ideály a �ltry v logice

D·kazy, které vyuºívají vlastností �ltr·, najdeme také v logice. Zde je prav-

d¥podobn¥ nejvýznamn¥j²í d·kaz úplnosti výrokové logiky, av²ak jinou cestou,

neº je standardn¥ p°edkládáno.

Neº p°istoupíme k samotnému d·kazu, de�nujme si nejd°íve tzv. Lindenbaum-

Tarského algebry, jichº se v d·kazu vyuºívá.

3.1 Lindenbaum-Tarského algebry

Uvaºujme prvo°ádovou teorii T nad n¥jakým jazykem L a de�nujme pro formule

ϕ a ψ v jazyce L následující relaci:

ϕ ≡ ψ ⇔ T ` ϕ↔ ψ.

Protoºe relace ≡ je ekvivalence, m·ºeme [ϕ] ozna£it jako ekvivalentní t°ídu

formule ϕ. Pak B(T ) = {[ϕ]|ϕ je formule v jazyce L} je mnoºina v²ech ekviva-

lentních t°íd.

De�nujme dále operace následujícím zp·sobem:

(a) [ϕ] u [ψ] = [ϕ ∧ ψ],

(b) [ϕ] t [ψ] = [ϕ ∨ ψ],

(c) −[ϕ] = [¬ϕ],
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(d) 1 = [ϕ→ ϕ],

(e) 0 = [ϕ ∧ ¬ϕ].

Tvrzení 3.1 BBB = 〈B(T ),u,t,−, 0, 1〉 je Booleova algebra s korektn¥ de�nova-

nými operacemi.

D·kaz: Nejprve ukáºeme, ºe de�nované operace jsou kongruentní. Nech´ platí

α ≡ ϕ a β ≡ ψ, pak:

1. [ϕ∧ψ] = [α∧β]: Plyne z faktu, ºe ((α↔ ϕ)∧(β ↔ ψ))→ (α∧β ↔ ϕ∧ψ)
je výroková tautologie.

2. [ϕ∨ψ] = [α∨β]: Plyne z faktu, ºe ((α↔ ϕ)∧(β ↔ ψ))→ (α∨β ↔ ϕ∨ψ)
je výroková tautologie.

3. [¬ϕ] = [¬α]: Plyne z faktu, ºe (α ↔ ϕ) → (¬α ↔ ¬ϕ) je výroková

tautologie.

4. 1 = [α] : Plyne z faktu, ºe (α ↔ ϕ) → (α ↔ (ϕ → ϕ)) je výroková

tautologie.

5. 0 = [α] : Plyne z faktu, ºe (α ↔ ϕ) → (α ↔ (ϕ ∧ ¬ϕ)) je výroková

tautologie.

Abychom, dokázali, ºe B(T ) je Booleova algebra, je pot°eba ukázat, ºe spl-

¬uje v²echny její axiomy. To je v²ak z°ejmé jiº z toho, ºe výrokové spojky nad

mnoºinou {0, 1} tvo°í samy Booleovu algebru. Axiom komutativity tedy platí

nap°íklad z následujícího: [α] t [β] = [β] t [α] odpovídá α ∨ β ↔ β ∨ α, coº je
výroková tautologie.

QED

Speciální podalgebrou B(T ) je tzv. Lindenbaum-Tarského algebra, ozna£me

ji LT (T ) a de�nujme jako:

LT (T ) = {[σ]|σ je sentence v jazyce L}
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M·ºeme lehce ov¥°it, ºe 1 a 0 m·ºeme reprezentovat sentencemi a ºe LT (T )

spl¬uje podmínky tvrzení 3.1, a tedy ºe se jedná o Booleovu algebru.

Abychom mohli ukázat vztah mezi �ltry a Lindenbaum-Tarského algebrami,

a tedy se nakonec úsp¥²n¥ propracovat k d·kazu v¥ty o úplnosti, budeme po-

t°ebovat znát je²t¥ dal²í pojmy:

De�nice 3.2 (Zúpln¥ní teorie) Nech´ T je prvo°ádová teorie nad jazykem

L. �íkáme, ºe T ∗ je zúpln¥ní teorie T , kdyº T ∗ je teorie nad jazykem L, dále

T ⊆ T ∗ a T ∗ je maximáln¥ bezesporná, coº je práv¥ tehdy, kdyº je bezesporná a

pro kaºdou sentenci σ /∈ T ∗ existuje formule ϕ ∈ T ∗ taková, ºe T ∪ {ϕ, σ} `⊥.

Tvrzení 3.3 Nech´ T je teorie a T ∗ její zúpln¥ní, pak pro kaºdou sentenci σ

platí:

T ∗ ` σ ⇒ σ ∈ T ∗.

D·kaz: Jestliºe σ je sentence, platí

T ∪ {σ} `⊥⇔ T ` ¬σ. (2)

Pro spor p°edpokládejme, ºe T ∗ ` σ a sou£asn¥ σ 6∈ T ∗. Pak v²ak existuje

n¥jaké ϕ ∈ T ∗ takové, ºe T∪{ϕ, σ} `⊥, coº je ekvivalentní tvrzení T∪{ϕ} ` ¬σ.
Z toho v²ak plyne T ∗ ` ¬σ ∧ σ, takºe T ∗ není bezesporná, coº je ve sporu

s p°edpokladem, ºe T ∗ je zúpln¥ní.

Lemma 3.4 Nech´ T je teorie a LT (T ) Lindenbaum-Tarského algebra. Pak

platí:

(a) Kdyº T ∗ je zúpln¥ní teorie T , pak F = {[σ]|σ ∈ T ∗} je ultra�ltr nad

LT(T).

(b) Mezi mnoºinou v²ech zúpln¥ní T ∗ a mnoºinou v²ech ultra�ltr· F algebry

LT (T ) existuje bijekce.

D·kaz: (a) Z tvrzení ve (2) víme, ºe zúpln¥ní T ∗ obsahuje v²echny tautologie,

je uzav°ené na pravidlo modus ponens a na konjunkci. Sou£asn¥ také neobsahuje
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spor, jinak by nebylo bezesporné. Tyto podmínky jsou uº dosta£ující pro to, aby

F byl vlastní �ltr: p°ítomnost v²ech tautologií implikuje, ºe 1 ∈ F , nep°ítomnost

sporu naopak 0 /∈ F . Uzav°enost na modus ponens odpovídá [σ] ∈ F a [σ] ≤ [σ′],

pak také [σ′] ∈ F . A kone£n¥ uzav°enost na konjunkci nám °íká, kdyº [σ] ∈ F
a [σ′] ∈ F , pak také [σ] ∧ [σ′] ∈ F .

Filtr F je v²ak také maximální. To plyne s v¥ty 2.16 (z argumentace v bod¥

(c)) a z podmínky maximality, která tvrdí, ºe T ∪{σ, ϕ} `⊥, coº je ekvivalentní
T ` σ ∧ ϕ↔⊥, a to zase je ekvivalentní s tvrzením [σ] ∧ [ϕ] = 0, které vyuºívá

faktu ve zmín¥né v¥t¥. Z v¥ty 2.16 v²ak také p°ímo dostáváme, ºe F je ultra�ltr

(protoºe je maximální).

(b) Nech´ T je bezesporná teorie. Sama o sob¥ je²t¥ nemusí být uzav°ená

na modus ponens ani na konjunkci. Platí v²ak, ºe F = {[σ]|σ ∈ T} je cen-

trovaný systém, tedy m·ºe být z lemmatu 2.13 roz²í°en do �ltru F ′, který

v podstat¥ odpovídá roz²í°ení T ∗. A z v¥ty 2.19 m·ºe být roz²í°en do ultra�ltru

U = {[σ]|σ ∈ T ∗}. Pokud navíc jsou T ∗1 a T ∗2 dv¥ r·zná zúpln¥ní taková, ºe

pro n¥jaké σ platí σ ∈ T ∗1 a zárove¬ σ /∈ T ∗2 , dostáváme z de�nice zúpln¥ní,

ºe ¬σ ∈ T ∗1 , tedy ultra�ltry pro zúpln¥ní T ∗1 a T ∗2 jsou rozli²itelné sentencí σ.

Funkce je tedy prostá a pro kaºdý centrovaný systém F , respektive pro kaºdý

ultra�ltr, je moºné nalézt odpovídající zúpln¥ní, funkce je tedy surjektivní.

Naopak chceme: F je ultra�ltr algebry LT (T ), pak T ∗ = {σ|[σ] ∈ F} je

zúpln¥ní teorie T . Z výrokové logiky víme, ºe kdyº platí T ` σ, pak platí také

T ` σ ↔ >, a tedy [σ] = 1, a proto také 1 ∈ F . Proto T ∗ obsahuje v²echny

formule z T . Dále ukáºeme, ºe T ∗ je bezesporná. Pro spor p°edpokládejme, ºe

T ∗ `⊥, tedy existuje n¥jaká posloupnost formulí σ0, σ1, . . . , σn ∈ T ∗ taková,

ºe T ∪ {σ0, σ1, . . . , σn} `⊥. A tedy [σ = σ0 ∧ σ1 ∧ . . . ∧ σn] ∈ F (protoºe F

je uzav°en na konjunkci). Platí tak tvrzení T ` ¬σ ↔ >, coº je ekvivalentní

−[σ] = 1 ∈ F . Z toho v²ak vyplývá, ºe také 0 = [σ] ∧ −[σ] ∈ F , coº je ov²em

spor s p°edpokladem, ºe F je vlastní �ltr.

Nakonec sta£í ukázat, ºe T ∗ je maximální bezesporná: Jestliºe σ /∈ T ∗, pak
[σ] /∈ F a z de�nice ultra�ltru −[σ] = [¬σ] ∈ F , navíc platí, ºe ¬σ ∈ T ∗. To v²ak
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znamená také T ∪ {¬σ, σ} `⊥, £ímº jsme splnili de�nici maximální bezesporné

mnoºiny.

Navíc máme-li dva ultra�ltry F 6= F ′, musí nutn¥ existovat n¥jaká σ taková,

ºe [σ] ∈ F a sou£asn¥ −[σ] ∈ F ′, tedy práv¥ σ dokáºe tyto dva ultra�ltry rozli²it

(a sou£asn¥ také zúpln¥ní, která se k daným ultra�ltr·m váºou).

QED

3.2 Úplnost výrokové logiky

V¥ta o úplnosti, ve standardním zn¥ní �je-li T mnoºina formulí, pak T je splni-

telná práv¥ tehdy, kdyº T je bezesporná� , p°ípadn¥ zkrácen¥ �T ` ϕ⇔ T |= ϕ� ,

je jednou ze základních v¥t výrokového kalkulu. Standardní d·kaz (k nahlédnutí

nap°. ve [5] na str. 34.) si zde p°edvád¥t nebudeme. Místo toho dokáºeme v¥tu

o úplnosti pro výrokovou logiku práv¥ pomocí �ltr·.

P°ipome¬me si, ºe výrokový kalkul m·ºeme reprezentovat nap°íklad axiomy

Hilbertova kalkulu:

H1 ϕ→ (ψ → ϕ),

H2 [ϕ→ (ψ → θ)]→ [(ϕ→ ψ)→ (ϕ→ θ)],

H3 (¬ψ → ¬ϕ)→ (ϕ→ ψ).

Víme, ºe implikace m·ºe být de�novaná pomocí negace a disjunkce, tedy

ϕ→ ψ je ekvivalentní s ¬ϕ ∨ ψ. V²echny formule tedy mohou být p°epsány do

podoby jen s t¥mito dv¥ma spojkami, £ímº dostaneme jazyk Booleovy algebry.

Dokaºme te¤ tedy v¥tu o úplnosti.

Lemma 3.5 Nech´ F je ultra�ltr na Booleov¥ algeb°e B. Pak funkce

f : B → {0, 1} de�novaná p°edpisem f(x) = 1, kdyº x ∈ F , a f(x) = 0, kdyº

x /∈ F , je homomor�smus z Booleovy algebry B na Booleovu algebru {0, 1}.

D·kaz: F je vlastní �ltr, platí tedy f(0) = 0, f(1) = 1 a podle lemmatu

2.11 také f(x u y) = f(x) u f(y). Z vlastností ultra�ltru dostáváme také
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f(−x) = −f(x) a z vlastnosti prvo�ltru (který je podle v¥ty 2.16 ekvivalentní

ultra�ltru) také f(xt y) = f(x)t f(y). Tedy jsme splnili podmínky a funkce f

je homomor�smus.

QED

V¥ta 3.6 (Úplnost výrokové logiky) Nech´ T je mnoºina výrokových for-

mulí. Pak T ` ϕ⇔ T |= ϕ.

D·kaz: D·kaz implikace zleva doprava se nijak neli²í od standardního d·kazu.

Podívejme se proto na opa£ný sm¥r. Z°ejm¥ platí vztah T ∪ ϕ ` ψ ∧ ¬ψ ⇔
⇔ T ` ¬ϕ. Ukáºeme, ºe z T 6` ϕ plyne T 6|= ϕ. Z°ejm¥ je T 6` ϕ ekvivalentní

s tím, ºe T ` ¬ϕ je bezesporná. Ukáºeme, ºe jestliºe T ` ¬ϕ je bezesporná, pak

má model.

Protoºe v²echny formule ve výrokové logice jsou sentence, m·ºeme Boole-

ovu algebru nad výrokovou logikou ztotoºnit s Lindenbaum-Tarského algebrou

LT (T ) = {ϕ]|ϕ je výroková formule}. Jak jsme jiº d°íve ukázali (v lemmatu

3.4 v bod¥ (a)), existuje k této algeb°e ultra�ltr F . Z lemmatu vý²e víme, ºe

existuje homomor�smus f : LT (T )→ {0, 1} takový, ºe se v²echny prvky ultra-

�ltru F zobrazí na prvek 1. Model teorie T pak zkonstruujeme indukcí dle délky

formule. Výrokové prom¥nné p p°i°adíme hodnotu 1 práv¥ tehdy, kdyº [p] ∈ F .
Induk£ní krok pro negaci a disjunkci je pak uº z°ejmý: ¬ϕ p°i°adíme hodnotu 1

práv¥ tehdy, kdyº ϕ p°i°adíme 0. A formuli ϕ∨ψ p°i°adíme hodnotu 1, kdyº ϕ

p°i°adíme 1 nebo ψ p°i°adíme 1. Na²li jsme tedy zp·sob, jak pomocí ultra�ltr·

zkonstruovat model, £ímº jsme ukázali, ºe T ∪ {¬ϕ} je bezesporná, tedy T 6` ϕ
implikuje T 6|= ϕ.

QED

Obdobným zp·sobem (za pomoci ultra�ltru) by bylo moºné zkonstruovat

také d·kaz v¥ty o úplnosti klasické predikátové logiky. Je v²ak mnohem sloºit¥j²í

� je pot°eba pracovat s nekone£nými operacemi a zkonstruovat tak mimo jiné

speciální �ltr, který bude nekone£né operace zohled¬ovat. D·kaz je k nahlédnutí

nap°. v [10].
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Kapitola 4

Od pojmu ideálního £ísla k ideálu

A£koli se dnes pojmu ideál uºívá v matematických d·kazech zcela b¥ºn¥, k jeho

zavedení vedla pom¥rn¥ dlouhá cesta. Její za£átek se pojí s Velkou Fermatovou

v¥tou. Práv¥ p°i jednom z pokus· o její d·kaz bylo poprvé uºito tzv. ideálního

£ísla, které dalo pozd¥ji vzniknout pojmu ideál.

4.1 Stru£ný úvod k Velké Fermatov¥ v¥t¥

Velká Fermatova v¥ta se °adí k nejznám¥j²ím matematickým v¥tám. A to zejména

pro své jednoduché zadání a sou£asn¥ dlouhou dobu, po kterou se nikomu ne-

da°ilo ji dokázat.

Pierre Fermat ºil v 17. století a pracoval jako parlamentární rada. Jeho zájem

o matematiku byl ryze soukromý, dalo by se °íci i amatérský. Nikdy matematiku

nestudoval a v¥noval se jí jen ve volném £ase. Díky svému talentu si v²ak nijak

nezadal s nejv¥t²ími matematiky tehdej²í doby. Dal²í informace o ºivot¥ Pierra

Fermata jsou k dispozici v [3].

Velká Fermatova v¥ta zní:

¬∃x, y, z ∈ N : xn + yn = zn,

kde n > 2 a x, y, z 6= 0.

Fermat napsal zn¥ní této v¥ty na okraj knihy Aritmetika od Diofanta a

p°ipsal k ní poznámku, ºe okraj stránky je p°íli² malý, neº aby se na n¥j ve-
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²el i d·kaz. To, zda Fermat skute£n¥ v¥tu dokázal, není dodnes známo. Tato

poznámka v²ak byla provokací pro mnoho dal²ích generací matematik·. Nespo-

£et teoretik· £ísel se snaºilo najít bu¤ p·vodní Fermat·v d·kaz (pokud v·bec

existuje), nebo p°ijít s vlastním °e²ením.

Velká Fermatova v¥ta v²ak odolávala v²em pokus·m více neº t°i sta let.

Teprve v roce 1994 ji za pomoci poznatk· z moderní matematiky dokázal brit-

ský matematik Andrew Wiles. D·kaz se opíral o tzv. Tanijamovu-�imurovu

domn¥nku, která propojuje dv¥ vzdálená odv¥tví matematiky � eliptické k°ivky

a modulární formy, tedy záleºitost ve Fermatov¥ dob¥ je²t¥ neznámou. Bliº²í

informace o úloze Tanijamovy-�imurovy domn¥nky v d·kazu Velké Fermatovy

v¥ty naleznete v [3]. Velká Fermatova v¥ta tedy i dnes v sob¥ ukrývá skrytou

výzvu � nalezne n¥kdo p·vodní Fermat·v d·kaz?

A£koliv sama Fermatova v¥ta nep°iná²í matematice ºádné zásadní poznání,

marné snahy o její dokázání (a koneckonc· i Wiles·v d·kaz) obohatily mate-

matiku mnoha cennými poznatky. A mezi takové pat°í také ideální £ísla.

4.2 Chyby v d·kazech Cauchyho a Lamého

Mezi stovkami matematik·, kte°í se snaºili Velkou Fermatovu v¥tu dokázat,

pat°ili také Gabriel Lamé a Augustin Louis Cauchy. Oba ºili v 19. století a

nebyli to jen sou£asníci, ale také velcí rivalové. Oba totiº p°istupovali v téºe

dob¥ k °e²ení d·kazu Velké Fermatovy v¥ty obdobným zp·sobem. Zdálo se, ºe

mají d·kaz uº na dosah. Av²ak prvenství nalezení d·kazu mohlo p°ipadnout

jen jednomu. Proto oba nezávisle na sob¥ zve°ejnili £ásti svých d·kaz·. Více

informací o jejich �matematickém souboji� se m·ºete do£íst v [3].

Zatímco v¥t²ina matematické obce se s nad¥jí upínala na dokon£ení t¥chto

d·kaz·, n¥mecký matematik Ernst Kummer odhalil ve zve°ejn¥ných fragmen-

tech d·kaz· zásadní chyby.

Cauchyho i Lamého d·kaz byl totiº zaloºen na jednozna£né faktorizaci tzv.

Gaussových celých £ísel. Kummer v²ak ukázal, ºe faktorizace nemusí být vºdy

(tj. pro v²echny prvky) jednozna£ná.
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De�nice 4.1 (Gaussova celá £ísla) Gaussova celá £ísla jsou komplexní £ísla

tvaru a+ bi, kde a, b jsou celá £ísla.

Pro dal²í práci se seznamme blíºe je²t¥ s pojmem algebraického prvo£ísla.

De�nujme si nejd°íve algebraické £íslo:

De�nice 4.2 (Algebraické £íslo) Komplexní £íslo, které je ko°enem n¥ja-

kého polynomu s racionálními koe�cienty, je algebraické £íslo.

Dal²ím d·leºitým pojmem je algebraické celé £íslo. Podmnoºinou t¥chto £ísel

jsou jiº de�novaná Gaussova celá £ísla.

De�nice 4.3 (Algebraické celé £íslo) Algebraické £íslo, které je ko°enem po-

lynomu xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0, kde a1, . . . , an jsou celá £ísla, je algebraické

celé £íslo.

Seznamme se nyní blíºe s t¥lesem Q(
√
d).

De�nice 4.4 (T¥leso Q(
√
d)) Mnoºina v²ech £ísel tvaru a+b

√
d, kde a, b jsou

racionální £ísla a d je celé £íslo, tvo°í nosi£ t¥lesa Q(
√
d) = 〈Q(

√
d),+, ·, 1, 0〉.

Zna£ením �Q(
√
d)� nazna£ujeme, ºe jsme k t¥lesu Q p°idali nový prvek, a

to
√
d. T¥leso Q(

√
d) je tedy nejmen²í t¥leso obsahující Q a sou£asn¥ nové £íslo

k takové, ºe k2 = d.

Celá £ísla tohoto t¥lesa jsou tvaru a + b
√
d, kde a, b jsou celá £ísla. Takto

utvo°ená t¥lesa ozna£me jako kvadratická. Celá £ísla tohoto t¥lesa tvo°í obor

integrity Z(
√
d).

Obdobn¥ jako v oboru integrity celých £ísel, m·ºeme de�novat �speciální

d¥litelnost� na celých £íslech kvadratického t¥lesa.

De�nice 4.5 (D¥litelnost celých £ísel kvadratického t¥lesa) Nech´ a, b

jsou celá algebraická £ísla kvadratického t¥lesa T . Pak £íslo a je d¥litelné £íslem

b, pakliºe existuje celé algebraické £íslo c takové, ºe platí: a = b · c. �íkáme, ºe

�b d¥lí a� .
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A na základ¥ této d¥litelnosti m·ºeme de�novat také jednotku t¥lesa:

De�nice 4.6 (Jednotka kvadratického t¥lesa) Kaºdé celé algebraické £íslo

x kvadratického t¥lesa T , které d¥lí £íslo 1, nazýváme jednotkou kvadratického

t¥lesa T .

Nap°íklad jednotkové prvky t¥lesa Q(
√
−5) jsou ±1.

A kone£n¥ nyní uº m·ºeme de�novat algebraické prvo£íslo, jehoº budeme

v dal²í práci hojn¥ vyuºívat.

De�nice 4.7 (Algebraické prvo£íslo) Algebraické celé £íslo, které je d¥li-

telné pouze sebou samým a jednotkami t¥lesa, je algebraické prvo£íslo.

V¥ta o jednozna£né faktorizaci pro p°irozená £ísla byla dokázána jiº ve 4. sto-

letí p°. n. l. Eukleidem. I Gaussova £ísla je moºné faktorizovat � namísto klasic-

kých prvo£ísel se vyuºívají algebraická prvo£ísla. D·kaz tohoto tvrzení je moºné

nahlédnout v [2]. Rozklad Gaussova celého £ísla α se rovná sou£inu algebraic-

kých prvo£ísel π1, π2, . . . , πn: α = π1 · π2 · . . . · πn.
Faktorizace v²ak nemusí být jednozna£ná v kaºdém t¥lese. A práv¥ této

chyby se dopustili Lamé a Cauchy. Kdyº oba p°edstavili svoji verzi d·kazu,

vznesl proti nim Kummer námitku. Jednozna£nost rozkladu neplatí nap°íklad

pro £íslo k = 21 v t¥lese Q(
√
−5). Platí totiº

21 = 3 · 7 = (1 + 2
√
−5) · (1− 2

√
−5).

Sám Kummer proto navrhl pouºívat pro jednozna£nou faktorizaci tzv. ide-

ální komplexní £ísla.

4.3 Zavedení ideálních £ísel

Kummer samoz°ejm¥ nez·stal jen u nalezení chyby v d·kazech. Problematice

jednozna£né faktorizace algebraických celých £ísel se v¥noval i nadále a poda-

°ilo se mu ji vy°e²it. Zavedl tzv. ideální £ísla, pomocí kterých je moºné rozklad

42



realizovat. Sám dokonce dokázal s vyuºitím nov¥ zavedených ideálních £ísel Fer-

matovu v¥tu pro ur£ité exponenty (konkrétn¥ pro tzv. regulární prvo£ísla).

Pro dal²í d·kazy budeme uºívat tzv. normu, která má své pevné místo

v mnoha odv¥tvích matematiky.

Pro na²e pot°eby v²ak posta£í, kdyº si de�nujeme normu pro £ísla tvaru

a+ b
√
−5.

De�nice 4.8 (Norma v t¥lese Q(
√
−5)) Norma £ísla a + b

√
−5 je £íslo

a2 + 5b2.

Ne v²echna celá algebraická £ísla v t¥lese Q(
√
−5) v²ak mají jednozna£ný

rozklad. P°íkladem takového £ísla je jiº zmín¥né £íslo 21. Existují dokonce t°i

dvojice celých algebraických £ísel z tohoto t¥lesa, jejichº sou£in dává poºadované

£íslo, a to 3 ·7 = (1+2
√
−5) ·(1−2

√
−5) = (4+

√
−5) ·(4−

√
−5). V²echna tato

£ísla jsou nejen navzájem r·zná, ale jsou také algebraickými prvo£ísly t¥lesa.

To m·ºeme dokázat sporem pro kaºdé £íslo zvlá²´.

Nech´ 3 není algebraické prvo£íslo, pak existují £ísla a, b, c, d taková, ºe

3 = (a+ b
√
−5)(c− d

√
−5). Pokud bychom po£ítali s normou, získáme

9 = (a2 + 5b2)(c2 + 5d2).

Protoºe je norma vºdy celé £íslo, musí být a2 + 5b2 rovno n¥kterému z d¥litel·

£ísla 9, tedy 1, 3, 9. �ádná z rovnic

a2 + 5b2 = 1,

a2 + 5b2 = 3,

a2 + 5b2 = 9,

v²ak nedává celo£íselné °e²ení anebo nového d¥litele. �íslo t°i je tedy algebraické

prvo£íslo. Obdobným zp·sobem bychom dokázali algebraickou prvo£íselnost i

u dal²ích £ísel. Ukázali jsme tedy, ºe rozklad v t¥lese Q(
√
−5) skute£n¥ není

jednozna£ný.

Jako d·sledek dokázaného tvrzení dostáváme, ºe v tomto t¥lese neplatí ani

dal²í vlastnosti typické pro aritmetiku celých £ísel. Platí sice, ºe 3|21, tedy
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3|(4+
√
−5) · (4−

√
−5), ale rozhodn¥ uº neplatí 3|(4+

√
−5) ani 3|(4−

√
−5).

Algebraická prvo£ísla tedy nejsou v jistém smyslu základními prvky tohoto t¥-

lesa. Kummerovým cílem bylo tyto prvky nalézt. Hledal tedy spole£né d¥litele

algebraických prvo£ísel. Z de�nice (algebraického) prvo£ísla v²ak v t¥lese ºádný

jeho netriviální d¥litel neexistuje. Najít jej tedy budeme muset mimo t¥leso.

Vra´me se k rozkladu £ísla 21. Hledáme taková £ísla x1, x2, x3, x4, ºe

x1 · x2 = 3,

x3 · x4 = 7,

x1 · x3 = (1 + 2
√
−5),

x2 · x4 = (1− 2
√
−5).

Rozklad celého £ísla 21 v t¥lese Q(
√
−5) pak bude jednozna£ný, totiº

21 = x1 · x2 · x3 · x4. Tato £ísla � která mají vlastnosti klasických prvo£ísel,

ale nejsou prvky t¥lesa � nazval Kummer jako ideální.

4.4 Dedekind a zavedení teorie ideál·

Pro t¥leso Q(
√
−5) nabývají £ísla x1, x2, x3, x4 tvaru

√
a+ b

√
−5. Tato £ísla

v²ak uº neleºí v na²em t¥lese, coº m·ºe být v n¥kterých p°ípadech nevýhodou.

Dal²í snaha tedy vedla k tomu, abychom ideální £ísla byli schopni vyjád°it

pouze pomocí prvk· z dané struktury. Pro reprezentaci ideálního £ísla byl zvolen

následující postup: ideální £íslo x bude charakterizováno jako mnoºina v²ech

£ísel a1, a2, ...an takových, ºe x je d¥litel t¥chto £ísel.

Jestliºe tato mnoºina jiº obsahuje £ísla a, b, pak obsahuje také £íslo a·c+b·d,
kde c, d ∈ Q(

√
−5). Mnoºiny s t¥mito vlastnostmi nazval pozd¥ji (v roce 1871)

Richard Dedekind, n¥mecký matematik, jako ideály, a to ve svém díle Über die

Komposition der binären quadratischen Formen [11].

Pracujme v této sekci nadále v oboru integrity celých £ísel Z. Na tomto

oboru ukáºeme, jak je moºné p°esn¥ de�novat ideály a jak vypadá základní

práce s nimi.
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De�nice 4.9 (Ideál) Nech´ a1, a2, . . . , ak jsou celá £ísla (tedy prvky oboru in-

tegrity Z), kde alespo¬ jedno z nich je r·zné od nuly. Pak mnoºinu v²ech £ísel

tvaru

a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk,

kde za x1, x2, . . . , xk m·ºeme dosadit libovolná £ísla z Z, nazveme ideálem oboru

Z.
Zkrácen¥ budeme zapisovat A = [a1, a2, . . . , ak].

Ideál [5] tak bude zna£it mnoºinu v²ech £ísel 5 · x takových ºe x ∈ Z. Platí
tedy: [5] = {0,±5,±10,±15, . . . }.

Poznámka: Obdobn¥ bychom mohli de�novat také ideály oboru integrity Z(
√
d), tedy na-

p°íklad oboru integrity Z(
√
−5):

De�nice 4.10 (Ideál) Nech´ a1, a2, . . . , ak jsou prvky Z(
√
d)), kde alespo¬ jedno z nich je

r·zné od nuly. Pak mnoºinu v²ech £ísel tvaru

a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk,

kde za x1, x2, . . . , xk m·ºeme dosadit libovolná £ísla z Z(
√
d), nazveme ideálem oboru Z(

√
d).

Je z°ejmé, ºe ideál A má tyto vlastnosti:

• Jestliºe a1, a2 ∈ A, pak také a1 + a2 ∈ A.

• Jestliºe a1 ∈ A a x1 ∈ Z, pak také a1 · x1 ∈ A.

• Jestliºe a1, a2 ∈ A a x1, x2 ∈ Z, pak také a1 · x1 + a2 · x2 ∈ A.

De�nice 4.11 Ideály A a B se sob¥ rovnají, jestliºe platí A = B v mnoºinovém

smyslu.

De�nice 4.12 (Hlavní ideál) Ideál A nazveme hlavním ideálem, jestliºe jsou

v²echna £ísla ideálu A násobky jediného £ísla d. Platí tedy A = [d].

V¥ta 4.13 Kaºdý ideál A oboru integrity Z je hlavní ideál, tedy je moºné jej

zapsat jako A = [d].
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D·kaz: Nech´ A = [a1, a2, . . . , ak] a d je nejv¥t²í spole£ný d¥litel £ísel

a1, a2, . . . , ak. Chceme dokázat, ºe A = [d]. Ideál A je mnoºina v²ech £ísel tvaru

a1 · x1 + a2 · x2 + · · ·+ ak · xk, kde x1, x2, . . . , xk ∈ Z. M·ºeme zapsat:

a1 · x1 + a2 · x2 + · · ·+ ak · xk = d ·
(a1
d
· x1 +

a2
d
· x2 + · · ·+

ak
d
· xk
)
.

Pro vhodn¥ zvolená £ísla x1, x2, . . . , xk nabývá závorka hodnoty 1. P°i

volb¥ jiných x1, x2, . . . , xk tedy bude postupn¥ nabývat v²ech celo£íselných hod-

not. Výraz a1 · x1 + a2 · x2 + · · ·+ ak · xk tedy nabývá práv¥ hodnot d¥litelných

£íslem d.

QED

�íslo d je jednozna£n¥ ur£ené aº na znaménko. Z°ejm¥ v²ak platí [d] = [−d].
Skute£nost, ºe A = [d] budeme ozna£ovat jako: �íslo d generuje ideál A.

De�nice 4.14 Nech´ M a N jsou dva ideály. Pak mnoºina v²ech sou£in· m ·n
takových, ºe m ∈M a n ∈ N , je sou£inem ideál· M ·N .

V¥ta 4.15 Sou£in ideálu M = [m] a ideálu N = [n] je ideál m · n = [mn].

D·kaz: Mnoºina M · N obsahuje práv¥ v²echny sou£iny tvaru mx · ny,
kde x, y ∈ Z, tedy £ísla tvaru xy ·mn. Za xy je moºné dosadit libovolný prvek

ze Z. Kaºdé £íslo z M ·N je tedy d¥litelné £íslem mn. A obrácen¥ � kaºdé £íslo

d¥litelné mn je prvkem mnoºiny M ·N . Proto platí M ·N = [mn].

QED

De�nice 4.16 (Norma ideálu) Nech´ D = [d] a d > 0. Potom £íslo d je

norma ideálu D. Zna£íme N (D) = d.

Jako d·sledek v¥ty 4.15 dostáváme vztah:

N (M ·N) = N (M) · N (N).

Ke kaºdému £íslu d > 0 jsme tak získali p°i°azený práv¥ jeden ideál, a to

D = [d]. A naopak ke kaºdému ideáluD máme ur£ené práv¥ jedno celé £íslo, a to

46



jeho normu. Pro obor integrity celých £ísel tedy m·ºe být vybudována aritmetika

ideál·, která se v zásad¥ chová podle pravidel aritmetiky celých kladných £ísel.

Ideály je totiº moºné v tomto oboru jednozna£n¥ reprezentovat celými kladnými

£ísly a z de�nice zavedených pojm· je z°ejmé, ºe jsme p°i jejich zavád¥ní brali

ohled práv¥ na pravidla celo£íselné aritmetiky. M·ºeme tak nap°íklad zavést

také pojem d¥litelnosti ideál·:

De�nice 4.17 Ideál A je d¥litelný ideálem B práv¥ tehdy, kdyº existuje ideál

C takový, ºe A = B · C.

Pro zna£ení d¥litelnosti ideál· pouºijme b¥ºn¥ uºívaný znak d¥litelnosti a

pi²me B|A.
Protoºe v oboru Z existuje jednotkový ideál, je kaºdý ideál d¥litelný sám

sebou a práv¥ jednotkovým ideálem.

De�nice 4.18 (Prvoideál) Nech´ ideál A je d¥litelný pouze sám sebou a jed-

notkovým ideálem. Pak je ideál A prvoideál.

V¥ta 4.19 A je prvoideál práv¥ tehdy, kdyº jeho norma je prvo£íslo.

D·kaz: V¥tu dokáºeme sporem. P°edpokládejme tedy, ºe norma ideálu P

je sloºené £íslo mn > 1, kde m > 1 a n > 1. Platí P = [mn], a tedy také

P = [m] · [n], kde [m] ani [n] není jednotkový ideál. Pak by ov²em byl ideál

P d¥litelný ideály [m] 6= P a [n] 6= P . To je ov²em spor s p°edpokladem, ºe

prvoideál je d¥litelný pouze jednotkovým ideálem a sám sebou.

Opa£ná implikace je z°ejmá � pokud ideál [p] má normu p takovou, ºe p je

prvo£íslo, pak z jednozna£ného p°i°azení není d¥litelný ºádný jiným ideálem neº

sám sebou a jednotkovým, tedy se jedná o prvoideál.

QED

V¥ta 4.20 Kaºdý nejednotkový ideál oboru integrity Z je moºné zapsat jako

jednozna£ný sou£in kone£ného po£tu prvoideál·.

D·kaz: Základní v¥ta aritmetiky °íká, ºe kaºdé celé kladné £íslo je moºné

jednozna£n¥ rozloºit na sou£in prvo£ísel. Z faktu, ºe umíme kaºdému ideálu
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v okruhu Z jednozna£n¥ p°i°adit celé kladné £íslo, plyne, ºe umíme jednozna£n¥

rozloºit také nejednotkový ideálu okruhu Z.
QED

Ukázali jsme tedy � alespo¬ na oboru integrity celých £ísel �, ºe je moºné

vybudovat systém ideálních £ísel, se kterými je moºné zacházet jako s dal²ími

prvky okruhu, a p°itom získat zcela nové °e²ení n¥kterých po£etních úkon·.

Vý²e dokázaná v¥ta má také své obecné zn¥ní. Nazývá se jako Základní v¥ta

teorie ideál· a její d·kaz je moºno nahlédnout v [12].

Ideály dokázaly vy°e²it mnohé z historických problém· � a£koliv k d·kazu

Velké Fermatovy v¥ty nakonec nevedly; Kummer v²ak na základ¥ svých ideál-

ních £ísel dokázal, ºe Velká Fermatova v¥ta platí pro kaºdý exponent, který je

tzv. regulárním prvo£íslem. V kvadratických t¥lesech p°edstavují ideály moº-

nost, jak prvky t¥lesa jednozna£n¥ rozloºit na sou£in ireducibilních prvk· (ne-

nulových prvk·, které nejsou rovny jednotce ve struktu°e a jsou d¥litelné pouze

jednotkou a samy sebou) � tedy jak je jednozna£n¥ faktorizovat.
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Kapitola 5

Záv¥r

Cílem této bakalá°ské práce bylo vytvo°it základní p°ehled o práci s ideály a

�ltry v algeb°e a logice. Protoºe se jedná o ²irokou problematiku, nebylo moºné

se v¥novat v²em jednotlivým oblastem. V práci proto byly zpracovány pouze

okruhy vybrané s ohledem na záb¥r zájmu b¥ºného studenta logiky, respektive

za£áte£níka v této oblasti matematiky/logiky.

V první kapitole jsme se proto v¥novali ideál·m v okruzích � jejich de�nici,

základním v¥tám a nakonec v¥tám o isomor�smu okruh·, které p°edstavují

d·leºité stavební kameny pro dal²í matematické konstrukce. �tená° m¥l moºnost

seznámit se také se základní prací nad okruhy.

Druhá kapitola se v¥novala ideál·m a �ltr·m ve svazech, konkrétn¥ v Boo-

leových algebrách. Zde jsme si ukázali základní v¥tu o ultra�ltrech a p°edev²ím

Stoneovu v¥tu o reprezentaci, která mimo jiné p°iná²í £tená°ovi hlub²í vhled

do pochopení Booleových algeber. Zjistili jsme také, ºe mezi speciálními okruhy

(Booleovými) a algebrami existuje t¥sný vztah, dokonce moºnost p°evodu jed-

noho systému na druhý.

Ve t°etí kapitole jsme poté p°edstavili Lindenbaum-Tarského algebry a po-

mocí nich (a práce s ultra�ltry) jsme dokázali v¥tu o úplnosti výrokové logiky

� prezentovali jsme tak d·kaz úplnosti odli²ný od toho, který se b¥ºn¥ vyu£uje

v kurzech klasické logiky.

A kone£n¥ v poslední kapitole jsme se podívali do historie a snaºili se vypát-
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rat, jak byl do matematiky (potaºmo logiky) zaveden pojem ideál. Tato £ást se

snaºila podat ucelený sled událostí v£etn¥ historického pozadí, které za vznikem

tohoto pojmu stálo. Vzhledem k náro£nosti dané problematiky a p°edev²ím

vzhledem k relevantnosti tématu neobsahuje tato kapitola v²echny d·kazy, které

byly na cest¥ v zavedení pojmu ideál pouºity. N¥které d·kazy byly zjednodu²eny

nebo nebyly p°edstaveny v celém svém zn¥ní. Pro základní p°edstavu o problému

to v²ak ani nebylo pot°eba.

Jak jiº bylo zmín¥no � tato práce není rozhodn¥ vy£erpávajícím materiálem

pro seznámení se s problematikou �ltr· a ideál·. Studentovi logiky, matematiky

£i jiného oboru v²ak zajisté poslouºí jako vhodný materiál pro ucelení znalostí

z této oblasti a jist¥ i jako inspirace pro dal²í (samo)studium. Dal²í témata, na

která bohuºel v této práci jiº nezbylo místo, jsou nap°íklad £tvrtá v¥ta o iso-

mor�smu okruh·, alternativní d·kaz úplnosti predikátové logiky £i standardní

d·kaz základní v¥ty teorie ideál· (tj. bez zjednodu²ení na konkrétní okruh �

v na²em p°ípad¥ na obor integrity celých £ísel). Stejn¥ tak by si zaslouºila v¥t²í

pozornost také teorie model·, na jejímº základ¥ je pomocí ultra�ltr· (a ultra-

produktu) vystav¥n alternativní d·kaz v¥ty o kompaktnosti.
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