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Úvod

Kaºdý de¬ sa stretávame s javom nazývaným �ocking. Ide o vytváranie ve©kých
skupín jedincov rovnakého druhu, ktoré svojím správaním na seba navzájom vplý-
vajú - interagujú. Príkladom môºe by´ k¯de© vtákov, stádo ²tvornoºcov, k¯de© rýb,
v£elí roj, kolónie baktérií a pod.

Prvú po£íta£ovú simuláciu �ockingu spravil Craig Reynolds. V roku 1986
vytvoril simula£ný program Boids. Tento program simuluje správanie jedincov
(boids) pod©a daných jednoduchých pravidiel. Vzniká tým jav podobný správania
sa k¯d©ov vtákov. (Viac informácií: http://www.red3d.com/cwr/boids/).

Vedci z Univerzity Leeds ukázali, ºe chovanie ©udí je v tomto oh©ade podob-
né správaniu zvierat. V £lánku [9] popisujú svoj výskum a testy, ktorými zis-
tili, ºe ©udia napodob¬ujú správanie okolia, tj. davy ©udí fungujú na princípe
�ockingu. Existujú teda akési paralely správania zvierat a s vytváraním davov
©udskej populácie. Lep²ím pochopením tohoto javu by mohlo pomôc´ napríklad
pri vytváraní stratégie havarijného plánovania alebo v pe²ej organizácii.

Flocking je tieº povaºovaný za dôleºitý faktor pri kontrole správania sa bezpi-
lotných prostriedkov (Unmanned Air Vehicles (UAVs)). Svoje uplatnenie si nachá-
dza v ²etri£och obrazoviek alebo vo �lmovom priemysle, napr. vo �lme Batman
sa vracia (1992) - �ocking netopierov, Leví krá© (1994) - stádo pako¬ov.

K tejto problematike je dôleºité spomenú´ významné mená ako Stephan J.
Smale, F. Cucker, Giuseppe Toscani, M.Fornasier, J.A. Carrillo, J. Rosado (a
mnoho ¤al²ích).

Stephan J. Smale je profesorom matematiky na Univerzite Berkeley v Kali-
fornii. Zaoberá sa ²irokou ²kálou matematických oborov. V roku 1966 dostal
Fieldsovu medailu. Smale objavil napríklad oblasti ako teória u£enia - matema-
tický popis nervových spojení v mozgu, ktoré vedú k inteligencii a u£eniu, �ocking
a data mining. Vzh©adom k váºenosti profesora Smala bol poºiadaný o vytvore-
nie zoznamu dôleºitých otvorených problémov, Smaleho problémy, analogických
Hilbertovým problémom.

Meno profesora z Univerzity v Hong Kongu, F. Cucker, je hlavne spájané
s výskumom základných aspektov numerických algoritmov. Deterministický algo-
ritmus na rie²enie 17. Smaleho problému e²te nie je, ale £iasto£né odpovede na
tento problém sú známe zásluhou aj tohto profesora.

Profesori F. Cucker a S. Smale sú autormi práce [7]. V nej popisujú matema-
tický model emergencie, tj. spontálnemu vzniku makroskopických vlastností a
²truktúr zloºitých systémov, ktorých nie je jednoduché odvodi´ z vlastností ich
zloºiek. Model, ktorý je predstavený v tomto £lánku, tvorí základný prvok potreb-
ný k ²túdiu �ockingu.

Modelovanie úlohy �ockingu ale nie je vôbec jednoduchý problém. Pokia©
rozdelíme oblas´ vplyvu okolo jedinca na tri £asti - odpor, orientácia a prí´aºlivos´,
môºeme odvodi´ nejaké sústavy oby£ajných diferenciálnych rovníc. Rôzne mode-
ly dostaneme uvaºovaním rôznych dodato£ných podmienok, napr. kuºe© vidite©-
nosti, aerodynamika, hluk at¤. Problémom ale takýchto modelov je, ºe pre ve©ký
po£et jedincov vznikajú ve©mi ve©ké systémy ODR, av²ak tieto modely produkujú
pozoruhodné javy ako napríklad vzor formácii stád.

Modely pre ve©ký po£et jedincov vychádzajú z kinetickej teórie plynov.
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Kaºdá látka sa skladá z atómov, malých £astíc, ktoré sú neustále v pohybe a
vzájomne sa pri´ahujú v prípade, ºe sú od seba trochu vzdialené alebo odpudzu-
jú, ke¤ sú v tesnej blízkosti. Spájajú sa do vä£²ích celkov a vytvárajú molekuly.
Molekuly sú teda nejaký základný nástroj, z ktorého je skon²truovaná kaºdá hmo-
ta. Rôzne usporiadania molekúl alebo £astíc a vzájomných interakcii medzi nimi
ur£ujú nielen o aký druh hmoty ide, ale dávajú informácie aj o vlastnostiach tejto
hmoty. Pokia© sú £astice relatívne ¤aleko od seba, pohybujú sa v celom objeme a
nepôsobia na seba prí´aºlivou silou hovoríme o plynoch. Kinetická teória plynov sa
snaºí vysvetli´ chovanie plynov na základe chovania jednotlivých molekúl, napr.
ich rýchlos´ami, zráºkami s ostatnými molekulami. �peci�cká je najmä tým, ºe
berie v úvahu len kinetickú energiu molekúl, ktorá odpovedá teplote látky. Uvaºu-
je a odvodzuje vz´ahy pre ideálny plyn, ktorý si moºno predstavi´ tak, ºe £astice
budú pre nás gu©o£ky zanedbate©ných rozmerov medzi ktorými nie je vzájom-
né silové pôsobenie (prí´aºlivé a odpudivé sily). Na popis £ástíc ideálneho plynu
pouºívame zákony klasickej mechaniky. (Viac napr.[21]).

Ve©ká nevýhoda kinetických modelov je, ºe sú pre viac ako 4 dimenzie (dve pre
pozíciu a dve pre rýchlos´) výpo£etne náro£ne. Preto uvaºujeme hydrodynamické
modely, kde hrajú hlavnú úlohu makroskopické veli£iny.

Modelovaním problému �ockingu dospela rada autorov k rôznym rovniciam.
�lánok [12], z ktorého vychádza táto práca, odvodzuje rie²enie v tvare parciál-
nych diferenciálnych rovníc popisujúcich rovnice zákonov zachovania pre ideálny
plyn - Eulerové rovnice, av²ak s nenulovou pravou stranou. Cie©om tejto práce je
numericky rie²i´ práve tento tvar Eulerových rovníc.

Práca je £lenená do troch kapitol. Upozor¬ujeme £itate©a, ºe v práci sa nachá-
dzajú modely s anglickym názvom. Chceli sme sa tak vyhnú´ vymý²©aniu sloven-
skej (resp. £eskej) terminológii alebo doslovným prekladom. Ich preklad zvä£²a
neexistuje a táto práca si nekladie za cie© tvorbu novej terminológie.

V prvej kapitole popí²eme problém, ktorý rie²ime. Vzh©adom k rozsahu prob-
lematiky a mnoºstva rôznych techník z rôznych oborov, ktoré je nutné aplikova´
pre odvodenie takýchto rovníc, nie je moºné zachádza´ do v²etkých detailov. Pre-
to v tejto kapitole zhrnieme hlavné koncepty, z ktorých odvodenie vychádza. Celá
kapitola vychádza najmä z [5], [12].

Druhá kapitola sa nazýva Nespojitá Galerkinová metóda (DGM). Uº názov
poukazuje na to, ºe na²u Eulerovú rovnicu budeme diskretizova´ touto metódou.
Pre zloºitos´ problému sa zameriame na numerické rie²enie jednodimenzionálného
prípadu. Popí²eme základné vlastnosti Eulerových rovníc a ich diskretizáciu.

V poslednej kapitole predstavíme numerické experimenty. Výsledky boli získa-
né programovou implementáciou v jazyku C. Kapitola obsahuje jeden testovací
prípad a ¤al²ie ²tyri prípady, na ktorých pozorujeme chovanie hustoty, rýchlosti,
teploty a tlaku pre model Eulerových rovníc popisujúcich �ocking.
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1. Popis problému

Na²im cie©om je popísa´ kolektívny pohyb skupiny zvierat - �ocking. Pozorovaním
takejto skupiny môºeme dôjs´ k predpokladu, ºe na kaºdého jedinca pôsobia tri
základné oblasti vplyvu. Prvou oblas´ou máme na mysli oblas´, ktorá zaru£uje to,
ºe sa jedinec vyhne prekáºkam a ostatným jedincom. Nazýva sa oblas´ odporu.
�al²ia oblas´, oblas´ orientácie, má za cie© identi�kova´ moºný smer skupiny
a prispôsobi´ sa mu. Dôleºitou vlastnos´ou jedinca, ktorý vykonáva kolektívny
pohyb je i to, aby sa podstatne nevzdialil od skupiny. Ak bude od nej príli²
¤aleko, bude sa musie´ vráti´. Túto oblas´ vplyvu nazveme oblas´ prí´aºlivosti.

Ob
la
st

pritazlivosti

Ob

la
st

orientacie

Ob

la
st odporu

Jedinec

Obr. 1.1: Trojzónový model.

Sila týchto vplyvov nie je ale v praxi stála. Neustále sa mení. Smer a pohyb
jednotlivca sa bude meni´ v závislosti na umiestneniach ostatných jedincov. Aby
sme mohli odvodi´ matematický model, pokúsime sa vytvori´ najprv modely,
ktoré budú zahr¬ova´ prí´aºlivos´, odpor i orientáciu. Z nich ¤alej zistíme £i
správne rie²ia ná² problém alebo £i budeme musie´ zváºi´ i iné javy vznikajúce
v kolektívnom pohybe skupiny zvierat.

1.1 �asticové modely

Modely, ktoré zahr¬ujú prí´aºlivos´, odpor a mechanizmy orientácie nazývame
individual-based models (tieº známe ako agent based models). Sú to v²ak ve©mi
zjednodu²ené modely, ktoré neberú do úvahy ¤al²ie faktory ako sú kuºe© vidite©-
nosti, blízka susedská interakcia, hluk, aerodynamika a pod. Zlep²ením, pridaním
nejakých efektov k týmto trom oblastiam vplyvu a analyzovaním pre rôzne typy
zvierat a kontrétnych druhov sa zaoberali napr. v prácach [15, 17, 20].

Vylep²ené modely zah¯¬ajú ¤al²ie dôleºité aspekty, ktoré sú pozorované v prí-
rode. Príkladom môºe by´ fakt, ºe zvieratá nie sú ovplyv¬ované v²etkými jedinca-
mi a to bu¤ preto, ºe majú ²peciálne kuºele vidite©nosti alebo preto, ºe vo ve©mi
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krátkom £ase, môºu sledova´ pohyb relatívne malého po£tu ¤al²ích jedincov alebo
viac sledujú jedince, ktoré sú vy²²ie v sociálnej hierarchii. To je sledované naprí-
klad u ²korcov. Tie rozhodujú o svojom smere letu pod©a vzájomnej topológii
(skôr neº pod©a metrickej vzdialenosti) správania blízkych 6-7 vtákov ([1]). To-
to £íslo sa síce zdá malé, ale je dostato£ne malé na to, aby umoºnilo rýchle
rozhodovanie a dostato£ne ve©ké, aby zabránilo rozdeleniu skupiny.

�alej budeme vºdy písmenom N zna£i´ po£et jedincov a d dimenziu priestoru.

1.1.1 Self-Propelling, Friction and Attraction-Repulsion

Model

Uvaºujme samostatne sa pohybujúce jedince v prostredí s trením korigujúcich svoj
pohyb vzh©adom k ostatným na základe nejakého potenciálu. Ozna£me xi(t) = xi
polohu i-tého jedinca v £ase t a vi je jeho rýchlos´. Model takejto situácie ([8]) je
nasledujúci:

dxi
dt

= vi,

dvi
dt

= (α− β|vi|2)vi −
1

N

∑
i 6=j

∇xiU(|xi − xj|), (1.1)

kde i = 1, . . . , N , α, β ≥ 0 sú parametre a U : Rd → R je daný potenciál
modelujúci krátkodobý odpor a dlhodobú prí´aºlivos´.

Termíny spájané s parametrom α sú self-propulsion of invididuals(tj. schop-
nos´ jedinca uvádza´ sa do pohybu), termín spájaný s β reprezentuje trenie.

Typický výber potenciálu U je Morseov potenciál, ktorý je daný pomocou

U(x) = k(|x|), k(s) = −Cae−s/la + Cre
−s/lr ,

kde Ca, Cr sú v poradí sily pri´aºlivosti a odporu a la, lr sú d¨ºky prí´aºlivosti a
odporu.

Pravidlo o kombinácii oboch vplyvov vedie do rôznych reºimov. Viac infor-
mácii moºno nájs´ v [4].

Naj²peci�kaj²ie situácie v biologickej aplikácii sú ur£ené pre C = Cr/Ca > 1 a
l = lr/la < 1 odpovedajúce ¤alekosiahlej prí´aºlivosti a odporu malého rozsahu.

Treba ale upozorni´ najmä na dve základné pozorované situácie. Prvou je
stabilita, prípad Cld > 1. Jednotlivci vtedy tvoria kry²talicky podobné vzory.
Pre N dostato£ne ve©ké, £astice (jedince) h©adajú optimálnu vzdialenos´ a ur£u-
jú od seba pevne danú relatívnu vzdialenos´. V druhom prípade, tj. Cld < 1,
máme takzvanú katastro�ckú situáciu. V tomto prípade vznikajú rota£né pohyby
kon²tantnej rýchlosti, ak sú spo£iatku dobre oddelené. Oblas´ týchto rotujúcich
vzorov sa stabilizuje, ak N →∞ (viac [4]).

1.1.2 Cucker - Smaleho model

Model navrhnutý v [7] uvaºuje len usporiadanie jednotlivcov s prispôsobeným
priemerovaním ich relatívnej rýchlosti so v²etkými ostatnými. Hlavná my²lien-
ka modelu je zrejmá u sily. Sila takéhoto priemerovaného procesu je závislá od
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vzájomnej vzdialenosti jedincov. Platí tu fakt, ºe bliº²í jedinci majú vä£²í vplyv
na jedinca neº tí, £o sú od neho viac vzdialení.

Model pre N jedincov je popísaný nasledujúcim dynamickým systémom

dxi
dt

= vi,

dvi
dt

=
1

N

N∑
i=1

H(|xi − xj|)(vj − vi), (1.2)

kde i = 1, . . . , N a H je komunika£ná funkcia daná nasledovne

H(x) = a(|x|), a(r) =
K

(σ2 + |r|2)β
.

Neznáme K, σ > 0 a β ≥ 0 sú parametre. V závislosti od týchto parametrov
vznikajú tieº rôzne reºimy. Poznamenajme si, ºe napríklad v prípade β ≤ 1/2,
reºim nezávisí od N, d a dokonca ani po£iato£nej kon�gurácie. Tomuto prípadu
sa hovorí bezpodmiene£ný �ocking. Jedince sa správajú tak, ºe sa pohybujú rov-
nakou strednou rýchlos´ou a skupinu vnímame ako skupinu s pevnými vzájomný-
mi vzdialenos´ami (nie nevyhnutne kry²talického vzoru) a priestorového pro�lu,
ktorý závisí na po£iato£nej podmienke.

1.2 Kinetické modely

Pokia© budeme ma´ ve©ký po£et jedincov nastane ale ve©ký problém. Presné rie²e-
nie získame z ve©mi ve©kého systému ODR, a tým pádom matematicky dos´
výpo£etne náro£ného problému. Vhodné je preto zvoli´ inú stratégiu - vyuºi´
kinetickú teóriu plynov, tj. prechodu k makroskopickej verzii modelov.

Uvaºujme rozloºenie hustoty jedincov f (density distribution of agents) závislej
na priestorovej pozícii, rýchlosti a £asu, ktorá bude interagova´ so stochastickým
vplyvom. Predstavi´ si to môºeme tak, ºe vplyv bude priestorovo rozmazaný. Ak
budú dvaja jedinci ¤aleko od seba, budú na seba tieº pôsobi´. Miesto správania
jedinca sledujeme správanie zakódované v rozloºení hustoty. Takýto vývoj sa riadi
jedinou PDR (teória viz [6]).

Ozna£me f(x, v, t) hustotu jedincov na pozícii x ∈ Rd s rýchlos´ou v ∈ Rd a
v £ase t ≥ 0, d ≥ 1. Z kinetickej teórie vieme, ºe £asová zmena hustoty f(x, v, t)
závisí ako na transporte (jedinci sa pohybujú vo©ne v priestore) tak aj na inte-
rakciách s ostatnými jedincami. Zmena tejto hustoty závisí na rovnováhe medzi
prírastkami a strate rýchlosti jedincov v závislosti na binárnych interakciách.

1.2.1 Rovnica Bolzmannovho typu

Uvaºujme dvoch jedincov s pozíciami a rýchlos´ami (x, v) a (y, w), ktorý sa
navzájom ovplyv¬ujú. Rýchlosti po tejto interakcii ozna£me nasledovne

v∗ = C(x, v; y, w),

w∗ = C(y, w;x, v),

kde C je vhodné zobrazenie zachycujúce interakciu. Prechodom k mezoskopickému
modelu takejto interakcie pre hustotu f dostaneme nasledujúcu rovnicu, viz [6]:
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Rovnica Boltzmannovho typu(
∂f

∂t
+ v · ∇xf

)
(x, v, t) = Q(f, f)(x, v, t), (1.3)

kde

Q(f, f)(x, v) = ε

∫
Rd

∫
Rd

(
1

J(x, v; y, w)
f(x, v∗)f(y, w∗)− f(x, v)f(y, w)

)
dwdy.

(1.4)
Hodnota ε charakterizuje priemernú vo©nú dráhu £astíc.

Pre dvojicu (v, w) ozna£me symbolmi (v∗, w∗) ich predinterak£né rýchlosti.
Jakobián transformácie z (v, w) do (v∗, w∗) pomocou C ozna£ujeme J(x, v; y, w),
tj. v = C(x, v∗; y, w∗), w = C(x, v∗; y, w∗). (Predpokladáme, ºe zobrazenie C je
invertovate©né.)

Operátor Q poskytuje stochastický opis interakcií deja medzi kaºdou dvojicou
jedincov. Preto je mezoskopické správanie popísané priemerovaním. Zaujíma nás
hlavne interak£né pravidlo pre £asticové modely (1.1) a (1.2), tj.
(C1)

C(x, v; y, w) = v + η[(α− β|v|2)v −∇U(|x− y|)],
(C2)

C(x, v; y, w) = [1− ηa(|x− y|)]v + ηa(|x− y|)w,
kde η > 0 zna£í silu interakcie.

Vyhnú´ sa Jakobiánu J môºeme uvaºovaním slabej formulácie. Vezmeme rovni-
cu (1.3), prenásobime ju testovaciou funkciou ϕ ∈ C∞0 (Rd × Rd) a zintegrujeme
pod©a premennej v a y. Následne pouºitím Greenovej vety dostaneme slabú for-
muláciu.

Kaºdú hustotu f nazveme slabé rie²enie problému (1.3)-(1.4) s po£iato£nou
podmienkou f0(x, v) sp¨¬ajúcu

∂

∂t

∫
Rd

∫
Rd

f(x, v, t)ϕ(x, v)dvdx+

∫
Rd

∫
Rd

(v · ∇xf(x, v, t))ϕ(x, v)dvdx (1.5)

= ε

∫
Rd

∫
Rd

∫
Rd

∫
Rd

(ϕ(x, v∗)− ϕ(x, v))f(x, v, t)f(y, w, t)dvdxdwdy

pre t > 0 a kaºdú funkciu ϕ ∈ C∞0 (Rd × Rd) a takej, ºe

lim
t→0+

∫
Rd

∫
Rd

ϕ(x, v)f(x, v, t)dxdv =

∫
Rd

∫
Rd

f0(x, v)ϕ(x, v)dxdv. (1.6)

Forma (1.5) je východisková forma na poznávanie evolúcie makroskopických veli£ín.
Taylorovým rozvojom funkcie ϕ(x, v∗) v bode (x, v∗−v) druhého rádu, vyuºitím

na²ich predpokladov (C1), resp. (C2) a za predpokladu η � 1, tj. sila interakcie
je ve©mi malá taká, ºe εη = λ je kon²tanta a εη2 � 1 (moºno zanedba´ £leny
2. rádu), obdrºíme operátor interakcie (aproximácia pravej strany rovnice (1.5))
tvaru
(Ak platí (C1) )

λ

∫
R4d

(
∇vϕ(x, v) ·

[
(α− β|v|2)v −∇U(|x− y|)

])
f(x, v, t)f(y, w, t)dxdvdydw
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alebo
(Ak platí (C2) )

λ

∫
R4d

(
∇vϕ(x, v) · (w − v)

)
a(|x− y|)f(x, v, t)f(y, w, t)dxdvdydw.

Prechodom spä´ k silnej formulácii ur£íme tieto dve nelineárne rovnice:
Self-Propelling, Friction and Attraction-Repulsion Kinetic Model

∂f

∂t
+ v · ∇xf = λ

[
(∇xU ∗ ρ) · ∇vf −∇v · ((α− β|v|2)vf)

]
, (1.7)

kde
ρ(x, t) =

∫
Rd

f(x, v, t)dv (1.8)

a ∗ je x-konvolúcia.
Cucker-Smaleho kinetický model �ockingu

∂f

∂t
+ v · ∇xf = λ∇v · [ξ(f)f ], (1.9)

kde

ξ(f)(x, v, t) = [(H(x)∇vW (v)) ∗ f ] =

∫
Rd

K(v − w)

(σ2 + |x− y|2)β
f(y, w, t)dydw,

W (v) =
1

2
|v|2, H(x) = a(|x|)

a ∗ je (x, v)-konvolúcia.

1.3 Hydrodynamické modely

Hlavnou nevýhodou kinetických modelov je to, ºe sú £asovo náro£né pre viac ako 4
dimenzie (dve pre pozíciu, dve pre rýchlos´). Problém dimezionality zredukujeme
na problém makroskopických limít takých, ºe numerické simulácie sa stanú lep²ie
rie²ite©né.

Podobne ako v kinetickej teórii sa budeme snaºi´ získa´ rovnice kontinuity
po£ítaním evolúcie makroskopických veli£ín vychádzajúc z (1.7), resp. (1.9).

Makroskopické veli£iny sú momenty rýchlosti z f(x, v, t). Rýchlostné pole
u(x, t) so zloºkami ui, i = 1, . . . , d a teplota T (x, t) sú de�nované pre jednoató-
mový plyn ako

ρu =

∫
R3

vf(x, v, t)dv

a
3ρT =

∫
R3

|v − u|2fdv.

Integrovaním (1.7), resp. (1.9) pod©a premennej v obdrºíme rovnicu kontinuity

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0.
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Za predpokladu, ºe rozdelenie rýchlosti je monokinetické, a teda f(x, v, t) =
ρ(x, t)δ(v − u(x, t)) a teplota T (x, t) = 0, zintegrovaním (1.7)-(1.9) pod©a v
dostaneme druhý moment distribu£nej funkcie. Obdrºíme nasledujúce hydrody-
namické systémy:

Hydrodymický model - Self-Propelling, Friction and Attraction-
Repulsion

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

∂ρui
∂t

+ div(ρuui) = ρ(α− β|u|2)ui − ρ
(
∂U

∂xi
∗ ρ
)
.

Cucker-Smaleho hydrodynamický model �ockingu

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

∂ρui
∂t

+ div(ρuui) =

∫
Rd

H(x− y)ρ(x, t)ρ(y, t)[ui(y, t)− ui(x, t)]dy.

1.4 Flocking pomocou Povzner-Boltzmannovej
rovnice

V nasledujúcej £asti je zhrnutý £lánok [12]. Pri jeho dôslednom ²tudovaní sme
na²li chyby, ktoré sme následne aj opravili. Tieto opravy boli konzultované a
uznané autormi tohto £lánku.

K odvodeniu h©adaných rovníc vyuºijeme dôleºitý výsledok z práce [16]. Jej
autormi sú Lachowicz a Pulvirenti, ktorí dokázali zaujímavé spojenie medzi rie²e-
ním Eulerových rovníc pre stla£ite©né prúdenie s rie²ením rovnice popisujúcej
dynamiku systému £astíc podstupujúcich elastické kolízie pri stochastickej vzdia-
lenosti.

1.4.1 Povznerova rovnica

Uvaºujme hustotu, rýchlos´ a teplotu ρ(x, t), u(x, t) a T (x, t), ktoré tvoria hladké
rie²enie Eulerových rovníc (do nejakého £asu t0, kým nevznikne nespojitos´) a
skon²truujme Maxwellianovú funkciu M, ktorej priemerná hustota, rýchlos´ a
teplota sú dané ako ρ, u a T

M(x, v, t) =
ρ(x, t)

(2πT (x, t))3/2
exp

(
−|v − u(x, t)|2

2T (x, t)

)
. (1.10)

�alej nech máme daný systém N £astíc nachádzajúcich sa v bodoch x1, x2, . . . , xN
v oblasti R3, ktoré sa pohybujú vo©ne aº kým nejaký pár nepod©ahne elastickej
kolízii, tj.

v′i = vi − ((vi − vj) · nij)nij, (1.11)
v′j = vj + ((vi − vj) · nij)nij, (1.12)

kde
nij =

xi − xj
|xi − xj|

. (1.13)
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Vstupujúce rýchlosti pred kolíziou sú vi, vj také, ºe (vi−vj)·nij < 0 a vystupujúce
v′i, v

′
j. Kaºdá binárna kolízia podlieha stochastickému zákonu. �asy kolízie pre

kaºdý pár i a j £astíc sú nezávislé Poissonové procesy s intenzitou danou ako
ϕ(xi, xj, vi, vj)|(vi − vj) · nij| a ϕ danou ako

ϕ(xi, xj, vi, vj) =
3

Nδ3ε
χ(|xi − xj| ≤ δ)χ(|vi − vj| ≤ θ), (1.14)

kde ε charakterizuje priemernú vo©nú dráhu £astíc a χ(I) je charateristická funkcia
podmnoºiny I.

Vývoj systému £astíc je popísaný pomocouN -£asticových distribu£ných funkcií
fN(x1, v1, . . . , xN , vN , t) udávajúcich hustotu pravdepodobnosti nájdenia N £astíc
v bodoch x1, x2, . . . , xN s rýchlos´ami v1, v2, . . . , vN v £ase t ≥ 0.

Nech s-£asticových distribu£ných funkcii je de�novaných pomocou marginálií

fN,s(x1, v1, . . . , xs, vs) =

∫
fN(x1, v1, . . . , xN , vN)dxs+1dvs+1 . . . dxNdvN .

Potom pod©a niektorých hypotéz na regularitu rie²enia Eulerovov systém na
£asovom intervale [0, t0], dokázané [16], pre kaºdé σ > 0 existujú ε0(σ), δ0(σ, ε),
θ0(σ, ε, δ) a N0(σ, ε, δ, θ) také, ºe vo vhodnej norme pre kaºdé ε ≤ ε0, δ ≤ δ0,
θ ≥ θ0 a N ≥ N0 platí

sup
t∈[0,t0]

‖M− fN,1‖ < σ,

kde fN,1 je 1-£asticová marginália odpovedajúca N -£asticovej distribu£nej funkcii
fN(x1, v1, . . . , xN , vN , t) s po£iato£nými podmienkami

fN,s(x1, v1, . . . , xs, vs, t = 0) =
s∏
j=1

M(0;xj, vj).

Analýza z [16] ukazuje, ºe pre N →∞ sp¨¬a 1-£asticová marginália fN,1 = f
(elastickú) Povznerovú rovnicu [18]. Rovnice Povznerovho typu sú zaloºené na
integrácii kolízie (1.4) v Boltzmannovej rovnici (1.3).

Modi�kovaný Povznerov operátor kolízie je nasledovný

QP (f, f)(x, v) (1.15)

=

∫
R3

∫
R3

B(x− y, v − w)(f(x, v∗)f(y, w∗)− f(x, v)f(y, w))dwdy,

kde B je jadro kolízie, pokia© (v∗, w∗) sú predkolízne rýchlosti, tzn. inverznej
kolízie, ktorá generuje pár (v, w). Vz´ah medzi páru (v, w) a pokolíznych rýchlosti
(v∗, w∗) je vyjadrený vz´ahom

v∗ = (I− A(x− y))v + A(x− y)w,

w∗ = A(x− y)v + (I− A(x− y))w,

kde A(·) je matica 3× 3 a I je identická matica. V Povznerovej rovnici je matica
taká, ºe hybnos´ a energia sú zachované v kolízii. Zo zachovania energie (v∗)2 +
(w∗)2 = v2 + w2 získame

2(A− I)A(v − w) = 0, ∀v, w ∈ R3

10



alebo
A = A2.

Zvo©me maticu A hodnosti 1, vyjadrenú pomocou normálového vektoru n =
n(x− y) = x−y

|x−y| ako
A(x− y) = n · nT .

Potom A sp¨¬a A = A2 a platí

v∗ = v − (v − w) · n(x− y)n(x− y), (1.16)
w∗ = w + (v − w) · n(x− y)n(x− y). (1.17)

V práci [16] bolo dokázané, ºe v prítomnosti stochastického zákona pre binárne
interakcie, ak sú £astice na po£iatku identicky a nezávislo rozdelené pod©a di-
stribu£nej hustoty F = F (x, v), tak neskôr sú identicky a nezávisle rozdelené
v závislosti na rie²ení kinetickej rovnice (1.3) s kolíznym integrálom daným Povzne-
rovým operátorom (1.15) s po£iato£nou hodnotou f0 = F a funkciou

B(x− y, v − w) =
1

2δ3ε
χ(|x− y| < δ)χ(|v − w| < θ)|(v − w) · n|, (1.18)

kde δ a θ sú pozitívne kon²tanty a χ(E) ozna£uje charakteristickú funkciu na
mnoºine E ⊂ R3.

1.4.2 Disipatívna korekcia

Cucker a Smale v práci [7] navrhli model pre popis populácie N jedincov, ktorých
interakcia závisí na ich relatívnej pozícii. Vytvárajú jednotlivé pro�ly s £asom,
ako k¯dle vtákov, v ktorých v²etky vtáky lietajú s rovnakou rýchlos´ou blízko
pri sebe. V [7] hlavná hypotéza ktorá odôvod¬uje dlhodobé správanie populácie
je, ºe kaºdý vták prispôsobuje rýchlos´ pridaním váºeného priemerného rozdielu
jeho rýchlostí s ostatnými. To znamená, ºe pre danú populáciu k vtákov platí pre
i-tého vtáka

v∗i − vi =
1

k

k∑
j=1

aij(vj − vi), (1.19)

kde váhy aij ≥ 0 kvali�kujú ako sa vtáky navzájom ovplyv¬ujú. V tomto istom
£lánku sa predpokladá, ºe tento vplyv je funkcia závislá na vzdialenosti medzi
vtákmi a daná ako

aij =
K

(λ+ |xi − xj|2)β

pre nejaké pevné K,λ > 0 a β ≥ 0.
Rovnicu (1.19) moºno preformulova´ i inak (pod©a (1.16)). Predpokladajme

pre jednoduchos´, ºe máme populáciu zahr¬ujúcu len dva vtáky, i a j. Potom ich
rýchlosti sú modi�kované vz´ahom (1.19) do tvaru

v∗i = (1− aij)vi + aijvj, (1.20)
v∗j = aijvi + (1− aij)vj. (1.21)

Hybnos´ sa zachováva po interakcii tak, aby

v∗i + v∗j = vi + vj,
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ale energia sa zvy²uje alebo zniºuje v závislosti na hodnote aij

(v∗i )
2 + (v∗j )

2 = v2
i + v2

j − 2aij(1− aij)(vi − vj)2.

Ak aij < 1, energia je disipatívna. V tomto prípade relatívne rýchlosti sa
zniºujú pokia©

|v∗i − v∗j | = |1− 2aij||vi − vj| < |vi − vj|
a rýchlosti dvoch vtákov sa priklá¬a k strednej rýchlosti (vi + vj)/2.

Vo v²eobecnom prípade populácie k vtákov, binárny zákon (1.20) uvaºovaný
spolu s predpokladom, ºe i-tý vták upravuje svoju rýchlos´, dáva rovnaké váhy
v²etkým ostatným rýchlostiam. V dôsledku toho

v∗i =
1

k

k∑
j=1

(1− aij)vi + aijvj,

£o je iná cesta k interpretácii vz´ahu (1.19). Teda vz´ah (1.19) moºno získa´
uvaºovaním len binárných interakcií.

Uvaºujme ²peciálnu vo©bu aij v binárnej interakcií dvoch jedincov (x, v) a
(y, w) takej, ºe aij závisí na |x− y|. Konkrétne, aij je dané pomocou koe�cientu
interakcie 0 < e(|x − y|) < 1, ktorý súvisí so zloºkami rýchlosti jedincov pred a
po interakcii. Predpokladajme, ºe príspevok interak£ných rýchlosti (v∗, w∗) je

(v∗ − w∗) · x− y|x− y| = −e(|x− y|)(v − w) · x− y|x− y| .

Pomocou tohto vz´ahu a predpokladu platnosti zákonu hybnosti, nájdeme zmenu
rýchlosti interagujúcich jedincov ako

v∗ = v − 1

2
(1 + e)((v − w) · n)n, (1.22)

w∗ = w +
1

2
(1 + e)((v − w) · n)n, (1.23)

kde n = n(x−y) = x−y
|x−y| . V prípade (konzervatívnej) interakcie Povznerovho typu

sp¨¬a (1.11-1.12) máme e = 1. V tomto prípade pár (v∗, w∗) zachováva energiu
páru (v′, w′)

v′ = v − 1

2
((v − w) · n)n,

w′ = w +
1

2
((v − w) · n)n.

Pre disipatívne interakciu e klesá s rastúcim stup¬om disipácie. Zvo©me

e(|x− y|) = 1− 2γa(|x− y|), (1.24)

kde a(|x− y|) je dané ako

a(|x− y|) =
K

(λ+ |x− y|2)β
.
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1.4.3 Model Boltzmannovho typu pre disipatívne interak-

cie

Pokia© uvaºujeme pravidlo (1.22), jedno£asticová distribu£ná funkcia f(x, v, t),
uvaºovaná v práci [16], v prítomnosti ve©kého po£tu jedincov (N → ∞) sp¨¬a
rovnicu Povznerovho typu pre disipatívne interakcie

∂f

∂t
+ v · ∇xf = Q̄P (f, f)(x, v, t), (1.25)

kde Q̄P je teraz disipatívny kolízny operátor, ktorý popisuje zmenu vo funkcií hus-
toty pomocou vytvorenia a zníºenia rýchlosti jedincov v binárnych interakciách.
Platí

Q̄P (f, f)(x, v, t)

=
1

ε

∫
R3

∫
R3

B(|x− y|)
(

Γ(|x− y|)f(x, v∗)f(y, w∗)− f(x, v)f(y, w)

)
dwdy.

Hodnoty (v∗, w∗) sú predinterak£né rýchlosti. Faktor Γ je

Γ(|x− y|) = e(|x− y|)−1.

Funkcia B(τ) reprezentuje funkciu miery kolízie, ktorá udáva pravdepobodnos´,
ºe kolízia medzi jedincami sa deje vo vzdialenosti τ .

Teraz budeme postupova´ podobne ako v kapitole (1.2.1), kde sme uvaºovali
slabú formuláciu. Opä´ uvaºujme hladkú testovaciu funkciu ψ(v) a pre jednodu-
chos´ sa zaoberajme len pravou stranou rovnice (1.25). Platí

〈ψ, Q̄P (f, f)(x, v)〉 =

∫
R3

ψ(v)Q̄P (f, f)(x, v)dv

=
1

ε

∫
R3

∫
R3

∫
R3

B(|x− y|)(ψ(v∗)− ψ(v))f(x, v)f(y, w)dvdwdy. (1.26)

Nech (v′, w′) sú pointerak£né rýchlosti v Povznerovej elastickej interakcii s
(v, w). Ozna£me ako q relatívnu rýchlos´, q = v − w. Potom

v′ = v − (q · n)n

w′ = w + (q · n)n,

kde je n = n(x− y) = x−y
|x−y| . Obdrºíme

v∗ = v′ +
1

2
(1− e)(q · n)n,

w∗ = w′ − 1

2
(1− e)(q · n)n.

Ak predpokladáme, ºe e sp¨¬a vz´ah (1.24), potom

v∗ − v′ = γa(|x− y|)(q · n)n.

Uvaºujme Taylorov rozvoj funkcie ψ(v∗) v bode v′. Dostaneme

ψ(v∗) = ψ(v′) + γa(|x− y|)∇ψ(v′) · (q · n)n (1.27)

+
1

2
γ2a(|x− y|)2

∑
i,j

∂2ψ(v′)

∂v′i∂v
′
j

(q · n)2ninj + . . .
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Ak interakcie sú skoro elastické, γ � 1, zaokrúhlime rozvoj (1.27) po £len prvého
rádu. Dosadením (1.27) do (1.26) máme

〈ψ, Q̄P (f, f)〉 ≈ 1

ε

∫
R3

∫
R3

∫
R3

B(|x− y|)
(
ψ(v′)− ψ(v)

+γ∇ψ(v′) · a(|x− y|)(q · n)n

)
f(x, v)f(y, w)dvdwdy

= 〈ψ,QP 〉+ γ〈ψ,F(f, f)〉. (1.28)

Operátor QP je operátor Povznerovej kolízie, pokia© v′ reprezentuje pointerak£nú
rýchlos´ pri elastickej interakcii.

De�nujme
b(|x− y|) = B(|x− y|)a(|x− y|).

Operátor F je operátor disipatívnej interakcie tvaru

F(f, f)(x, v, t)

=
1

ε
divv

(∫
R3

∫
R3

n(q · n)b(|x− y|)f(x, v′, t)f(y, w′, t)dwdy

)
. (1.29)

Prechodom k silnej formulácii s aproximáciou (1.28) získame túto disipatívnu

Povznerovú rovnicu(
∂f

∂t
+ v · ∇xf

)
(x, v, t) = QP (f, f)(x, v, t) + γF(f, f)(x, v, t),

kde QP je klasický elastický Povznerov kolízny operátor a F je operátor disi-
patívneho nelineárného trenia, ktorý je zaloºený na elastickej interakcii medzi
jedincami.

1.4.4 Vlastnosti nelineárneho operátoru trenia

V tejto £asti popí²eme niektoré dôleºité vlastnosti nelineárneho operátoru trenia
F de�novaného v (1.28). Ak zvolíme ψ = 1, dostaneme

〈1,F(f, f)〉 = 0. (1.30)

Vo©bou ψ = vi a vyuºitím toho, ºe ∇ψ(v′) · n = ni, obdrºíme

〈v,F(f, f)〉 =
1

ε

∫
R3

nb(|x− y|)(u(x, t)− u(y, t)) · nρ(x, t)ρ(y, t)dy. (1.31)

Vo vz´ahu (1.31) ozna£ujú funkcie ρ(x, t) a u(x, t) lokálnu hustotu a celkovú

rýchlos´. Platí pre ne

ρ(x, t) =

∫
R3

f(x, v, t)dv, u(x, t) =
1

ρ(x, t)

∫
R3

vf(x, v, t)dv. (1.32)

Vo©bou ψ = v2 a pouºitím v′ · n = w · n, dostaneme

〈v2/2,F(f, f)〉 =
1

ε

∫
R3

b(|x− y|)ρ(x, t)ρ(y, t)n · u(x, t)n · u(y, t)dy

− 1

ε

∫
R3

∫
R3

b(|x− y|)|w · n|2f(y, w, t)dwdy. (1.33)
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Na rozdiel od rovnice (1.31) ktorú moºno vyjadri´ pomocou makroskopických
veli£ín, u rovnice (1.33) to vo v²eobecnom prípade nejde. Je to moºné ale v prí-
pade, pokia© je hustota f(x, v, t) izotropická v rýchlosti, tj. f(x, v, t) = f(x, |v|, t).
Potom ∫

R3

|v · n|2f(x, v, t)dv =
1

3

∫
R3

|v|2f(x, v, t)dv

a ∫
R3

|v|2f(x, v, t)dv = ρ(x, t)|u(x, t)|2 + 2ρ(x, t)e(x, t),

kde e(x, t) je vnútorná energia odpovedajúca jednotke hmotnosti daná ako

e(x, t) =
3

2
T (x, t) =

1

2ρ(x, t)

∫
R3

|v − u(x, t)|2f(x, v, t)dv.

Zmenou premenných v ↔ w a v rovnakom £ase aj x ↔ y máme v′ ↔ w′,
n↔ −n. Preto ∫

R3

〈v2/2,F(f, f)〉dx ≤ 0,

tj. nelineárny operátor trenia je globálne disipatívny. Pokia© Maxwellian M =
M(x, v, t) de�novaný v (1.10) je izotropická funkcia v rýchlosti, obdrºíme

〈v2/2,F(M,M)〉 (1.34)

=
1

ε

∫
R3

b(|x− y|)ρ(x, t)ρ(y, t)

[
n · u(x, t)n · u(y, t)−

(
1

3
|u(y, t)|2 + T (y, t)

)]
dy.

1.5 Eulerové rovnice

Pod©a výsledku z práce [16] vieme, ºe rie²enie (1.3) je dobre aproximované po-
mocou Maxwellianovej funkcieM, ktorej momenty sp¨¬ajú Eulerov systém. Sub-
stitúciou tejto Maxwellianovej funkcie do (1.4), môºe by´ vypo£ítaná pravá strana
presne pouºitím (1.31) a (1.34).

Uvaºujme slabú formuláciu disipatívnej Boltzmann- Povznerovej rovnice〈
ϕ,
∂f

∂t
+ v · ∇xf

〉
=

〈
ϕ,QP (f, f)(x, v, t) +

γ

ε
F(f, f)(x, v, t)

〉
.

Testujme 1, v, v2/2 a vyuºime vz´ahy (1.30), (1.31) a (1.34). Poloºme f = M a
predpokladáme, ºe γ

ε
→ λ. Obdrºíme nasledujúce Eulerove rovnice

Model �ockingu popísaný stla£ite©nými Eulerovými rovnicami s ko-
rekciou pravej strany
Model �ockingu popísaný Eulerovými rovnicami s korekciou pravej strany je sys-
tém rovníc

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

∂(ρui)

∂t
+ div(ρuui + ρTei) = λAi(ρ, u), i = 1, 2, 3,

∂

∂t

(
ρ

(
3

2
T +

|u|2
2

))
+ div

(
ρu

( |u|2
2

+
5

2
T

))
= λB(ρ, u, T ),
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kde ei je i-tá zloºka jednotkového vektoru e. Veli£iny ρ(x, t), u(x, t) a T (x, t)
ozna£ujú po rade hustotu, celkovú rýchlos´ a teplotu.

Funkcie Ai a B sú dané vz´ahmi

Ai(ρ, u)(x, t) =

∫
R3

nb(|x− y|)(u(x, t)− u(y, t)) · nρ(x, t)ρ(y, t)dy,

B(ρ, u, T )(x, t)

=

∫
R3

b(|x− y|)ρ(x, t)ρ(y, t)

[
n · u(x, t)n · u(y, t)−

( |u(y, t)|2
3

+ T (y, t)

)]
dy,

kde
n = n(x− y) =

x− y
|x− y| .

Funkcia b(|x|) je tvaru
b(|x|) =

K

(λ+ |x|2)β+1
, (1.35)

kde K > 0, λ > 0, β > 0 sú dané kon²tanty.

1.5.1 Jednorozmerný model

Vzh©adom k náro£nosti problému numericky rie²ime len jednorozmerný model.
Otázna je správna formulácia. Rôznými úvahmi sme dospeli k rôznym vo©bám
posledného £lenu B. Zavádzame preto funkciu vark, k = 1, 2 a to nasledovne:
Ak k = 1:

var1(y, t) = 2E(y, t) = ρ(y, t)

(
3T (y, t) + u2(y, t)

)
. (1.36)

Ak k = 2:

var2(y, t) =
2E(y, t)

3
+

2ρ(y, t)u2(y, t)

3
= ρ(y, t)

(
T (y, t) + u2(y, t)

)
. (1.37)

Autori £lánku nám vysvetlili, ºe správna varianta pod©a ich odvodenia je
druhá varianta, tj. var2(y, t). Zaujímavé je v²ak sledova´ rie²enie pre oba prípady.
Preto v numerickej £asti budeme uvádza´ aj rie²enia, ktoré sme obdrºali pre prvú
variantu (nie v²ak tak dopodrobna ako pre funkciu var2).
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2. Nespojitá Galerkinová metóda

V prvej kapitole sme odvodili rovnice popisujúce �ocking. Rovnice majú tvar
odpovedajúci popisu nevazkých tekutín, tzv. Eulerových rovníc, av²ak s nenulovou
pravou stranou. Eulerové rovnice sú v¤aka homogenite vektorových funkcií a
hyperbolicite prepisate©né do tvaru hyperbolickej kvazilineárnej parciálnej dife-
renciálnej rovnice prvého rádu. Tie sú zloºité na numerické rie²enie, pretoºe ich
rie²enie je typicky nespojité.

Nespojitá Galerkinová metóda je ve©mi výhodná na numerické rie²enie problé-
mov, v ktorých sú o£akávané nespojitosti. Vychádza z metódy kone£ných objemov
a metódy kone£ných prvkov.

Metóda kone£ných objemov bola odvodená pre hyperbolické problémy. Jej
hlavná nevýhoda je, ºe nedosahuje vysokého rádu presnosti bez komplikovaných
rekon²truk£ných procedúr. Aproximuje sa len po £astiach kon²tatnými funkciami.
Túto nevýhodu môºeme odstráni´ jej kombináciou s metódou kone£ných prvkov,
ktorou môºeme dosiahnú´ vy²²ieho rádu presnosti.

V tejto kapitole pomocou nespojitej Galerkinovej metódy diskretizujeme rovni-
ce popisujúce �ocking, ktoré sme odvodili v predchádzajúcej kapitole. Ich tvar v
1D je nasledovný

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0, (2.1)

∂
(
ρu
)

∂t
+ div

(
ρu2 + p

)
= λA(ρ, u), (2.2)

∂E

∂t
+ div

(
u (E + p)

)
= λB(ρ, u, T ), (2.3)

kde je ρ hustota, u rýchlos´ a T teplota. Funkcie z pravej strany A a B sú dané
vz´ahmi

A(ρ, u)(x, t) =

∫
R
b(|x− y|)

(
u(x, t)− u(y, t)

)
ρ(x, t)ρ(y, t)dy,

B(ρ, u, T )(x, t) =

∫
R
b(|x− y|)ρ(x, t)

(
ρ(y, t)u(x, t)u(y, t)− vark(y, t)

)
dy,

kde funkcia vark daná jedným zo vz´ahov (1.36) alebo (1.37). Energia E a tlak p
sp¨¬ajú

E = ρ

(
3

2
T +

u2

2

)
,

p = ρT.

2.1 Systém Eulerových rovníc

Nech Ω ⊂ Rd, d ∈ {1, 2, 3}, je ohrani£ená oblas´ s Lipschitzovsky spojitou hra-
nicou a T > 0. Systém Eulerových rovníc vychádzajúci zo zákonov zachovania,
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popisujúci prúdenie stla£ite©ného neviskozného ideálneho plynu má tvar

∂w

∂t
+

d∑
s=1

∂fs(w)

∂xs
= 0 v QT = Ω× (0, T ), (2.4)

kde

w = (ρ, ρv1, . . . , ρvd, E)T ∈ Rd+2,

fs(w) = (fs1(w), . . . , fs(d+2)(w))T

= (ρvs, ρv1vs + δ1sp, ρv2vs + δ2sp, . . . , ρvdvs + δdsp, (E + p)vs)
T .

Jednotlivé neznáme sú:
ρ(x, t) hustota, p(x, t) tlak, v(x, t) = (v1(x, t), . . . , vd(x, t))

T vektor rýchlosti a
E(x, t) celková energia.

Celkovo máme d + 3 neznámych o d + 2 rovníc. Systém dour£íme stavovou
rovnicou

p = (γ − 1)

(
E − ρ|v|2

2

)
,

kde γ = cp/cV > 1 je Poissonová adiabatická kon²tanta.
Funkcie fs, s = 1, . . . , d nazývame neviskózné Eulerové toky. Platí fs ∈

C1(D)d+2, kde D ⊂ Rd+2 je otvorená mnoºina vektorov w = (w1, w2, . . . , wd+2)T

taká, ºe odpovedajúca hustota a tlak sú kladné:

D =

w =

(
ρ, ρv1, . . . , ρvd,

p

γ − 1
+

d+1∑
i=2

w2
i

2w1

)T

∈ Rd+2; ρ > 0, p > 0

 .

Kvôli £asovej závislosti a ohrani£enosti Ω v (2.4) je nutné predpísa´ po£iato£nú
a okrajovú podmienku

w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω,

B(w) = 0, v ∂Ω× (0, T ),

kde w0 : Ω → R je daná funkcia a B je daný operátor. �o sa týka okrajových
podmienok, nebudeme zachádza´ do podrobností, pretoºe v modely �ockingu
budeme uvaºova´ najjednoduch²ie periodické okrajové podmienky.

2.2 Niektoré dôleºité vlastnosti Eulerových rovníc

Predpokladajme, ºe w ∈ (C1(QT ))d+2. Potom je systém (2.4) prepísate©ný na
kvazilineárnu parciálnu diferenciálnu rovnicu prvého rádu v tvare

A0(w)
∂w

∂t
+

d∑
s=1

As(w)
∂w

∂xs
= 0,

kde As, s = 1, . . . , d je Jakobiho matica typu (d + 2)× (d + 2) zobrazenia fs sú
de�nované pre kaºdé w ∈ D

As(w) =
Dfs(w)

Dw
, s = 1, . . . , d
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a A0(w) = I je jednotková matica typu (d+ 2)× (d+ 2).

Eulerové rovnice sp¨¬ajú tri dôleºité vlastnosti

• homogenita vektorových funkcií,

• hyperbolicita,

• rota£ná invariantnos´ v d = 3.

Prvá vlastnos´ sa dá formálne vyjadri´ ako

fs(αw) = αfs(w), α ∈ R, α 6= 0, s = 1, . . . , d.

Z tejto vlastnosti moºno dosta´ aj iný dôleºitý vz´ah

fs(w) = As(w)w, s = 1, . . . , d.

Nech je n = (n1, n2, . . . , nd)
T ∈ Rd vektor sp¨¬ajúci |n| = 1. Potom de�nujeme

P(w, n) : =
d∑
s=1

As(w)ns,

P (w, n) : =
d∑
s=1

fs(w)ns.

Druhá vlastnos´ Eulerových rovníc (hyperbolicita) hovorí, ºe pre takéto n je ma-
tica P(w, n) diagonalizovate©ná s realnými vlastnými £íslami, tj. existuje matica
T(w, n) ∈ Rd+2,d+2 a (λ1, . . . , λd) ∈ Rd také, ºe

P(w, n) = TDT−1, D(w, n) = diag(λ1, . . . , λd+2).

a vlastné £ísla sú

λ1 = u− a, λ2 = · · · = λd+1 = u, λd+2 = u+ a,

kde a je rýchlos´ zvuku sp¨¬ajúca

a =

√
γp

ρ
.

V jednej dimenzii má Jakobiho matica tvar

A(w) =

 0 1 0
γ−3

2
u2 (3− γ)u γ − 1

γ−2
2
u3 − a2u

γ−1
3−2γ

2
u2 + a2

γ−1
γu

 ,

kde u je rýchlos´ a matica T má tvar

T(w) =

 1 1 1
u− a u u+ a

u2

2
+ a2

γ−1
− ua u2

2
u2

2
+ a2

γ−1
+ ua

 .
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Odpovedajúce vlastné vektory v jednej dimenzii k vlastným £íslam λ1, λ2, λ3 sú
st¨pce matice T

r1 =

(
1, u− a, u

2

2
+

a2

γ − 1
− ua

)T
,

r2 =

(
1, u,

u2

2

)T
,

r3 =

(
1, u+ a,

u2

2
+
u2

2
+

a2

γ − 1
+ ua

)T
.

Rota£ná invariantnos´ hovorí, ºe a�nnou transformáciou kartézskych súradníc
sa Eulerové rovnice formálne nezmenia.

Bliº²ie informácie a odvodenie týchto vlastností moºno nájs´ v [11, 22, 24].

2.2.1 Flocking v tvare Eulerových rovníc v 1D

Systém rovníc (2.1)-(2.3) moºno zapísa´ nasledovne

∂w

∂t
+
∂f(w)

∂x
= g(w) v QT = Ω× (0, T ), (2.5)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω, (2.6)
B(w) = 0, v ∂Ω× (0, T ), (2.7)

kde ©avá strana v rovnici (2.5) má tvar Eulerových rovníc a pravá strana je
g(w)(x, t) = λ(0,A,B)T . Tlak a energia sp¨¬ajú

p = ρT,

E = ρ

(
u2

2
+

3

2
T

)
.

Poissonová adiabatická kon²tanta je v tomto prípade γ = 5/3 (hodnota pre jed-
noatómový plyn).

2.3 Diskretizácia problému

Teraz popí²eme diskretizáciu Eulerových rovníc nespojitou Galerkinovou metó-
dou pre d ∈ {1, 2, 3}. Nech Th je triangulácia uzáveru oblasti Ω na kone£ný po£et
elementov K s navzájom disjunktnými vnútraj²kami. Platí

Ω̄ = ∪K∈ThK.
Pre element K budeme ozna£ova´ jeho hranicu ako ∂K a jeho mieru |K|

(plocha v 2D, objem v 3D). �alej budeme ozna£ova´ hK = diam(K) a h =
max
K∈Th

hK . O dvoch elementoch K,K ′ ∈ Th budeme hovori´ ako o susedoch, ak

|∂K ∩ ∂K ′| > 0 (v tomto prípade | · | zna£í (d− 1)-dimenzionálnu mieru).
V R3 budeme stenou (resp. uzlom v R alebo hranou v R2) Γ ⊂ K nazýva´

maximálnu súvislú otvorenú podmnoºinu mnoºiny ∂K ∩ ∂K ′, kde K ′ je sused K
alebo ∂K ∩ ∂Ω. Steny rozdelíme na dve mnoºiny

F Ih = {Γ ∈ Fh; Γ ⊂ Ω} ,
FBh = {Γ ∈ Fh; Γ ⊂ ∂Ω} .
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Prvá mnoºina reprezentuje mnoºinu v²etkých vnútornych stien a druhá pred-
stavuje steny leºiace na hranici výpo£etnej oblasti. Ich zjednotenie budeme zna£i´
Fh.

Pre kaºdú stenu de�nujeme normálu nΓ a to tak, ºe pre Γ ∈ F Ih je jej orientácia
©ubovo©ná, ale pevná, a pre Γ ∈ FBh má rovnakú orientáciu ako vonkaj²ia normála
k hranici ∂Ω.

Pre kaºdú stenu Γ ∈ F Ih existujú dva elementy K
(L)
Γ , K

(R)
Γ ∈ Th také, ºe

Γ ⊂ K
(L)
Γ ∩ K(R)

Γ . Budeme predpoklada´, ºe nΓ je vonkaj²ia normála �©avého�
elementu K(L)

Γ a vnútorná normála �práveho� elementu K(R)
Γ .

Nad touto trianguláciou de�nujeme tzv. broken Sobolev space

Hk(Ω, Th) = {v ∈ L2(Ω); v|K ∈ Hk(K) ∀K ∈ Th}

so seminormou

|v|Hk(Ω,Th) =

(∑
K∈Th

|v|2Hk(K)

)1/2

,

kde Hk(K) je ²tandardný Sobolevov priestor.
Pre v ∈ H1(Ω, Th) a Γ ∈ F Ih de�nujeme

v|(L)
Γ = stopa v|

K
(L)
Γ

na Γ,

v|(R)
Γ = stopa v|

K
(R)
Γ

na Γ,

〈v〉Γ =
1

2
(v|(L)

Γ + v|(R)
Γ ), priemer stôp v na Γ,

[v]Γ = v|(L)
Γ − v|

(R)
Γ , skok stôp v na Γ.

Pre Γ ∈ FBh , K(L)
Γ ∈ Th a v ∈ H1(Ω, Th)

vΓ = [v]Γ = 〈v〉Γ = v|(R)
Γ = v|(L)

Γ = stopa v|
K

(L)
Γ

na Γ.

Pokia© vo výraz typu [·]Γ, 〈·〉Γ vyskytne v integráloch, pre jednoduchos´ vynecháme
index Γ a budeme písa´ napríklad

∫
FI

h
[w][ϕ]dS.

De�nujme priestor nespojitých po £astiach polynomiálnych funkcií

Shp = {v ∈ L2(Ω); v|K ∈ P p(K) ∀K ∈ Th},

kde P p(K) je priestor v²etkých polynómov na K stup¬a najviac p. Aproximujúce
rie²enie budeme h©ada´ v tomto priestore.

Teraz odvodíme vhodnú slabú formuláciu Eulerových rovníc v zmysle priestoru
[H1(Ω, Th)]d+2.

Nech w je klasické rie²enie problému (2.5). Skalárnym prenásobením rovnice
(2.5) ©ubovo©nou funkciou ϕ ∈ [H1(Ω, Th)]d+2, zintegrovaním cez element K ∈ Th
a pouºitím Greenovej vety dostaneme∫

K

∂w

∂t
· ϕdx+

∫
∂K

d∑
s=1

fs(w)nKs · ϕdS −
∫
K

d∑
s=1

fs(w) · ∂ϕ
∂x
dx =

∫
K

g(w) · ϕdx,
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kde nKs je vonkaj²ia jednotková normála na ∂K. S£ítaním cez v²etky elementy
K ∈ Th a preusporiadaním hrani£ných £lenov obdrºíme∫

Ω

∂w

∂t
· ϕdx+

∫
Fh

d∑
s=1

fs(w)ns · [ϕ]dS−
∑
K∈Th

∫
K

d∑
s=1

fs(w) · ∂ϕ
∂x
dx =

∫
Ω

g(w) · ϕdx.

(2.8)
Podobne ako v metóde kone£ných objemov aproximujeme fyzikálny tok

∑d
s=1 f(w)ns

numerickým tokom H(w(L), w(R), n)∫
Γ

d∑
s=1

fs(w)ns · [ϕ]dS ≈
∫

Γ

H(w(L), w(R), n)[ϕ]dS.

Vo©bu numerického toku a jeho vlastnosti popí²eme neskôr.
Ozna£me

bh(w,ϕ) =
∑
Γ∈Fh

∫
Γ

H(w(L), w(R), n)[ϕ]dS −
∑
K∈Th

∫
K

d∑
s=1

fs(w) · ∂ϕ
∂x
dx

a pravú stranu

lh(w,ϕ) = −
∫

Ω

g(w) · ϕdx.

De�nícia 2.3.1. Hovoríme, ºe wh je DGM rie²enie problému (2.5)-(2.7), ak

• wh ∈ C1([0, T ];Shp),

• d

dt
(wh(t), ϕh) + bh(wh(t), ϕh) + lh(wh, ϕh) = 0, ∀ϕh ∈ Shp, ∀t ∈ (0, T ),

• wh(0) = w0
h,

kde w0
h je Shp aproximácia po£iato£nej podmienky w0.

2.3.1 Numerické toky

V predchádzajúcej £asti sme aproximovali fyzikálny tok numerickým tokom podob-
ne ako v metóde kone£ných objemov.

Predpokladáme, ºe numerický tok H má nasledujúce vlastnosti:

• H(u, v, n) je de�novaný a spojitý na D ×D × B1, kde D je de�ni£ný obor
tokov fs a B1 = {n ∈ Rd; |n| = 1}.

• H je konzistentný

H(u, u, n) = P (u, n) =
d∑
s=1

fs(w)ns.

• H je konzervatívny

H(u, v, n) = −H(v, u,−n), u, v ∈ D,n ∈ B1.

Numerické toky sp¨¬ajúce tieto vlastnosti sú napr. Lax-Friedrichs, Godunov,
Roe, Osher-Solomon, at¤. My budeme pouºíva´ Vijayasundaramov numerický
tok, ktorý sa ve©mi dobre osved£il v kontextu nespojitej Galerkinovej metódy pre
ve©kú ²kálu komplikovaných úloh pre Eulerové rovnice, viz. [10].
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2.3.2 Vijayasundaramov numerický tok HV S

Vieme, ºe základná vlastnos´ systému Eulerových rovníc je hyperbolicita. To
znamená, ºe matica P(w, n) je diagonalizovate©ná s reálnymi vlastnými £íslami a
preto existujú matice T(w, n) ∈ Rd+2,d+2 a D(w, n) = diag(λ1, . . . , λd+2) sp¨¬ajúce

P(w, n) = TDT−1,

kde λ1, . . . , λd ∈ R sú vlastné £ísla matice P(w, n). Platí

P(w, n) = P+(w, n) + P−(w, n),

P±(w, n) = TD±T−1, D± = diag(λ±1 , . . . , . . . , λ
±
d+2).

Vijayasundaramov numerický tok de�nujeme ako

HV S(wL, wR, n) = P+

(
wL + wR

2
, n

)
wL + P−

(
wL + wR

2
, n

)
wR,

kde λ+ = max {0, λ}, λ− = min {0, λ}.

2.4 �asová diskretizácia

Pre £asovú diskretizáciu na²eho problému pouºijeme ako základ semi-implicitnú
Eulerovú metódu z [10]. V¤aka tejto diskretizácii obdrºíme len jednu sústavu
lineárnych rovníc na 1 £asovej vrstve. Diskretizácia tohto typu má to ve©mi dobré
vlastnosti stability.

Nech B = {zα}nα=1 je báza v priestore Shp, n = dim Shp. H©adáme pribliºné
rie²enie wh ∈ Shp tvaru

wh(t) =
n∑

α=1

ξα(t)zα.

V¤aka linearite v (2.8) v premennej ϕ, moºno ako testovacie funkcie pouºi´ práve
bázové funkcie zα ∈ B, α = 1, . . . , n. Dostaneme tým systém oby£ajných diferen-
ciálnych rovníc pre neznamé ξα(t), α = 1, . . . , n.

Uvaºujme £asové delenie intervalu [0, T ] , 0 = t0 < t1 < t2 < . . . . Ozna£me
τk = tk+1 − tk. Pouºijeme Eulerovú doprednú diskretizáciu, tj.

∂wh(tk)

∂t
≈ wk+1

h − wkh
τk

,

kde wkh ≈ wh(tk).
Na²a úloha teraz je nájs´ wk+1

h také, ºe

• wk+1
h ∈ Shp,

•
(
wk+1
h − wkh
τk

, ϕh

)
+ b̃h(w

k+1
h , wkh, ϕh) + l̃h(w

k+1
h , ϕh) = 0,

∀ ϕh ∈ Shp, k = 0, 1, . . . ,

• w0
h ∈ Shp je aproximácia w0,
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kde b̃h(wk+1
h , wkh, ϕh) dostaneme linearizáciou formy bh pomocou homogenity vek-

torových funkcií Eulerových rovníc a to nasledovne. Poloºme

σ1 = −
∑
K∈Th

∫
K

d∑
s=1

A(wkh)w
k+1
h · ∂ϕh

∂x
dx

a

σ2 =
∑
Γ∈Fh

∫
Γ

(
P+(〈wkh〉Γ, nΓ)

(
wk+1
h

)(L)

Γ
+ P−(〈wkh〉Γ, nΓ)

(
wk+1
h

)(P )

Γ

)
· [ϕh]dS.

Formu b̃h(wkh, w
k+1
h , ϕh) de�nujeme ako sú£et σ1 a σ2, tj.

b̃h(w
k
h, w

k+1
h , ϕh) = σ1 + σ2. (2.9)

Forma b̃h je v prvej premennej nelineárna, tú berieme explicitne a v druhej
premennej lineárna, tú berieme implicitne.

Semi-implicitná schéma je

De�nícia 2.4.1. Pre kaºdé k = 0, 1, . . . a ϕh ∈ Shp h©adáme wk+1
h také, ºe

• wk+1
h ∈ Shp,

• (wk+1
h , ϕh) + τkb̃h(w

k
h, w

k+1
h , ϕh) + τk l̃h(w

k
h, w

k+1
h , ϕh) = (wkh, ϕh),

• w0
h ∈ Shp.

Funkcia w0
h je Shp aproximácia po£iato£nej podmienky w0.

Vo©bu formy l̃h popí²eme v nasledujúcej podkapitole. Teraz je dôleºité upo-
zorni´, ºe táto diskretizácia odpovedá n lineárnym rovniciam

(M + τkB)︸ ︷︷ ︸
C

ξk+1 = Mξk, (2.10)

kde ξk = (ξ1, ξ2, . . . , ξ
k
n) a ξkα je aproximácia ξα(tk).

Volíme bázové funkcie s nosi£om na jednom elemente K. Dvojitý integrál v
l̃h sa zredukuje z

∫
R

∫
R · dydx na

∫
K

∫
R · dydx. Za predpokladu nulovosti formy l̃h

je matica C riedka. Riedká matica pre ve©ké systémy lineárnych rovníc môºeme
numericky rie²i´ napr. pomocou softvérového balíka UMFPACK. Túto riedkos´
potrebujeme zachova´ a zoh©adni´ pri vo©be formy l̃h.

Matica M = (mij)
n
i,j=1 je symetrická, pozitívne de�nítna blokovo diagonálna

matica tuhosti s prvkami

mij =

∫
Ω

zizj.

Matica B reprezentuje formy b̃h a l̃h. Pokia© je M regulárna, o£akávame, ºe pre
malé τk je matica C tieº regulárna. Pre dostato£ne malé τk je matica C blízka
blokovo diagonálnej matici s dvoma blokmi v prvom hornom a ©avom dolnom
rohu (Obr.2.1).
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∗∗ ∗∗∗∗ ∗∗∗∗ ∗∗ ∗∗∗ ∗∗∗∗ ∗
∗∗ ∗∗∗∗∗ ∗ ∗∗∗∗

∗∗∗∗ ∗∗∗ ∗ ∗∗∗∗∗ ∗∗∗∗∗ ∗∗
∗∗∗ ∗∗∗ ∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗∗∗

Obr. 2.1: Tvar matice sústavy (2.10).

2.4.1 Diskretizácia formy lh(w,ϕh)

E²te nevieme ako diskretizova´ formu lh(w,ϕh), ktorá je nelineárna a nelokálna
vzh©adom k w.

Uvaºujme vektor g(w) = (0,A,B)T z pravej strany rovnice (2.1) a prepí²me
integrál A do tvaru vektoru w = (w1, w2, w3) = (ρ, ρu,E)

A =

∫
R
b(|x− y|)

(
u(x, t)− u(y, t)

)
ρ(x, t)ρ(y, t)dy

=

∫
R
b(|x− y|)

(
ρ(y, t)︸ ︷︷ ︸
w1(y,t)

ρ(x, t)u(x, t)︸ ︷︷ ︸
w2(x,t)

− ρ(x, t)︸ ︷︷ ︸
w1(x,t)

ρ(y, t)u(y, t)︸ ︷︷ ︸
w2(y,t)

)
dy

=

∫
R
b(|x− y|)

(
w1(y, t)w2(x, t)− w1(x, t)w2(y, t)

)
dy

=

∫
R
b(|x− y|)

(
w1(y, t), w2(y, t), w3(y, t)

)
︸ ︷︷ ︸

w(y,t)

·
(
w2(x, t),−w1(x, t), 0

)
dy

=

∫
R
b(|x− y|)

(
w1(x, t), w2(x, t), w3(x, t)

)
︸ ︷︷ ︸

w(x,t)

·
(
−w2(y, t), w1(y, t), 0

)
dy.

Podobne tento proces zopakujeme aj s integrálom B

B =

∫
R
b(|x− y|)ρ(x, t)

(
ρ(y, t)u(x, t)u(y, t)− 2E(y, t)

)
dy

=

∫
R
b(|x− y|)

(
ρ(x, t)u(x, t)︸ ︷︷ ︸

w2(x,t)

ρ(y, t)u(y, t)︸ ︷︷ ︸
w2(y,t)

−2 ρ(x, t)︸ ︷︷ ︸
w1(x,t)

E(y, t)︸ ︷︷ ︸
w3(y,t)

)
dy

=

∫
R
b(|x− y|)

(
w1(y, t), w2(y, t), w3(y, t)

)
︸ ︷︷ ︸

w(y,t)

·
(

0, w2(x, t),−2w1(x, t)

)
dy

=

∫
R
b(|x− y|)

(
w1(x, t), w2(x, t), w3(x, t)

)
︸ ︷︷ ︸

w(x,t)

·
(
−2w3(y, t), w2(y, t), 0

)
dy.

Zaujímavými sú pre nás, ako v prípade A tak aj v prípade B, posledné dva
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integrály. Volíme dve nasledovné diskretizácie.

1.moºnos´
Vychádzajme z predposledných integrálov, tj.

A =

∫
R
b(|x− y|)w(y, t) ·

(
w2(x, t),−w1(x, t), 0

)
dy

a

B =

∫
R
b(|x− y|)w(y, t) ·

(
0, w2(x, t),−2w1(x, t)

)
dy.

Vektor g(w) môºme zapísa´ ako

g(w)(x, t) =

∫
R
b(|x− y|)U

(
w(x, t)

)
w(y, t)dy,

kde U(w) ∈ R3×3 je matica tvaru

U
(
w(x, t)

)
=

 0 0 0
w2(x, t) −w1(x, t) 0

0 w2(x, t) −2w1(x, t)

 .

Zvo©me aproximáciu w(x, t) ≈ wkh a w(y, t) ≈ wk+1
h a de�nujme diskretizáciou

formy lh(w,ϕh) ako formu

l̃h(w
k
h, w

k+1
h , ϕh) =

∫
R

∫
R
b(|x− y|)U

(
wkh(x)

)
wk+1
h (y)dy · ϕh(x)dx.

2.moºnos´
Teraz vychádzajme z posledných integrálov, tj.

A =

∫
R
b(|x− y|)w(x, t) ·

(
−w2(y, t), w1(y, t), 0

)
dy

a

B =

∫
R
b(|x− y|)w(x, t) ·

(
−2w3(y, t), w2(y, t), 0

)
dy.

V tomto prípade môºeme vektor g(w) zapísa´ nasledovne

g(w)(x, t) =

∫
R
b(|x− y|)U

(
w(y, t)

)
w(x, t)dy,

kde U(w) ∈ R3×3 je matica tvaru

U
(
w(y, t)

)
=

 0 0 0
−w2(y) w1(y) 0
−2w3(y) w2(y) 0

 .

Zvo©me aproximáciu w(x, t) ≈ wk+1
h a w(y, t) ≈ wkh a de�nujme diskretizáciu

formy lh(w,ϕh) ako formu

l̃h(w
k
h, w

k+1
h , ϕh) =

∫
R

(∫
R
b(|x− y|)U

(
wkh(y)

)
dy

)
wk+1
h (x) · ϕh(x)dx. (2.11)
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V prvom prípade dostaneme hustú maticu sústavy lineárnych rovníc, £o by
bol problém pre numerické rie²enie. Preto túto moºnos´ vylú£ime.

Naopak v druhom prípade sa riedkos´ zachová a táto forma je nelineárna
v prvej premennej, ktorú berieme ako explicitnú a v druhej premennej lineár-
na, ktorú berieme implicitne. Navrhnutá diskretizácia formy lh je blízka postupu
vo©by diskretizácie formy bh. Touto diskretizáciou dostaneme schému blízku semi-
implicitnej linearizácii Eulerových rovníc z £lánku [10].

Odvodenie diskretizácie sme spravili len pre funkciu (1.36), tj. var1. U druhej
varianty (1.37) by sme boli schopný takto napísa´ len 2. moºnos´, £o zrejme
nevadí, pretoºe je to ten efektívnej²í spôsob. Jediný rozdiel je v matici U(w). Ak
budeme voli´ funkciu var2, potom matica je tvaru

U
(
w(y, t)

)
=

 0 0 0
−w2(y) w1(y) 0

−2w3(y)
3
− 2w2(y)w2(y)

3w1(y)
w2(y) 0

 .

2.5 Zachytenie ²oku

Systém Eulerových rovníc je hyperbolická rovnica 1. rádu. Rie²enie takýchto
rovníc je typicky nespojité a to uº v kone£nom £ase i pre hladkú po£iato£nú
podmienku. Metóda kone£ných objemov pracuje s takými nespojitos´ami dobre.
U schém vy²²ích rádov pozorujeme lokálne Gibsov jav (blízko nespojitosti sa
vytvorí oscilácia). Vyhnú´ sa takému chovaniu môºeme pouºitím dodato£ných
stabiliza£ných £lenov.

Stabiliza£ná technika z práce [10] je nasledujúca. Ozna£me ukh nejakú skalárnu
veli£inu charakterizujúcu aproximáciu rie²enia wkh. Z numerických experimentov
vyplýva, ºe vhodnou vo©bou pri Eulerových rovniciach je hustota. De�nujme in-
dikátor nespojitosti

gk(K) =

∫
∂K

[ukh]
2

hµK
dS, ∀K ∈ Th,

kde µ > 0 je daná kon²tanta a diskrétny indikátor nespojitosti

Gk(K) =

{
0 ak gk(K) < 1,
1 inak.

Osved£ilo sa nám v jednej priestorovej dimenzii pouºi´ µ = 1/2 alebo µ = 1.
De�nujme formu umelej viskozity

Φ1
h(w

k
h, w

k+1
h , ϕh) = ν1

∑
K∈Th

hKG
k(K)

∫
K

∇wk+1
h · ∇ϕhdx, (2.12)

kde ν1 = O(1) je daná kon²tanta. Táto forma odpovedá pridaniu Laplaceovho
operátoru s nulovou Neumannovou okrajovou podmienkou na kaºdom elemente
zvlá²´. V práci [10] bolo dokázané, ºe táto stabilizácia je ob£as nedostato£ná,
pretoºe funguje na kaºdom elemente zvlá²´. V niektorých prípadoch je potreba
prida´ difúziu pôsobiacu medzi elementami. V práci [10] je navrhnutá nasledujúca
forma penalizujúca skoky medzi elementami

Φ2
h(w

k
h, w

k+1
h , ϕh) = ν2

∑
Γ∈Fh

∑
K:Γ⊂∂K

1

2
(Gk(K))

∫
Γ

[wk+1
h ] · [ϕh]dS, (2.13)
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kde ν2 = O(1) je daná kon²tanta.
Z numerických experimetov sme zistili, ºe je výhodné pouºi´ ν1 = ν2 = 0, 3.

2.6 Zhrnutie - výsledná schéma

Výsledná semi-implicitná schéma aj so stabiliza£nými £lenmi je

De�nícia 2.6.1. Pre kaºdé k = 0, 1, . . . a ϕh ∈ Shp nájs´ wk+1
h také, ºe

• wk+1
h ∈ Shp,

•
(
wk+1
h − wkh
τk

, ϕh

)
+ b̃h(w

k
h, w

k+1
h , ϕh) + l̃h(w

k
h, w

k+1
h , ϕh)

+ Φ1
h(w

k
h, w

k+1
h , ϕh) + Φ2

h(w
k
h, w

k+1
h , ϕh) = 0,

• w0
h ∈ Shp.

Funkcia w0
h je Shp aproximácia po£iato£nej podmienky w0.

Stabiliza£né £leny Φ1
h, Φ2

h sú dané vz´ahmi (2.12) a (2.13). Formy b̃h a l̃h sú
de�nované v (2.9) a (2.11).

2.7 Implementácia

Posledný krok k získaniu numerických výsledkov tohto problému je jeho imple-
mentácia. Numerické výsledky predstavené v nasledujúcej kapitole sme dostali po-
mocou programu napísanom v jazyku C. Na vyrie²enie lineárneho systému rovníc
bol pouºitý softvérový balík UMFPACK. Vo©bu bázových funkcií a kvadratúrnych
vzorcov popí²eme v nasledujúcich podkapitolách. Pri numerických experimentoch
sme zistili, ºe rie²enie typicky dosahuje stavu vákua v oblastiach, kde sa nevysky-
tuje k¯de©. Pretoºe Eulerové rovnice prestávajú by´ v tomto prípade dobre de�-
nované, je nutné tomuto problému venova´ zvlá²´ pozornos´. Výslednú procedúru
nazývame postprocessing a je popísaný v podkapitole 2.7.3.

2.7.1 Numerická integrácia

Vo formulácii nespojitej Galerkinovej metódy sa vyskytujú integrály typu
∫
K
f(x)dx

a
∫

Γ
f(x)dS. Na²im cie©om je dosiahnú´ vysokého rádu presnosti. Na numerické

rie²enie týchto integrálov preto volíme Gaussove kvadratúrne vzorce, tj.∫
f(x)dx ≈

n∑
i=0

wif(xi),

kde váhy kvadratúry sú wi a xi zna£ia uzly kvadratúry ([3], [14]).
Uzlové body sú volené optimálne tak, aby bolo moºné dosiahnu´ vysokého

rádu presnosti. Pri kon²trukcii Gaussových kvadratúr je posta£ujúce voli´ za uzly
korene Legendrových polynómov. Váhy Gaussovej kvadratúry sa uº následne volia
tak, aby bol dosiahnutý rád presnosti 2n− 1.

Uzly a váhy pre nami pouºívanú hodnotu n = 3 (vypo£ítané pre Gaussove
kvadratúry de�novaných na intervale 〈0, 1〉) moºno nájs´ v tabu©ke (Tab. 2.1).

28



n Uzly xi Váhy wi

3
1±
√

3/5

2
5
18

1
2

4
9

Tabu©ka 2.1: Váhy a uzly pre Gaussovu kvadratúru n=3.

2.7.2 Bázové funkcie

Numerické rie²enie h©adáme v priestore Shp, ktorého dimenziu ozna£íme ako n.
Do tohto priestoru patria aj polynómy. Môºme zvoli´ bázu {1, x, x2, . . . , xn−1}.
Av²ak v tomto prípade sú bloky matice M zle podmienené a dochádza k stráte
presnosti. Vhodnej²ie je pouºitie ortogonálnych polynómov, napr. Legendrových
polynómov. Pouºitím Legendrových polynómov v nespojitej Galerkinovej metóde
dostaneme diagonálnu maticu M.

Legendrov polynóm stup¬a n de�novaný na intervale 〈−1, 1〉 budeme ozna£ova´
ako Pn. Polynómy sp¨¬ajú L2- ortogonalitu, tzn.∫ 1

−1

Pk(s)Pl(s)ds =
2

2k + 1
δk,l, ∀k, l ∈ N0.

Norma polynómu Pn je preto

‖Pn(x)‖L2(〈−1,1〉) =

√
2

2n+ 1
.

Základné rekurentné vz´ahy ur£ujúce Legendrove polynómy
Hodnotu n-tého Legendrovho polynómu v bode x moºno ur£i´ z rekurentného

vz´ahu

P0(x) = 1,

P1(x) = x,

Pn+1(x) =
2n+ 1

n+ 1
Pn(x)− n

n+ 1
Pn−1(x).

Pre deriváciu n-tého Legendrovho polynómu platí

P ′n(1) =
n(n+ 1)

2
,

x2 − 1

n
P ′n(x) = xPn(x)− Pn−1(x).

Prvých pä´ Legendrovych polynómov de�novaných na 〈−1, 1〉 je

P0(x) = 1,

P1(x) = x,

P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
,

P3(x) =
5

2
x3 − 3

2
x,

P4(x) =
35

8
x4 − 30

8
x2 +

3

8
.
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Dôleºité Legendrove polynómy, ktoré budeme pouºíva´ v implementácii budú
posunuté Legendrove polynómy Qn. Tieto polynómy sú de�nované na intervale
〈0, 1〉 a sp¨¬ajú

Qn(x) = Pn(2x− 1),

‖Qn(x)‖L2(〈0,1〉) =

√
1

2n+ 1
.

Prvých pä´ posunutých Legendrovych polynómov de�novaných na 〈0, 1〉 je

Q0(x) = 1,

Q1(x) = 2x− 1,

Q2(x) = 6x2 − 6x+ 1,

Q3(x) = 20x3 − 30x2 + 12x− 1,

Q4(x) = 70x4 − 140x3 + 90x2 − 20x+ 1.

Viac informácii o ortogonálných polynómov moºno nájs´ napr. v [19].

2.7.3 Vákuum a postprocessing

Vákuum je charakteristické podmienkou ρ = 0 a z toho vyplývajúcej nulovej
celkovej energie E = 0 a tieº tlaku p.

V na²om prípade máme model, ktorý by mal po nejakom £ase dosiahnú´ stavu
T = 0. Tlak je de�novaný ako sú£in hustoty a teploty, tj. p = ρT . Pokia© sa
snaºíme dosiahnú´ stavu T → 0, ovplyv¬ova´ to bude ako hustotu tak i tlak.

Nevazké Eulerové toky a tieº numerický tok sú de�nované na oblasti D, kde
ρ > 0 a p > 0. Pokia© je jedna z týchto hodnôt nulová, nastane problém.

Z numerických experimentoch sa ukázalo, ºe hustota bude po ur£itom £ase na
niektorých elementoch nulová alebo dokonca záporná. Problémom je uº spomí-
naný problém s numerickým tokom. Existuje nieko©ko prístupov pre rie²enie Eule-
rových rovníc s vákuom. My sme zvolili ve©mi jednoduchú variantu nahradením
nulových veli£ín malou epsilonovou hodnotou na kaºdej £asovej vrstve. Tento
postup nazývame postprocessing.

Majme pevne dané ε > 0 (napr. 10−6). Postprocessingom budeme nazýva´
postup pozostávajúci z nieko©kých krokov, ktorými budeme pre kaºdý element
zis´ova´, £i dáta k nemu prislúchajúce sú vákuum, resp. �skoro� vákuum (ρ < ε
alebo p < ε) alebo nie. V kladnom prípade vyuºijeme kon²tantu ε a malé hodnoty
nahradíme práve touto kon²tantou. Tým zaru£íme to, ºe program bude schopný
pokra£ova´ v ¤al²ích výpo£toch. Ve©ký význam tohto postupu sa prejavuje hlavne
v situáciach kedy máme na elementy, kde sú dáta odpovedajúce vákuu, resp.
�skoro� vákuu.

Je dôleºité si uvedomi´, ºe pokia© dostaneme nulovú hustotu alebo tlak, úloha
sa zmení. Nemoºno teda predpoklada´, ºe danú úlohu moºno rie²i´ do ©ubovo©ného
£asového okamºiku metódou, ktorej numerický tok a princíp je zaloºený na pod-
mienke kladnosti hustoty aj tlaku. Postprocessing ale zaistí, ºe ak dostaneme
niekde hodnoty ve©mi blízke vákua (ρ < ε alebo p < ε), tak po postprocessingu
bude program ¤alej schopný pokra£ova´ vo výpo£toch.
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Postprocessing

1. Poloº FLAG=0. (Zatia© sme nezistili, ºe by nejaká hodnota popisovala váku-
um, resp. bola blízka vákuu.)

2. Ak hustota ρ|Γ < ε pre nejakú Γ ⊂ ∂K, potom FLAG=1.

3. Ak hustota ρ < ε na K (zis´ujeme len v kvadratúrnych uzloch), potom
FLAG=1.

4. Ak FLAG=1, potom ρ = ε a ρu = 0.

5. Poloº FLAG=0.

6. Ak T |Γ < ε pre nejakú Γ ⊂ ∂K, potom FLAG=1.

7. Ak T < ε na K (zis´ujeme len v kvadratúrnych uzloch), potom FLAG=1.

8. Ak FLAG=1, potom E = ρ
(
u2

2
+ 3

2
ε
)
.

De�nícia v bode 8. má zaisti´, aby T , resp. p = ρT nemohli výjs´ nulové, £i
záporné. Tento postup je nutné voli´ pretoºe p a T nie sú priamo neznáme, ale
veli£iny závislé na E.
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3. Numerické výsledky

V prvej kapitole sme sa dozvedeli nie£o o rovnici popisujúcej �ocking. Odvodili
sme ju a zistili, ºe má tvar systému Eulerových rovníc so ²peciálnou pravou stra-
nou. Jej diskretizáciu sme predstavili v predchádzajúcej kapitole pomocou semi-
implicitnej nespojitej Galerkinovej metódy.

V tejto £asti popí²eme numerické výsledky pre jednodimenzionálny prípad.
Pod©a schémy z 2. kapitoly sme úlohu naprogramovali v jazyku C na oblasti
Ω = [0, 1] s periodickými okrajovými podmienkami.

Rýchlos´ u(x), hustota ρ(x), teplota T (x), kde x ∈ Ω, charakterizujú po£ia-
to£nú podmienku, tj. vektorovú funkciu w0(x). Hodnotami ρ̄, ū, T̄ ozna£ujeme
kon²tantné funkcie.

Z numerických experimentov sa ukázalo, ºe je nutné voli´ v stabiliza£ných
£lenoch kon²tanty ν1 = ν2 = 0.3 a µ = 1/2.

Kon²tanty vo funkcii (1.35) boli nastavené na hodnoty λ = 1, β = 0.1 aK = 1.
Po£et elementov je vºdy 400. Aproximácia bola vo v²etkých prípadoch apro-

ximácia kvadratickými funkciami. Po£et kvadratúrnych uzlov bol nastavený na 3.
�asový krok vo v²etkých prípadoch bol τ = 10−3. V postprocessingu sme nastavili
ε = 10−6.

Zavádzame zna£enie:
umax(t) := maxx∈Ω |u(x, t)| - maximálna rýchlos´ v £ase t,
Tmin(t) := minx∈Ω T (x, t) - minimálna teplota v £ase t,
ρmin(t) := minx∈Ω ρ(x, t) - minimálna hustota v £ase t.

Pre kaºdý prípad uvedieme aj graf, ktorý reprezentuje maximalnú rýchlos´
umax(t), minimálnu teplotu Tmin(t) a minimálnu hustotu ρmin(t).

Pre preh©adnos´ sú tabu©ky z grafmi hustoty, rýchlosti, energie a teploty spolu
s medzivýsledkami uvedené aº na konci kapitoly.

3.1 Testovací príklad

Na overenie správnosti ná²ho programu, sme pouºili tento jednoduchý prípad:

u(x) = ū,

ρ(x) = ρ̄,

T (x) = T̄ ,

kde x ∈ Ω. Hodnoty ū, ρ̄ implikujú A(ρ, u)(x) = 0 a

B(ρ, u, T )(x) = −cρ̄(x)

∫
R
b(|x− y|)ρ̄(y)T (y)dy,

kde c je kon²tanta závislá od vo©by funkcie vark (postupne pre k = 1, resp. k = 2
má hodnoty c = 3, resp. c = 1). Hustota a rýchlos´ sa nebude meni´. Teplota
bude v¤aka nenulovosti B(ρ, u, T ) klesa´, T → 0.

Pri vo©be ρ = 1, u = 0.4 a T = 1 nám program hustotu aj rýchlos´ naozaj
nemenil. Vývoj teploty T (t) reprezentuje graf (Obr. 3.1).
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Obr. 3.1: Vývoj teploty pre testovací prípad (postupne pre (1.36) a (1.37)).

3.2 Prípad £. 1

Vo©ba po£iato£nej podmienky v tomto prípade bola

ρ(x) = exp

(
−(x− 0.5)2

0.1

)
,

u(x) = − sin(2πx),

T (x) = 10,

kde x ∈ Ω. Hustota je Gaussovská distribu£ná funkcia centralizovaná v 0.5.
Vývoj rie²enia sme sledovali do £asu t = 4.5 pre var1 a do £asu t = 12 pre

var2. Autori £lánku [12] tento vývoj sledovali len do £asu t = 3.1, pretoºe im to
havarovalo - nerie²ia vákuum.

Teplota aj rýchlos´ konvergujú k nulovej funkcii. Pre funkciu var1 sa uº v £ase
t ≈ 3 vytvoril k¯de© - ostrý hrb uprostred. Pre funkciu var2 to bolo aº v £ase
t ≈ 9. To znamená, ºe model s var1 popisuje rýchlej²í �ocking neº model s var2.
Rie²enie tohto prípadu je znázornené v (Tab. 3.1)-(Tab. 3.8).

Grafy (Obr. 3.2) reprezentujú maximálne rýchlosti v £ase, tj. umax(t). Grafy
(Obr. 3.3) reprezentujú minimálnu teplotu v £ase, tj. Tmin(t). Minimálne hustoty
ρmin(t) sú na (Obr. 3.4).
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Obr. 3.2: Príklad £. 1. - Maximálna rýchlos´ umax(t) pre funkcie (1.36) a (1.37).
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Obr. 3.3: Príklad £. 1. - Minimálna teplota Tmin(t) pre funkcie (1.36) a (1.37).
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Obr. 3.4: Príklad £. 1. - Minimálna hustota ρmin(t) pre funkcie (1.36) a (1.37).

3.3 Prípad £. 2

V druhom prípade boli ponechané po£iato£né podmienky prvého prípadu, tj.

ρ(x) = exp

(
−(x− 0.5)2

0.1

)
,

u(x) = − sin(2πx),

T (x) = 10,

kde x ∈ Ω.
V programe sme vypli �ocking - pravú stranu nastavili na nulu, A = B = 0.

Tento príklad slúºi na porovnanie chovania modelu s �ockingom (tj. prípad £.1)
a bez neho (prípad £.2).

Rie²enie rýchlo konverguje ku stacionárnemu rie²eniu: u = 0, p = kon²., T, ρ
konvergujú ku stacionárnej funkcii - sú nekon²tantné. Rie²enie je znázornené v
(Tab. 3.9)-(Tab. 3.12). Pozorujeme ve©ký rozdiel oproti prípadu £.1. �al²í rozdiel
moºno vidie´ na grafoch umax, ρmin a Tmin. Maximálna rýchlos´ umax(t) konver-
guje k nule, (Obr. 3.5). Na rozdiel od prípadu £.1 ρmin(t), Tmin(t) nekonvergujú k
0, (Obr.3.6).
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Obr. 3.5: Prípad £.2 - Maximálna rýchlos´ umax(t).
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Obr. 3.6: Prípad £.2 - Minimálna hustota ρmin(t) a minimálna teplota Tmin(t).

3.4 Prípad £. 3

V tomto prípade nastavíme po£iato£ný tlak a rýchlos´ na kon²tantu. Hustota
bude rovnaká ako v prvom prípade. Po£iato£né podmienky sú

ρ(x) = exp

(
−(x− 0.5)2

0.1

)
,

u(x) = 0,

p(x) = ρ(x)T (x) = 1,

kde x ∈ Ω.
Bez �ockingu sa pre takéto po£iato£né podmienky ni£ nemení, tj. rie²enie u

plynov nezávisí na £ase. S �ockingom je ale situácia iná. Flocking vynutí zmenu
rýchlosti aj tlaku (k¯de© sa dá do pohybu). Priebeh tejto situácie znázor¬ujú
tabu©ky (Tab. 3.13)-(Tab. 3.20).

Maximálne rýchlosti umax(t) sú znázornené na obrázku (Obr. 3.7). Minimálne
teploty Tmin(t) sú na (Obr. 3.8) a minimálne hustoty ρmin(t) na obrázku (Obr.
3.9)
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Obr. 3.7: Prípad £.3 - Maximálna rýchlos´ umax(t) pre funkcie (1.36) a (1.37).
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Obr. 3.8: Príklad £. 3. - Minimálna teplota Tmin(t) pre funkcie (1.36) a (1.37).
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Obr. 3.9: Príklad £. 3. - Minimálna hustota ρmin(t) pre funkcie (1.36) a (1.37).
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3.5 Prípad £. 4

Teraz sa pokúsme napodobni´ dva k¯dle. Po£iato£né podmienky budú

ρ(x) = 0.1 + exp(−1000(x− 0.4)2) + 0.5 exp(−1000(x− 0.5)2),

u(x) = 0,

p(x) = ρ(x)T (x) = 1.

Pôsobením �ockingu sa to celé dá do pohybu. K¯dle sa za£nú koncentrova´, zlejú
sa dokopy. Situáciu znázor¬ujú (Tab. 3.21)-(Tab. 3.24). Po£ítaná bola len varianta
s funkciou var2.

Obrázok (Obr. 3.10) reprezentuje maximálnú rýchlos´ umax(t). Minimálnu
teplotu Tmin(t) popisuje (Obr. 3.11) a minimálnu hustotu ρmin(t) (Obr. 3.12).

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0  1  2  3  4  5  6

Obr. 3.10: Prípad £.4 - Maximálna rýchlos´ umax(t) pre funkciu (1.37).
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Obr. 3.11: Prípad £.4 - Minimálna teplota Tmin(t) pre funkciu (1.37).
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Obr. 3.12: Prípad £.4 - Minimálna hustota ρmin(t) pre funkciu (1.37).
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Tabu©ka 3.1: Prípad £.1: Hustota (var1).
�as Hustota �as Hustota

t=0.0 t=0.5

t=1.0 t=1.5

t=2.0 t=2.5

t=3.0 t=3.5

t=4.0 t=4.5
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Tabu©ka 3.2: Prípad £.1: Rýchlos´ (var1).
�as Rýchlos´ �as Rýchlos´

t=0.0 t=0.5

t=1.0 t=1.5

t=2.0 t=2.5

t=3.0 t=3.5

t=4.0 t=4.5
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Tabu©ka 3.3: Prípad £.1: Teplota (var1).
�as Teplota �as Teplota

t=0.0 t=0.5

t=1.0 t=1.5

t=2.0 t=2.5

t=3.0 t=3.5

t=4.0 t=4.5
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Tabu©ka 3.4: Prípad £.1: Tlak (var1).
�as Tlak �as Tlak

t=0.0 t=0.5

t=1.0 t=1.5

t=2.0 t=2.5

t=3.0 t=3.5

t=4.0 t=4.5
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Tabu©ka 3.5: Prípad £.1: Hustota (var2).
�as Hustota �as Hustota

t=0.0 t=0.5

t=2.0 t=3.5

t=6.0 t=7.0

t=8.0 t=9.0

t=10.0 t=12.0
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Tabu©ka 3.6: Prípad £.1: Rýchlos´ (var2).
�as Rýchlos´ �as Rýchlos´

t=0.0 t=0.5

t=2.0 t=3.5

t=6.0 t=7.0

t=8.0 t=9.0

t=10.0 t=12.0
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Tabu©ka 3.7: Prípad £.1: Teplota (var2).
�as Teplota �as Teplota

t=0.0 t=0.5

t=2.0 t=3.5

t=6.0 t=7.0

t=8.0 t=9.0

t=10.0 t=12.0
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Tabu©ka 3.8: Prípad £.1: Tlak (var2).
�as Tlak �as Tlak

t=0.0 t=0.5

t=2.0 t=3.5

t=6.0 t=7.0

t=8.0 t=9.0

t=10.0 t=12.0
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Tabu©ka 3.9: Prípad £.2: Hustota.
�as Hustota �as Hustota

t=0.0 t=1.0

t=2.0 t=3.0

t=5.0 t=10.0

t=20.0 t=30.0
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Tabu©ka 3.10: Prípad £.2: Rýchlos´.
�as Rýchlos´ �as Rýchlos´

t=0.0 t=1.0

t=2.0 t=3.0

t=5.0 t=10.0

t=20.0 t=30.0
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Tabu©ka 3.11: Prípad £.2: Teplota.
�as Teplota �as Teplota

t=0.0 t=1.0

t=2.0 t=3.0

t=5.0 t=10.0

t=20.0 t=30.0
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Tabu©ka 3.12: Prípad £.2: Tlak.

t=0.0 t=1.0

t=2.0 t=3.0

t=5.0 t=10.0

t=20.0 t=30.0
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Tabu©ka 3.13: Prípad £.3: Hustota (var1).
�as Hustota �as Hustota

t=0.0 t=0.3

t=0.5 t=0.7

t=1.0 t=1.5

t=2.0 t=2.3

t=2.5 t=2.7

51



Tabu©ka 3.14: Prípad £.3: Rýchlos´ (var1).
�as Rýchlos´ �as Rýchlos´

t=0.0 t=0.3

t=0.5 t=0.7

t=1.0 t=1.5

t=2.0 t=2.3

t=2.5 t=2.7
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Tabu©ka 3.15: Prípad £.3: Teplota (var1).
�as Teplota �as Teplota

t=0.0 t=0.3

t=0.5 t=0.7

t=1.0 t=1.5

t=2.0 t=2.3

t=2.5 t=2.7
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Tabu©ka 3.16: Prípad £.3: Tlak (var1).
�as Tlak �as Tlak

t=0.0 t=0.3

t=0.5 t=0.7

t=1.0 t=1.5

t=2.0 t=2.3

t=2.5 t=2.7
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Tabu©ka 3.17: Prípad £.3: Hustota (var2).
�as Hustota �as Hustota

t=0.0 t=0.5

t=1.0 t=2.0

t=3.0 t=4.0

t=5.0 t=5.5

t=6.0 t=6.5
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Tabu©ka 3.18: Prípad £.3: Rýchlos´ (var2).
�as Rýchlos´ �as Rýchlos´

t=0.0 t=0.5

t=1.0 t=2.0

t=3.0 t=4.0

t=5.0 t=5.5

t=6.0 t=6.5
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Tabu©ka 3.19: Prípad £.3: Teplota (var2).
�as Teplota �as Teplota

t=0.0 t=0.5

t=1.0 t=2.0

t=3.0 t=4.0

t=5.0 t=5.5

t=6.0 t=6.5
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Tabu©ka 3.20: Prípad £.3: Tlak (var2).

t=0.0 t=0.5

t=1.0 t=2.0

t=3.0 t=4.0

t=5.0 t=5.5

t=6.0 t=6.5
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Tabu©ka 3.21: Prípad £.4: Hustota (var2).
�as Hustota �as Hustota

t=0.0 t=1.0

t=1.5 t=2.0

t=2.5 t=3.0

t=4.0 t=5.0

t=5.5 t=6.0
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Tabu©ka 3.22: Prípad £.4: Rýchlos´ (var2).

t=0.0 t=1.0

t=1.5 t=2.0

t=2.5 t=3.0

t=4.0 t=5.0

t=5.5 t=6.0
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Tabu©ka 3.23: Prípad £.4: Teplota (var2).
�as Teplota �as Teplota

t=0.0 t=1.0

t=1.5 t=2.0

t=2.5 t=3.0

t=4.0 t=5.0

t=5.5 t=6.0
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Tabu©ka 3.24: Prípad £.4: Tlak (var2).
�as Tlak �as Tlak

t=0.0 t=1.0

t=1.5 t=2.0

t=2.5 t=3.0

t=4.0 t=5.0

t=5.5 t=6.0
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Záver

Cie©om tejto práce bolo numericky rie²i´ rovnice popisujúce dynamiku k¯d©ov
(hejn) - �ocking. Ná² konkrétny model vychádza z £lánku [12] a ide o novú varian-
tu Eulerových rovníc s nelokálným reaktivným £lenom.

Prácu sme rozdelili do troch kapitol.
V prvej sme tento problém predstavili pomocou £asticových, kinetických a

hydrodynamických modelov. �as´ kapitoly je zhrnutie £lánku, z ktorého práca
vychádza. Zárove¬ sme opravili chyby v £lánku [12]. Tieto chyby boli uznané
pôvodnými autormi £lánku.

Druhú kapitolu sme venovali popisu diskretizácie problému pomocou semi-
implicitnej nespojitej Galerkinovej metódy. Táto metóda (z £lánku [10]) sa ve©mi
dobre osved£ila pre komplikované problémy stla£ite©ného prúdenia popísaného
Eulerovými rovnicami. V tejto práci sme navrhli vhodnú semi-implicitnú for-
muláciu dodato£ných reaktívnych £lenov z [12]. Navrhnutá diskretizácia týchto
£lenov je �lozo�cky blízka semi-implicitnej linearizácii Eulerových rovníc z £lánku
[10].

V poslednej kapitole sme predstavili na²e numerické výsledky po£ítané pro-
gramom napísaným v jazyku C. Pomocou testovacieho príkladu sme overili správ-
nos´ programu. Potom na ²tyroch príkladoch sme zis´ovali chovanie hustoty,
rýchlosti, teploty a tlaku. V príklade £.1 a v príklade £.2 sme sledovali odli²nos´
modelu s �ockingom a bez �ockingu pre rovnakú po£iato£nú podmienku. Príklad
£. 3 je ukáºka toho, £o spraví �ocking, ak po£iato£ná rýchlos´ a tlak sú kon-
²tantné. Zistili sme, ºe v prípade kedy nepracuje �ocking sa menila len hustota. S
�ockingom sa zmenili aj ostatné veli£iny. Príklad £. 4 bol pokus o napodobnenie
dvoch k¯d©ov (hejn), ktoré sú blízko u seba s nulovou po£iato£nou rýchlos´ou.
Tieto dva k¯dle sa £asom �zliali� dohromady - vytvoril sa jeden k¯de© (jedno
hejno). Celkovo sa ukázalo, ºe navrhnutá schéma je robustná a presná ako ukazu-
jú numerické experimenty uvedené v poslednej kapitole.
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