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Uvod

Kazdy den sa stretavame s javom nazyvanym flocking. Ide o vytvaranie velkych
skupin jedincov rovnakého druhu, ktoré svojim spravanim na seba navzajom vply-
vaju - interaguji. Prikladom moéze byt kidel vtakov, stado Stvornozcov, kidel ryb,
véeli roj, kolonie baktérii a pod.

Prvia pocitacovi simulaciu flockingu spravil Craig Reynolds. V roku 1986
vytvoril simulacny program Boids. Tento program simuluje spravanie jedincov
(boids) podla danych jednoduchych pravidiel. Vznika tym jav podobny spréavania
sa kfdlov vtakov. (Viac informacii: http://www.red3d.com/cwr/boids/).

Vedci z Univerzity Leeds ukézali, Ze chovanie I'udi je v tomto ohlade podob-
né spravaniu zvierat. V ¢lanku [9] popisuji svoj vyskum a testy, ktorymi zis-
tili, 7ze Tudia napodobiniuji spravanie okolia, tj. davy Tudi funguji na principe
flockingu. Existuju teda akési paralely spravania zvierat a s vytvaranim davov
Tudskej populacie. Lepsim pochopenim tohoto javu by mohlo pomoct napriklad
pri vytvarani stratégie havarijného planovania alebo v pesej organizacii.

Flocking je tiez povazovany za dolezity faktor pri kontrole spravania sa bezpi-
lotnych prostriedkov (Unmanned Air Vehicles (UAVs)). Svoje uplatnenie si nacha-
dza v Setri¢och obrazoviek alebo vo filmovom priemysle, napr. vo filme Batman
sa vracia (1992) - flocking netopierov, Levi kral (1994) - stado pakonov.

K tejto problematike je dolezité spomeniut vyznamné menéd ako Stephan J.
Smale, F. Cucker, Giuseppe Toscani, M.Fornasier, J.A. Carrillo, J. Rosado (a
mnoho dalsich).

Stephan J. Smale je profesorom matematiky na Univerzite Berkeley v Kali-
fornii. Zaobera sa Sirokou Skilou matematickych oborov. V roku 1966 dostal
Fieldsovu medailu. Smale objavil napriklad oblasti ako tedria ucenia - matema-
ticky popis nervovych spojeni v mozgu, ktoré vedu k inteligencii a uc¢eniu, flocking
a data mining. Vzhladom k vazenosti profesora Smala bol poziadany o vytvore-
nie zoznamu dolezitych otvorenych problémov, Smaleho problémy, analogickych
Hilbertovym problémom.

Meno profesora z Univerzity v Hong Kongu, F. Cucker, je hlavne spijané
s vyskumom zékladnych aspektov numerickych algoritmov. Deterministicky algo-
ritmus na rieSenie 17. Smaleho problému esSte nie je, ale Ciasto¢né odpovede na
tento problém st zname zasluhou aj tohto profesora.

Profesori F. Cucker a S. Smale sit autormi préce [7]. V nej popisuji matema-
ticky model emergencie, tj. spontalnemu vzniku makroskopickych vlastnosti a
Struktar zlozitych systémov, ktorych nie je jednoduché odvodit z vlastnosti ich
zloziek. Model, ktory je predstaveny v tomto ¢lanku, tvori zakladny prvok potreb-
ny k stadiu flockingu.

Modelovanie tlohy flockingu ale nie je vobec jednoduchy problém. Pokial
rozdelime oblast vplyvu okolo jedinca na tri ¢asti - odpor, orientécia a pritazlivost,
mozeme odvodit nejaké sistavy obycajnych diferencidlnych rovnic. Rozne mode-
ly dostaneme uvazovanim réoznych dodatoc¢nych podmienok, napr. kuzel viditel-
nosti, aerodynamika, hluk atd. Problémom ale takychto modelov je, ze pre velky
pocet jedincov vznikaji velmi velké systémy ODR, avsak tieto modely produkuju
pozoruhodné javy ako napriklad vzor formacii stad.

Modely pre velky pocet jedincov vychadzaju z kinetickej tedrie plynov.



Kazda latka sa sklada z atémov, malych c¢astic, ktoré su neustéle v pohybe a
vzajomne sa pritahuju v pripade, Ze su od seba trochu vzdialené alebo odpudzu-
ju, ked st v tesnej blizkosti. Spajaju sa do vacSich celkov a vytvaraju molekuly.
Molekuly st teda nejaky zakladny nastroj, z ktorého je skonstruovana kazda hmo-
ta. Rozne usporiadania molekil alebo ¢astic a vzajomnych interakeii medzi nimi
urc¢uju nielen o aky druh hmoty ide, ale davaji informécie aj o vlastnostiach tejto
hmoty. Pokial su castice relativne daleko od seba, pohybuji sa v celom objeme a
neposobia na seba pritazlivou silou hovorime o plynoch. Kineticka teéria plynov sa
snazi vysvetlit chovanie plynov na zéklade chovania jednotlivych molekil, napr.
ich rychlostami, zrazkami s ostatnymi molekulami. Specificka je najma tym, Zze
berie v ivahu len kinetickd energiu molekul, ktora odpovedé teplote latky. Uvazu-
je a odvodzuje vztahy pre idealny plyn, ktory si mozno predstavit tak, ze ¢astice
buda pre nas gulocky zanedbatelnych rozmerov medzi ktorymi nie je vzajom-
né silové posobenie (pritazlivé a odpudivé sily). Na popis ¢astic idedlneho plynu
pouzivame zakony klasickej mechaniky. (Viac napr.|21]).

Vel'ka nevyhoda kinetickych modelov je, Ze su pre viac ako 4 dimenzie (dve pre
poziciu a dve pre rychlost) vypocetne naro¢ne. Preto uvazujeme hydrodynamické
modely, kde hraja hlavna tlohu makroskopické veli¢iny.

Modelovanim problému flockingu dospela rada autorov k roznym rovniciam.
Clanok [12], z ktorého vychadza tato praca, odvodzuje rieSenie v tvare parcial-
nych diferencialnych rovnic popisujtcich rovnice zdkonov zachovania pre idedlny
plyn - Eulerové rovnice, avsak s nenulovou pravou stranou. Cielom tejto prace je
numericky riesit prave tento tvar Eulerovych rovnic.

Préca je ¢lenena do troch kapitol. Upozoriiujeme Citatel'a, Ze v préaci sa naché-
dzaji modely s anglickym nazvom. Chceli sme sa tak vyhnit vymyslaniu sloven-
skej (resp. Ceskej) terminologii alebo doslovnym prekladom. Ich preklad zvicsa
neexistuje a tato praca si nekladie za ciel tvorbu novej terminologie.

V prvej kapitole popiSeme problém, ktory rieSime. Vzhladom k rozsahu prob-
lematiky a mnozstva roznych technik z roznych oborov, ktoré je nutné aplikovat
pre odvodenie takychto rovnic, nie je mozné zachadzat do vSetkych detailov. Pre-
to v tejto kapitole zhrnieme hlavné koncepty, z ktorych odvodenie vychadza. Cel&
kapitola vychadza najma z [5], [12].

Druhé kapitola sa nazyva Nespojita Galerkinova metoda (DGM). Uz nazov
poukazuje na to, zZe nasu Eulerovi rovnicu budeme diskretizovat touto metodou.
Pre zlozitost problému sa zameriame na numerické rieSenie jednodimenzionalného
pripadu. PopiSeme zakladné vlastnosti Eulerovych rovnic a ich diskretizaciu.

V poslednej kapitole predstavime numerické experimenty. Vysledky boli ziska-
né programovou implementaciou v jazyku C. Kapitola obsahuje jeden testovaci
pripad a dalSie $tyri pripady, na ktorych pozorujeme chovanie hustoty, rychlosti,
teploty a tlaku pre model Eulerovych rovnic popisujtcich flocking.



1. Popis problému

Nagim cielom je popisat kolektivny pohyb skupiny zvierat - flocking. Pozorovanim
takejto skupiny mozeme dojst k predpokladu, ze na kazdého jedinca pdsobia tri
zdkladné oblasti vplyvu. Prvou oblastou mame na mysli oblast, ktord zarucuje to,
7e sa jedinec vyhne prekdzkam a ostatnym jedincom. Nazyva sa oblast odporu.
Dalsia oblast, oblast orientdcie, ma za ciel identifikovat mozny smer skupiny
a prisposobit sa mu. Dolezitou vlastnostou jedinca, ktory vykonéava kolektivny
pohyb je i to, aby sa podstatne nevzdialil od skupiny. Ak bude od nej prilis
daleko, bude sa musiet vratit. Tuto oblast vplyvu nazveme oblast pritazlivosti.
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Obr. 1.1: Trojzénovy model.

Sila tychto vplyvov nie je ale v praxi stdla. Neustale sa meni. Smer a pohyb
jednotlivca sa bude menit v zavislosti na umiestneniach ostatnych jedincov. Aby
sme mohli odvodit matematicky model, pokisime sa vytvorit najprv modely,
ktoré budu zahrhovat pritazlivost, odpor i orientaciu. Z nich dalej zistime &
spravne rie§ia nas problém alebo ¢i budeme musiet zvazit i iné javy vznikajuce
v kolektivnom pohybe skupiny zvierat.

1.1 Casticové modely

Modely, ktoré zahriiuja pritazlivost, odpor a mechanizmy orienticie nazyvame
individual-based models (tiez zname ako agent based models). St to vsak velmi
zjednodus$ené modely, ktoré neberta do tvahy dalsie faktory ako st kuzel viditel-
nosti, blizka susedské interakcia, hluk, aerodynamika a pod. ZlepSenim, pridanim
nejakych efektov k tymto trom oblastiam vplyvu a analyzovanim pre rozne typy
zvierat a kontrétnych druhov sa zaoberali napr. v pracach [15] 17, 20].
Vylep$ené modely zahifiaju d'alsie dolezité aspekty, ktoré s pozorované v pri-
rode. Prikladom moze byt fakt, zZe zvierata nie st ovplyviiované vSetkymi jedinca-
mi a to bud preto, Ze maju Specidlne kuzele viditeInosti alebo preto, Ze vo velmi
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kratkom ¢ase, moZzu sledovat pohyb relativne malého po¢tu dalsich jedincov alebo
viac sleduju jedince, ktoré st vysSie v socidlnej hierarchii. To je sledované napri-
klad u skorcov. Tie rozhoduji o svojom smere letu podla vzidjomnej topologii
(skor nez podla metrickej vzdialenosti) spravania blizkych 6-7 vtakov ([I]). To-
to ¢islo sa sice zda malé, ale je dostatocne malé na to, aby umoznilo rychle
rozhodovanie a dostatocne velké, aby zabréanilo rozdeleniu skupiny.

Dalej budeme vzdy pismenom N znacit pocet jedincov a d dimenziu priestoru.

1.1.1 Self-Propelling, Friction and Attraction-Repulsion
Model

Uvazujme samostatne sa pohybujice jedince v prostredi s trenim korigujicich svoj
pohyb vzhladom k ostatnym na zéklade nejakého potencialu. Oznacme z;(t) = z;
polohu i-tého jedinca v ¢ase t a v; je jeho rychlost. Model takejto situacie ([8]) je
nasledujuci:

de'i —

dt - 9

Wi (o= Bl — ~ VLU (s — ) (L.1)
i « v; ) v; I U (e — xj]), .

i#j

kde i = 1,...,N, a,8 > 0 st parametre a U : R? — R je dany potencial
modelujuci kratkodoby odpor a dlhodobu pritazlivost.
Terminy spajané s parametrom « st self-propulsion of invididuals(tj. schop-
nost jedinca uvadzat sa do pohybu), termin spajany s [ reprezentuje trenie.
Typicky vyber potencialu U je Morseov potencidl, ktory je dany pomocou

Ula) = klal), Ks) = ~Cue™/ + Cre"

kde C,,C, st v poradi sily pritazlivosti a odporu a l,, [, st dlzky pritazlivosti a
odporu.

Pravidlo o kombinécii oboch vplyvov vedie do réznych rezimov. Viac infor-
méacii mozno najst v [4].

Najspecifikajsie situacie v biologickej aplikacii si uré¢ené pre C' = C,./C, > 1 a
I =1,/l, <1 odpovedajuce dalekosiahlej pritazlivosti a odporu malého rozsahu.

Treba ale upozornit najmi na dve zédkladné pozorované situédcie. Prvou je
stabilita, pripad C1¢ > 1. Jednotlivci vtedy tvoria krystalicky podobné vzory.
Pre N dostato¢ne velké, ¢astice (jedince) hladaja optimélnu vzdialenost a urcu-
ji od seba pevne dani relativnu vzdialenost. V druhom pripade, tj. Cl¢ < 1,
mame takzvanu katastroficka situdciu. V tomto pripade vznikaji rota¢né pohyby
konstantnej rychlosti, ak st spociatku dobre oddelené. Oblast tychto rotujicich
vzorov sa stabilizuje, ak N — oo (viac [4]).

1.1.2 Cucker - Smaleho model

Model navrhnuty v [7] uvazuje len usporiadanie jednotlivcov s prisposobenym
priemerovanim ich relativnej rychlosti so vSetkymi ostatnymi. Hlavna mySlien-
ka modelu je zrejmé u sily. Sila takéhoto priemerovaného procesu je zavisla od



vzajomnej vzdialenosti jedincov. Plati tu fakt, Ze blizsi jedinci maja vac¢si vplyv
na jedinca nez ti, ¢o st od neho viac vzdialeni.
Model pre N jedincov je popisany nasledujicim dynamickym systémom

dIi o
a
N
dUZ' 1
= S Hf — )0 — w0, (12)
i=1
kdei=1,..., N a H je komunika¢na funkcia dané nasledovne
K
H(z) = a(lz]), a(r) = (o

Nezndme K,o0 > 0 a f > 0 st parametre. V zavislosti od tychto parametrov
vznikaji tiez rozne rezimy. Poznamenajme si, ze napriklad v pripade f < 1/2,
rezim nezavisi od N, d a dokonca ani pociato¢nej konfiguracie. Tomuto pripadu
sa hovori bezpodmienecny flocking. Jedince sa spravaju tak, Ze sa pohybuji rov-
nakou strednou rychlostou a skupinu vnimame ako skupinu s pevnymi vzajomny-
mi vzdialenostami (nie nevyhnutne krystalického vzoru) a priestorového profilu,
ktory zavisi na pociato¢nej podmienke.

1.2 Kinetické modely

Pokial budeme mat velky pocet jedincov nastane ale velky problém. Presné riese-
nie ziskame z velmi velkého systému ODR, a tym padom matematicky dost
vypocetne naro¢ného problému. Vhodné je preto zvolif ini stratégiu - vyuzit
kinetickt tedriu plynov, tj. prechodu k makroskopickej verzii modelov.

Uvazujme rozlozenie hustoty jedincov f (density distribution of agents) zavislej
na priestorovej pozicii, rychlosti a ¢asu, ktora bude interagovat so stochastickym
vplyvom. Predstavit si to mozeme tak, ze vplyv bude priestorovo rozmazany. Ak
budu dvaja jedinci daleko od seba, budi na seba tiez posobit. Miesto spravania
jedinca sledujeme spravanie zakodované v rozlozeni hustoty. Takyto vyvoj sa riadi
jedinou PDR (tedria viz [6]).

Oznaéme f(x,v,t) hustotu jedincov na pozicii # € R? s rychlostou v € R? a
v ¢ase t > 0, d > 1. Z kinetickej teorie vieme, ze ¢asova zmena hustoty f(z,v,t)
zévisi ako na transporte (jedinci sa pohybuja volne v priestore) tak aj na inte-
rakciach s ostatnymi jedincami. Zmena tejto hustoty zavisi na rovnovahe medzi
prirastkami a strate rychlosti jedincov v zavislosti na binarnych interakciach.

1.2.1 Rovnica Bolzmannovho typu

Uvazujme dvoch jedincov s poziciami a rychlostami (z,v) a (y,w), ktory sa
navzajom ovplyviiuji. Rychlosti po tejto interakcii ozna¢me nasledovne

*

vt o= &z, vy, w),

*

w* = C(y,w;z,v),

kde € je vhodné zobrazenie zachycujtce interakciu. Prechodom k mezoskopickému
modelu takejto interakcie pre hustotu f dostaneme nasledujicu rovnicu, viz [6]:
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Rovnica Boltzmannovho typu

(% ro. fo) (5,0,) = QU ) 0,1, (13)

kde

au.nwor=c [ [ (G odfww) - S o) ) dudy
(1.4)

Hodnota e charakterizuje priemernu volni drahu ¢astic.

Pre dvojicu (v, w) ozna¢me symbolmi (v,,w,) ich predinterakéné rychlosti.
Jakobian transformécie z (v, w) do (v, w,.) pomocou € oznacujeme J(x,v;y, w),
tj. v = C(z, 0y, wy), w = €(x,v,;y, w,). (Predpokladéame, Ze zobrazenie € je
invertovatelné.)

Operator ) poskytuje stochasticky opis interakcii deja medzi kazdou dvojicou
jedincov. Preto je mezoskopické spravanie popisané priemerovanim. Zaujima nas
hlavne interak¢né pravidlo pre ¢asticové modely a , tj.

(C1)

C(z, v;y,w) = v +nlla = Bf)v - VU(|lz —y|)],
(C2)

&z, vy, w) = [1 —na(lz —y|)]v + na(lz —y|w,
kde 7 > 0 znaci silu interakcie.

Vyhnit sa Jakobianu J mdzeme uvazovanim slabej formulacie. Vezmeme rovni-
cu , prenasobime ju testovaciou funkciou ¢ € C§°(R? x R?) a zintegrujeme
podla premennej v a y. Nasledne pouzitim Greenovej vety dostaneme slabu for-
muléciu.

Kazdu hustotu f nazveme slabé riefenie problému (1.3)-(1.4) s pociato¢nou
podmienkou fo(z,v) splhajicu

%/Rd /Rdf(x,v,t)gp(w,v)dudH/Rd /R (0 Vo f(2,0,8) o(z, v)dvdz  (1.5)

= [ ][] ) = et )00 dvdedody

pre ¢t > 0 a kazdi funkciu ¢ € Cg°(R? x R?) a takej, 7e

t—0+

lim/ / go(x,v)f(x,v,t)dxdv:/ fo(z,v)p(z,v)dxdv. (1.6)
Re JRR4 Re JRA

Forma je vychodiskova forma na poznavanie evolicie makroskopickych veli¢in.

Taylorovym rozvojom funkcie p(z, v*) v bode (z, v*—v) druhého radu, vyuzitim
nasich predpokladov (C1), resp. (C2) a za predpokladu n < 1, tj. sila interakcie
je velmi mald taka, ze en = A je konstanta a en? < 1 (moZno zanedbaf ¢leny
2. radu), obdrzime operator interakcie (aproximacia pravej strany rovnice )
tvaru

(Ak plati (C1) )
A /R4d (Vvﬁp(x,v) (o= Blv|*)v = VU (|2 — ym)f(x, v, t) f(y, w, t)dedvdydw
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alebo
(Ak plati (C2) )

A (Tt o) 0 =0 Jalle = oo 00w, sy,

Prechodom spét k silnej formulacii ur¢ime tieto dve nelinedrne rovnice:
Self-Propelling, Friction and Attraction-Repulsion Kinetic Model

of

o +v-Vof =X [(VoU %p) - Vo f =V (= Blof)vf)], (1.7)

plx,t)= [ f(x,v,t)dv (1.8)

R4
a * je x-konvoltcia.
Cucker-Smaleho kineticky model flockingu

o 0 VL =2V [E) (19)

kde

) 0.t) = [(H@TW @)+ )= [ K0 =0 ry w0, t)dydw,

ra (07 + |z —y[*)?

a * je (x,v)-konvolucia.

1.3 Hydrodynamické modely

Hlavnou nevyhodou kinetickych modelov je to, Ze st ¢asovo naro¢né pre viac ako 4
dimenzie (dve pre poziciu, dve pre rychlost). Problém dimezionality zredukujeme
na problém makroskopickych limit takych, ze numerické simulécie sa stant lepsie
riesitelné.

Podobne ako v kinetickej teorii sa budeme snazit ziskat rovnice kontinuity
pod¢itanim evolicie makroskopickych veli¢in vychadzajic z (1.7), resp. (L.9).

Makroskopické veli¢iny st momenty rychlosti z f(z,v,t). Rychlostné pole
u(z,t) so zlozkami u;,i = 1,...,d a teplota T'(z,t) st definované pre jednoato-
movy plyn ako

pu:/ vf(z,v,t)dv
R3

3pT:/ v — ul*fdv.
R3

Integrovanim (1.7)), resp. ([1.9) podla premennej v obdrzime rovnicu kontinuity

dp . -
a2 + div(pu) = 0.



Za predpokladu, ze rozdelenie rychlosti je monokinetické, a teda f(x,v,t) =
p(z,t)6(v — u(x,t)) a teplota T(x,t) = 0, zintegrovanim (L.7)-(L.9) podla v
dostaneme druhy moment distribuc¢nej funkcie. Obdrzime nasledujice hydrody-
namické systémy:

Hydrodymicky model - Self-Propelling, Friction and Attraction-
Repulsion

dp .
E—Fdlv(pu) = 0,

Opu,; _ B 9 ou
g T divlpuw) = pla—Bluf)u; —p (3% * p) :

Cucker-Smaleho hydrodynamicky model flockingu

%eriv(pu) = 0,

8§7:z +div(puy;) = g H(z —y)plz, )p(y, Oy, t) — wi(z, t)]dy.

1.4 Flocking pomocou Povzner-Boltzmannove]j
rovnice

V nasledujucej ¢asti je zhrnuty ¢lanok [12]. Pri jeho doslednom $tudovani sme
nasli chyby, ktoré sme nasledne aj opravili. Tieto opravy boli konzultované a
uznané autormi tohto ¢lanku.

K odvodeniu hladanych rovnic vyuzijeme dolezity vysledok z préace [16]. Jej
autormi si Lachowicz a Pulvirenti, ktori dokazali zaujimavé spojenie medzi rieSe-
nim Eulerovych rovnic pre stlacitelné pradenie s rieSenim rovnice popisujuce;j
dynamiku systému castic podstupujtcich elastické kolizie pri stochastickej vzdia-
lenosti.

1.4.1 Povznerova rovnica

Uvazujme hustotu, rychlost a teplotu p(x,t), u(x,t) a T'(z,t), ktoré tvoria hladké
rieSenie Eulerovych rovnic (do nejakého ¢asu ty, kym nevznikne nespojitost) a
skonstruujme Maxwellianovi funkciu M, ktorej priemernd hustota, rychlost a
teplota st dané ako p,u a T

_ plt) [0 — u(z, )
M(z,v,t) = Wexp <_W) (1.10)

Dalej nech mame dany systém N ¢astic nachadzajtcich sa v bodoch z1, zs, ..., 2N
v oblasti R?, ktoré sa pohybuji volne a7 kym nejaky par nepodlahne elasticke;
kolizii, tj.

vi = o= (0= 0g) - ), (1.11)
Vi o= vt (0 = vg) - ngg)nig, 1.12

kde
Nij = ’Z Z‘ (1.13)



Vstupujflce rychlosti pred koliziou st v;, v; take, Ze (v;—v;)-n;; < 0 a vystupujice
v, v}, Kazda binarna kolizia podlieha stochastickému zakonu. Casy kolizie pre
kazdy par ¢ a j Castic st nezavislé Poissonové procesy s intenzitou danou ako
(i, x5, v, v5)|(v; — v;) - nyj| a ¢ danou ako

3
o(z4, 5,05, 05) = mX(!% — ;] < O)x(Jvi — vy < 0), (1.14)

kde € charakterizuje priemerni volnt drahu ¢astic a x(I) je charateristicka funkcia
podmnoziny 1.

Vyvoj systému ¢astic je popisany pomocou N-casticovych distribu¢nych funkeii
fN(z1,v1, ..., 2N, VN, t) udavajicich hustotu pravdepodobnosti najdenia N ¢astic
v bodoch z1, x5, ..., zN s rychlostami vy, vs, ..., vy v Case t > 0.

Nech s-casticovych distribu¢nych funkcii je definovanych pomocou marginalii

fN’S(xl,vl,...,xS,vs) = /fN(xl,vl,...,a:N,vN)d$S+1dvs+1...deva.

Potom podla niektorych hypotéz na regularitu riesenia Eulerovov systém na
¢asovom intervale [0, to], dokazané [16], pre kazdé o > 0 existuji eo(o), do(0, ),
Oo(o,,9) a No(o,¢,9,0) také, ze vo vhodnej norme pre kazdé ¢ < g9, § < o,
QZQOaNZNOplati

I

sup M — f™

te[0,to]

kde fN! je 1-¢asticova marginalia odpovedajica N-casticovej distribu¢nej funkcii
fN(z1,v1,..., 2N, 0N, 1) s podiatoénymi podmienkami

V5,0, w0t = 0) = HM(O;J;]-,UJ-).

J=1

Analyza z [16] ukazuje, ze pre N — oo spliia 1-Zasticova marginalia fV'! = f
(elasticki) Povznerovi rovnicu [I8]. Rovnice Povznerovho typu si zaloZené na

integracii kolizie (1.4) v Boltzmannovej rovnici (1.3).

Modifikovany Povznerov operator kolizie je nasledovny

Qp(f, f)(z,v) (1.15)
= [ [ Blo—yo—w)(f 0 £y ) = S 0)f (. w)dwdy
r3 JR
kde B je jadro kolizie, pokial (v,,w,) su predkolizne rychlosti, tzn. inverznej

kolizie, ktora generuje par (v, w). Vztah medzi paru (v, w) a pokoliznych rychlosti
(v*, w*) je vyjadreny vztahom

vt = (I-Alx—y)v+Alr —yw,
w o= Alx—yv+ [- Al —y)w,

kde A(-) je matica 3 x 3 a I je identickd matica. V Povznerovej rovnici je matica
taka, ze hybnost a energia st zachované v kolizii. Zo zachovania energie (v*)* +
(w*)? = v? + w? ziskame

2(A —DA(v —w) =0, Yv,w e R>
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alebo
A =A%
ZvoIlme maticu A hodnosti 1, vyjadreni pomocou normalového vektoru n =

n(x —y) = ;:g‘ ako

Alz —y)=n-n'.

Potom A splha A = A? a plati

vi=v—(v—w) n(x—y)n(z—y), (1.16)
w'=w+ (v—w)- n(z—y)nlx—uy). (1.17)

V préaci [I6] bolo dokézané, ze v pritomnosti stochastického zakona pre binarne
interakcie, ak su Castice na pociatku identicky a nezavislo rozdelené podla di-
stribu¢nej hustoty F' = F(x,v), tak neskor st identicky a nezéavisle rozdelené
v zavislosti na rieSeni kinetickej rovnice s koliznym integralom danym Povzne-
rovym operatorom s poc¢iato¢nou hodnotou fy = F a funkciou

B 1
- 283¢

kde § a 6 s pozitivne konstanty a y(F) oznacuje charakteristicki funkciu na
mnozine F C R3.

Bz —y,v—w) (lr =yl < O)x(lv —w| <O)|(v —w)-n[,  (1.18)

1.4.2 Disipativna korekcia

Cucker a Smale v praci [7] navrhli model pre popis populacie N jedincov, ktorych
interakcia zavisi na ich relativnej pozicii. Vytvaraju jednotlivé profily s ¢asom,
ako krfdle vtakov, v ktorych vSetky vtéky lietaji s rovnakou rychlostou blizko
pri sebe. V [7] hlavna hypotéza ktora odovodiuje dlhodobé spravanie populécie
je, ze kazdy vtak prisposobuje rychlost pridanim vazeného priemerného rozdielu
jeho rychlosti s ostatnymi. To znamena, ze pre dand populaciu k vtakov plati pre
i-tého vtaka

Zaij(vj — ), (1.19)

Jj=1

| =

*

kde vahy a;; > 0 kvalifikuja ako sa vtdky navzdjom ovplyviiuju. V tomto istom
¢lanku sa predpoklada, Ze tento vplyv je funkcia zavisla na vzdialenosti medzi

vtakmi a dané ako
K

O Joi = 2,P)°

CLz‘j =

pre nejaké pevné K, A >0 a [ > 0.

Rovnicu ((1.19) mozno preformulovat i inak (podla ) Predpokladajme
pre jednoduchost, ze mame populéciu zahriujicu len dva vtéky, i a j. Potom ich
rychlosti st modifikované vztahom do tvaru

vf = (1 —ay)vi + aijv;, (1.20)

(% = QY + (1 - (lw‘)’Uj. (121)

J
Hybnost sa zachovava po interakcii tak, aby
v; +v; = v + v,
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ale energia sa zvySuje alebo zniZzuje v zavislosti na hodnote a;;

%\ 2 *
(07)* + (v)® =07 + 07 — 2a;5(1 — ay)(v; — v;)*.

Ak a;; < 1, energia je disipativna. V tomto pripade relativne rychlosti sa
znizuja pokial

vf — vj| = |1 = 2a4[vi — v;] < |vi — vy

a rychlosti dvoch vtédkov sa priklafa k strednej rychlosti (v; + v;)/2.

Vo v8eobecnom pripade populécie k vtakov, binarny zékon ([1.20)) uvazovany
spolu s predpokladom, ze i-ty vtak upravuje svoju rychlost, dava rovnaké vahy
vSetkym ostatnym rychlostiam. V doésledku toho

x| =

*_

k
Z (]_ — CLZ‘]‘)UZ‘ + CLZ‘jUj,
7j=1

¢o je ind cesta k interpretéacii vztahu . Teda vztah mozno ziskat
uvazovanim len binarnych interakcii.

Uvazujme Specidlnu volbu a;; v binarnej interakcii dvoch jedincov (z,v) a
(y,w) takej, Ze a;; zavisi na |z — y|. Konkrétne, a;; je dané pomocou koeficientu
interakcie 0 < e(|xz — y|) < 1, ktory suvisi so zlozkami rychlosti jedincov pred a
po interakcii. Predpokladajme, 7e prispevok interakénych rychlosti (v*, w*) je

*—w*'x_y:—e T — v—w'x_y.
0 =) == e =y =) =L

Pomocou tohto vztahu a predpokladu platnosti zdkonu hybnosti, ndjdeme zmenu
rychlosti interagujtcich jedincov ako

v* :v—%(1+e)((v—w) -n)n, (1.22)

w* —w—i-%(l—i-e)((v—w) -n)n, (1.23)

kden =n(z—y) = - V pripade (konzervativnej) interakcie Povznerovho typu

spiia (1.1141.12) mame e = 1. V tomto pripade par (v*,w*) zachovava energiu
paru (v',w’)

Pre disipativne interakciu e klesa s rasticim stupnom disipéacie. Zvolme

e(lr —yl) =1 = 2a(lz —y)), (1.24)
kde a(]z — y|) je dané ako

K
Atz —yl?)P

MM—yDI(
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1.4.3 Model Boltzmannovho typu pre disipativne interak-
cie
Pokial uvazujeme pravidlo (1.22]), jednocasticova distribu¢na funkcia f(x,v,1t),

uvazovana v praci [16], v pritomnosti velkého poctu jedincov (N — o0o) splia
rovnicu Povznerovho typu pre disipativne interakcie

0 Vaf = QoS D)1, (1.25)

kde Qp je teraz disipativny kolizny operdtor, ktory popisuje zmenu vo funkeii hus-
toty pomocou vytvorenia a znizenia rychlosti jedincov v binarnych interakciach.
Plati

Qp(f, [)(z,v,t)
=[] 3= (G = s lo0) = o007 0) )ty

Hodnoty (v.,w,) st predinterakéné rychlosti. Faktor I" je

Pl —yl) = e(le —y)) ™

Funkcia B(7) reprezentuje funkciu miery kolizie, ktora udava pravdepobodnost,
ze kolizia medzi jedincami sa deje vo vzdialenosti 7.

Teraz budeme postupovat podobne ako v kapitole , kde sme uvazovali
slabt formulaciu. Opét uvazujme hladka testovaciu funkciu ¥ (v) a pre jednodu-
chost sa zaoberajme len pravou stranou rovnice . Plati

(W, Qp(f, f)(z,v) /¢ )Qp(f, f)(z,v)dv
ALA&L3 (lz =y (") = () f(z,v) f(y, w)dvdwdy. (1.26)

Nech (v',w’) st pointerakéné rychlosti v Povznerovej elastickej interakcii s
(v,w). Ozna¢me ako ¢ relativnu rychlost, ¢ = v — w. Potom

v = v—(¢-n)n
U}, = w+ (q : n)”?
kde je n =n(x —y) = . Obdrzime

|J:

1
vt =0+ (L= e)(g mn,

w*=w — %(1 —e)(q-n)n.

Ak predpokladame, ze e spliia vztah , potom
v* =" =7a(lz — y[)(g - n)n.
Uvazujme Taylorov rozvoj funkcie ¢ (v*) v bode v'. Dostaneme
P(o") = 9(0') +vallz - Y)VHE) - (g mn (1.27)

1, 2 GQw(U,)
+27aﬂw yl) v

(q-n)’nin; + ...
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Ak interakcie st skoro elastické, v < 1, zaokruhlime rozvoj (|1.27)) po ¢len prvého
radu. Dosadenim (1.27) do (1.26) mame

wntrt) =2 [ [ [ B (v0) - v

V) - alle - yl)(g - n)n) £, 0)f (g, w)dvdwdy
= (¥, Qp) + (¥, F ([, f))- (1.28)

Operator Qp je operator Povznerovej kolizie, pokial v’ reprezentuje pointerakéni
rychlost pri elastickej interakcii.
Definujme

b(lz —yl) = B(lz = yla(|z —yl).
Operator F je operator disipativnej interakcie tvaru
F(f N, v,t)
1
= —div, (/ / n(q-n)b(jx — y|)f(x,v’,t)f(y,w',t)dwdy) . (1.29)
g R3 JR3

Prechodom k silnej formulécii s aproximéaciou ((1.28)) ziskame ttato disipativnu
Povznerovi rovnicu

(% Tu- wa) (x,v,t) = Qp(f, f)(z,v,t) + vF(f, )z, v, 1),

kde Qp je klasicky elasticky Povznerov kolizny operator a JF je operétor disi-
pativneho nelinearného trenia, ktory je zaloZeny na elastickej interakcii medzi
jedincami.

1.4.4 Vlastnosti nelinedrneho operatoru trenia

V tejto casti popiSeme niektoré dolezité vlastnosti nelinedrneho operatoru trenia
F definovaného v (1.28)). Ak zvolime 1) = 1, dostaneme

(LF(f ) =0. (1.30)

VoIbou ¢ = v; a vyuzitim toho, ze Vi)(v') - n = n;, obdrzime

wF =2 [

g nb(|lz —y|)(u(z,t) — uly,t)) - np(z, t)p(y, t)dy.  (1.31)

Vo vztahu (1.31) oznacuju funkcie p(z,t) a w(z,t) lokdlnu hustotu a celkovi
rijchlost. Plati pre ne

ety = [ fleot)dv, ulz,t) = —

- o0 /}R3 vf(x,v,t)dv. (1.32)

VoI'bou ¢ = v? a pouzitim v’ - n = w - n, dostaneme

G2 FGN) = 2 [ 6= yboe Oplntn - ule. On - u(y.t)dy

_ 1 T
a/Rg /R?, bl = yDlw - nl"f(y, w, t)dwdy. (1.33)
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Na rozdiel od rovnice ([1.31]) ktora mozno vyjadrit pomocou makroskopickych
veli¢in, u rovnice ([1.33]) to vo v§eobecnom pripade nejde. Je to mozné ale v pri-
pade, pokial je hustota f(z,v,t) izotropickd v rychlosti, tj. f(z,v,t) = f(x, |v],t).

Potom
/]vn]fxvt /\v[fxvt
a
[o]*f (2, v, )dv = p(, t)]u(z, )]* + 2p(z, t)e(z, 1),
R3
kde e(x,t) je vnutorna energia odpovedajica jednotke hmotnosti dana ako
(@.8) = 37(e.t) = 5o [ o= (e R a0
e(x x v—u(w x,v,t)dv.
Y 2 2p(1’ t) ) ) )

Zmenou premennych v <+ w a v rovnakom ¢ase aj x <> y mame v’ < w’,
n <> —n. Preto

[ F g i <o

tj. nelinearny operator trenia je globdlne disipativny. Pokial Maxwellian M =
M(z,v,t) definovany v (1.10]) je izotropicka funkcia v rychlosti, obdrzime

(v*/2, F(M, M)) (1.34)
=2 [ ble = uote000) |-ty uly ) = (Glutn 0P + 700 )|

3

1.5 Eulerové rovnice

Podla vysledku z prace [16] vieme, Ze rieSenie (1.3)) je dobre aproximované po-
mocou Maxwellianovej funkcie M, ktorej momenty spliaji Eulerov systém. Sub-
stiticiou tejto Maxwellianovej funkcie do ([1.4), moze byt vypocitana prava strana

presne pouzitim (1.31)) a (1.34]).

Uvazujme slabt formuléciu disipativnej Boltzmann- Povznerovej rovnice

(0.5 +0:9.0) = (. 0ur. De00) + LF U Dl 00

Testujme 1,v,v%/2 a vyuzime vzfahy (1.30), (1.31) a (1.34). Polozme f = M a
predpokladame ze T — A. Obdrzime nasledujtce Eulerove rovnice

Model flockingu popisany stlac¢itelnymi Eulerovymi rovnicami s ko-
rekciou pravej strany
Model flockingu popisany Eulerovymi rovnicami s korekciou pravej strany je sys-
tém rovnic

dp
a —|—d1V( ) 0,

——— + div(puu; + pTe;) = M (p,u), i =1,2,3,

0 3 |u|? , lul> 5 B
B (,0 (§T + T)) + div (pu <7 + §T = AB(p,u,T),
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kde e; je i-t4 zlozka jednotkového vektoru e. Veli¢iny p(z,t), u(z,t) a T(z,t)
oznacuju po rade hustotu, celkovu rychlost a teplotu.
Funkcie A; a B st dané vztahmi

Adp.u)et) = |

. nb(lz — y[)(u(, t) — u(y,t)) - np(z,t)p(y, t)dy,

B(p,u,T)(x,t)

_ /RS b(|[1§ . y|>p(x’ t),o(y, t) |:Tl . u(m,t)n . u(y,t) - (M + T(y7t)):| dy,
kde r—y
n=n(x—y)= lz—y|
Funkcia b(|z|) je tvaru %

b(|z[) = Ot PP (1.35)

kde K >0, A > 0, # > 0 st dané konStanty.

1.5.1 Jednorozmerny model

Vzhladom k naro¢nosti problému numericky rie§ime len jednorozmerny model.
Otézna je spravna formulacia. R6znymi tvahmi sme dospeli k réoznym volbam
posledného ¢lenu B. Zavadzame preto funkciu varg, k = 1,2 a to nasledovne:
Ak k=1:

vary(y,t) = 2E(y,t) = p(y,t) (3T(y,t) + u?(y, t)) (1.36)
Ak k= 2:
vary(y,t) = 2E(3y,t) + 2p(y,t)3u2(y,t) = p(y, 1) (T(y,t) + u?(y, t)) (1.37)

Autori ¢lanku nam vysvetlili, Ze spravna varianta podla ich odvodenia je
druha varianta, tj. vars(y,t). Zaujimavé je viak sledovat rieSenie pre oba pripady.
Preto v numerickej ¢asti budeme uvadzat aj rieSenia, ktoré sme obdrzali pre prvi
variantu (nie v8ak tak dopodrobna ako pre funkciu vars).
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2. Nespojita Galerkinova metoda

V prvej kapitole sme odvodili rovnice popisujice flocking. Rovnice maja tvar
odpovedajuci popisu nevazkych tekutin, tzv. Eulerovych rovnic, avsak s nenulovou
pravou stranou. Eulerové rovnice st vdaka homogenite vektorovych funkcii a
hyperbolicite prepisatelné do tvaru hyperbolickej kvazilinearnej parcialnej dife-
rencidlnej rovnice prvého radu. Tie s zlozité na numerické rieSenie, pretoze ich
rieSenie je typicky nespojité.

Nespojita Galerkinova metdda je velmi vyhodna na numerické riesenie problé-
mov, v ktorych st ocakévané nespojitosti. Vychéddza z metody kone¢nych objemov
a metody konecnych prvkov.

Metoéda kone¢nych objemov bola odvodena pre hyperbolické problémy. Jej
hlavna nevyhoda je, Ze nedosahuje vysokého radu presnosti bez komplikovanych
rekonstrukénych procedir. Aproximuje sa len po ¢astiach konstatnymi funkciami.
Tato nevyhodu mozeme odstranit jej kombinaciou s metdédou koneénych prvkov,
ktorou moézeme dosiahnut vysSieho radu presnosti.

V tejto kapitole pomocou nespojitej Galerkinovej metddy diskretizujeme rovni-
ce popisujice flocking, ktoré sme odvodili v predchédzajtcej kapitole. Ich tvar v
1D je nasledovny

dp .
a5 +div(pu) = 0, (2.1)
@ + div (pu2 + p) = M(p,u), (2.2)

kde je p hustota, u rychlost a T teplota. Funkcie z pravej strany A a B su dané
vztahmi

Alpw(ant) = [

R

bl — yl) (u<x, 0 uly, t))p<:c, Hp(y. )dy.

Blp.u.T)(at) = [

[ bl — w1 (p@, e, Huly, 1) — var(y, t))dy,

kde funkcia vary dané jednym zo vztahov (1.36) alebo (1.37). Energia E a tlak p

splhaji
3 2
E — p<§T—|—%>,

p = pT.

2.1 Systém Eulerovych rovnic

Nech Q C R% d € {1,2,3}, je ohrani¢ena oblast s Lipschitzovsky spojitou hra-
nicou a T' > 0. Systém Eulerovych rovnic vychadzajuci zo zadkonov zachovania,
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popisujuci prudenie stla¢itelného neviskozného idealneho plynu méa tvar

dw |~ 0f(w)
ot — 0x,

—0 vQr=Qx(0,T), (2.4)

kde

w = (p,pv,...,pvq, B)T € R¥2,

fsw) = (falw),..., fara (@)
- (va, PU1Vs + 51517; PU2V; + 52529, <o, PUGUs + 5dsp7 (E + p)vs)T~

Jednotlivé nezndme si:
p(z,t) hustota, p(z,t) tlak, v(z,t) = (vi(z,t),...,v4(z,t))T vektor rychlosti a
E(x,t) celkova energia.

Celkovo mame d + 3 neznamych o d + 2 rovnic. Systém dourc¢ime stavovou

rovnicou ‘ ’2
plv
p:w—n(E— 2)7

kde v = ¢,/cy > 1 je Poissonova adiabatickd konstanta.

Funkcie f,, s = 1,...,d nazyvame neviskozné Eulerové toky. Plati f; €
CHD)¥?2 kde D C R je otvorend mnozina vektorov w = (wy, w, . .., way2)T
také, ze odpovedajtuca hustota a tlak si kladné:

d+1 2 T
D= w:(p,pvl,...,pvd,fyp +sz> eR™2:p>0,p>0

Kvoli ¢asovej zavislosti a ohrani¢enosti Q v (2.4) je nutné predpisat pociatoénu
a okrajovi podmienku
w(r,0) = w'(x), v €,
B(w) = 0, voQx(0,1),
kde w® : @ — R je dana funkcia a B je dany operator. Co sa tyka okrajovych

podmienok, nebudeme zachédzat do podrobnosti, pretoze v modely flockingu
budeme uvazovat najjednoduchsie periodické okrajové podmienky.

2.2 Niektoré dolezité vlastnosti Eulerovych rovnic

Predpokladajme, 7e w € (CY(Qr))4*2. Potom je systém (2.4) prepisatelny na
kvazilinearnu parcidlnu diferencidlnu rovnicu prvého radu v tvare

ow B
or,

ow d
Ag(w) 2 A, 0,
o) g+ 30w
kde A, s =1,...,d je Jakobiho matica typu (d 4+ 2) X (d + 2) zobrazenia f, st
definované pre kazdé w € D
_ Df(w)

Ag(w) = Do s=1,...,d
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a Ag(w) =1 je jednotkova matica typu (d + 2) x (d + 2).

Eulerové rovnice splhajt tri dolezité vlastnosti
e homogenita vektorovych funkeii,

e hyperbolicita,

e rota¢nd invariantnost v d = 3.

Prva vlastnost sa da formalne vyjadrit ako
fs(aw) = afy(w), a e R, a#0, s=1,...,d.

Z tejto vlastnosti mozno dostat aj iny doélezity vztah

Nech je n = (ny,ng,...,nq)" € R? vektor splhajici [n| = 1. Potom definujeme
d
Plw,n): = ZAs(w)ns,
s=1
d
P(w,n): = Zfs(w)ns.
s=1

Druha vlastnost Eulerovych rovnic (hyperbolicita) hovori, Ze pre takéto n je ma-
tica P(w,n) diagonalizovatelna s realnymi vlastnymi ¢islami, tj. existuje matica
T(w,n) € RIT24H2 5 (X\y,...,\;) € R? také, 7e

P(w,n) = TDT !, D(w,n) = diag(\y, .. ., Agi2)-

a vlastné ¢isla sa

M=uU—a, Ag="---=Ag41 = U, A\gyo =u+a,

[
a = —.
p

V jednej dimenzii ma Jakobiho matica tvar

kde a je rychlost zvuku spliajica

0 1 0
A(w) = Sl B=u y—1 |,
— a2u _ CL2
Tt St
kde u je rychlost a matica T méa tvar
1 1 1
T(w) = uU—a U u+a
U2 (12 ’lL2 ’LL2 (12
o + ’YT —ua 5 9 + ﬁ + ua



Odpovedajice vlastné vektory v jednej dimenzii k vlastnym ¢islam A, Ao, A3 st

stlpce matice T
(ho-agsZi-u)
rn = (Lu—a,—+ —ua |

2 -1
u\"
ro = 17“7? )
u?  u? a? T
= 1 — + — .
T3 (,u+a,2+2+7_1+ua>

Rota¢na invariantnost hovori, Ze afinnou transforméaciou kartézskych stradnic
sa Eulerové rovnice formalne nezmenia.
Blizsie informécie a odvodenie tychto vlastnosti mozno najst v [11], 22 24].

2.2.1 Flocking v tvare Eulerovych rovnic v 1D
Systém rovnic (2.1)-(2.3) mozno zapisat nasledovne

o OO gw) v @r=0x (0.T), (2.5)
w(r,0) = w'(x), x €, (2.6)
B(w) = 0, voQx(0,7), (2.7)

kde Tava strana v rovnici (2.5) mé tvar Eulerovych rovnic a prava strana je
g(w)(x,t) = M0, A, B)T. Tlak a energia spliaji

p = pT,
w2 3
— — 427,
p(2+2)

Poissonovéa adiabatickd konStanta je v tomto pripade v = 5/3 (hodnota pre jed-
noatomovy plyn).

2.3 Diskretizacia problému

Teraz popiSeme diskretizaciu Eulerovych rovnic nespojitou Galerkinovou meto-
dou pre d € {1,2,3}. Nech Ty, je triangulacia uzéveru oblasti 2 na kone¢ny pocet
elementov K s navzajom disjunktnymi vnutrajskami. Plati

Q — UKe']’}LK

Pre element K budeme oznacovat jeho hranicu ako 0K a jeho mieru |K|
(plocha v 2D, objem v 3D). Dalej budeme oznacovat hx = diam(K) a h =

max hg. O dvoch elementoch K, K’ € 75, budeme hovorit ako o susedoch, ak
€7n

|OK NOK'| > 0 (v tomto pripade | - | zna¢i (d — 1)-dimenzionalnu mieru).

V R? budeme stenou (resp. uzlom v R alebo hranou v R?) I' C K nazyvat
maximalnu suvisli otvorent podmnozinu mnoziny 0K NOK’, kde K’ je sused K
alebo 0K N 0f). Steny rozdelime na dve mnoziny

Fl = TeF;T cQ},
FP = {T € FuT Con}.
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Prva mnozina reprezentuje mnozinu vSetkych vnitornych stien a druhé pred-
stavuje steny leziace na hranici vypocetnej oblasti. Ich zjednotenie budeme znacit
Fh.

Pre kazd stenu definujeme normalu nr a to tak, ze pre I' € F/ je jej orienticia
Tubovol'na, ale pevn4, a pre I' € FZ ma rovnaki orientaciu ako vonkajsia normala
k hranici 0f2.

Pre kazda stenu I' € F existuji dva elementy KéL),KéR) € T také, ze
I' C KéL) N KﬁR). Budeme predpokladat, Ze nr je vonkaj$ia normala ,lavého*
elementu KﬁL) a vnitorn& normala ,praveho® elementu KﬁR).
Nad touto triangulaciou definujeme tzv. broken Sobolev space

H*(Q,Ty) = {ve L*(Q);v|x € H*(K) VK € Ty}

SO seminormou
1/2
vlmro7) = (Z el K)) ,
KeTy,

kde H*(K) je standardny Sobolevov priestor.
Pre v e HY(Q,T;) a T € F! definujeme

v](FL) = stopa U’Kﬁ” na I,

|(FR) = stopa U|K1£R) na I,
(v)r = %(U](FL) + UI(FR)), priemer stop v na I,
v = v\(FL) - v\(FR), skok stop v na .

PreT € F2, KM € T ave H(Q,T,)
vp = ] = (V) = v|(FR) = v|(FL) = stopa 'U|K£‘L) na I

Pokial vo vyraz typu [-]r, (-)r vyskytne v integraloch, pre jednoduchost vynechame
index I a budeme pisat napriklad [, [w][¢]dS.
h

Definujme priestor nespojitych po ¢astiach polynomiélnych funkeii
={v e L*(Q);v|x € PP(K) YK € T,},

kde P?(K) je priestor vSetkych polynomov na K stupiia najviac p. Aproximujice
rieSenie budeme hladat v tomto priestore.

Teraz odvodime vhodnu slabt formulaciu Eulerovych rovnic v zmysle priestoru
[Hl (Q 77L)]d+2

Nech w je klasické rieSenie problému (2.5). Skalarnym prendsobenim rovnice
(2.5) Tubovolnou funkciou ¢ € [H'(9, T,)]**2, zintegrovanim cez element K € 7j,
a pouzitim Greenovej vety dostaneme

sodx+/8KZfs K. pdS — /Zf SOdas—/Kg(uO-sod:v,
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kde nX je vonkajsia jednotkova norméla na OK. Sétanim cez vetky elementy
K e ’77Z a preusporladamm hrani¢nych ¢lenov obdrzime

8w @dﬂﬁ'/ Zfs @ldS— Z/Zfs agpdm—/ﬂg(w)wpdm.

KeTy,
(2.8)
Podobne ako v metode kone¢nych objemov aproximujeme fyzikalny tok 2?:1 f(w)ng
numerickgm tokom H(w™, w® n)

[ e glds = [ @0, wiglds:

VoIbu numerického toku a jeho vlastnosti popiSeme neskor.
Ozna¢me

n(w, ) Z/H ldS — Z/Zfs a“’dx

T'erFy, KeTh

a pravu stranu

In(w, ) = —/Qg(w)-sodfc-

Definicia 2.3.1. Hovorime, 7e wy, je DGM rieSenie problému ([2.5))-(2.7)), ak
® Wy € Cl([O,T];Shp),

d
o E(wh( ) en) + bn(wi(t), vn) + h(wn, o) =0, Yo, € Sy, YVt € (0,T),
o wy(0) = wp,

kde w) je Sy, aproximacia pociato¢nej podmienky w®.

2.3.1 Numerické toky

V predchéidzajtcej casti sme aproximovali fyzikalny tok numerickym tokom podob-
ne ako v metdde konecénych objemov.
Predpokladame, ze numericky tok H ma nasledujice vlastnosti:

e H(u,v,n) je definovany a spojity na D x D x By, kde D je defini¢ny obor
tokov f, a B; = {n € R%|n| = 1}.

e H je konzistentny
H(u,u,n) = P(u,n) = Zfs(w)ns.
e H je konzervativny

H(u,v,n) = —H(v,u,—n), u,v € D,n € By.

Numerické toky splitajice tieto vlastnosti st napr. Lax-Friedrichs, Godunov,
Roe, Osher-Solomon, atd. My budeme pouzivat Vijayasundaramov numericky
tok, ktory sa veImi dobre osved¢il v kontextu nespojitej Galerkinovej metody pre
velku skalu komplikovanych tloh pre Eulerové rovnice, viz. [10].
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2.3.2 Vijayasundaramov numericky tok Hyg

Vieme, 7e zakladna vlastnost systému Eulerovych rovnic je hyperbolicita. To
znamend, ze matica P(w,n) je diagonalizovatelné s readlnymi vlastnymi ¢islami a
preto existuji matice T(w,n) € R™242 a D(w,n) = diag(\y, . .., Aay2) spliiajice

P(w,n) = TDT !,
kde A1, ..., \g € R st vlastné ¢isla matice P(w, n). Plati

P(w,n) = P (w,n)+P (w,n),
PS(w,n) = TD*T™', D* =diag(Af,......., Afo)-

Vijayasundaramov numericky tok definujeme ako

wyr, + W wy, +w
Hys(wp,wg,n) =Pt (%,n) wy + P~ (u,n> WR,

kde AT = max {0, A}, A~ = min {0, A}.

2.4 Casova diskretizacia

Pre casovi diskretizaciu naseho problému pouzijeme ako zaklad semi-implicitna
Eulerovi metodu z [10]. Vdaka tejto diskretizacii obdrzime len jednu ststavu
linearnych rovnic na 1 ¢asovej vrstve. Diskretizacia tohto typu ma to velmi dobré
vlastnosti stability.

Nech B = {z,}1_, je baza v priestore Sp,, n = dim Sp,. Hladame priblizné
rieSenie wy, € Sy, tvaru

wi(t) =Y La(t)za

Vdaka linearite v (2.8)) v premennej ¢, mozno ako testovacie funkcie pouzit prave

bazové funkcie z, € B,a = 1,...,n. Dostaneme tym systém obycajnych diferen-
cialnych rovnic pre neznamé &, (t), a =1,...,n.
Uvazujme ¢asové delenie intervalu [0, 7] , 0 =ty < t; < t3 < .... Oznacme

Tr = trr1 — tx. Pouzijeme Eulerovii doprednu diskretizéciu, tj.

Own(tr) witt — wk

8t Tk ’

kde wf = wy,(t1,).
Naga tloha teraz je najst wi™ také, Ze

° w}lfﬂ € Shp,

k+1 k
. (wh — wy

U ) B wh ) + Bt ) =,

VgDhGShp, k=0,1,...,
0

e w) € Sy, je aproximacia w?,
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kde by, (witt, wk, op,) dostaneme linearizaciou formy b, pomocou homogenity vek-
torovych funkcii Eulerovych rovnic a to nasledovne. Polozme

-3 [ 3 atwhek S

KeTy,

o9 = Z / ]P’+ ((wi)p, nr) (wi“)( )—HP’ (W), np) (w',_f“)(rp))  [enldsS.

TerFy,
Formu by, (wf, wk™ ¢,) definujeme ako stcet o1 a oy, tj.
bn(wf, wi™, on) = 01 + 0. (2.9)

Forma by je v prvej premennej nelinedrna, ti berieme explicitne a v druhej
premennej linearna, ti berieme implicitne.
Semi-implicitnd schéma je

Definicia 2.4.1. Pre kazdé £k =0,1,... a ¢, € Sy, hladame wh+ také, ze

° w,’j“ € Shp,

g (w;’iﬂﬂph) +kah(wh,wh 79011) +Tklh(wh7wh ,SDh) (whasoh)

o w) € Shy.
Funkcia w je Sy, aproximécia pociato¢nej podmienky w®.

VoIbu formy I popiSeme v nasledujtcej podkapitole. Teraz je dolezité upo-
zornit, ze tato diskretizacia odpovedi n lineArnym rovniciam

(M + 7,B) £F = Mg, (2.10)
C

kde &8 = (&1, &, ..., &) a €F je aproximacia &, (1)

Volime bazové funkme s nosicom na jednom elemente K. Dvojity integral v
I, sa zredukuje z Je Jo - dydz na [, [o - dydz. Za predpokladu nulovosti formy I,
je matica C riedka. Riedk& matica pre velké systémy linearnych rovnic mozeme
numericky riesit napr. pomocou softvérového balika UMFPACK. Tuto riedkost
potrebujeme zachovat a zohladnit pri volbe formy .

Matica M = (my;);;—, je symetricka, pozitivne definitna blokovo diagonalna
matica tuhosti s prvkami

mij = / ZZ'Z]‘.
Q

Matica B reprezentuje formy by, a . Pokial je M regularna, ocakidvame, zZe pre
malé 75, je matica C tiez regularna. Pre dostato¢ne malé 7, je matica C blizka
blokovo diagonélnej matici s dvoma blokmi v prvom hornom a lavom dolnom

rohu (Obr[2.1).
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%k k ok * %
* ok k k * %
koK K ok ok ok
ok %k ok ok
k% k K % %
* Kk kK ok
%k % ok k ok
* %k %k ok ok ok
kK kK ok ok
* ok ok % koK
* 3k * K k%
* % * %k ok >k

Obr. 2.1: Tvar matice ststavy (2.10).

2.4.1 Diskretizacia formy [, (w, ¢;,)

Este nevieme ako diskretizovat formu [, (w, ), ktora je nelinedrna a nelokalna
vzhladom k w.

Uvazujme vektor g(w) = (0, A, B)T z pravej strany rovnice a prepiSme
integral A do tvaru vektoru w = (wq, wq, w3) = (p, pu, E)

A= [ule—u) (u(x,t) ~uly, t))pu, Dy, t)dy
R
S LCE
R
w1 (y,t) wa(z,t) w1 (z,t) wa (y,t)

(
= [ 0o =) (1 0wt 0) sl st ) )y
= [t (wl<y,t>,w2<y,t>,w3<y,t>)1-(w2<x,t>,—w1<x,t>,0)dy

(.

(4,) pla, Dl £) — plaes 1) ply, Yy, t>) dy
—o L o

w(y,t)
- [ b<|x—y|>\(w1<x £, sl t>7w3<x,t>)/-(—wzw,t),wl(y,t),o)dy.

w(z,t)

Podobne tento proces zopakujeme aj s integrdlom B
B = [ e~ wote.t) (ol )ute, ) - 26001) )y
R
- / bl — ) (mx, el )2l .50 )iy
. L ~ /, —_ o=

-

wa (y,t) wi(z,t) w3(y.t)
= b(|lz —yl) (w1 , Wo y,t),wg(y,t)> -(O,wg(x,t), —2w1(x,t)) dy
) w(yb) ’
= b(|x —y|) (w1 ,wa(z,t), w;;(x,t)) -<—2w3(y,t),w2(y,t),0> dy.
w(z,t) ’

Zaujimavymi su pre nas, ako v pripade A tak aj v pripade B, posledné dva
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integraly. Volime dve nasledovné diskretizacie.

1.moZnost
Vychadzajme z predposlednych integralov, t;j.

A= [ 802 = st (st 0 ~us(a,2).0) dy

5= [ ble — yuts.t)- (0.ualent). ~2un(o,0) ).

Vektor g(w) moézme zapisat ako

g(w)(x,1) = / bl — y)U (w(z, 1) )wly, H)dy,

kde U(w) € R**3 je matica tvaru

0 0 0
U(w(z,t) = | waz,t) —wi(z, 1) 0
0 wo(z,t)  —2wy(z,t)

Zvolme aproximéciu w(z,t) ~ wf a w(y,t) ~ w}™ a definujme diskretizaciou
formy [, (w, @) ako formu

w0k on) = / / (I = y)U (wh(2)) whH (y)dy - n)d,

2.moZnost
Teraz vychadzajme z poslednych integralov, tj.

A= [ 802 = alyotet) - (sl ) (0.0

B= [ ble — yute.0) - (~2ualy. 0, ualy.0.0) o

V tomto pripade mozeme vektor g(w) zapisat nasledovne

g(w)(x,1) = / b(lz — y)U (wly, ) w(z, t)dy,

kde U(w) € R**3 je matica tvaru

0 0 0
U(w(y, t)) = —w2(y) wi(y) O
—2ws3(y) wa(y) O

Zvolme aproximaciu w(z,t) ~ wi™ a w(y,t) ~ wf a definujme diskretizaciu
formy 1,(w, @) ako formu

lh(w;i,w;f“ysoh)ZA(Ab(Iw—yI)U( Y ))dy) wyt (2) - pn()dr.  (2.11)

26



V prvom pripade dostaneme hustii maticu ststavy linedrnych rovnic, ¢o by
bol problém pre numerické rieSenie. Preto tuto moznost vyluc¢ime.

Naopak v druhom pripade sa riedkost zachova a tato forma je nelinedrna
v prvej premennej, ktord berieme ako explicitni a v druhej premennej linear-
na, ktori berieme implicitne. Navrhnuta diskretizacia formy [, je blizka postupu
volby diskretizécie formy by,. Touto diskretizéciou dostaneme schému blizku semi-
implicitnej linearizacii Eulerovych rovnic z ¢lanku [10].

Odvodenie diskretizacie sme spravili len pre funkciu , tj. vary. U druhej
varianty by sme boli schopny takto napisat len 2. moZnost, ¢o zrejme
nevadi, pretoze je to ten efektivnejsi sposob. Jediny rozdiel je v matici U(w). Ak
budeme volit funkciu vars, potom matica je tvaru

0 0 0

U(w(y,t)) = —wa(y) wi(y) 0
2w 2wz (y)w2

— é(y) _ 3%/1)(1})(1/) wa(y) 0

2.5 Zachytenie Soku

Systém FEulerovych rovnic je hyperbolickd rovnica 1. rddu. RieSenie takychto
rovnic je typicky nespojité a to uz v konecnom case i pre hladkt pociatocnu
podmienku. Metoda kone¢nych objemov pracuje s takymi nespojitostami dobre.
U schém vyssich radov pozorujeme lokidlne Gibsov jav (blizko nespojitosti sa
vytvori oscilacia). Vyhnut sa takému chovaniu mézeme pouzitim dodato¢énych
stabiliza¢nych ¢lenov.

Stabilizatnd technika z préce [10] je nasledujtica. Oznaéme u} nejaki skaldrnu
veli¢inu charakterizujicu aproximaciu rieSenia wf. Z numerickych experimentov
vyplyva, Ze vhodnou volbou pri Eulerovych rovniciach je hustota. Definujme in-
dikator nespojitosti

gk(K):/ [i]” dS, VK € Ty,
o

S

kde p > 0 je dané konStanta a diskrétny indikator nespojitosti

0 ak ¢*(K) <1,
Gk(K):{ 1 inaﬁ.( )

Osvedcilo sa nam v jednej priestorovej dimenzii pouzit u = 1/2 alebo p = 1.
Definujme formu umelej viskozity

O (wi, with o) = 1 Z higGF (K / Vwi™ . Vdz, (2.12)

KeTy,

kde 11 = O(1) je dana konStanta. Tato forma odpoveda pridaniu Laplaceovho
operatoru s nulovou Neumannovou okrajovou podmienkou na kazdom elemente
zvlast. V préaci [10] bolo dokazané, Ze tato stabilizacia je obcas nedostatocna,
pretoze funguje na kazdom elemente zvlast. V niektorych pripadoch je potreba
pridat difaziu pésobiacu medzi elementami. V praci [10] je navrhnuta nasledujtca
forma penalizujica skoky medzi elementami

O (wy, wit o) =12 Y Z /F[w’,j“] - [en)dS, (2.13)

'er, K: FC@K
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kde 15 = O(1) je dana konstanta.
Z numerickych experimetov sme zistili, Ze je vyhodné pouzit 14, = 15 = 0, 3.

2.6 Zhrnutie - vysledni schéma

Vysledna semi-implicitnd schéma aj so stabiliza¢nymi ¢lenmi je

Definicia 2.6.1. Pre kazdé k = 0,1,... a ¢, € Sy, nijst wi™ takeé, ze

° w}’f“l € Shp,

wﬁ“ - wﬁ 7ok ktl Tk kL
- %hn + bh(w}mwh ,Sph) + lh(wh7wh a@h)

+ q)i<wi]§7 wi’?,Jrlv Qph) + (I)?L(w}liv wi]j+17 Sph) = 07

Funkcia w) je Sy, aproximécia poc¢iato¢nej podmienky w®.

Stabilizatné ¢leny @), ®? st dané vzfahmi (2.12) a (2.13). Formy b, a [, st
definované v (2.9) a (2.11).

2.7 Implementacia

Posledny krok k ziskaniu numerickych vysledkov tohto problému je jeho imple-
mentacia. Numerické vysledky predstavené v nasledujicej kapitole sme dostali po-
mocou programu napisanom v jazyku C. Na vyrieSenie linearneho systému rovnic
bol pouzity softvérovy balik UMFPACK. Volbu bazovych funkcii a kvadratirnych
vzorcov popiseme v nasledujicich podkapitolach. Pri numerickych experimentoch
sme zistili, Ze rieSenie typicky dosahuje stavu vakua v oblastiach, kde sa nevysky-
tuje kidel. Pretoze Eulerové rovnice prestavaji byt v tomto pripade dobre defi-
nované, je nutné tomuto problému venovat zvlast pozornost. Vysledna procediru
nazyvame postprocessing a je popisany v podkapitole [2.7.3]

2.7.1 Numericka integracia

Vo formulécii nespojitej Galerkinovej metody sa vyskytujt integraly typu [ x f(v)dz
a [, f(x)dS. Nagim cielom je dosiahnit vysokého radu presnosti. Na numerické
rieSenie tychto integralov preto volime Gaussove kvadratirne vzorce, tj.

[ 1@ iz:;wifm),

kde vahy kvadratiry st w; a x; znacia uzly kvadratary (3], [14]).

Uzlové body st volené optimalne tak, aby bolo mozné dosiahnut vysokého
radu presnosti. Pri konstrukcii Gaussovych kvadratur je postacujice volit za uzly
korene Legendrovych polynémov. Vahy Gaussovej kvadratiry sa uz nasledne volia
tak, aby bol dosiahnuty rad presnosti 2n — 1.

Uzly a vahy pre nami pouzivani hodnotu n = 3 (vypodcitané pre Gaussove
kvadratiry definovanych na intervale (0,1)) mozno néjst v tabulke (Tab. [2.1).
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n | Uzly x; | Vahy w;
1+4/3/5
3 2

N | =
kol oo

Tabulka 2.1: Vahy a uzly pre Gaussovu kvadratiru n=3.

2.7.2 Bazové funkcie

Numerické rieSenie hladame v priestore Sy,, ktorého dimenziu oznac¢ime ako n.
Do tohto priestoru patria aj polynémy. Mozme zvolit bazu {1,x, 22, ... 2" 1}.
Avsak v tomto pripade st bloky matice M zle podmienené a dochadza k strate
presnosti. VhodnejSie je pouzitie ortogonalnych polyndémov, napr. Legendrovych
polynémov. Pouzitim Legendrovych polynémov v nespojitej Galerkinovej metode
dostaneme diagonalnu maticu M.

Legendrov polyndm stupria n definovany na intervale (—1, 1) budeme oznac¢ovat
ako P,. Polynomy splhaju L>- ortogonalitu, tzn.

1
2
/_1 Pk(S)Pl(S)dS = mék’l, \V/k,l S NU.

Norma polynému P, je preto

2
P, _ = .
1 Pa (@) || 22((—1,1) = 4/ T 1

Zakladné rekurentné vztahy urcujice Legendrove polynémy
Hodnotu n-tého Legendrovho polynému v bode x mozno urcit z rekurentného
vztahu

PQ(.CE) = 1,
Pi(z) = =z,
2n+1 n
P, = P,(x) — P, .
+1(m) nal (z) nal 1(z)

Pre derivaciu n-tého Legendrovho polynému plati

Py = M
Pl(x) = xP,(x)— P,_1(z).

2 =1

n

Prvych pét Legendrovych polynémov definovanych na (—1,1) je

Py(z) =1,

Pi(z) =z,

Py(z) = ng - %,

Ps(x) gx3 - ;x,

Py(x) = 385 4 %aﬂ g
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Dolezité Legendrove polynémy, ktoré budeme pouzivat v implementéacii budua
posunuté Legendrove polynomy @Q,. Tieto polynémy si definované na intervale
(0,1) a splhaju

Qn(z) = Po(2z - 1),

[ 1
HQn(x)HB((O,l)) T Von+1

Prvych pét posunutych Legendrovych polynémov definovanych na (0,1) je

Viac informécii o ortogonalnych polynomov mozno najst napr. v [19].

2.7.3 Vakuum a postprocessing

Vakuum je charakteristické podmienkou p = 0 a z toho vyplyvajicej nulovej
celkovej energie E/ = 0 a tiez tlaku p.

V nasom pripade mame model, ktory by mal po nejakom ¢ase dosiahnut stavu
T = 0. Tlak je definovany ako st¢in hustoty a teploty, tj. p = pT. Pokial sa
snazime dosiahnit stavu 7' — 0, ovplyviiovat to bude ako hustotu tak i tlak.

Nevazké Eulerové toky a tiez numericky tok si definované na oblasti D, kde
p>0ap>0.Pokial je jedna z tychto hodnot nulové, nastane problém.

Z numerickych experimentoch sa ukazalo, ze hustota bude po urc¢itom case na
niektorych elementoch nulova alebo dokonca zaporna. Problémom je uz spomi-
nany problém s numerickym tokom. Existuje niekol'ko pristupov pre rieSenie Eule-
rovych rovnic s vaikuom. My sme zvolili veImi jednoducht variantu nahradenim
nulovych veli¢in malou epsilonovou hodnotou na kazdej casovej vrstve. Tento
postup nazyvame postprocessing.

Majme pevne dané € > 0 (napr. 107°%). Postprocessingom budeme nazjvaf
postup pozostévajuci z niekolkych krokov, ktorymi budeme pre kazdy element
zistovat, ¢i data k nemu prislichajice st vakuum, resp. ,skoro® vakuum (p < ¢
alebo p < ¢) alebo nie. V kladnom pripade vyuZzijeme konstantu e a malé hodnoty
nahradime prave touto konstantou. Tym zaruc¢ime to, ze program bude schopny
pokracovat v dalsich vypoctoch. Velky vyznam tohto postupu sa prejavuje hlavne
v situaciach kedy mame na elementy, kde st data odpovedajice vakuu, resp.
,skoro* vakuu.

Je dolezité si uvedomit, Ze pokial dostaneme nulova hustotu alebo tlak, iloha
sa zmeni. Nemozno teda predpokladat, Ze dani tilohu moZno riesit do l'ubovolného
¢asového okamziku metodou, ktorej numericky tok a princip je zaloZeny na pod-
mienke kladnosti hustoty aj tlaku. Postprocessing ale zaisti, ze ak dostaneme
niekde hodnoty vel'mi blizke vikua (p < e alebo p < ¢), tak po postprocessingu
bude program dalej schopny pokracovat vo vypoc¢toch.
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Postprocessing

1.

7.

8.

Poloz FLAG=0. (Zatial sme nezistili, Ze by nejaka hodnota popisovala véku-
um, resp. bola blizka vakuu.)

Ak hustota p|r < e pre nejaka I' C 9K, potom FLAG=1.

Ak hustota p < € na K (zistujeme len v kvadratirnych uzloch), potom
FLAG=1.

Ak FLAG=1, potom p=¢ a pu = 0.
Poloz FLAG=0.
Ak T'|r < € pre nejaka I' C K, potom FLAG=1.

Ak T < e na K (zistujeme len v kvadratarnych uzloch), potom FLAG=1.

Ak FLAG=1, potom FE = p (”72 + %8).

Definicia v bode [§] mé zaistit, aby T, resp. p = pT nemohli vyjst nulové, ¢
zaporné. Tento postup je nutné volit pretoze p a T nie st priamo nezname, ale
veli¢iny zavislé na F.
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3. Numerické vysledky

V prvej kapitole sme sa dozvedeli nieco o rovnici popisujicej flocking. Odvodili
sme ju a zistili, ze ma tvar systému Eulerovych rovnic so Specidlnou pravou stra-
nou. Jej diskretizaciu sme predstavili v predchadzajtcej kapitole pomocou semi-
implicitnej nespojitej Galerkinovej metody.

V tejto casti popiSeme numerické vysledky pre jednodimenzionalny pripad.
Podl'a schémy z 2. kapitoly sme tlohu naprogramovali v jazyku C na oblasti
Q = [0, 1] s periodickymi okrajovymi podmienkami.

Rychlost u(z), hustota p(x), teplota T'(x), kde = € €2, charakterizuju pocia-
toénti podmienku, tj. vektorovi funkciu wo(z). Hodnotami p, 4, T oznacujeme
konstantné funkcie.

7 numerickych experimentov sa ukazalo, Ze je nutné volit v stabiliza¢nych
¢lenoch konstanty 11 = v =03 a p=1/2.

Konstanty vo funkcii boli nastavené na hodnoty A\ =1,8=0.1a K = 1.

Pocet elementov je vzdy 400. Aproximécia bola vo vSetkych pripadoch apro-
ximécia kvadratickymi funkciami. Pocet kvadrattirnych uzlov bol nastaveny na 3.
éasovy krok vo vietkych pripadoch bol 7 = 1073. V postprocessingu sme nastavili
e=1075.

Zavadzame znacenie:

Umaz(t) := maxeq |u(z,t)| - maximalna rychlost v ¢ase t,
Tonin(t) := mingeq T'(x,t) - minimalna teplota v ¢ase t,
Pmin(t) := mingecq p(x,t) - minimalna hustota v ¢ase ¢.

Pre kazdy pripad uvedieme aj graf, ktory reprezentuje maximalni rychlost
Umaz(t), minimalnu teplotu Ty, (t) a minimalnu hustotu py,, (¢).

Pre prehl'adnost st tabulky z grafmi hustoty, rychlosti, energie a teploty spolu
s medzivysledkami uvedené az na konci kapitoly.

3.1 Testovaci priklad

Na overenie spravnosti nasho programu, sme pouzili tento jednoduchy pripad:

u(z) = ua,
p(z) = p,
T(z) = T,

kde = € Q. Hodnoty @, p implikujiu A(p,u)(z) =0 a

B(p,u,T)(x) = —cp(x) / bl — y)P(y)T(w)dy,

kde ¢ je konstanta zavisla od vol'by funkcie vary (postupne pre k = 1, resp. k = 2
mé hodnoty ¢ = 3, resp. ¢ = 1). Hustota a rychlost sa nebude menit. Teplota
bude vdaka nenulovosti B(p, u, T) klesat, T'— 0.

Pri volbe p = 1, u = 0.4 a T' = 1 nam program hustotu aj rychlost naozaj
nemenil. Vyvoj teploty T'(t) reprezentuje graf (Obr. [3.1)).
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Obr. 3.1: Vyvoj teploty pre testovaci pripad (postupne pre (1.36) a (1.37)).

3.2 Pripad ¢. 1

VoIba podiato¢nej podmienky v tomto pripade bola

(@ — 0.5)2> |

p(x) = exp (— =

u(zr) = —sin(27z),
T(x) =10,

kde x € Q). Hustota je Gaussovska distribu¢na funkcia centralizovana v 0.5.

Vyvoj riesenia sme sledovali do ¢asu ¢t = 4.5 pre var, a do ¢asu t = 12 pre
vary. Autori ¢lanku [12] tento vyvoj sledovali len do ¢asu ¢ = 3.1, pretoze im to

havarovalo - nerieSia vakuum.

Teplota aj rychlost konverguju k nulovej funkcii. Pre funkciu var, sa uz v ¢ase
t =~ 3 vytvoril kidel - ostry hrb uprostred. Pre funkciu vary to bolo az v ¢ase
t = 9. To znamend, ze model s var, popisuje rychlejsi flocking nez model s var,.

Riesenie tohto pripadu je zndzornené v (Tab. B.1)-(Tab. [3.8).
Grafy (Obr. reprezentuji maximalne rychlosti v ¢ase, tj. Umqe(t). Grafy

(Obr. |3.3)) reprezentuji minimalnu teplotu v ¢ase, tj. Ty, (t). Minimélne hustoty

Pmin(t) s na (Obr. [3.4).

0 05 1 52 25 3035 4 45 0 2 4 6 8 10 12

Obr. 3.2: Priklad ¢. 1. - Maximalna rychlost w,,.,(t) pre funkcie (|1.36]) a (1.37)).

33



10 10

Obr. 3.4: Priklad ¢. 1. - Minimalna hustota p,:,(t) pre funkcie (1.36) a (L.37)).

3.3 Pripad ¢. 2
V druhom pripade boli ponechané pociato¢né podmienky prvého pripadu, tj.

p(x) = exp (—(x_o+5)2) ,

u(x) = —sin(27z),

T(x) =10,

kde z € Q.

V programe sme vypli flocking - prava stranu nastavili na nulu, A = B = 0.
Tento priklad slizi na porovnanie chovania modelu s flockingom (tj. pripad ¢.1)
a bez neho (pripad ¢.2).

RieSenie rychlo konverguje ku stacionarnemu rieseniu: v = 0, p = kons., T, p
konverguju ku stacionarnej funkcii - st nekonstantné. RieSenie je znazornené v
(Tab. [3.9)-(Tab. . Pozorujeme velky rozdiel oproti pripadu ¢.1. Dalsi rozdiel
mozno vidiet na grafoch umaz, Pmin @ Timin. Maximalna rychlost w,,..(t) konver-
guje k nule, (Obr. 3.5)). Na rozdiel od pripadu &.1 pin(t), Trnin(t) nekonverguji k

0, (Obr[3.6)).
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Obr. 3.5: Pripad ¢.2 - Maximalna rychlost w,q.(t).

0.05 ! ! ! ! ! 4 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 2 30

Obr. 3.6: Pripad ¢.2 - Minimalna hustota p,;,(t) a miniméalna teplota T}, (t).

3.4 Pripad ¢. 3

V tomto pripade nastavime pociato¢ny tlak a rychlost na konstantu. Hustota
bude rovnakéa ako v prvom pripade. Pociato¢né podmienky st

o(z) = exp (—(‘0—25)) ,

kde x € Q2.

Bez flockingu sa pre takéto pociato¢né podmienky ni¢ nemeni, tj. rieSenie u
plynov nezavisi na ¢ase. S flockingom je ale situécia ina. Flocking vynuti zmenu
rychlosti aj tlaku (kidel sa da do pohybu). Priebeh tejto situécie znazoriuju

tabulky (Tab. [3.13] - (Tab. [3.20).

Maximalne rychlosti tmq,(t) s znazornené na obrazku (Obr. 3.7). Miniméalne
teploty Tpnin(t) st na (Obr. a minimalne hustoty p:,(t) na obrazku (Obr.
3.9)
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Obr. 3.8: Priklad ¢. 3. - Minimalna teplota T,,;,(t) pre funkcie (1.36]) a (1.37]).

0.09 0.09 T T T T T T

Obr. 3.9: Priklad ¢. 3. - Minimélna hustota pp,,(t) pre funkcie ([1.36) a (1.37)).

36



3.5 Pripad ¢. 4

Teraz sa poktusme napodobnit dva kidle. Poc¢iatoéné podmienky budi

p(x) = 0.1 4+ exp(—1000(z — 0.4)%) + 0.5 exp(—1000(z — 0.5)?),
u(z) =0,
p(z) = p(x)T(x) = 1.

Posobenim flockingu sa to celé da do pohybu. Kidle sa za¢ni koncentrovat, zleju
sa dokopy. Situdciu znazoriiujt (Tab.[3.21)-(Tab.[3.24)). Pocitand bola len varianta
s funkciou vars.

Obrazok (Obr. reprezentuje maximalnt rychlost .. (t). Miniméalnu

teplotu T, () popisuje (Obr. [3.11)) a minimalnu hustotu p,,:,(t) (Obr. [3.12)).

0.025

002+

0015

001

0.005

0 1 2 3 4 5 6

Obr. 3.11: Pripad ¢.4 - Minimalna teplota 7,,;,(¢) pre funkciu (1.37)).
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Obr. 3.12: Pripad ¢.4 - Minimalna hustota p;,(t) pre funkciu ((1.37)).
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Tabulka 3.1: Pripad ¢.1: Hustota (vary).

Cas Hustota Cas Hustota

1.0q
0.1 0.4
0.84 0.8
0. 07
06
0.6
05
0]
0.4
03 0.4
02 03|
0.1
t—o O 0 02 04 06 08 i t—o 5 0 02 04 06 08 i
0.8-
0.4
0. 08
06 0
0.5 0.64
0.5
04
0.4
03
0.3
02
02|
t—]_ 0 0 02 04 06 08 i t—l 5 0 02 04 06 08 i
1.4q A
o
124 "
I
1.0q 3 J\
0.84 ‘
N
0.6
0.4] \
0.2-
t—2 0 0 02 04 06 08 1 t—z 5 0 02 04 06 08 i
| |
101 ” 20
‘ ﬂ
8
n :
P I ”
‘ 10q ‘
) I |
I
N 5] Il
B I

20 20
15 15
10 10-

I I
5 5

I I

I I

t —4 0 ) 02 04 [ [ I t — 4 5 0 02 04 06 08
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Tabulka 3.2: Pripad ¢.1: Rychlost (vary).

Cas

Rychlost

Cas

Rychlost

¥,
05| 05 \
o [ L
05| -0 \
o -1
t—o O 0 02 04 06 08 t—o 5 0 02 04 06 08 i
06|
0.4]
0.4]
02 02
el o
-0 0>
0.4]
oy
06|
t—]_ 0 0 02 04 06 08 t—l 5 0 02 04 06 08 i
02 03]
02
0 ‘
01 |
™ o 4
-0
o]
-0 |
02 -03
t—2 0 ] 02 04 06 ) t—z 5 0 02 04 06 08 i
\ 0.4 |
02 ‘ ‘
\ 03 ‘
0.4 ‘ t 0.2- ‘
l
| 01 A
)
| )
of o |
| )
| 0.1 1y
! ‘
0.4 \ 024 l |
-0 ‘
| |
02 0.4]
t—3 0 1) 02 04 06 08 t—s 5 ] 02 04 [ [ i
0.4 \ 0.4 ]
\ |
| l
02 | 02 |
| |
of o
\ |
024 | -02 l
| |
-0.4] -0.4] \
t—4 0 6 02 04 06 08 t—4 5 ] 02 04 [ [ i




Tabulka 3.3: Pripad ¢.1: Teplota (vary).

Cas Teplota

Cas

Teplota

t — 0 O 0 02 04 06 08

t=0.5

08

°.
°.
o,

t=1.0

=
o
°.
s
B

08

t=1.5

02 04 0.6 08

=
S
.
s
=

08

t=2.0

04 06 08

.

t—3 0 ) 02 04 06 i) 1

t=3.5

=
\

02 04 0% 0%

il
=~
o

t=4.5

e

| >~
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Tabulka 3.4: Pripad ¢.1: Tlak (vary).

Cas

Tlak

Cas

Tlak

109
o
N
7 a5
; ‘
B ]
N
N 3.5
1
4]
| o ~J
t—o O 0 o 04 06 08 i t—o 5 0 2 04 06 08 i
2.2
2.1
5]
2.1
1.
4.5
1.84
1.7 4 ‘ \
1.6q ‘
154 3.5
144
t—]_ 0 0 02 04 06 08 1 t—l 5 0 2 04 06 08 i
0.4 i
i
o i
0.8 ‘
0.1
0.6
0.
0.5 H
0.69 ‘
\J L N /_/
: v T T ; r T T v v ;
t—2 0 0 02 04 06 08 1 t—z 5 ] 02 04 06 08 i
03 02 \ /\
0.304 i ‘
0.2 1N
I
0.25] “
0.15] ! |
0204 ‘ | l
0.15 v\ 0.10]
¥
i ”
010 il 0.05{
|
0.051 T T - T T T T ' T T T
t73 0 02 04 0.6 08 1 t73 5 0 02 04 0.6 08 1
[ [N}
0.18 0.181 r
|
0.16 0.161
0.14 H 014 M
0.1+ 0.1+
0.101 0.101 “
0.08] H 0.08]
0.06] I 0.06] ‘
0.04] 0.04]
0.0 0.02
0 T T a T T 0, T T - T T T
t74 0 0 02 04 0.6 08 1 t74 5 0 02 04 0.6 08 1




Tabulka 3.5: Pripad ¢.1: Hustota (vars).

Cas Hustota Cas Hustota

i
]
o
i
]
ot

i
N
o
-+
I

w
ot

06 08

if
D
o
i
~1
o

[ [

ﬂ"
*®
o
i
©w
o

! |
10H H
o 1 25 H
1 i
77 H 20q
b f H
A N 15
I
“ Il 104 H
3 [
' I
] L "
//j 1\ K

t — 1 O 0 ) 02 04 [ [ t — 1 2 0 ) [ 04 06 [
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Tabulka 3.6: Pripad ¢.1: Rychlost (vars).

Cas

Rychlost

Cas

Rychlost

0.6
0.4
05
0.4 \
[l o
-0
059 0.4
0.6
-l T T T T T T T T
t—o O 0 02 04 06 08 1 t—o 5 0 02 04 06 08 1
03
0.10]
0.4
00s]
0.
o o]
o]
005]
02]
0.1
0.3
t—2 0 0 02 04 06 08 1 t—3 5 0 02 04 06 08 i
0.4
0.15]
0.1+

0.10] ‘
015]
-0
r v T T T ; r T T T ;
t—6 0 ] 02 04 06 08 1 t—? 0 0 02 04 06 08 1
0.15] 0.15]
0.0 0.10] ‘
005] 00s]
0] 1 [ /,\
005 00s]
\ \
0.10] 0.10]
-0.15] 0.15]
t—8 0 ) 5 04 [ 0% 1 t—g 0 1) 02 04 [ 0% I
03 0.4 ‘
03
0.2
02
01
0.
o 4 o {
-0.1]
-0
-0
-02
03
03 0.4
t—lo 0 6 02 04 06 08 1 t—12 0 6 02 04 06 [ I
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Tabulka 3.7: Pripad ¢.1: Teplota (vars).

Cas Teplota

Cas

Teplota

i
o
o

=

02 04 0.6 08

i
Do
()

o

02 04 0.6 08

if
=2
o

02 04 0.6 08

i
oo
o

t=9.0

S
°
2
g
=

t — 1 O 0 0 02 04 [ [

t=12.0

0.5

=
S

2
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Tabulka 3.8: Pripad ¢.1: Tlak (vars).

Cas Tlak Cas Tlak
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Tabulka 3.9: Pripad ¢.2: Hustota.
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Tabulka 3.10: Pripad ¢.2: Rychlost.
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Tabulka 3.11: Pripad ¢.2: Teplota.
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Tabulka 3.12: Pripad ¢.2: Tlak.
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Tabulka 3.13: Pripad ¢.3: Hustota (vary).
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Tabulka 3.14: Pripad ¢.3: Rychlost (vary).
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Tabulka 3.15: Pripad ¢.3: Teplota (vary).
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Tabulka 3.16: Pripad ¢.3: Tlak (vary).

Cas

Tlak

Cas

Tlak

14 0.745]
124 07404
1 0.735
05 07304
0.6 0.725]
t—o O 0 02 04 06 08 t—o 3 0 02 04 06 08 i
0.681 0.5+
0.66]
0.501
0.64]
0.6
0.49]
0.60{
0.581 0.48]
t—O 5 0 02 04 06 08 t—o 7 0 02 04 06 08 i
038
0.25
036]
0.201
0.3+ A\
i
0.15 ”
032 |
0.1 H
0304
0.051 H‘
0.28
T T T T T 0 T T T T T
t—]_ 0 0 02 04 06 08 t—l 5 0 02 04 06 08 i

0.10{
0.08] I 0.061
I
0.04]
0.04] ‘
0.02{
0.02{ |
t—2 0 0 02 04 06 08 t—z 3 1) 02 04 3 i) i
of —— o~
0.14] i o0 1"
0.081
0.12{ |
0.0H ‘
0.10{
0.061
0.08 H 0.05{ ]
0.04]
0.06{ H H
0.03]
0.04]
0.0
\l
002 0.0H H
t—2 5 0 02 04 06 08 t—z 7 ) 02 04 06 i) i

54




Tabulka 3.17: Pripad ¢.3: Hustota (vars).
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Tabulka 3.18

: Pripad ¢.3: Rychlost (vars).
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Tabulka 3.19: Pripad ¢.3: Teplota (vars).
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Tabulka 3.20: Pripad ¢.3: Tlak (varg)
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Tabulka 3.21:

Pripad ¢.4: Hustota (vars).
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Tabulka 3.22: Pripad ¢.4: Rychlost (vars).
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Tabulka 3.23: Pripad ¢.4: Teplota (vars).

Cas

Teplota

Cas

Teplota

o
o o [
B N
A
o
6] \
5
5|
+
o+
N
2
2
,,
", - - - - : - - - -
t—o O 0 02 04 06 0% t:l 0 0 02 04 06 08
3 ol
o]
-
B
o]
o]
5
N
o
]
3 4l
2 B
,,
H
t—]_ 5 1) 02 04 06 08 t:2 0 0 o 04 06 08
o
7]
i
o]
o
5
<
4 \ “ ‘
3 \ d ‘ W
2 7 {
5 \ i b
y v
r T T T T " T T
t:2 5 1) 02 04 06 08 t:S 0 1) o 04 06 08
i
N
o
H
] b, \‘
4 51
i
N
N
2
I g
n i 4
. !
U \
t:4 0 ) 02 04 06 08 t:5 0 0 0 04 06 08
i M
61 N o
5
4+ 4
N
2 ‘ |
(]
B ‘ 14 |
\ ! /’
t — 5 5 6 02 04 06 08 t — 6 0 0 0 04 06 08

61




Tabulka 3.24: Pripad ¢.4: Tlak (vars).
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Zaver

Cielom tejto prace bolo numericky riesit rovnice popisujice dynamiku kfdlov
(hejn) - flocking. N4s konkrétny model vychadza z ¢lanku [12] a ide o novi varian-
tu Eulerovych rovnic s nelokdlnym reaktivnym c¢lenom.

Pracu sme rozdelili do troch kapitol.

V prvej sme tento problém predstavili pomocou ¢asticovych, kinetickych a
hydrodynamickych modelov. Cast kapitoly je zhrnutie ¢lanku, z ktorého préaca
vychadza. Zaroven sme opravili chyby v ¢lanku [I2]. Tieto chyby boli uznané
povodnymi autormi ¢lanku.

Druhu kapitolu sme venovali popisu diskretizdcie problému pomocou semi-
implicitnej nespojitej Galerkinovej metody. Tato metoda (z ¢lanku [10]) sa velmi
dobre osvedcila pre komplikované problémy stlac¢iteIlného prudenia popisaného
Eulerovymi rovnicami. V tejto praci sme navrhli vhodnti semi-implicitnia for-
muléciu dodatoénych reaktivnych ¢lenov z [12]. Navrhnuta diskretizacia tychto
¢lenov je filozoficky blizka semi-implicitnej linearizacii Eulerovych rovnic z ¢lanku
[10].

V poslednej kapitole sme predstavili nase numerické vysledky pocitané pro-
gramom napisanym v jazyku C. Pomocou testovacieho prikladu sme overili sprav-
nost programu. Potom na Styroch prikladoch sme zistovali chovanie hustoty,
rychlosti, teploty a tlaku. V priklade ¢.1 a v priklade ¢.2 sme sledovali odlignost
modelu s flockingom a bez flockingu pre rovnakt pociato¢nti podmienku. Priklad
¢. 3 je ukazka toho, ¢o spravi flocking, ak podiato¢na rychlost a tlak st kon-
Stantné. Zistili sme, ze v pripade kedy nepracuje flocking sa menila len hustota. S
flockingom sa zmenili aj ostatné veli¢iny. Priklad ¢. 4 bol pokus o napodobnenie
dvoch kidlTov (hejn), ktoré s blizko u seba s nulovou podiato¢nou rychlostou.
Tieto dva kidle sa ¢asom ,zliali“ dohromady - vytvoril sa jeden kidel (jedno
hejno). Celkovo sa ukazalo, ze navrhnuta schéma je robustna a presna ako ukazu-
ji numerické experimenty uvedené v poslednej kapitole.
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