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Abstrakt: Vynosové krivky, tj. kiivky udavajici pro ur¢itou skupinu cennych pa-
pirt zéavislost vynosu na dobé do splatnosti, jsou v praxi dilezitym nastrojem
pro ocenovani aktiv a pasiv i finan¢ni rozhodovani. Teoretickd bezrizikova vy-
nosova krivka pak udava ¢asovou strukturu bezrizikovych trokovych mér, které
slouzi napt. k ocenéni zavazki pii tvorbé rezerv v pojistovnictvi i jako srov-
navaci ukazatel pri ocenéni riznych aktiv na trhu. Pri konstrukci vynosovych
krivek se pak setkavame s tim, Ze pozorovana aktiva nejsou na trhu k dispozici
pro vsechny splatnosti. Proto se pouzivaji rtizné matematické metody, s jejichz
pomoci dokazeme krivku zkonstruovat i pro nepozorované splatnosti. Nékteré
z téchto metod predstavuje tato prace, a to véetné metody Svenssonovy, jenz je
vych kiivek. Pomoci ni potom v této praci zkonstruujeme kupénovou vynosovou
ktivku z c¢eskych statnich dluhopist s cilem konstrukce bezrizikové bezkupoénové
vynosové krivky. Déle se v praci zabyvame pouzitim vah pro rtzné dluhopisy,
¢imz se snazime dosahnout lepsiho zpétného ohodnoceni vstupnich dluhopist po-
moci vysledné krivky, a také hledanim takové ktivky, kterd pti zpétném ohodno-
ceni dluhopistt minimalizuje pfimo stfedni kvadratickou odchylku pozorovanych
a spoctenych cen. Protoze u dluhopist s dlouhymi splatnostmi se mtze objevovat
problém s likviditou, aplikujeme vSechny zminéné postupy i na mnozinu vstup-
nich dat omezenou na dluhopisy se splatnosti do 15ti let. Nasledné porovname
vysledky ziskané témito riznymi zpisoby. Na zavér pak pomoci metody boot-
strap odvodime z kupénové kiivky bezkupdénovou, coz je nasim hlavnim cilem.
Nakonec jesté ukazeme, jak budou vypadat z ni odvozené ro¢ni forwardové sazby

a okamzitd forwardova kiivka.
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Abstract: In practice, yield curves, i.e. plots of relation between yields and times
to maturity for a group of comparable securities, are an important tool for assets
and liabilities pricing as well as for financial decision making. The theoretical
risk-free yield curve represents the term structure of interest rates that are used
e.g. in insurance industry for pricing the liabilities, for which reserves are created,
or also as a benchmark for pricing other assets in the market. When constructing
the yield curve, it is not possible to observe yields of a group of assets for all
maturities. That is why we use various mathematical methods which enable us
to construct the yield curve also for unobserved maturities. In this thesis, some
of these methods are introduced. The Svensson’s method is one of the most
important and frequently used ones. We use this method to derive the coupon
curve from Czech government bonds aiming to construct the risk-free zero coupon
yield curve. Later on, we use different weights for particular bonds trying to
improve pricing of all the bonds based on the derived curve. Then, we also look
for the curve that minimizes the mean squared error of estimated (compared to
observed) prices. Because problems with liquidity can appear especially for long
maturities, we apply all of the procedures to a reduced set of bonds — the bonds
with maturity up to 15 years. Then, we compare the results gained in these
different ways. After that, we extract the zero coupon curve from the coupon
one using the bootstrap method. At the end, we show how the one-year forward

rates and the instantaneous yield curve look like.
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Uvod

Jednim z dilezitych néstroju pro ocenovani aktiv a pasiv a finan¢ni rozhodo-
vani je aparat vynosovych ktivek, zejména bezrizikové vynosové krivky.

Vymnosova kiivka obecné je grafické znazornéni vynosu do splatnosti urcitého
aktiva, resp. skupiny aktiv stejného typu (bude upfesnéno v kapitole 1), v za-
vislosti na dobé do jeho splatnosti. Bezrizikova vynosova kiivka je pak vynosova
krivka bezrizikového aktiva, za néz jsou obvykle povazovany statni dluhopisy.
Pro danou splatnost pak vynos do splatnosti bezrizikového aktiva predstavuje
bezrizikovou spotovou trokovou miru na dané obdobi. Ta se potom pouziva pro
diskontovani budoucich penéznich tokti plynoucich z drzeni aktiva i k ohodnoceni
zavazkt, coz by mél byt zaklad pfi posuzovani jakéhokoli investicniho projektu,
tvorbé rezerv napt. v pojistovnictvi, ale i v mnoha dalsich oblastech.

Protoze zadna skupina aktiv stejného typu neni na trhu k dispozici pro vsechny
mozné splatnosti, ale na ¢asové ose splatnosti mame vzdy jen izolované body, je
tfeba najit zptisob, jak pro danou skupinu aktiv zkonstruovat celou vynosovou
k¥ivku, tedy ,zjistit” vynosy i pro splatnosti, které na trhu nejsou.

Prvnim cilem této prace proto bude predstavit nékteré hlavni metody, které
se ke konstrukci vynosovych kfivek pouzivaji, provést jejich srovnani a ukazat
aplikaci na ukazkovych datech.

V prvni kapitole nejprve zavedeme zakladni pojmy a definice souvisejici s mo-
delovanim vynosovych kiivek, které potom budeme dale pouzivat. Nékteré za-
kladni pojmy a vztahy z finanéni matematiky, zejména tykajici se cennych papira
a slozeného a spojitého droceni, ptritom vSak nebudeme pripominat. V pripadé
potfeby je mozné je nalézt napt. v [1].

Druhé kapitola se bude zabyvat konkrétnimi metodami pouzivanymi ke kon-
strukei vynosovych kiivek. V jeji prvni ¢asti plijde o interpolaci pozorovanych
bodi, tedy o konstrukci takové kiivky, kterd vsemi pozorovanymi body prochézi.
Ukazeme interpolaci po ¢astech linearni funkci a polynomem.

V druhé ¢asti druhé kapitoly se pak budeme zabyvat vyrovnavanim pozoro-
vanych dat, tedy postupem, kdy mame kiivku predem daného tvaru a hledame
jeji parametry tak, aby soucet ¢tvercti odchylek této krivky od pozorovanych
dat byl minimélni. UkédZeme vyrovnavani kubickym polynomem a poté se do-
lepsi vysledky. Prvni z nich bude Nelsonova-Siegelova parametricka funkce znadmé
jiz od roku 1987. Dalsi bude rozsiteni Nelsonova-Siegelova modelu predstavené
v roce 1995 Larsem E. O. Svenssononem znamé jako Svenssontiv model. V téchto

dvou pripadech, zejména v pripadé Svenssonova modelu, jde o modely, které jsou



v praxi ke konstrukci vynosovych kfivek casto pouzivany jak v soukromé sfére
(napt. pojistovny), tak i nékterymi centrdlnimi bankami (napf. Evropska cent-
ralni banka).

Na pomezi mezi ¢astmi druhé kapitoly zabyvajicimi se interpolaci a vyrovna-
vanim predstavime model kubického splajnu, tj. po c¢astech kubické funkce, kde
kubické polynomy na sebe navazuji v pfedem zvolenych uzlovych bodech.! Zaia-
zeni kubického splajnu mezi uvedené c¢asti druhé kapitoly plyne z faktu, ze splajn
lze pouzit jak k interpolaci, tak k vyrovnavani. Jak uvidime, toto zalezi na volbé
uzli a vyhlazujici konstanty.

V posledni, treti, kapitole si pak vytyc¢ime druhy cil této prace. Budeme chtit
ukazat kompletni postup konstrukce bezrizikové vynosové kiivky na prikladu ces-
kych statnich dluhopisii. Jako vstupni data vezmeme trzni ceny téchto dluhopist
k 7.5.2013 a doby do jejich splatnosti. Z téch lze spocitat vynosy do splatnosti,
které nam spolu s dobami do splatnosti poslouzi jako zéklad (pozorované body)
pro konstrukci prvni vynosové krivky, a to kiivky kupoénové (je konstruovana
z kupénovych dluhopisti). K tomuto tcelu vyuzijeme Svenssontiv model, nebot,
jak jsme jiz zminili, dava dobré vysledky a je v praxi casto pouzivan.

Pritom vyzkousime a zhodnotime i moznost ptifazeni rtiznych vah pozorova-
nym bodim. Dale zkusime, jak se vyslednd kuponova krivka zméni, kdyz misto
odchylek vynost do splatnosti budeme minimalizovat odchylky pozorovanych cen
dluhopist od cen spoctenych na zakladé hledané kiivky, a také se podivame, jak
bude vse vypadat, pokud vezmeme v tivahu pouze dluhopisy se splatnosti do 15ti
let.

Dalsim krokem bude odvozeni bezkuponové ktivky z kuponové. K tomu pouzi-
jeme teoretické kuponové dluhopisy dané kuponovou krivkou, na které aplikujeme
metodu znamou jako bootstrapping. Takto ziskand bezkuponova vynosova krivka
muze byt povazovana za bezrizikovou vynosovou kiivku neboli ¢asovou strukturu
bezrizikové spotové trokové miry.

V zavéru treti kapitoly pak jesté odvodime bezrizikové jednoleté forwardové
urokové sazby a zkonstruujeme okamzitou forwardovou vynosovou kiivku, ¢imz

konstrukci vynosovych kiivek z ceskych statnich dluhopisti zkompletujeme.

Ve smyslu bodt na ose s dobou do splatnosti, nikoli bodii v prostoru dvojic doba do splat-
nosti - vynos do splatnosti.



Seznam pouzitych symbolii

Cena bezkupénového bezrizikového dluhopisu s jednotkovou nomi-

nalni hodnotou splatného za T obdobi v ¢ase 0, T" > 0

Spotova urokova mira v case 0 na T obdobi, T" > 0, pfi slozeném

roénim uroceni

Spotova trokova mira v ¢ase 0 na T obdobi, T" > 0, pfi spojitém

uroceni

F(T,T + S) Forwardova trokova mira v ¢ase 0 na dobu od 7"'do T'+ S, T' > 0,

S > 0, pti slozeném ro¢énim troceni

Okamyzita forwardova urokova mira platnd v ¢ase 0 pro cas zal ob-
dobi, T"> 0

Diskontni funkce v ¢ase 0 na T" obdobi, T"> 0
Durace

Modifikovana durace



1 Zakladni pojmy a definice

V této kapitole uvedeme zakladni pojmy a definice, které budeme pouzivat
v dalsi casti textu. Predstavime zdkladni modely vynosovych ktivek a ukazeme,

jak se v praxi ziskavaji data slouzici jako podklad pro konstrukci vynosovych

kiivek.

1.1 Vynosové krivky

V prvni radé definujme, co je vlastné vynosova krivka.

Definice: Vynosové krivky (Yield curves), nékdy téZ oznacované jako casova
struktura tirokovych sazeb (Term Structure of Interest Rates)?, vyjadiuji zavis-
lost vynosti cennych papirii (dluhopisii) urcitého typu® na dobé do jejich splat-
nosti.

Prestoze je mozné konstruovat vynosové ktivky z riznych typt dluhopisti, nej-
castéji se pouzivaji statni dluhopisy, a to z nékolika divodi. Uvedme hlavni dva.
Za prvé je treba mit k dispozici co nejvétsi mnozstvi dluhopisii riiznych splatnosti.
Maloktera soukroma spole¢nost emituje dostatecné mnozstvi dluhopist rozdil-
nych splatnosti. I kdyz by bylo mozné kombinovat dluhopisy rtznych spolec¢nosti,
narazili bychom pravdépodobné na problém s odliSnymi ratingy téchto spolec-
nosti. Dalsim problémem dluhopist soukromych firem jsou ve srovnani s vladni
sférou malé objemy emise. Tim se muze zmensovat okruh investort, kterym jsou
obligace nabizeny (z divodu malych objemi obchodi s nimi). Ceny pozorované
na trhu pak nemuseji tak pfesné odrazet ocekavani investori ohledné déni na
trhu. [4] Naopak Ministerstvo financi Ceské republiky je nejvétsim emitentem
dluhopist denominovanych v ¢eskych korunach, a proto se v této praci zamérime
na konstrukei vynosovych ktivek ze statnich dluhopisti.

Dalsi pouzivanou moznosti je napiiklad konstrukce z trokovych swapt. Me-
tody, které v této praci predstavime, lze aplikovat i na data irokovych swapt. Pti
vybéru vstupnich dat zalezi predevsim na tom, k ¢emu ma vysledna kiivka slou-
zit. Vzhledem k tomu, ze vétsSina zavazkt v pojistovnictvi je ocenovana na zakladé
kiivky zkonstruované z dluhopisii (napi. vétsina zavazki Ceské pojistovny, a.s.

je kryta prevazné ceskymi statnimi dluhopisy, a proto se zavazky ocenuji stejné

2Toto oznaceni vychéazi ze vzajemného vztahu mezi vynosovymi kiivkami zejména a ¢asovou
strukturou trokovych mér, ktery priblizime v dalsi ¢asti tohoto textu. Vice informaci je mozné
nalézt také napiiklad v [1] nebo [2].

3Za dluhopisy stejného typu povazujeme dluhopisy se srovnatelnym ratingem (rizikovy fak-
tor) a likviditou, obchodované ve stejném okamziku a pfi stejnych datiovych podminkach i oce-
kavané budouci inflaci.Pokud tyto podminky nejsou splnény, miizeme dostat zcela jiné vysledky:
Napriklad vynosova kiivka statnich dluhopisti mtze byt zcela odlisna od vynosové kiivky kor-
pordtnich dluhopist firmy s ratingem AA. [1]



jako aktiva, kterd stoji proti nim), nebudeme se trokovymi swapy v této préci
vice zabyvat.

Dalsim davodem pro konstrukci vynosovych kiivek ze statnich dluhopisu je
fakt, ze statni dluhopisy jsou obvykle vnimany jako bezrizikové. Vynosova krivka
statnich dluhopist tedy predstavuje bezrizikovou vynosovou kiivku, resp. ¢asovou
strukturu (bezrizikovych) urokovych sazeb, jez je potom pouzivana pro ocenovani
ostatnich aktiv i pro finan¢ni rozhodovani investorti. Vynos do splatnosti u stat-
nitho dluhopisu s nulovym kupénem byva totiz povazovan za (bezrizikovou) spo-
tovou urokovou miru pri investici do bezrizikového aktiva na dobu odpovidajici
dobé do splatnosti tohoto dluhopisu.

Tedy pfi roénim troceni je drokova mira na 7" obdobi v ¢ase 0, nazyvana
spotovd trokova mira pri (slozeném) rocnim tdroceni R(T') na T obdobi v case 0,

dana vztahem .

P(T) = ——
(1+ R(T))

(1)

kde P(T) je cena bezkupdénového statniho dluhopisu v case 0 se splatnosti za T
obdobi*.
Podobné spotova tirokova mira pri spojitém troceni r(T') na T obdobi v case
0 je dana vztahem In P(T)
n
r(T) = 7 (2)
V dalsi casti této prace se tedy zamérime zejména na konstrukci vynosovych
krivek ze statnich dluhopisti a budeme v pravé uvedeném smyslu povazovat poj-
my ,vynos do splatnosti bezkupénového dluhopisu” a ,spotova urokova mira”

povazovat za ekvivalentni, nebude-li tfeba tyto rozlisit z jiného davodu.

1.2 Zakladni modely vynosovych krivek

Existuje nékolik zdkladnich modeli, které se lisi podle toho, s jakymi tro-
kovymi sazbami pracujeme. Zakladnim stavebnim kamenem je vynosova krivka
bezkuponového dluhopisu, neboli kfivka znazornujici zavislost spotové trokové
sazby R(T') pti slozeném ro¢nim troceni nebo r(7") pfi spojitém uroceni (v oka-
mziku 0 na T" obdobi) na case. Déle se ¢asto pouzivaji forwardova sazba v case 0
platnd od casu T na S obdobi F(T,T+S), okamzita forwardova sazba f(T') v case
0 platnd pro cas T nebo diskontni funkce 6(T') : T+ P(T') pro diskontovani do

Casu 1.

4Za jedno obdobi byva obvykle povazovan jeden rok. T tak ¢asto neni celé &fslo. V takovém
piipadé je treba urcit, kterym standardem po pocet dni se budeme fidit. V této praci budeme
pouzivat kalenddr 30/360, ktery se v praxi bézné pouziva pii praci s ¢eskymi statnimi dluhopisy.
Vice informaci o kalenddinich konvencich je mozné nalézt napt. v [2].



Ptitom pro pripad slozeného ro¢niho troé¢eni plati vztah (1) a déle také vztahy

mezi spotovym a forwardovymi mirami

(3)

(14 R(T +8)) T+S)1/S 1
(1+R(T))"

F(T, T+ S) = (

pro néjaké T, S > 0 a

n T
A = I+ P T ) 0

kde i =0,...,n pro néjaké n € N tak, ze mame 0 =Ty < ... < T, =T.

Okamzitd forwardova mira je pak dana vztahem

£(T) = lim F(T,T+S)

S—0t

nebo také (odvozeni viz napt. [2])

7 ¢ehoz dostaneme
P(T) = e~ Jo fwdu,

S pouzitim (2) a znamého vztahu mezi 7(7) a R(T') (vztah mezi spojitym
a slozenym roénim troc¢enim R(T) = €"™) — 1 neboli r(T) = In (1 + R(T))) pak
odtud dostaneme i vztahy mezi spojité troc¢enou spotovou a okamzitou forwar-

dovou mirou

o1)= 7 [ fudu o)

f(T) = r(T) + Tr'(T). (6)

Na zakladé znalosti spotové vynosové kiivky tak mizeme zkonstruovat kivku
forwardovou ¢i okamzitou a naopak, tj. kazda z téchto kiivek jednoznacné urcuje
ostatni. [5] Proto pokud budeme mluvit o vynosovych kiivkach, nebudeme roz-
liSovat, o jaky konkrétni typ jde, nebude-li to mit dalsi konkrétni tcel. Podobné
muzeme od vynosovych krivek prejit i k diskontni funkci.

7 pravé uvedenych typi vynosovych krivek budeme nejcastéji vyuzivat ty,
které znazornuji spojité urocené spotové miry, a na konkrétnim pripadu realnych
dat ukdzeme také okamzitou forwardovou urokovou miru (viz kapitola 3). Spo-
tové trokové miry r(7') totiz predstavuji, jak jsme jiz fekli, vynos do splatnosti

pii spojitém troceni (od kterého se dé v pripadé potieby snadno piejit k roc¢né



troc¢enému vynosu do splatnosti) a okamzita forwardova mira f(7") predstavuje
o¢ekavani ohledné tzv. kratkodobé sazby® v ¢ase za T, kterd pro velmi malé AT
udava urokovou miru pro ¢asovy interval [T'+ AT a kterd muze byt chapana jako
ukazatel trznich ocekavani ohledné budouciho vyvoje ménové politiky centralni
banky, jez predstavuje dulezitou informaci jak pro centralni banku samotnou, tak
pro ostatni tcastniky trhu (viz napf. [6]).% Dalsim diivodem pro pouZiti spojité
urocené spotové a okamzité forwardové tirokové miry v této préci je fakt, ze v li-
terature jsou modely vynosovych ktivek, kterymi se budeme v této praci zabyvat,

vétsinou koncipovany praveé pro tyto trokové miry.

1.3 Metody ziskani dat pro konstrukci vynosovych krivek

I u statnich dluhopist narazime v praxi na nékolik problémi. Zejména jde
o kupénové platby, jejichz vyse ovliviiuje cenu dluhopisu, a tedy i vynos do splat-
nosti. Investori obvykle preferuji obligace s vyssim kupénem (kratsi duraci). V1i-
vem vyssi poptavky jsou pak ceny takovych dluhopisi vyssi. Proto se jako vhodné
jevi dluhopisy s nulovym kupénem. U téch se vsak problémem stava jejich ome-
zené mnozstvi a nedostatek riznych splatnosti.” I kdyby vsak na trhu byly v do-
stateéném mnozstvi a Siroké skale splatnosti, byly by pravdépodobné hlavné pro
vétsi splatnosti méné likvidni nez kupénové dluhopisy (pravé z duvodu preference
kupénovych dluhopisu ze strany investoru). [4]

Tyto problémy se v praxi daji Tesit nékolika zptusoby. Dva nejcastéji pou-
zivané jsou konstrukce vymosovych kiivek ze STRIPS® dluhopisii a konstrukce
z bezkuponovych i kupénovych dluhopist metodou bootstrap. Popisme si nyni

zakladni principy téchto metod podrobnéji.

1.3.1 Metoda STRIPS dluhopisti

Tato metoda je zalozena na myslence rozdéleni kupénového dluhopisu na jed-
notlivé kupénové platby a splatku jeho nominalni hodnoty. Dluhopis s kupénovou
platbou ve vysi C' a nominalni hodnotou N tak bereme jako posloupnost bezkupo-
novych dluhopist s splatnostmi v ¢asech vyplaty kupénovych plateb ptivodniho
dluhopisu a nominélnimi hodnotami C', resp. N +C pro posledni dluhopis splatny
v okamziku splatnosti ptivodniho dluhopisu. Toto neni jen teoreticky nastroj, na-

priklad vladni dluhopisy USA mohou byt obchodovany timto zptisobem rozdélené

57 anglického Short Rate. Kratkodoba sazba v ¢ase 0 je dana jako Tlir&r(T). Za kratkodobou
—

sazbu byva povazovina zakladni tirokové sazba urcovana centralni bankou, tedy v piipadé Ceské
republiky dvoutydenni repo sazba. [6]

6Nicméné tuto interpretaci je tieba brat s rezervou, coz bude vidét i v zavéru posledni
kapitoly, kde okamzitou forwardovou krivku odhadneme.

"Bezkupoénové dluhopisy se emituji vétsinou se splatnosti do jednoho roku. [4]

87 anglického Separate Trading of Registered Interest and Principal of Securities.
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jako cenné papiry nazyvané STRIPS. [1] V Ceské republice se v8ak tento zptisob
konstrukce vynosovych kiivek nepouziva, a proto se jim nebudeme podrobnéji

zabyvat. Vice informaci je mozné nalézt napr. v [7].

1.3.2 Metoda bootstrap

Metoda znamé jako bootstrapping (metoda postupného vypoctu) spociva ve
vypoctu teoretickych vynost bezkupénovych dluhopist postupnym ocenovanim
cash flows plynoucich z kupénovych dluhopisi s rtiznymi splatnostmi. Pii oceno-
vani vyuzivame formuli (pfipadné jeji analogii pro spojité uroceni) pro soucasnou
hodnotu dluhopisu s (ro¢nim) kupénem C', nominalni hodnotou N a dobou do

splatnosti T'

C C C+ N
PV = + et
1+ R(1)  (1+R(2) (1+ R(T))

Predpokladejme, ze mame pravé T dluhopisi se splatnostmi 1,...,7T, pevnymi

kupénovymi platbami C', ..., Cr, nominalnimi hodnotami Ny, ..., Ny a trznimi

cenami Py, ..., Pr. Urokovou miru pro prvni obdobi spoéitdme jako vynos do
splatnosti R(1) prvniho dluhopisu ze vztahu

Ci+ N,
P=—. 7
YT+ R (")

Pro druhé obdobi dosadime jiz ziskanou hodnotu R(1) do vztahu pro druhy dlu-

hopis
Cs Cy+ N

1R 1+ RQ)?

a ziskdme tak spotovou drokovou miru na dvé obdobi R(2). Déle postupujeme

(8)

P,

rekurzivné: Pro zndmé sazby R(1),..., R(j — 1) ziskdme R(j) ze vztahu

p__% . G Cj + N
T+ RN A4+RE2)2 T 1+ R(5)7

(9)

Timto postupem dostaneme spotové trokové miry pro vsech T obdobi. Tuto
metodu si v zékladni podobé muzeme ilustrovat na jednoduchém piikladu (viz
Priklad nize).

V praxi se vSak u metody bootstrap setkavame s tim, ze splatnosti dluho-
pist i kupénové platby nejsou na ¢éasové ose rozmistény rovnomeérné (dluhopisy
vyplaceji kupénové platby i nominalni hodnoty k riznym dattim béhem roku).
Metodu bootstrap pak neni mozné pouzit v pravé uvedené formé, ale je nutné
vyrovnavat data, kterd mame k dispozici, néjakou vhodnou krivkou. Na tento pri-

pad se detailnéji podivame v kapitole 3, kde v ramci konstrukce vynosové kiivky



z Ceskych statnich dluhopisii ukazeme, jak se metoda bootstrap aplikuje na realné

kuponové dluhopisy se splatnostmi k rtiznym mésictim i dntim v roce.

Priklad (Vychazime z piikladu uvedeného v [4].)

Uvazujme tti vladni dluhopisy se splatnostmi jeden, dva a tfi roky, kupénovymi
sazbami, aktualnimi trznimi cenami a nominalnimi hodnotami popsanymi v ta-
bulce 1:

Tabulka 1: Dluhopisy pro priklad pouziti metody bootstrap

i | Typ dluhopisu [ Splatnost | Kupénové sazba (c;) | Tran{ cena (P;) [ Nominalni hodnota (N;) |
1 Bezkupdénovy 1 rok 0% 96,65 100
2 | S fixnim kupénem | 2 roky 38 % 99,85 100
3 | S fixnim kupénem | 3 roky 6,4 % 105,67 100

Spoctéme si nyni pomoci metody bootstrap spotové trokové miry, resp. vynosy
do splatnosti pro teoretické bezkupoénové dluhopisy, na jeden, dva a tfi roky, tj.
R(1), R(2) a R(3).

1) V prvnim kroku vypocteme R(1) jako vynos do splatnosti dluhopisu 1, tedy vy-
jadiime R(1) ze vztahu (7), ¢imz (po zaokrouhleni) dostaneme R(1) = 3,4661 %.
2) V druhém kroku pouzijeme tuto jiz zndmou trokovou miru pro prvni obdobi
a spolu s ostatnimi znamymi hodnotami pro dluhopis 2 ji dosadime do vztahu
(8), z néhoz vyjadrenim R(2) dostaneme, ze po zaokrouhleni je R(2) = 3, 8873 %.
3) Nakonec pouzitim znamgych informaci o tfetim dluhopisu a jiz spocitanych
trokovych mér R(1) a R(2) spocitdime pomoci vzorce (9) pro j = 3 posledni
hledanou miru, tj. R(3). Po zaokrouhleni dostaneme R(3) = 4, 3820 %.

1.4 Tvary vynosovych krivek

Tvar vynosové krivky je mozné zjednodusSené popsat ze tii hlavnich hledisek
(viz [4]). Jsou jimi uroven, sklon a zakfiveni.

Uroveri je ddna bodem, ze kterého kiivka vychézi, tj. trokovou sazbou pro
nejkratsi splatnost (tzv. krdatky konec krivky). Kratky konec vynosové kiivky je
pod primym vlivem centralni banky (jako dvoutydenni repo sazba).

Sklon vynosové kiivky byva nejcastéji popsan jako rozdil mezi sazbami na
kratkém a dlouhém konci krivky (tzv. terminovy spread, Yield Spread). Spread
je nejvice ovlivnén ménovou politikou centralni banky (na kratkém konci kiivky)
a ocekavanim investort ohledné budouciho vyvoje sazeb (na dlouhém konci kiivky).

Zakriveni odrazi fakt, ze zavislost vynost na dobé do splatnosti neni linearni,
tj. ze vynosova kiivka nemd tvar prijimky.

Vétsinou se v literatute rozeznavaji ¢tyri zakladni tvary vynosovych kiivek

(viz obréazek 1):



rostouci (také normalni, anglicky normal yield curve) vynosova krivka,

vyboulend vynosova krivka (nebo také vynosova krivka s ,hrbem”, anglicky

humped yield curve),
ploché (také konstantni, anglicky flat yield curve) vynosova krivka,

klesajici (také invertovand, anglicky inverted yield curve) vynosova krivka.

V praxi se samoziejmé dale setkdvame s variaci riznych kombinaci vyse uvede-

nych typi, jako napiiklad s kfivkami s tvary podobnymi pismenim S nebo U,

coz uvidime i v dalsich ¢astech tohoto textu.

Vynos do splatnosti

Rostouci

Vyboulend

Plocha

Klesajici

Doba do splatnosti

Obrazek 1: Zékladni tvary vynosovych kiivek
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2 Odhad krivky

Predstavme si nyni, ze mame dano N bezkuponovych dluhopisii 1,..., N s jed-
notkovou nominalni hodnotou, dobami do splatnosti 77, . .., T a vynosy do splat-
nosti yy, ..., yy. Cilem této kapitoly bude predstavit moznosti, jak z danych dat
odhadnout vynosy do splatnosti i pro splatnosti, které nemame ptrimo k dispozici,
tj. jak z danych dat zkonstruovat celou vynosovou kiivku. Mezi nejjednodussi me-
tody, jak tohoto cile dosdhnout, patii pouziti modelt linedrni interpolace nebo
interpolace polynomem. V praxi se vSak lépe osvédcily sofistikovanéjsi modely.
Nékterym z nich se budeme také vénovat v dalsi ¢asti této kapitoly. Pouziti kazdé
z uvedenych moznosti konstrukce vynosovych kiivek pak demonstrujeme na mno-
ziné dat ve tvaru dvojic dob do splatnosti a k nim prislusnych vynosii do splatnosti
zadanych v tabulce 2 a znadzornénych na obrazku 2. Dobu do splatnosti ozna¢me
pismenem 7', vynos do splatnosti pak pismenem y.

Pro demonstraci metod budeme pouzivat software Wolfram Mathematica 9.
Zdrojové kédy pouzité pri téchto demonstracich je mozné nalézt v priloze ¢. 1 na

konci této prace.

Tabulka 2: Data pro ilustraci pouzitych metod

’ Doba do splatnosti (let) \ Vymnos do splatnosti ‘

0,16 0,40 %
0,41 0,19 %
0,95 0,17 %
1,08 0,30 %
2,37 0,33 %
2,77 0,34 %
3,28 0,54 %
3,08 0,65 %
5,33 0,97 %
5,08 117 %
6,53 131 %
7.40 1,58 %
8,44 157 %
9,40 1,64 %
11,10 1,85 %
15,35 2,48 %
23,63 2,95 %
44,60 3,94 %
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Obrézek 2: Data pro ilustraci pouzitych metod

2.1 Interpolace
2.1.1 Linearni interpolace

Asi nejjednodussim zpusobem odhadu hodnoty nezndmé funkce h v bodé T
lezicim mezi dvéma body T7 a Ty, tj. T) < T < Ty, jejichz funkéni hodnoty h(T})
a h(Ty) zname (napt. z pozorovani nebo méfeni), je pouziti linedrni interpolace.
Ta spociva ve spojeni bodu T a Ty tseckou g(t), t € [T1, Tz], a aproximaci hodnoty

—

h(T') hodnotou ¢(T"). Odhadnuta hodnota h(T') je tedy déna jako

— T—Tl
h(T) = h(T
() = (1) + 72—

(h(T2) = M(Th)).-

Vétsinou vsak znadme vice nez dvé hodnoty hledané funkce (tj. zndme hodnoty
h(Ty), h(T3), ..., h(Ty) v bodech T} < Ty < ... < Tx pro néjaké pfirozené
N > 2) a chceme aproximovat funk¢ni hodnoty ve vSech bodech z intervalu
[T1,Tn]. V takovém pripadé muZeme pouzit obdobny postup, kdy kazdé dva
sousedni body spojime tseckou, takze vysledkem je lomend ¢ara g(t), ¢t € [T1, Ty,

pro kterou plati

g(t) = gi(t), prot € [T;, Ti11], i=1,...,N—1,

12



kde proi=1,..., N — 1 jsou funkce g;(t) definovany vztahem

t-=1;

() = BT 4
9:t) = () + 77

(h(Tis1) — h(T3)) -
Tomuto postupu se iiké po ¢dstech linedrni interpolace®.

Hlavni vyhodou linearni interpolace je jeji jednoduchost. Naopak mezi hlavni
nevyhody patii to, Zze vysledna kfivka (tj. lomena Cara) neni v bodech zlomu
hladka, coz je problém naptiklad pri konstrukci okamzité forwardové krivky ze
spotové krivky ziskané touto metodou. Okamzitd forwardova krivka totiz potom
neni spojita - jde o po ¢astech konstantni funkeci.

Spotova vynosova kiivka ziskana z dat uvedenych v tabulce 2 metodou linearni

interpolace je zndzornéna na obrazku 3.

10 20 30 40

Obrazek 3: Linearni interpolace

2.1.2 Interpolace polynomem

Dalsim zékladnim typem interpolace je interpolace polynomem. Mame-li v ro-
viné zadanych N bodu [T}, h(T;)], i = 1,..., N, takovych, ze T; # Tj pro i # j,
existuje pravé jeden (dikaz viz [8]) polynom g fadu nejvyse N — 1 takovy, Ze

prochézi vsemi témito body. Tento polynom se nazyva interpolacni polynom. In-

9Po ¢astech linedrni interpolace byva v literatufe ¢asto oznacovana jen jako linedrni interpo-
lace. To je zfejmé z toho divodu, Ze z kontextu je vzdy patrné, co se pojmem linedrni interpolace
mini, dle po¢tu bodd, mezi nimiz interpolujeme. Proto budeme v nékterych dalsich ¢astech této
préace také pouzivat kratsi pojem linearni interpolace i pro po ¢astech linearni interpolaci.
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terpolace polynomem spoc¢iva v nalezeni tohoto polynomu a aproximaci hodnot
funkce h(t) na intervalu [T, Ty] funkénimi hodnotami g(t).

Pro nalezeni interpola¢niho polynomu existuje nékolik postupt, nicméné vSechny
vedou ke stejnému vysledku (jak jsme jiz zminili, polynom je urc¢en jednoznacné).
Jednim z téchto postupii je konstrukce Lagrangeova interpolacniho polynomu!®,
a zfejmé proto byva interpolace polynomem nékdy v literature oznacovana jako
Lagrangeova interpolace. Postup konstrukce Lagrangeova interpolacniho poly-
nomu je mozné nalézt napr. v [8].

Jinou moznosti konstrukce interpola¢niho polynomu je konstrukce pomoci

soustavy lineadrnich rovnic. Hledany polynom je totiz ve tvaru

n—1
P, 1(z) = Z ;T
i=0

kde pro kazdé j = 1,..., N musi byt splnéna rovnost

Dostavame tedy soustavu N linearnich rovnic o N neznamych ag, ..., o, 1 € R.

Funkce ¢ (interpola¢ni polynom) je pak v tomto piipadé sice dostatecné
hladka, ale zejména pri vétsim rozsahu dat, a tedy pti vétsim poctu bodt, kterymi
polynom prochazi, jsme casto svédky katastrofického chovani této funkce. Poly-
nom totiz osciluje nad a pod hodnotami, kterymi ma prochézet, a toto chovani se
s rostoucim poctem bodu zhorsuje. Vysledkem jsou pak naprosto neredlné hod-
noty spotové vynosové krivky, viz obrazek 4 znazornujici interpolaci polynomem
pouzitou na data z tabulky 2. Na obrazku 5 je pak vidét tato kiivka pro splatnosti
do 5 let. Dalsi nevyhodou je velka citlivost na vstupni data. I mald zména jediné

z pozorovanych spotovych sazeb muze zpusobit zdsadni zménu kiivky. [6]

vvvvvv

ova forma interpola¢niho polynomu”, nicméné pojem ,Lagrangetiv interpolac¢ni polynom” byva
v literature ¢asto pouzivan.
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Obrazek 4: Interpolace polynomem

081

06

O.4*W

0.2

0.0

-0.21

Obrazek 5: Interpolace polynomem - prvnich 5 let

2.2 Model kubického splajnu

Jeden z v praxi Casto pouzivanych modelt konstrukce vynosovych kiivek je

model kubického splajnu. Definujme nejprve obecny splajn radu k.
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Definice: Necht je dana posloupnost bodii {TZ-}Z.]L, které nazveme uzly. Splajnem
radu k nazveme funkci g, kterd je v kazdém intervalu [T;, T;, 1] polynomem stupné
k a ktera ma v celém definicnim oboru spojité derivace az do radu k — 1.

Jak jiz vyplyva z nazvu, kubicky splajn je splajn fadu 3. O vynosové kiivce g

potom predpokladame, ze ma pravé tvar kubického splajnu, tedy
g(t) = gi(t) pro t € [T}, Ti44], i=1,...,N—1,
kde funkce g;(¢) jsou definovany jako
gi(t) = ay + Bit + yit® + 0,83, i=1,...,N—1,
a je dvakrat spojité diferencovatelna. Tyto podminky dohromady davaji

9i1(T3) = 9:(Ty), 9i1(T;) = g)(T3), g/ +(T3) = g{(T3), i=2,...,.N—1.

7 mnoziny vsech takovychto funkei g potom vybereme funkci g, kterd mini-

malizuje vyraz
Tn

N
> oT)) 44 [ (00 (10
i= P

dany kombinaci souctu étvercit rezidui, (y; — ¢(73))?, a integralu druhé mocniny
z druhé derivace funkce g pres cely interval [T}, Ty] s vyhlazujici konstantou
A > 0. Vysledna funkce g je potom kompromisem mezi minimalizaci odchylky této
funkce od pozorovanych dat a hladkosti. Pfitom pro A — oo jde o vyrovnavani
prijimkou za pouziti metody nejmensich ¢tverci, kdezto naopak pro A = 0 jde
o interpolaci po ¢astech kubickou funkci, coz je také divod pro¢ model kubického
splanu nebyl zafazen ani do ¢asti 2.1 ani do casti 2.3. [1]

Poznamenejme jesté, ze kubické splajny s velkym poctem uzli maji vétsi ten-
denci oscilovat. Prilis velké oscilace jsou v pfipadé vynosovych kiivek zejména
pro dlouhé splatnosti povazovany za neopodstatnéné. [9] Proto pokud je mno-
zina splatnosti prilis velka, mizeme jako mnozinu uzli vzit néjakou jeji vhodné
zvolenou podmnozinu.

Podivame-li se na aplikaci kubickych splajnii na nase ukazkova data z tabulky
2, uvidime, ze tvar vysledné ktivky velmi zavisi na volbé vyhlazujici konstanty A
ve vyrazu (10).

Na obréazku 6 je vidét, jak situace vypadd pro A = 0, kdy jde o jiz zminénou
interpolaci po ¢astech kubickou funkei. Takovato vynosova krivka ziejmé nebude

prilis realna.
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Obréazek 6: Kubicky splajn s vyhlazujici konstantou A = 0

Zvolime-li vSak za A kladné, vhodné velké ¢islo, mtizeme dostat rozumné vy-
sledky. To je vidét na obrazku 7, kde jsou zobrazeny vysledné splajny pro hodnoty
A=0,1,1, 3 a 10.

A=01 A=1

Obrézek 7: Kubicky splajn s vyhlazujici konstantou A =0,1, 1, 3 a 10
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Volime-li konstantu A jesté vétsi, dostavame se postupné az k vyrovnani dat
prijimkou, coz je dobfe znatelné na obrazku 8, kde jsme za A volili postupné

hodnoty 100, 1000, 10000 a 100 000.

y

A =100
— A =1000
— A =10000
— A =100000

L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L | T
10 20 30 40

Obrazek 8: Kubicky splajn s velkymi hodnotami vyhlazujici konstanty A

Vhodné zvolit konstantu A je vzdy kol matematika, ktery vynosovou krivku
modeluje. Pti jeho rozhodovani pak zalezi mimo jiné na tom, k jakému tucelu
vynosovou k¥ivku konstruuje. Podle toho se miize rozhodnout, jestli bude ktivka
spise hladsi, nebo bude bliZe k pozorovanym datum (stfedni kvadratickd odchylka
od pozorovanych dat bude mensi, viz déle).

Stredni kvadraticka odchylka (Mean Squared Error, MSE) funkce g od pu-

vodnich dat je dana jako
N

= g(T)) (1)

i=1
kde y1,...,yn jsou hodnoty pozorované v casech Ti,..., Ty a g(T1),...,9(Tn)
jsou hodnoty funkce g v téchto ¢asech.

Srovnéani stfednich kvadratickych odchylek kubickych splajnt s vyhlazujicimi
konstantami A rovno 0, 0,1, 1, 3, 10, 100, 1 000, 10 000 a 100000 je mozné provést
na zakladé tabulky 3, kde je dobfe vidét, jak stfedni kvadraticka odchylka roste

s rostouci hodnotou .
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Tabulka 3: Stredni kvadratické odchylky kubickych splajni od dat
A [ MSE |

0 0
0,1 0,00129697
1 0,00285841
3 0,00457044
10 0,00817404
100 0,01494824
1000 | 0,02619366
10000 | 0,08300627
100000 | 0,11623805

2.3 Vyrovnavani

V této podkapitole predstavime jeden z nejjednodussich modelii pro vyrovna-
vani dat - vyrovnavani polynomem a také na dva asi nejéastéji pouzivané modely
pro konstrukci vynosovych krivek, a to Nelsontiv-Siegeltiiv model a jeho rozsiteni,
model Svenssontiv, které jsou v praxi ¢asto vyuzivany i centralnimi bankami
véetné Evropské centralni banky a v nékterych vypoctech i Ceské narodni banky.

Meéjme tedy opét N bezkupénovych dluhopisa 1,..., N s jednotkovou nomi-
nalni hodnotou, dobami do splatnosti 77, . .., T a vynosy do splatnosti yy, ..., yn-.

Regresni model bude mit tvar
v = g(T3;0) + &, i=1,...,N,

kde hypotetickd vynosova kiivka g zndmého tvaru zavisi na nezndmém (vektoro-
vém) parametru 8, jenz budeme chtit odhadnout, a &; jsou chyby s nulovou stiedni
hodnotou. [1] Odhad 0 parametru @ budeme hledat pomoci metody nejmensich

¢tvercti'!, tj. fesenim optimalizacni tlohy
N
argmin Y (yi — 9(7;;0)) *. (12)
i=1

Odhad y7 vynosu yr pro splatnost T'# T, © = 1,..., N, pak ziskdme dosazenim
odhadu 0 parametru 6 do funkce g, tedy

o~

yr =9(T;0).

Volba vhodné funkce g je potom klicovou tlohou. Jak jsme jiz uvedli, v této

praci si ukdzeme vyrovnavani polynomem (v ¢asti 2.3.1), tj. situaci, kdy za g

U Mozné je i pouziti jinych metod, nap¥. metody nejmensi absolutni odchylky.
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volime polynom nizkého stupné K, a dale vyrovnavani slozitéjsimi funkcemi typu
Nelson-Siegel (v ¢asti 2.3.2) a Svensson (v Casti 2.3.3).

Kazdou z predstavenych metod (voleb funkce g) budeme nésledné ilustrovat
na prikladu dat z tabulky 2. Pro feseni optimaliza¢ni tlohy (12) budeme pouzivat

software Wolfram Mathematica 9, resp. jeho funkci FindFit.

2.3.1 Vyrovnavani polynomem

Pfedpoklddejme nyni, Ze funkce ¢ je polynom'? stupné K tvaru

K .
g(t;0) = Z 0t
i=0

Pro K =1 jde o vyrovnavani prijimkou, pro K = 2 o vyrovnavani parabolou, pro
K = 3 o vyrovnavani kubickym polynomem atd. Tento model je sice pomérné
jednoduchy (odhadujeme K41 parametru), nicméné nedava prilis dobré vysledky.
Asi nejvétsim problémem je chovani polynomu pro delsi splatnosti. Pro dobu do
splatnosti jdouci do nekoneéna budou totiz funkéni hodnoty neomezené (limita
bude 400 nebo —00), a tak se muze stét, ze pro delsi splatnosti bude model davat
nesmyslné vysoké nebo zaporné vynosy do splatnosti. To je vidét i na obrazku
9, kde bylo vyrovnani kubickym polynomem pouzito na data z tabulky 2. Na
obrazku 10 je pak znazornéna situace, kdy jsme kubickym polynomem vyrovnali
pouze data pro splatnosti do 10 let, tj. prvnich 14 bodt. S rostoucim K se pak
dostaneme az k interpolaci (nejpozdéji pro K — 1 rovno poctu pozorovani), kdy
polynom bude prochazet vSemi pozorovanymi body. To s sebou postupné prinese

také oscilace funkénich hodnot polynomu, jaké jsme vidéli v ¢asti 2.1.2.

12Stupeni polynomu ¢ by nemél byt moc vysoky, aby nedochizelo k nezddoucim oscilacim
podobné jako v pripadé interpolace polynomem.
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Obréazek 9: Vyrovnavani dat polynomem radu 3
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Obréazek 10: Vyrovnavani dat pro prvnich 10 let polynomem radu 3

2.3.2 Nelsontiv-Siegeltiv model

Jednim z modelti davajicich lepsi vysledky je model, ktery poprvé prezentovali
v roce 1987 Charles R. Nelson a Andrew F. Siegel ve svém ¢lanku [10]. Jejich hlav-
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nim cilem bylo predstavit jednoduchy model s neptilis mnoha parametry, ktery by
byl dostatecné flexibilni, aby dokazal pokryt vSechny zakladni tvary vynosovych
kiivek (viz 1.4) a také predikovat ceny dluhopistu pro dlouhé splatnosti.

Pomoci myslenky, ze trida funkci s tvary typickymi pro vynosové krivky je
spojena s Tesenim diferencialnich a diferenc¢nich rovnic, a nasledného slouceni
dvou parametri v jeden (detaily je mozné nalézt v [10]) dosli panové Nelson

a Siegel k zakladnimu tvaru modelu pro okamzitou forwardovou miru
—T/r T —T/r
f(T) = Bo+ pre” /" + 52;6 ; (13)

kde By, 51, B2 a T jsou realné parametry, 7 > 0.

Funkce f(7') z rovnice (13) se sklada se tii s¢itanci. Prvni je konstanta /3, ke
které se forwardova mira f(T') blizi pro velké splatnosti (Tlgrolo f(T) = 5y). Druhy
s¢itanec, Bre~"/", je pro B > 0 klesajici, resp. pro 31 < 0 rostouci, exponencidlni
funkce a treti sc¢itanec, nge_T/T, generuje ,hrb”, resp. ,tvar U”. [11]

S vyuzitim vztahu (5) muzeme (pro 7' > 0) prejit k spojité trocené spotové

urokové mite a z (13) tak dostaneme

1—e "

—7, Bae™ "I (14)

r(T) = Bo+ (B + P2)

se stejnymi parametry 5y, 81, f2 a T.

Rovnici (14) mzeme prepsat do tvaru

T/ T/

kdy se funkce r(7") skladd opét ze tii s¢itancti. Prvni je konstanta [y, ke které

1—e " 1—e " T
r(T) = Po+ br—rp— + 52 ( —e ”) ,

se spotovd mira r(T") blizi pro splatnosti jdouci k nekoneénu (Thm r(T) = Bo).
—00

Druhy, ﬁl%, je pro B1 > 0 klesajici, resp. pro 1 < 0 rostouci, a ovliviiuje

sklon kiivky. Tento sc¢itanec se blizi k nule pro dobu do splatnosti jdouci k ne-

konecnu a k 3; pro dobu do splatnosti jdouci k nule, tedy Tlim R l_g;T/ T =0
—00 T
a lim 611_;_T/T = f3;. Tret{ s¢itanec, tj.
T—0 /7

1l—e " _
/82 (T/q— — € T/v-) ’

vytvari pro By > 0 ,hrb”; resp. pro 8 < 0 ,tvar U”, nebot jeho hodnota zacind

1—e 'l
lim (3 (e — e_T/T> =0,

v nule, tedy
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potom se s rostouci dobou do splatnosti pro S5 > 0 zvysuje, resp. pro s < 0

snizuje, a nasledné jde zpét k nule, tj.

Dalsi mozny tihel pohledu na jednotlivé parametry modelu predstaveny v [10]
je divat se na parametry [y, $1 a f2 jako na miry vlivu kratkodobé, stfedné-
dobé a dlouhodobé komponenty okamzité forwardové (a tim i spotové) kiivky.
Vliv dlouhodobé komponenty je méren velikosti parametru Sy, vliv kratkodobé
komponenty velikosti £, a vliv stfednédobé komponenty velikosti F5. Dlouhodoba
komponenta modelu je konstanta 1, ktera s dobou splatnosti jdouci k nekonec¢nu
neklesa k nule a kterda tak ma na krfivku v oblasti dlouhych splatnosti nejvetsi

—T/r

vliv. Strednédoba komponenta, tj. %e , jako jedina zacind v nule a zase se

k nule vraci s dobou do splatnosti jdouci k nekonec¢nu, a proto neni jeji hlavni
pfinos ani v kratkodobé ani v dlouhodobé slozce. Kratkodoba komponenta, e="/7,
pak klesa k nule nejrychleji ze vSech slozek modelu, a proto ma nejvétsi vliv pro
kratké splatnosti.

Jednotlivé slozky modelu jsou znazornény na obrazku 11, na jehoz zakladé si
lze predstavit, jaké tvary forwardovych (a potazmo spotovych) kiivek je mozné

ziskat rtiznou volbou vah (g, 51 a (2 pro jednotlivé komponenty.

y
1.0
08+
— 1
06 1T
T
i e
0.4 I 1-e _e_T
T
02
0.0 A O S S S T
0 2 4 6 8 10

Obréazek 11: Komponenty modelu (13)
Protoze pro limity v nekonec¢nu plati

lim f(T) = lim r(T) = fo,

T—o0
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budeme vyzadovat omezeni [, > 0, abychom se vyhnuli pfipadnym zapornym
urokovym miram pro velké splatnosti.
Déle pro limity v nule plati

lim f(T) = %i_%T(T) = Po + b1,

T—0

odkud dostavame podminku Sy + 57 > 0 neboli Fy > (.

Vyrovnani dat z tabulky 2 kiivkou (14) Nelsonova-Siegelova modelu je zna-

zornéno na obrazku 12.

I | | | | T
10 20 30 40

Obrazek 12: Vyrovnavani dat metodou Nelson-Siegel

2.3.3 Svenssonuv model

Lars E. O. Svensson navrhl ve svém ¢lanku [12] z roku 1995 pridani dal-

stho ¢lenu ve tvaru /83% exp {—%}, kde hodnota 7, je omezena na kladna ¢isla,
k Nelsonové-Siegelové modelu okamzité forwardové miry (13) za ucelem zvysSeni
flexibility a schopnosti lepsiho vyrovnani dat. Tento pridany c¢len generuje dalsi

,hrb” resp. ,tvar U”. Svenssontiv model pro okamzitou forwardovou miru je tedy
T T

F(T) = o+ Bre" + fo—e™ "I 4 fy e, (15)
1 2

kde By, 51, B2, B3, T1 a T3 jsou realné parametry, 7 > 0, 5 > 0.
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Zintegrovanim funkce (15) dle (5) dostaneme tvar Svenssonova modelu pro

spojité urocené spotové miry

1—e"/m 1—e"/m
@)= s 1 (1)

T/ 7/,
1 - eiT/TQ T
Y (A

T/,

op¢t s parametry fo, 51, P2, 3, T1 a T2
Pro limity okamzité forwardové miry i spotové miry stejné jako v pripadé
Nelsonova-Siegelova modelu plati

lim f(T) = lim 7(T) = By

T—o0 T—o00

%gr})f(T) = %igb?"(T) = fo + i,

a tak opét dostavame omezeni 3y > 0 a Sy + (1 > 0.
Na obrazku 13 muzeme vidét pouziti Svenssonovy metody na nase ukazkova

data z tabulky 2, tedy vyrovnani téchto dat Svenssonovou funkci pro spotové

trokové miry (16).

10 20 30 40

Obréazek 13: Vyrovnavani dat metodou Svensson
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Vzhledem k tomu, Ze Svenssoniiv model je casto vyuzivany v praxi, predve-
deme si v kapitole 3 cely postup jeho aplikace na realna data, véetné pouziti

metody bootstrap.

2.4 Srovnani metod

Provedme nyni srovnani vyse uvedenych metod. Ziejmé nejjednodussim zpii-
sobem, kterym lze odhadnout vynosovou krivku na zakladé mnoziny dvojic dob
a vynosit do splatnosti, je linearni interpolace. Jejimi hlavnimi vyhodami jsou
pravé jednoduchost a intuitivnost a dale fakt, zZe vzhledem ke své podstaté ne-
muze davat zcela nesmyslné vysledky, alespon ve smyslu velkych nerealnych vy-
kyvi vynosové kiivky. Naopak nevyhody linearni interpolace prameni zejména
z po castech linedarniho pribéhu, kvili kterému neni krivka hladka. To potom
pusobi problémy pii odvozovani okamzité forwardové vynosové kiivky ze spo-
tové. Navic je ziejmé, ze redlna vynosova krivka nikdy nebude po ¢astech linearni
se ,zlomy” v pozorovanych bodech. Nicméné v nékterych situacich, napriklad
pokud potiebujeme hruby odhad vynosu do splatnosti pro okamzik mezi dvéma
pozorovanymi body, muze byt pouziti linearni interpolace vhodnym fesenim.

Problém s hladkosti kiivky sice nemame u dalsiho z uvedenych typt interpo-
lace, tedy interpolace polynomem, narédzime zde ale na problém oscilace krivky
mezi danymi body (daty), viz obrazky 4 a 5. Dostavdme tak naprosto nerealné
hodnoty vynost pro nékteré splatnosti, a to jak velmi vysoké kladné, tak i za-
porné. Interpolace polynomem proto nebude vhodnou metodou pro konstrukci
vynosovych krivek.

Jako daleko vhodnéjsi se ukazuje pouziti splajni, konkrétné kubického splajnu.
Uz v definici kubického splajnu je pozadovana dostatecna hladkost a diky moz-
nosti volby vyhlazujici konstanty ve vyrazu (10) miZeme nalézt kompromis mezi
hladkosti a odchylkou odhadnuté kiivky od pozorovanych dat. Vysledkem je pak
krivka vyrovnavajici data, ktera dava smysluplné hodnoty pro nepozorované casy
do splatnosti a jejiz odchylka od pozorovanych dat zaroven neni prilis velka.

Jako dalsi jsme uvedli vyrovnavani polynomem, coz je opét pomérné jednodu-
cha, ale ne prilis dobré vysledky davajici metoda, jak jsme jiz popsali v kapitole
2.3.1. Zrejmé proto se v praxi vyrovnavani polynomem ke konstrukei vynosovych
kiivek nepouziva.

Naopak modely, které jsou v praxi ¢asto pouzivany, jsou modely Nelsontiv-
Siegeltiv a Svenssontiv predstavené v ¢astech 2.3.2 a 2.3.3, jez davaji dobry kom-
promis mezi jednoduchosti a dobrymi vysledky pri aplikaci na redlné data a cho-
vaji se pomérné dobrfe i pro splatnosti za poslednim pozorovanym bodem. Svensso-

niv model je diky jednomu clenu navic (viz vztahy (13) a (15), resp. (14) a (16))
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schopny zachytit vice rtiznych tvart vynosovych ktivek, nicméné nékdy miize byt
vhodnéjsi pouziti jednodussiho Nelsonova-Siegelova modelu. Pti vybéru konkrét-
niho modelu zalezi na vstupnich datech a konec¢na volba je pak vzdy na odborném
tsudku aktudra, ktery kiivky modeluje (viz [14]).

Ocekavani lepsiho vyrovnani dat Svenssonovou ktivkou oproti kubickému po-
lynomu i Nelsonové-Siegelove kiivee potvrzuje i srovnani stfednich kvadratickych

odchylek (11). Ty jsou pro kazdou z nasich tfech metod uvedeny v tabulce 4.

Tabulka 4: Stredni kvadratické odchylky kfivek od pivodnich dat

’ Ktivka pro vyrovnavani \ Stredni kvadratickd odchylka ‘

Kubicky polynom 0,0194311474
Nelson-Siegel 0,0131907864
Svensson 0,0042936437

7 tabulky 4 je tedy vidét, Ze nejvétsi sttedni kvadratickou odchylku dava vy-
rovnavani kubickym polynomem a naopak nejmensi dava vyrovnavani Svensso-
novou funkci. Vypocet stfedni kvadratické odchylky v programu Wolfram Mathe-

matica 9 je mozné nalézt v priloze ¢. 2.
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3 Realna data

V této kapitole si ukazeme cely postup konstrukce bezrizikové vynosové krivky
na konkrétnim pripadu ¢eskych statnich dluhopisi. Nasim cilem bude odhadnout
vynosovou kiivku teoretickych bezkupoénovych dluhopisu z realnych kupénovych.

K tomuto ti¢elu musime nejprve ziskat vstupni data (dvojice dob a vynosi do
splatnosti), kterda dostaneme z trznich cen cCeskych statnich dluhopistu. Néasledné
zkonstruujeme kupénovou vynosovou krivku a z té potom pomoci metody boot-
strap odvodime kfivku bezkupénovou. Pti tom budeme chtit, aby cena kazdého
z pozorovanych dluhopisti spoc¢tena na zakladé odhadnuté kupoénové vynosové
krivky jako

Poy (17)
T (1+R@)

—

kde C'F; jsou penézni toky plynouci z drzeni dluhopisu v casech t a R(t) jsou
vypoc¢tené tirokové miry na ¢ obdobi (body na k¥ivce)'3, nebyla p¥ili§ rozdilna
od pozorované ceny tohoto dluhopisu, resp. aby soucet druhych mocnin téchto
odchylek a potazmo stfedni kvadratickd odchylka cen byly ,,rozumné velké” (opét

aktudrsky usudek).!4

3.1 Vstupni data

Jako vstupni data pouzijeme priumérné trzni ceny jednotlivych ceskych stat-
nich dluhopisti s pevnym kupénem na OTC trzich k 7.5.2013.*% Pro vypocty ¢asti
kupoénovych plateb i dob do splatnosti pouzivame kalendaini konvenci pro pocet
dnu 30/360.

V tabulce 5 jsou uvedeny vsSechny dluhopisy s pevnym kupoénem, které se
k 7.5.2013 obchodovali na OTC trzich, jejich splatnosti, kupénové sazby, data,
ke kterym jsou kupény vyplaceny, a prumérné ¢isté ceny (prumér nabizené a po-
ptavané Cisté ceny) na OTC trzich k 7.5.2013 v procentech nominélni hodnoty.
Nominalni hodnota vsech dluhopist je 10000 K.

Pomoci vztahu

. CF;
P+ AUV =) v
t

kde P je ¢ista cena dluhopisu, AUV je alikvétni drokovy vynos dany jako po-
At
360°

od posledni kupénové platby spocteny dle standardu 30/360), C'F; jsou opét pe-

mérna ¢ast kuponové platby (AU V=C- kde C' je kupén a At je pocet dni

13Pf{padné miZeme pouzit spojité tirodené analogie tirokovych mér a vzorce (17).

1474 informace ohledné toho, jak se v praxi postupuje pii konstrukci bezkupénové vinosové
kiivky, timto dékuji panu Mgr. Petru Posoldovi, ALM specialistovi v Ceské pojistovné, a.s.

15Tato data jsme ziskali na webové strance http://gov.cbonds.com/.
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Tabulka 5: Ceské statni dluhopisy k 7.5.2013

’ Dluhopis \ Splatnost \ Kupoénova sazba \ Kupoén vyplacen \ Cena ‘
CZ0001000814 | 16.6.2013 3,70 % Roc¢né k 16.6. | 100,33
CZ0001002729 | 16.9.2013 2,80 % Roc¢né k 16.9. | 100,92
CZ0001002869 | 31.3.2014 2,75 % Roc¢né k 31.3. | 102,34
CZ0001001143 | 11.4.2015 3,80 % Ro¢né k 11.4. | 106,78
CZ0001002737 | 1.9.2015 3,40 % Roc¢né k 1.9. 107,12
CZ0001000749 | 26.1.2016 6,95 % Roc¢né k 26.1. | 117,77
CZ0001003842 | 28.7.2016 0,50 % Roc¢né k 28.7. | 100,01
CZ0001001903 | 11.4.2017 4,00 % Roc¢né k 11.4. | 112,90
CZ0001000822 | 18.8.2018 4,60 % Roc¢né k 18.8. | 119,02
CZ0001002471 | 11.4.2019 5,00 % Rocné k 11.4. | 122,28
CZ0001003834 | 29.10.2019 1,50 % Rocné k 28.10. | 102,10
CZ0001001317 | 12.9.2020 3,75 % Rocné k 12.9. | 116,92
CZ0001002851 | 29.9.2021 3,85 % Rocné k 29.11. | 118,34
CZ0001001945 | 12.9.2022 4,70 % Rocné k 12.9. | 127,47
CZ0001002547 | 25.5.2024 5,70 % Rocné k 25.5. | 140,30
CZ0001003859 | 25.8.2028 2,50 % Rocné k 25.8. | 102,58
CZ0001001796 | 4.12.2036 4,20 % Rocné k 4.12. | 121,60
CZ0001002059 | 26.11.2057 4,85 % Rocné k 26.11. | 122,75

nézni toky plynouci z drzeni dluhopisu v ¢asech ¢ a YT'M je vynos do splatnosti,
si spo¢itdme vynosy do splatnosti pro jednotlivé dluhopisy.'® Pro vypocet byly
pouzity funkce FinancialBond a FindRoot softwaru Wolfram Mathematica 9
(viz Piiloha ¢. 3).

V tabulce 6 je potom ke kazdému dluhopisu uvedena doba a vynos do splat-
nosti.

Déle je tfeba si rozmyslet, k jakému tcelu bude hledana vynosova ktivka slou-
zit. Na zakladé toho je pak mozné vzit v ivahu jen ¢ast vstupnich dat. Napriklad
pokud bychom méli zajem o vynosovou kiivku pro splatnosti do deseti let, ne-
davalo by smysl zahrnout do vstupnich dat dluhopis se splatnosti za 44,55 roku
apod.

Stejné tak je mozné vyjmout z mnoziny vstupnich dat ty body, které se zdaji
byt co do vynosu nesmyslné vychyleny od ostatnich. To mtize byt zplisobeno

napriklad malym objemem obchodu s danym dluhopisem v den pozorovani, ktery

16Pfitom dluhopis CZ0001003842 je obchodovin teprve od 28.1.2013 a kupén vyplaci k
28.7., takze 28.7.2013 bude vyse vyplaceného kupénu 25 K¢, kdezto dalsi roky bude vyplacet
standardnich 0,50% nominalni hodnoty, tj. 50 K¢. Nicméné vzhledem k tomu, Ze k ¢isté cené se
pripocitava alikvotni urokovy vynos, vyjde vynos do splatnosti stejné jako kdyby byl dluhopis

sV

s e
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Tabulka 6: Doby a vynosy do splatnosti dluhopisii z tabulky 5

’ Dluhopis \ Doba do splatnosti \ Vimos do splatnosti ‘

(CZ0001000814 0,11 0,63 %
CZ0001002729 0,36 0,23 %
CZ0001002869 0,90 0,14 %
(CZ0001001143 1,93 0,27 %
CZ0001002737 2,32 0,31 %
CZ0001000749 2,72 0,37 %
CZ0001003842 3,23 0,50 %
(CZ0001001903 3,93 0,66 %
CZ0001000822 5,28 0,90 %
CZ0001002471 5,93 1,10 %
CZ0001003834 6,48 1,16 %
(CZ0001001317 7,35 1,32 %
CZ0001002851 8,39 1,51 %
CZ0001001945 9,35 1,52 %
(CZ0001002547 11,05 1,67 %
CZ0001003859 15,30 2,30 %
CZ0001001796 23,58 2,92 %
CZ0001002059 44,55 3,78 %

mize mit za vysledek zkreslenou cenu tohoto dluhopisu. Ta potom samoziejmé
zkresli i vynos do splatnosti.

Vybér vstupnich dat, které budou vzaty v ivahu, je pak opét (podobné jako
vybér konkrétni metody konstrukce kiivky) predmétem odborného aktuarského
usudku.

Vzhledem k tomu, Ze cilem této prace je hlavné demonstrace procesu kon-
strukce vynosové kiivky na redlnych datech, neni treba zadny z pozorovanych
bodi vyrazovat. V aktudrské praxi se ovsem casto uvazuji pouze dluhopisy se
splatnosti do 10, 15 ¢i 20 let, protoze pro dluhopisy s delsimi splatnostmi rychle
narustd problém s jejich likviditou (15 let byva oznaCovano jako tzv. posledni
likvidni bod'").

V této praci proto budeme uvazovat nejprve celou mnozinu vstupnich dat
danou tabulkou 6, nasledné se omezime na dluhopisy se splatnosti do 15 let (tj.
vyradime z tabulky 6 posledni tii dluhopisy) a porovname takto ziskané vynosové

krivky.

177, anglického Last Liquid Point. Napf. dle Solventnosti II je posledni likvidni bod stanoven
na 15 let.
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3.2 Konstrukce kupénové vynosové krivky

Po volbé vstupnich dat bude dalsim krokem odhadnuti vynosii pro teoretické
kupoénové dluhopisy se splatnostmi, které neméame k dispozici z pozorovani, tedy
konstrukce kupénové vynosové krivky. K tomu vyuzijeme Svenssonova modelu,
nebot se v praxi pouziva nejcastéji a zaroven dava pri srovnani s ostatnimi me-
todami vyrovnavani uvedenymi v této praci co se stredni kvadratické odchylky

tyce nejlepsi vysledky.

3.2.1 Formulace optimaliza¢ni tilohy

Protoze Svenssonovou funkei vyrovnavame vynosy do splatnosti, ale zaroven
bychom chtéli, aby vyslednd vynosova kiivka dévala co nejlepsi vysledky (co
nejmensi kvadratické odchylky) pti zpétném stanoveni ceny puvodnich pozoro-
vanych dluhopisti, prfidame pti minimalizaci odchylek vynosi do splatnosti vahy.
Tim se metoda nejmensich ¢tverctu (optimaliza¢ni tloha (12)) zméni na vazenou

metodu nejmensich ¢tverci a nova optimalizacni iloha bude
N
1 . . — . 2
meln;wz (vi — 9(T3;0)) ", (18)

kde y;, ¢ = 1,..., N, jsou vynosy do splatnosti, T;, ¢ = 1,..., N, jsou doby do
splatnosti, ¢(7’;0) je v nasem pripadé Svenssonova funkce (16) s parametrem
0 = (Bo, b1, Ba, B3, 71, 72)" aw;, i=1,...,N, jsou vihy.

Vahy ptitom priddavame z toho divodu, ze chyba v odhadu vynosu do splat-
nosti pro delsi splatnost se do chyby ve vypoctené cené dluhopisu promitne vice
nez v absolutnim méritku stejné velka chyba ve vynosu pro kratsi splatnost.
Proto by zfejmé bylo vhodné volit vahy v (18) tak, aby vétsi vahu mély vynosy
do splatnosti s delsimi splatnostmi.

Volba konkrétnich vah je pak opét zalozena na aktuarském tsudku a i v li-
teratufe lze najit rtizné moznosti této volby. Dle odborného doporuceni Ceské

spole¢nosti aktuara (viz [14]) se voli
Wi, = (Tifii)ga (19)

kde k; = % pro ¢ takové, ze T; > 10 let, k; = 1 jinak.
Dalsi moznou volbou vah, na kterou je mozné ¢asto narazit v literatufe (viz
napf. [6] nebo [11]), je volit za vahy u vynosi do splatnosti jednotlivych dluhopist

hodnotu modifikované durace téchto dluhopisii, tj.

Wa,; = DZM, (20)
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kde durace D a modifikovana durace dluhopisu D™ jsou definovany jako

t-C'F;
D _ Zt (1+y)tt
- E CF;
b (1+y)*
a
DM:—B—
1+y’

kde C'F; jsou penézni toky plynouci z drzeni dluhopisu v ¢asech ¢ a y je vynos do
splatnosti tohoto dluhopisu.

Tato volba vychazi z toho, ze modifikovana durace je povazovana za ukazatel
citlivosti soucasné hodnoty (ceny dluhopisu) na zmény v urokovych sazbach (vy-
nosu do splatnosti), nebot relativni ptiristek soucasné hodnoty penézniho toku
CF = (CFrp,,CFr,,... C’FTN)T (hrubé ceny dluhopisu, z jehoz drzeni plynou pe-
nézni toky CF) pii zméné urokové sazby (vynosu do splatnosti) y o Ay > 0 lze

pro malé Ay aproximovat pomoci prvniho ¢lenu Taylorova rozvoje jako

PV(CF,y+ Ay) — PV(CF,y) _ 1

~ — .D-Ay=—-DM. Ay.
PV(CF,y) 1+y Y Y

V této praci zkusime obé zminéné volby vah, (19) a (20), a nasledné porovndme
soucty ¢tverci odchylek vypoctenych a pozorovanych cen dluhopist pro kazdou

7 nich.

3.2.2 Samotna konstrukce kupénové vynosové krivky

Prejdéme nyni k samotnému vyrovnavani. Abychom mohli data z tabulky 6
vyrovnavat funkei (16), je tfeba prevést vynosy do splatnosti z této tabulky na

odpovidajici vynosy do splatnosti pri spojitém troceni podle vztahu
y(T)=In(1+Y(T)),

kde pii splatnosti 1" je y(T') vynos do splatnosti pti spojitém a Y (7T') pfi slozeném
rocnim droceni.

Vimosy do splatnosti z tabulky 6 prepoctené na spojity pripad jsou spole¢né
s prislusnymi dobami do splatnosti uvedeny v tabulce 7.

Ve zbytku této kapitoly budeme pojmem ,vynos do splatnosti” oznacovat vy-
nos do splatnosti pti spojitém uroceni, pokud nebude feceno jinak. Pozorované
vynosy do splatnosti budeme oznacovat jako y; a jim odpovidajici doby do splat-
nosti jako T;, kde © = 1,..., N oznacuje i-ty dluhopis po jejich serazeni podle

doby do splatnosti.
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Tabulka 7: Doby a vynosy z tabulky 6 pti spojitém troceni

’ Dluhopis \ Doba do splatnosti \ Vimos do splatnosti ‘

(CZ0001000814 0,11 0,63 %
CZ0001002729 0,36 0,23 %
CZ0001002869 0,90 0,14 %
(CZ0001001143 1,93 0,27 %
CZ0001002737 2,32 0,31 %
CZ0001000749 2,72 0,37 %
CZ0001003842 3,23 0,50 %
(CZ0001001903 3,93 0,66 %
CZ0001000822 5,28 0,89 %
CZ0001002471 5,93 1,09 %
CZ0001003834 6,48 1,15 %
(CZ0001001317 7,35 1,31 %
CZ0001002851 8,39 1,50 %
CZ0001001945 9,35 1,51 %
(CZ0001002547 11,05 1,66 %
CZ0001003859 15,30 227 %
CZ0001001796 23,58 2,88 %
CZ0001002059 44,55 3,71 %

Dvojice z tabulky 7 pro nas budou predstavovat pozorované body v prostoru
dvojic doba do splatnosti - vynos do splatnosti. Znadzornény jsou na obrazku 14.

Pomoci funkce NonlinearModelFit programu Wolfram Mathematica 9 bu-
deme hledat feseni tlohy (18), a to jak pro vektor vah wy = (wy 1, ... ,wl,N)T dle
(19), tak pro vektor vah wy = (wy1, ..., woy)" dle (20)'8. Tato feSeni porovname
s Tesenim pomoci klasické metody nejmensich ¢tvercu (12). VSechny souvisejici
vypocCty jsou soucasti prilohy ¢. 4.

Jako startovaci hodnoty parametri Sy, 51, B2, B3, 71 a 7o Svenssonovy funkce
(16) pro optimaliza¢ni algoritmus se v praxi voli za [y vynos do splatnosti pro
nejdelsi uvazovanou pozorovanou splatnost, za 3; rozdil vynost do splatnosti pro
nejdelsi a nejkratsi uvazovanou pozorovanou splatnost, za (y a 3 nula a za 7

a 7o dvojka. Tedy mame startovaci hodnoty dané tabulkou 8.

8Ptitom v pripadé nékterych vypodti bylo tfeba zvysit maximalni pocet iteraci, které algo-
ritmus provede, aby nalezl feseni pfi pozadované (automaticky zvolené) presnosti.
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Obrazek 14: Vynosy do splatnosti ceskych statnich dluhopisi

Tabulka 8: Startovaci hodnoty parametrit Svenssonovy funkce

’ Parametr ‘ Startovaci hodnota ‘

Bo YN
b1 YN — W
B2 0
B3 0
T 2
Ty 2

V pripadé, ze pak vynosové krivky konstruujeme pravidelné, napt. kazdy meé-
sic, bereme jako startovaci hodnoty parametri hodnoty jejich odhadt z posledni
predchozi konstrukce (nejsou-li na trhu pozorovany extrémni vykyvy v minulych
a aktualnich vstupnich datech!?).

Nasledné po tom, co takto ziskdme kupdénovou vynosovou ktivku, porovname
soucasné hodnoty (ceny) dluhopisti vypoctené na zakladé ziskané kiivky s jejich
ptvodnimi pozorovanymi cenami upravenymi o alikvétni trokovy vynos. Kvanti-

tativnim kritériem bude pro nés stfedni kvadratickd odchylka cen (Mean Price
Squared Error, MPSE) dand jako

- > (P-B) (21)

=1

19Ve smyslu ze by vynosy do splatnosti u pozorovanych dluhopisti byly vyrazné odlisné od
posledniho minulého pozorovani.
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kde N je pocet pozorovanych dluhopist, P;, ¢ = 1,..., N, jsou jejich pozorované
trzni ceny a E, 1 =1,..., N, jsou jejich ceny vypoctené na zikladé odhadnuté
vynosové krivky.

Dale se podivame, jak by vynosova kiivka vypadala, kdybychom misto mini-
malizace souctu kvadratickych odchylek odhadnutych a pozorovanych vynost do
splatnosti minimalizovali pfimo soucet kvadratickych odchylek pozorovanych cen

od cen spoctenych na zakladé odhadované ktivky.

3.2.2.1 Nevazené vyrovnavani Svenssonovou funkci

Zacnéme nejprve klasickym vyrovnavanim dat Svenssonovou funkei bez pou-
ziti rtiznych vah pro jednotliva pozorovani. Budeme tedy v prostoru dvojic doba
do splatnosti - vynos do splatnosti vyrovnavat pozorované body dané tabulkou 7
tak, abychom s pouzitim Svenssonovy funkece (16) dostali feseni tilohy (12). Resen{
budeme opét hledat pomoci funkce FindFit programu Wolfram Mathematica 9.
Vypocty jsou téz soucasti prilohy ¢. 4.

Startovaci hodnoty parametrii Svenssonovy funkce nechame nejprve automa-
ticky zvolit. Vysledné hodnoty parametri nalezené Mathematicou jsou uvedeny
v tabulce 9. Vysledna kfivka po dosazeni téchto parametrii spolu se vstupnimi

daty je pak zndzornéna na obrazku 15.

Tabulka 9: Parametry Svensson - bez vah, bez startovacich hodnot

’ Parametr ‘ Odhadnuta hodnota ‘

Bo 4,77001
5 “4,00808
B ~3,21961
B ~2,54750
ﬁ 6,29722
- 0,68643

Stredni kvadratickd odchylka (11) je v tomto pripadé 0,0023866 a stredni
kvadratickd odchylka cen (21) je 20,1975201. Navic i z obrazku 15 se zda, ze
takto odhadnuta vynosova ktivka vyrovnava data pomérné dobte.

V pripadé, ze zvolime startovaci hodnoty parametrii pro funkci FindFit tak,
jak je uvedeno v tabulce 8, dostaneme velmi podobné hodnoty parametri, viz
tabulka 10, a proto i vysledna vynosova kfivka neni prilis rozdilnd od té na
obrazku 15. Podobné stredni kvadraticka odchylka vynosi do splatnosti a stredni
kvadratickd odchylka cen jsou témér totozné (lisi se az na desdtém a Ctvrtém

desetinném misté).
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Obrazek 15: Vynosova kiivka - Svenssonova funkce s parametry z tabulky 9

Tabulka 10: Parametry Svensson - bez vah, startovaci hodnoty dle tabulky 8
] Parametr \ Odhadnuta hodnota ‘

B 4,77001
5 “4,00898
B ~3,21959
5 2254751
- 6,20726
T 0,68644

3.2.2.2 Vyrovnavani Svenssonovou funkci s pouzitim vah

Podivejme se nyni na vyrovnavani dat Svenssonovou funkci s pouzitim vah
pro jednotlivd pozorovani. Budeme tedy fesit tlohu (18), pficemz véhy budeme
volit podle (19) a (20).

Zacnéme volbou vah uvedenou v (19). Nejprve nechame opét algoritmus hle-
dat Teseni bez zadani startovacich hodnot parametru. V tom pripadé sice funkce
NonlinearModelFit nalezne TeSeni, ale ziejmé jde o néjaké lokalni minimum,
které pro nase ucely nebude vhodné.?® Takto ziskané parametry Svenssonovy

funkce totiz nabyvaji nesmyslnych hodnot, viz tabulka 11.

20Pokud nechceme zadivat startovaci hodnoty parametri, bude z tohoto déivodu lepsi pouzit
misto funkce NonlinearModelFit radéji funkci Minimize ¢i NMinimize, tedy provést primou
minimalizaci vyrazu (18).

36



Tabulka 11: Parametry Svensson - vahy (19), bez startovacich hodnot

’ Parametr \ Odhadnutd hodnota ‘

Bo 360,67718
B 360,38195
B, 10290,76816
Bs 57608,22062
71 233418,21534
T 475218,38476

Proto i graficky vypada vynosova ktivka v tomto pripadé nerealné, coz je
vidét na obrazku 16. Déle i stfedni kvadraticka odchylka je 0,1243843 a stfedni
kvadratickd odchylka cen je 64,8931452, tedy obé hodnoty jsou vyrazné vyssi nez
v pripadech uvedenych v 3.2.2.1.

y
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Obrézek 16: Vynosova kiivka - Svenssonova funkce s parametry z tabulky 11

Pokud zvolime startovaci hodnoty dle tabulky 8, vysledek je o poznani lepsi.
Dostaneme totiz parametry uvedené v tabulce 12 a vysledkem bude vynosova

k¥ivka znédzornéna na obrazku 17.2!

21Dalsi moznou volbou startovacich parametri, ktera se nabizi, je zvolit za né hodnoty ziskané
pri vyrovnavani bez vah, tj. hodnoty z tabulky 9. V tomto pripadé vsak Mathematica nalezne
reseni, které je co do stredni kvadratické odchylky vynosu do splatnosti i cen horsi nez to ziskané
pri volbé startovacich hodnot parametra dle tabulky 8.
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Tabulka 12: Parametry Svensson - vahy (19), startovaci hodnoty dle tabulky 8

’ Parametr \ Odhadnutd hodnota ‘

Bo 4,74080
B -3,37312
B 26,54972
B 26,84992
- 1,07466
72 5,12642
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Obrazek 17: Vynosova kfivka - Svenssonova funkce s parametry z tabulky 12

Stredni kvadraticka odchylka je v tomto pripadé 0,0347364 a stfedni kvadra-
ticka odchylka cen vychézi 20,2334592. Jak mtizeme vidét pri srovnani téchto hod-
not s hodnotami, které jsme dostali pri nevazeném vyrovnani dat Svenssonovou
funkci, takto zvolené vahy davaji v tomto pripadé horsi obé stfedni kvadratické
odchylky:.

V pripadé stiedni kvadratické odchylky vynosi do splatnosti se toto dalo
ocekavat, avsak mozna trochu prekvapujici je, ze vahy zde nesplnily svij ucel
a stfedni kvadraticka odchylka cen nevysla nizsi, ale dokonce se zvétsila. Kdyz se
ale podivame na obrazek 15, vidime, ze ptivodni (nevazené) vyrovnani Svensso-
novou funkci vyrovnava data velmi dobre zejména v oblasti delsich splatnosti.
I kdyz pri pouziti vah (19) je potom odhad vynosu do splatnosti na dlouhém
konci krivky nepatrné lepsi (ve smyslu mensich odchylek), je to na tkor kratkého

konce ktivky v takové mite, Zze celkové stredni kvadratické odchylky jsou vetsi.

38



Srovnani odhadnutych a pozorovanych vynost do splatnosti je mozné nalézt v pti-
loze ¢. 5.

V piipadé nasich vstupnich dat tedy zfejmé neni pouziti vah (19) pfili§ vhodné.
Podivejme se tedy, jaky bude vysledek v pripadé volby vah dle (20). Pokud opét
nejprve nechame program zvolit startovaci hodnoty parametrii Svenssonova mo-
delu automaticky, dostaneme vynosovou kiivku danou Svenssonovou funkei s pa-

rametry z tabulky 13, ktera je zobrazena na obrazku 18.

Tabulka 13: Parametry Svensson - vahy (20), bez startovacich hodnot

’ Parametr \ Odhadnutd hodnota ‘

Bo 1,83022- 10710
5y 153,03624
s 453,19901
s 12,75581
0 5,86338 - 10713
T 32,24291
y
351
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Obrézek 18: Vynosova krivka - Svenssonova funkce s parametry z tabulky 13

Uz z tabulky i z obrazku je vidét, Ze toto reSeni nebude nejlepsi, a to i pres
to, ze stredni kvadraticka odchylka cen je rovna 19,5216772, coz je dosud nejnizsi
hodnota. Stfedni kvadratickda odchylka vynost do splatnosti je vsak 0,0269756.

Dalsim problémem tohoto feseni je chovani v okoli nuly, kde kfivka nejprve

strmé klesa z vysokych hodnot az do zapornych ¢isel a pak opét roste k nule (coz
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na obrazku ani neni patrné, protoze se tak déje pro prilis malé doby do splatnosti
- pro splatnosti fadové do jedné tisiciny roku), odkud pokracuje tak, jak je videét
na obrazku 18. Tento problém by se ale dal ignorovat, vzhledem k tomu, ze kiivka
pro takto kratké doby do splatnosti nema prakticky vyznam. Kiivka ale z tohoto
dtavodu ,,prichazi o jeden ,hrb” (tento ,hrb” uz je v okoli nuly), a proto i opticky
tak dobfe nevyrovnava data na svém kratkém konci.

Situace je opét o poznani lepsi v pripadé, kdy jako startovaci hodnoty parame-
tri zvolime hodnoty z tabulky 8. Takto ziskané vysledné parametry jsou uvedeny

v tabulce 14 a vynosova kfivka je vidét na obrazku 19.

Tabulka 14: Parametry Svensson - vahy (20), startovaci hodnoty dle tabulky 8
’ Parametr ‘ Odhadnuta hodnota ‘

Bo 4,30688
5 “4,13601
B ~2,82065
5 2228456
- 6,77126
T 0,77910
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Obréazek 19: Vynosova kiivka - Svenssonova funkce s parametry z tabulky 14

Stredni kvadratickd odchylka vynosti do splatnosti je zde 0,0026009, coz je

¢islo nepatrné horsi nez v pripadé nevazeného vyrovnani, ale pomérné znatelné
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lepsi nez v pripadé vyrovnani s vahami (19). Stiedni kvadratickd odchylka cen je
pak 20,2343340, coZ je vice nez v piipadé bez vah i s vdhami dle (19).

Pokud za startovaci hodnoty parametri zvolime jejich vysledné hodnoty z
nevazeného vyrovnani, dostaneme v tomto pripadé zcela totozny vysledek jako
pravé zminény (tj. se startovacimi parametry dle tabulky 8).

Vynosy do splatnosti ziskané z této vynosové kiivky (body na kiivce) jsou téz

uvedeny v priloze ¢. 5.

3.2.2.3 Minimalizace odchylek cen

Zabyvejme se nyni tim, jak se vynosova ktivka, resp. parametry Svenssonovy
funkce zméni v pripadé, ze misto vynosu do splatnosti budeme minimalizovat
piimo soucet odchylek (nebo stfedni kvadratickou odchylku) pozorovanych cen
jednotlivych dluhopisti od cen spoc¢tenych na zakladé hledané krivky.

Budeme tedy minimalizovat vyraz

kde N je pocet pozorovanych dluhopist, P;, « = 1,..., N, jsou jejich pozorované
trzni ceny a 751-, 1 =1,..., N, jsou jejich ceny vypoctené na zdkladé odhadnuté

vynosové kiivky (soucasné hodnoty z nich plynoucich penéznich toku diskonto-
vané dle hledané kiivky), vzhledem k 1/';, 1 = 1,...,N. Ekvivalentné mutzeme
(op&t vzhledem k P, i = 1,..., N) minimalizovat vyraz (21).

Reseni budeme hledat opét pomoci softwaru Wolfram Mathematica 9, tento-
krate s vyuzitim funkce Minimize. Toto TeSeni je soucasti prilohy ¢. 4.

Vysledkem jsou parametry Svenssonovy funkce uvedené v tabulce 15.

Tabulka 15: Parametry Svensson - minimalizace ¢tvercti odchylek cen

’ Parametr ‘ Odhadnuta hodnota ‘

Bo 8,63991
B, 7 47501
B 26,09273
Bs ~3,75575
- 12,67425
T 0,82062

Vymosova krivka tvorena Svenssonovou funkei s témito parametry je zobrazena
na obrazku 20.
Jak je z obrazku ihned patrné, takto ziskana vynosova krivka se zejména na

svém dlouhém konci neblizi pozorovanym bodim tak dobre jako kiivky diskuto-
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Obrézek 20: Vynosova krivka - Svenssonova funkce s parametry z tabulky 15

vané v predchozich ¢astech této kapitoly. Stfedni kvadratickd odchylka vymnost
do splatnosti je 0,1193337, coz je vyrazné vice nez napt. 0,0023866 v casti 3.2.2.1.

Na druhou stranu stfedni kvadraticka odchylka cen je v tomto pripadé mno-
hem nizsi, pouze 1,1976045 oproti 20,1975201 z casti 3.2.2.1. Je tedy vidét, ze
jsme volbou nové optimalizacni tlohy splnili cil, tj. nalezli jsme ktivku, ktera
lépe zpétné ocenuje dluhopisy, i kdyz na tkor vétsi stredni kvadratické odchylky

ve vynosech do splatnosti.
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Obréazek 21: Srovnéni kfivek pri minimalizaci MSE a MPSE
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Srovnani vyslednych kfivek pri nevazené minimalizaci stfednich kvadratickych
odchylek vynost do splatnosti (MSE) a minimalizaci stfednich kvadratickych
odchylek cen (MPSE) je vidét na obrézku 21.

3.2.2.4 Dluhopisy se splatnosti do 15 let

Pokud porovnéame pozorované ceny dluhopisi s cenami spoc¢tenymi na za-
kladé nékteré z kiivek ziskanych pri minimalizaci stfedni kvadratické odchylky
vynost do splatnosti, uvidime, ze velké rozdily mezi nimi jsou na dlouhém konci
kiivky, viz tabulka 16 obsahujici pozorované ceny a ceny spoctené diskontovanim

penéznich toki pomoci Svenssonovy funkce s parametry z tabulky 9.

Tabulka 16: Pozorované a spoctené ceny dluhopist

’ Dluhopis Doba do splatnosti | Pozorované cena * \ Spoctena cena
CZ0001000814 0,11 let 103,629 103,634
CZ0001002729 0,36 let 102,717 102,685
CZ0001002869 0,90 let 102,623 102,665
CZ70001001143 1,93 let 107,054 107,168
CZ0001002737 2,32 let 109,443 109,455
CZ0001000749 2,72 let 119,720 119,643
CZ0001003842 3,23 let 100,398 100,298
CZ0001001903 3,93 let 113,189 113,178
CZ0001000822 5,28 let 122,329 122,273
CZ0001002471 5,93 let 122,641 123,240
CZ0001003834 6,48 let 102,883 103,120
CZ0001001317 7,35 let 119,368 120,098
CZ0001002851 8,39 let 120,671 120,098
CZ0001001945 9,35 let 130,538 131,126
CZ0001002547 11,05 let 145,715 146,156
CZ0001003859 15,30 let 104,330 106,526
CZ0001001796 23,58 let 123,385 129,560
CZ0001002059 44,55 let 124,919 142,736

* Pozorovana cena je upravena o alikvotni trok.

Nejvetsi chyby v odhadnutych cenach jsou tedy u poslednich dvou az trech
dluhopisti, kde odhadnuté ceny jsou pomérné vyrazné vyssi nez ceny pozorované.
To muze byt zptisobeno tim, ze jejich splatnosti jsou velmi dlouhé, a proto jsou
tyto dluhopisy obchodovany pouze v malém objemu (jsou nelikvidni). To potom
muze i zasadné zkreslovat jejich cenu.

Odtud se jiz nabizi myslenka vytadit tyto dluhopisy ze vstupnich dat, a tedy
pouzit jen dluhopisy se splatnostmi kratsimi nez 15 let (se splatnostmi pred pos-

lednim likvidnim bodem).
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Podivejme se tedy, jaké vysledky bychom dostali, kdybychom se omezili na
prvnich 15 dluhopisti, a to jak ptfi minimalizaci stfednich kvadratickych odchylek
vynosi do splatnosti bez vah a s vdhami dle (19) a (20), tak pfi minimalizaci
stfedni kvadratické odchylky cen dluhopisti. Vypocty je pak mozno nalézt v pri-
loze ¢. 6.

V pripadé minimalizace odchylek vynost do splatnosti pouzijeme startovaci
hodnoty parametrii Svenssonovy funkce dané tabulkou 8. Vysledkem budou hod-
noty uvedené pro minimalizaci bez vah i s vahami w; dle (19) a w (20) v tabulce
17.

Tabulka 17: Parametry Svensson - splatnosti do 15 let

’ Parametr \ Bez vah \ Vahy w, \ Vahy we ‘
Bo 0,000023 | 5,09171 | 8,83065 - 10710
B 0.,71219 | -4,21045 0,374194
B2 7,77600 | -7,13648 8.,36397
Bs -2,68636 | -66,54850 -4,96316
T 23,9456 | 1,94087 5,68443
To 0,835379 | 237,72434 2,33760

Vynosové kiivky zkonstruované ze Svenssonovy funkce s témito parametry
jsou zobrazeny na obrazcich 22 a 23. Na obrazku 22 vidime, jak vypadaji tyto
krivky pro splatnosti v okoli pozorovanych splatnosti, tj. pro splatnosti do 12ti

let, na obrazku 23 pak pro splatnosti do 50ti let.

y

— Vahy w2
— Vahy wl

Bezvah

I I I I I I I I I I I I I I I | T
2 4 6 8 10 12

Obrazek 22: Vynosova kiivka - Svenssonova funkce s parametry z tab. 17 - 12 let
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— Vahy w2
— Vahy wl

Bezvah

Obrézek 23: Vynosova kiivka - Svenssonova funkce s parametry z tab. 17 - 50 let

Pti prohlédnuti téchto dvou obrazku je vidét, ze krivky vypadaji rozumné
pouze v okoli pozorovanych bodt a pro delsi splatnosti postupné nabyvaji neprav-

t.22 Proto ziejmé tyto kiivky nebudou

dépodobnych ¢i dokonce nerealnych hodno
vhodné pro odhad vynost do splatnosti pro delsi splatnosti, nez jaké bereme
v tvahu na vstupu (tj. pro tzv. extrapolaci).

Co se tyce stfednich kvadratickych odchylek vynost do splatnosti i cen, jsou
uvedeny v tabulce 18, odkud je vidét, ze pouziti vah w; neni vhodné ani z jednoho
z téchto dvou hledisek. Naopak pouziti vah ws je oproti varianté bez vah vyhodné

co do zlepseni odchylky cen, avsak na tkor odchylky vynost do splatnosti.

Tabulka 18: Stiedni kvadratické odchylky jednotlivych krivek

’ Varianta vyrovnavani \ MSE \ MPSE ‘
Bez vah 0,0023803 | 0,2702515
S vahami w, 0,0160378 | 0,3192130
S vahami wq 0,0066036 | 0,2596305

V pripadé, ze budeme opét minimalizovat stfedni kvadratickou odchylku cen
dluhopisti, bude jeji hodnota pouze 0,0298543. Pochopitelné se ale na druhou
stranu zvétsi stredni kvadraticka odchylka vynost do splatnosti, kterda bude 0,0248044.
Hodnoty parametri Svenssonovy funkce ziskané timto zptisobem jsou uvedeny

v tabulce 19 a vysledna vynosova kiivka je pak zobrazena na obrazku 24.

22Mozn4 kromé piipadu nevazeného vyrovnani, kdy vynosova kiivka ani po 50ti letech nere-
alné nevypada. Jeji [y je vsak témeér nulovd, z ¢ehoz je jasné, ze pro jesté dalsi splatnosti bude
déle klesat.
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Tabulka 19: Parametry Svensson - minimalizace MPSE, splatnosti do 15 let
’ Parametr \ Odhadnuté hodnota ‘

5o 2,67654
51 -2,67648
Ba -62,39289
Bs 58,53635
- 1,10187
- 1,05739
y
20
15 ¢
10+
051
/ | | | | I | I I | I I | I T
2 4 6 8 10 12 14

Obrazek 24: Vynosova kiivka - Svenssonova funkce s parametry z tabulky 19

Podle obrazku vidime, ze takto ziskand vynosova kiivka zirejmé nebude davat

prilis realné hodnoty na svém nejkratsim konci.

3.2.3 Vybér nejvhodnéjsi krivky

V ¢asti 3.2.2 jsme predstavili nékolik moznosti vyrovnavani pozorovanych dat.
V zasadé nejjednodussi bylo nevazené vyrovnavani, které navic davalo velmi dobré
vysledky co do stfedni kvadratické odchylky vynost do splatnosti.

Volbou vah pro jednotlivé pozorované vynosy do splatnosti se ndm v nékolika
ptipadech podafilo dosdhnout lepsiho zpétného ocenéni dluhopist (mensi stfedni
kvadratické odchylky pozorovanych a odhadnutych cen dluhopisii), avsak vzdy to
bylo na tkor stfedni kvadratické odchylky vynost do splatnosti.
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Nakonec nejmensi odchylka pozorovanych a odhadnutych cen dluhopisii byla
dosazena primo minimalizaci této hodnoty. V tomto pripadé vsak odchylky vy-
nosu do splatnosti vyrazné rostly.

Pokud mame z téchto variant konstrukce vynosovych krivek vybrat tu nej-
vhodnéjsi, je tfeba peclive zvazit, k jakému icelu ma byt vysledna vynosova krivka
vyuzita. Ma-li byt pouzita k ocenovani dluhopisti, bylo by zifejmé vhodné zvolit
tu, kterd ma minimalni stfedni kvadratickou odchylku cen (viz napt. 3.2.2.3).

Pokud budeme chtit odhadovat vynosy do splatnosti pro splatnosti kratsi,
nez je nejdelsi splatnost u pozorovanych dluhopisti, bude asi nejvhodnéjsi vybrat
takovou krivku, kterd ma co nejmensi stredni kvadratickou odchylku vynost do
splatnosti, pripadné zkonstruovanou i na zakladé zredukované mnoziny vstupnich
dluhopist (viz napf. 3.2.2.1 a 3.2.2.4). V pripadé, Ze nés zajimaji napt. vynosy
do splatnosti pro prvnich 15 let, nema zfejmé vyznam zahrnovat do vstupnich
dat i dluhopisy se splatnostmi pres 20 let apod. To potvrzuje i srovnani strednich
kvadratickych odchylek vynosti do splatnosti pro vSechny, resp. pro prvnich 15
pozorovanych bodu (vynosy do splatnosti pro dluhopisy se splatnostmi do 15 let)
pri nevazeném vyrovnani, kdy vynosova ktivka ziskana v ¢asti 3.2.2.1 vyrovnanim
vsech dat dava stredni kvadratickou odchylku 0,0027193 oproti 0,0023803 z c¢asti
3.2.2.4, kde jsme vyrovnavali pouze prvnich 15 bod1.

Budeme-li naopak chtit odhadovat vynosy do splatnosti pro splatnosti za po-
slednim pozorovanym bodem, zfejmé by nebylo vhodné pouzit kiivku, ktera se
pro velké splatnosti chovd neopodstatnéné (viz 3.2.2.4).

Konec¢na volba vsak bude vzdy predmétem jiz zminovaného aktuarského tisudku.
Pro dalsi tcely této prace pouzijeme kiivku z obrazku 15 danou Svenssonovou

funkci s parametry z tabulky 9.

3.3 Konstrukce bezkupénové krivky - metoda bootstrap

Zkonstruujme nyni z kupénové vynosové kiivky z obrazku 15 dané Svensso-
novou funkei s parametry z tabulky 9 kiivku bezkupénovou. K tomu pouzijeme
metodu bootstrap, o které jiz byla re¢ v casti 1.3.2.

Uvédomime-li si, ze kupénovy dluhopis s cenou ve vysi 100 % nominélni hod-
noty, kupénovou platbou ve vysi C' % nominalni hodnoty a splatnosti za N € N
let ma vynos do splatnosti (pfi roénim slozeném turoceni) pravé C' %, mizeme pro
kazdou celociselnou splatnost pouzit jeden takovyto teoreticky dluhopis, kde C'
bude pro danou splatnost odpovidat bodu na kupénové kiivce s ro¢nim tdroc¢enim
odvozené z vynosové krivky pro spojité troceni zkonstruované v ¢asti 3.2.

Jinymi slovy ke konstrukci bezkuponové krivky napt. na 45 let miazeme vyuzit

45 teoretickych kupénovych dluhopist se splatnostmi n = 1, 2, ..., 45 let, pro
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které s vyuzitim vztahu

nl . N, + C,
= (1+ YTM W) A+ YTM,)"

kde P, je cena, N, je nominalni hodnota, C), je vyse kuponové platby a YT'M,, je

vynos do splatnosti n-tého dluhopisu, resp. dluhopisu se splatnosti n let, a s vol-

bou P, = 100, ¢ = 1, , n, dostaneme C; = YTM;, 1 =1, ..., n. Za YTM,,
1 =1, ..., n, pak bereme hodnoty na kupénové vynosové kiivce s ro¢nim troce-
nim pro splatnostl 1=1, ..., nlet.

Tyto teoretické dluhopisy pak budou predstavovat data, na ktera se aplikuje
metoda bootstrap predstavena v ¢asti 1.3.2.

Podivejme se tedy na konstrukci bezkupénové krivky na konkrétnim pripadu
ceskych statnich dluhopisii. Jiz diive jsme ziskali kupénovou kfivku. Nyni pouzi-
jeme tu ziskanou v éasti 3.2.2.1. Z té zjistime vynosy do splatnosti pro splatnosti
1, 2, ..., 45 let a tyto vynosy do splatnosti prevedeme na vynosy do splatnosti pri
slozeném roc¢nim uroceni. Nasledné pak aplikujeme metodu bootstrap a ziskame
tak bezkupoénové sazby na 1, 2, ..., 45 let.

V tabulce 20 jsou uvedeny vynosy do splatnosti pri spojitém i slozeném ro¢nim
uroceni (pro prevod ze spojitého na slozené ro¢ni uroceni jsme vyuzili zndmého
vztahu Y (T) = e¥™) — 1, kde Y(T') je pii ro¢nim a y(T) pii slozeném tirocent).

Roc¢né trocené vynosy do splatnosti nasledné pouzijeme jako kupénové sazby
teoretickych dluhopisii s prislusnymi dobami do splatnosti a aplikujeme metodu
boostrap z ¢asti 1.3.2, ¢imz ziskdme bezkupdénové spotové sazby R(1), ..., R(45).
Ukazme si tento postup pro prvni tti roky.

1) V prvnim kroku vypocteme R(1) jako vynos do splatnosti dluhopisu se splat-
nosti jeden rok. Vzhledem k tomu, jak mame dany nase teoretické dluhopisy,
nemusime ve skutecnosti nic pocitat, protoze vynos do splatnosti je pro prvni
dluhopis roven jeho kupénové sazbé, a tedy po zaokrouhleni R(1) = 0, 08530 %.
2) V druhém kroku pouzijeme tuto jiz zndmou spotovou bezkupénovou sazbu pro
prvni obdobi a spolu s ostatnimi znamymi hodnotami pro dluhopis se splatnosti
dva roky ji dosadime do vztahu (8), z néhoz vyjadienim R(2) po zaokrouhleni
dostaneme R(2) = 0, 23223 %.

3) Déle pouzitim zndmych informaci o tfetim dluhopisu a jiz spocCtenych sazeb
R(1) a R(2) spocitdme pomoci vzorce (9) pro j = 3 hledanou sazbu na t¥i roky,
tj. R(3). Po zaokrouhleni dostaneme R(3) = 0,47819 %.

Daéle bychom postupovali analogicky dle vztahu (9) tak dlouho, az bychom ziskali
bezkupénové sazby pro vsech 45 let. Tyto sazby jsou uvedeny v poslednim sloupci
tabulky 20.
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Tabulka 20: Vynosy do splatnosti - body na kupénové vynosové kiivce

‘ Doba do splatnosti ‘ YTM - spojité droceni ‘ YTM - ro¢ni troceni ‘ Bezkupénova sazba ‘

1 rok 0,08526 % 0,08529 % 0,08529 %
2 Toky 0,23179 % 0,23206 % 0,23223 %
3 roky 0,47565 % 0,47678 % 0,47819 %
4 roky 0,69693 % 0,69936 % 0,70328 %
5 let 0,88893 % 0,89289 % 0,00044 %
6 let 1,05989 % 1,06552 % 107779 %
7 let 1,21644 % 1,22387 % 1,24204 %
8 let 1,36254 % 1,37187 % 1,39725 %
9 let 1,50037 % 1,51168 % 1,54569 %
10 let 1,63114 % 1,64451 % 1,68862 %
11 let 1,75554 % 1,77104 % 1,82677 %
12 let 1,87401 % 1,89168 % 1,96059 %
13 let 1,98683 % 2,00670 % 2,09035 %
14 let 2,09424 % 2,11632 % 2,21626 %
15 let 2,10644 % 2,22074 % 2,33848 %
16 let 2,20362 % 2,32013 % 245715 %
17 let 2,38598 % 2,41467 % 257242 %
18 let 247370 % 2,50455 % 2,68442 %
10 let 2,55699 % 2,58996 % 2,79328 %
20 let 2,63603 % 2,67108 % 2,89916 %
21 let 271102 % 2,74810 % 3,00219 %
22 let 2,78216 % 2,82122 % 3,10253 %
23 let 2,31964 % 2,89063 % 3,20033 %
24 let 2,91366 % 2,95652 % 3,20576 %
25 let 2,97439 % 3,01907 % 3,38895 %
26 let 3,03201 % 3,07845 % 3,48009 %
27 let 3,08671 % 3,13481 % 3,56932 %
28 let 3,13863 % 3,18840 % 3,65681 %
29 let 3,18794 % 3,23930 % 3,74274 %
30 let 3,23480 % 3,28769 % 3,82726 %
31 let 3,27933 % 3,33370 % 3,91055 %
32 let 3,32169 % 3,37747 % 3,00277 %
33 let 3,36199 % 341914 % 107412 %
34 let 3,40036 % 3,45883 % 4,15475 %
35 let 3,43691 % 3,49665 % 4,23488 %
36 let 347174 % 3,53271 % 1,31467 %
37 let 3,50497 % 3,56711 % 4,39434 %
38 let 3,53667 % 3,59996 % 447411 %
39 let 3,56695 % 3,63133 % 4,55418 %
40 let 3,59589 % 3,66132 % 1,63481 %
41 let 3,62355 % 3,69000 % 4,71626 %
42 let 3,65002 % 3,71745 % 4,79879 %
43 let 3,67537 % 374374 % 1,88273 %
44 let 3,69965 % 3,76894 % 1,96842 %
45 let 3,72293 % 3,79310 % 5,05625 %

Timto jsme tedy dostali vynosy do splatnosti teoretickych bezkupénovych

dluhopisti neboli bezkupénové sazby na jeden rok az 45 let (vzdy jen pro celé
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roky). Budeme-li chtit zkonstruovat celou bezkupénovou krfivku, je mozné pouzit
nékterou z metod predstavenych v kapitole 2.

Pro hrubé srovnéni, jak se lisi bezkupoénova krivka od kupénové, je ziejmé
dostatecna i linearni interpolace, coz je vidét na obrazku 25, kde ,zlomy” na
bezkupénové krivce nejsou patrné (to je samoziejmé zpusobeno mj. tim, ze je zde

kiivka pro 45 let a ,zlomy” jsou v kazdém celém roce).

Zero
— Kuponova, rocni
— Kuponova, spojite

- Data(spoj. YTM)

L L L L
10 20 30 40

Obréazek 25: Kupénova a bezkupdénova kiivka - ceské statni dluhopisy 7.5.2013

Pokud pottebujeme, aby byla vysledna bezkupoénova krivka hladka, je mozné
pouZit opét napt. Svenssonuv model. V nasem ptipadé ziskame (nevazenym) vy-
rovnavanim spotovych sazeb Svenssonovou funkei hodnoty parametri uvedené

v tabulce 21 (pro spojité troceni).

Tabulka 21: Parametry Svensson - spotové bezkuponové sazby

] Parametr \ Odhadnutd hodnota ‘

Bo 8,39052
B, “8,80052
B “4,75732
B “12,78830
- 3,30001
P 11,8391

Vyslednéa hladka bezkupoénova kiivka pro slozené ro¢ni tiroceni je spolu s pu-

vodnimi bezkupoénovymi sazbami pro kazdy cely rok znazornéna na obrazku 26.
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Obrazek 26: Hladka bezkupoénova kiivka - ¢eské statni dluhopisy 7.5.2013

Vypoéty a grafy v této casti (3.3) byly zpracovany opét v programu Wolfram

Mathematica 9 a jsou k nalezeni v priloze ¢. 7.

3.4 Konstrukce forwardové krivky

Nékdy mize byt uziteéné znat urokovou sazbu mezi z-tym a (z + 1)-nim
rokem od soucasnosti (neboli znat ro¢ni forwardové sazby) nebo také okamzité
forwardové sazby (okamzitou forwardovou krivku).

Ukazme si proto jesté, jak lze z vysledki, které jsme dostali postupné v pred-
chozich ¢astech tohoto textu, dostat rocni forwardové bezkupénové sazby a oka-
mzitou forwardovou bezkupoénovou vynosovou krivku.

Chceme-li spocitat forwardové bezkupdénové sazby (pri sloZzeném roénim tro-
¢eni) v ¢ase 0 platné od ¢asu za T' let na jeden rok, staci vzit spotové bezkupénové
sazby R(T) a R(T + 1) z posledniho sloupce tabulky 20 a dosadit je do vztahu

(14+R(T+1))"!

F(T+1) = = s

Forwardové bezkupénové sazby F(T,T + 1) z ceskych statnich dluhopisa
k 7.5.2013 platné ihned a dale za jeden rok az za 15 let na jeden rok jsou uvedeny

v tabulce 22, pro celych 45 let jsou pak k nalezeni v priloze ¢. 7.
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Tabulka 22: Forwardové sazby k 7.5.2013 platné od ¢asu T na jeden rok
[T (let) [ F(T,T +1) (v %) |
0,08529
0,37938
0,97193
1,38156
1,69293
1,96923
2,23320
2,49040
2,74101
2,98408
3,21868
3,44422
3,66043
3,86728
4,06499
15 4,25388

—| =
2l el oo | o] ot x| w| | —| o

—_
[\

—_
w

—_
S

Ke konstrukeci okamzité forwardové krivky potom staci vzit spojité troc¢enou

spotovou krivku r(7") a aplikovat na ni vzorec
f(T) = r(T) +Tr'(T).

Okamzitd forwardova ktivka ziskana timto zptisobem z hladké bezkuponové
ktivky z ¢eskych statnich dluhopisti z obréazku 26 prevedené na spojité troceni je
k vidéni na obrazku 27. Celd konstrukce v programu Wolfram Mathematica 9 je
soucasti prilohy ¢. 7.

Pripomenme jesté na zavér této kapitoly, ze vstupni data se v praxi pred pou-
zitim ke konstrukei vynosovych kiivek mnohdy rtzné upravuji (at uz prifazenim
riznych vah nebo odstranénim nékterych ¢asti dat pred ¢i po prvnim vyrovnani
apod.). Vse je pak vzdy, jak jsme jiz nékolikrat zminili, otdzkou odborného ak-
tuarského tsudku. Vysledné kiivky by se po takovych upravach mohly i vyrazné

lisit od nami zkonstruovanych, nicméné principialné jde vzdy o stejny postup.
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Obrazek 27: Okamzita forwardova kiivka - ceské statni dluhopisy 7.5.2013

23



Zavér

V této praci jsme se zabyvali modelovanim vynosovych ktivek, jehoz vysledek,
tedy vynosové kiivky, jsou dilezitym aparatem pouzivanym pii ohodnocovani pe-
néznich toki, finanénim rozhodovani, tvorbé rezerv v pojistovnictvi i v mnoha
dalsich oblastech. Pritom bezrizikova vynosova kiivka, oznacovana téz jako casova
struktura trokovych mér, udava zavislost vynosnosti teoretického bezrizikového
aktiva na dobé do jeho splatnosti a slouzi tak i jako tzv. ,benchmark” (srovna-
vaci ukazatel) pro ohodnoceni ostatnich aktiv na trhu. I proto bylo cilem této
prace nejen predstaveni zakladnich modeli pro konstrukei vynosovych krivek, ale
i jejich aplikace na redlna data ve formé ceskych statnich dluhopisti, nebot vyno-
sova ktivka zkonstruovana z bezkupénovych statnich dluhopist byva povazovana
za bezrizikovou. Vzhledem k tomu, Ze bezkupénové statni dluhopisy se na trhu
témeér nevyskytuji, bylo tfeba aplikovat metodu znamou jako bootstrapping na
dluhopisy kupénové.

Nejprve jsme uvedli zakladni pojmy a definice spojené s teorii vynosovych kii-
vek. To jsme proto udeélali v prvni kapitole, kde jsme zaroven predstavili nékolik
zakladnich modeli vynosovych kiivek a dvé hlavni metody, kterymi lze odvodit
vynosy teoretickych bezkupénovych dluhopisii, metodu STRIPS dluhopisii a me-
todu bootstrap, pricemz druhé z nich jsme vénovali vice prostoru pravé z diavodu
potteby jejiho pouziti pii konstrukci bezrizikové vynosové kiivky ze statnich dlu-
hopist. Na zavér prvni kapitoly jsme popsali zékladni tvary vynosovych krivek,
které se v praxi vyskytuji.

Vzhledem k tomu, zZe vynosové kiivky znazornuji vynosnosti cennych papiri
ur¢itého typu na dobé do jejich splatnosti, je zfejmé, Ze nikdy nebudeme mit
dostatek téchto cennych papiri k tomu, abychom pokryli iplné vsechny splatnosti
(resp. vSechny splatnosti ve zvoleném intervalu, napt. od 0 do 45 let). Proto se
krivky konstruuji na zakladé znamych bodt v prostoru doba do splatnosti - vynos
do splatnosti, kde tyto body jsou dany praveé jednotlivymi cennymi papiry, které
mame k dispozici.

Samotné metody konstrukce vynosovych ktivek na zakladé pozorovanych bodi
byly predmétem zajmu v druhé kapitole, kde jsme predstavili jak nékteré jedno-
dussi linearni interpolaci, jejimz vysledkem je lomené ¢ara spojujici pozorované
body. Ta ndm miize davat néjaky prvni odhad vynosnosti pro splatnost, kterou
nezname z pozorovani, ale prinasi nékteré komplikace, zejména neni hladka ve
szlomovych” bodech. Proto jsme vyzkouseli i interpolaci polynomem, ktera vsak

nedavala dobré vysledky.
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Jako vyrazné lepsi se ukazalo pouziti kubickych splajni, tedy po ¢astech ku-
bickych funkei. V tomto ptipadé mizeme vhodnou volbou vyhlazujici konstanty
zvolit kompromis mezi hladkosti a priblizenim k pozorovanym dattim, coz bylo
dobte viditelné na obrazcich v ¢asti 2.2, kde jsme na stejnou sadu dat pouzili
splajny s riznymi hodnotami vyhlazujici konstanty.

Jako dalsi jsme predstavili parametrické modely Nelsontiv-Siegeliv a jeho roz-
siteni, model Svenssonuv. Pravé model Svenssoniiv je jednim z modeli, které jsou
v praxi nejc¢astéji pouzivany, a to zfejmé proto, ze a¢ neni zbytecné slozity (ne-
obsahuje prilis mnoho parametri), dava dobré vysledky.

To byl i diivod, pro¢ jsme Svenssoniiv model pouzivali ve treti kapitole, kde
jsme ukézali kompletni postup konstrukce vynosovych krivek z ¢eskych statnich
dluhopist.

Jako vstupni data nam poslouzily trzni ceny vsech ¢eskych statnich dluhopisii
s pevnym kupoénem k 7.5.2013. Z nich jsme pro kazdy dluhopis spocitali dobu
do splatnosti dle standardu 30/360 a vynos do splatnosti. Tyto dvojice ve tvaru
doba do splatnosti - vynos do splatnosti pro nas pak predstavovali pozorované
body, které jsme vyrovnavali Svenssonovou funkei.

Protoze jsme pozadovali, aby vysledna vynosova ktivka zaroven i dobte zpétné
ocenovala vstupni dluhopisy (ve smyslu stfedni kvadratické odchylky pozorova-
nych a odhadnutych cen dluhopisii), vyzkouseli jsme mimo klasického vyrovna-
vani i vyrovnavani s pritazenim rtiznych vah jednotlivym pozorovanym bodi,
konkrétné vah dle doporuceni Ceské spolecnosti aktudrt [14] a vah danych modi-
fikovanou duraci. Mozna ponékud piekvapujici byl vysledek, tedy ze vazené vy-
rovnani nedavalo vyrazné lepsi stredni kvadratické odchylky pozorovanych a od-
hadnutych cen nez vyrovnani nevazené, v nékterych pripadech byly tyto odchylky
dokonce vétsi, coz bylo zptisobeno tim, ze nevazené vyrovnani davalo velmi dobré
vysledky na dlouhém konci kfivky, tj. pro pozorované body, kterym jsem potom
pritadili nejvetsi vahy. Proto se pak sice priblizeni vazenych ktivek témto bodtim
oproti kiivce nevazené jesté o néco zlepsilo (odchylky kiivky od téchto bodu se
zmensily), ale bylo to na ukor kratkého konce kiivky v takové mite, Ze celkova
stfedni kvadraticka odchylka vynosti do splatnosti vzrostla a stredni kvadraticka
odchylka cen se nezmensila nijak vyrazné, resp. v nékterych pripadech dokonce
také vzrostla.
tak, abychom minimalizovali pifimo stfedni kvadratickou odchylku pozorovanych
a spoctenych cen dluhopist. V takovém pripadé odchylka cen pomérné vyznamné

klesla, avsak (dle ocekdvani) odchylka vynost do splatnosti se znatelné zvét-

vvvvvv
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dlouhém konci, coz bylo pravdépodobné zptisobeno nizkou likviditou dluhopista
s nejdelsimi splatnostmi.

Préavé z toho divodu jsme se v dalsi ¢asti treti kapitoly omezili na dluhopisy
se splatnosti do 15ti let a aplikovali jsme cely postup konstrukce kiivky na takto
zredukovanou mnozinu pozorovanych bodt. Jak se dalo ocekavat, vysledné kiivky
se znatelné lisily od téch z predchozi c¢asti.

V ¢asti 3.3 jsme nasledné z kupénové krivky odvodili teoretickou k¥ivku bez-
kupénovou, a to pomoci metody bootstrap aplikované na sadu hypotetickych
kupoénovych dluhopisii, jejichz splatnosti by byly vzdy celociselné a jejichz vy-
nosy do splatnosti by se rovnaly vynosim do splatnosti na odhadnuté kupénové
kiivce. Na takovou mnozinu dluhopisti uz je totiz mozné pouzit metodu bootstrap
v takové podobé, v jaké byla predstavena v prvni kapitole. Vysledkem pak byly
pro kazdy cely rok vynosy do splatnosti teoretickych bezkupoénovych bezriziko-
vych dluhopisti, neboli bezrizikové spotové tirokové sazby.

Ty jsme nasledné znovu vyrovnali Svenssonovou funkei, ¢imz jsme ziskali hlad-
kou bezkuponovou ktivku. Ta ndm potom v zavéru treti kapitoly poslouzila ke
konstrukei okamzité forwardové kiivky, ¢imz jsme (spolu se spoc¢tenim forwardo-
vych sazeb platnych k 7.5.2013 na jeden rok od ¢asu T pro T'=0,1,...,44 let)
treti kapitolu zakoncili.

Mame-li tedy shrnout prinos této prace, je jim nejen rekapitulace nejdilezi-
téjsich metod konstrukce vynosovych krivek, ale zejména popis celého procesu
konstrukce bezrizikové bezkupoénové kiivky z ceskych statnich dluhopist tak, jak
se v praxi opravdu aplikuje.

Vysledkem jsou ro¢ni spotové a forwardové sazby i okamzita forwardova a spo-
jité irocend spotova vynosova krivka k datu 7.5.2013. Postup jejich konstrukce
lze vSsak pouze s drobnymi upravami snadno aplikovat na jakoukoli mnozinu
vstupnich dluhopist. Za timto tGcelem je mozné vyuzit i prilohy obsahujici zdro-
jové kédy programu Wolfram Mathematica 9 (na prilozené CD jsou mj. také

pfimo notebooky spustitelné v tomto programu).
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Prilohy

Priloha 1

Pouziti metod pro konstrukci vynosovych kiivek na data z tabulky 2 v programu
Wolfram Mathematica 9.

nu= data = {{0.16, 0.40}, {0.41, 0.19}, {0.95, 0.17}, {1.98, 0.30},
{2.37, 0.33}, {2.77, 0.34}, {3.28, 0.54}, {3.98, 0.65},
{5.33, 0.97}, {5.98, 1.17}, {6.53, 1.31}, {7.40, 1.58},
(8.44, 1.57}, {9.40, 1.64}, {11.10, 1.85}, {15.35, 2.48},
(23.63, 2.95}, {44.60, 3.94}};

n2)= dataplot = ListPlot [data, PlotRange - All, PlotStyle - Red,
AxesLabel - {"T", "y"}, AxesOrigin - {0, 0}];

n@Elr= Intdata = Interpolation [data, InterpolationOrder - 17;
intdataplot = Plot[intdata[t], {t, 0.16, 44.60}, AxesLabel -» {"T", "y"},
AxesOrigin - {0, 0}71;

nise= lagrf = InterpolatingPolynomial [data, t];
lagrfplot = Plot[lagrf, {t, 0.16, 44.6}, PlotRange - All,
AxesLabel - {"T", "y"}, AxesOrigin -» {0, 0}1;

in71= pol3[alfa_, beta , gamma_, delta_, x_] :=
alfa + betaxx + gamma * x "2 + delta *x " 3;
pol3fit = FindFit [data, pol3[alfa, beta, gamma, delta, x],
{alfa, beta, gamma, delta}, X];
pol3plot = Plot[pol3[alfa, beta, gamma, delta, t] /. pol3fit, {t, 0, 60}];

inj10= nelsonsiegelspot [bO , bl , b2 ,c , t ] :=
bO+ (b1 +b2) (L-Exp[-t/c])/ (t/c) -b2 xExp[-t/cC];
neslonsiegelfit = FindFit[data, nelsonsiegelspot [bO, bl, b2, c0, t0],
{b0, b1, b2, cO}, t0];
nelsonsiegelplot =
Plot[nelsonsiegelspot [bO, bl, b2, cO, t0] /. neslonsiegelfit,
{t0, 0, 453}, PlotRange -» All, AxesOrigin - {0, 0},
AxesLabel - {"T", "y}, PlotLabel - "Nelson-Siegel"];
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In[13]:=

In[17]:=

out[17]=

out[18]=

svenssonforward [bO , bl , b2 , b3 ,cl ,c2 ,t ] :=
bO + bl *Exp[-t/cl] +b2 % (t/cl) sExp[-t/cl] +b3 (t/c2) xExp[-t/c2];
svenssonspot [bO , bl , b2 , b3 ,cl ,c2 ,t ]-=
(1/t) = Integrate [svenssonforward [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, u], {u, 0, t}1;
svenssonfit =
FindFit [data, {svenssonspot [bO, bl, b2, b3, c1, c2, t], b0 >0,
bO +bl >0, cl1>0, c2>0}, {bO, bl, b2, b3, cl1, c2}, t];
svenssonplot = Plot [svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t] /. svenssonfit,
{t, 0, 45}, PlotRange - All, AxesOrigin - {0, 0},
AxesLabel - {"T", "y"}1;

Show [dataplot, intdataplot, PlotLabel - "Linearni interpolace™]

Show [dataplot, lagrfplot, PlotLabel - "Interpolace polynomem"]

Show [dataplot, pol3plot, PlotLabel - "Vyrovnavani kubickym polynomem"]
Show [dataplot, nelsonsiegelplot , PlotLabel - ""Nelson-Siegel™]

Show [dataplot, svenssonplot, PlotLabel - "'Svensson']

Linearni interpolace

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L T
10 20 30 40
Interpolace polynomem

y
8x10M -
6x10M -
4x10M -
2x10M -

‘ ‘ -

61



Vyrovnavani kubickym polynomem

y
4
3t 5
out[19]= [
s
4
L/~
L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1
10 20 30 40 50 60
Nelson—Siegel
out[20]=
out[21]=
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Priloha 2

Srovnani vyrovnavani dat riiznymi kfivkami pomoci sttedni kvadratické odchylky

v programu Wolfram Mathematica 9.

nu= data = {{0.16, 0.40}, {0.41, 0.19}, {0.95, 0.17}, {1.98, 0.30},
{2.37, 0.33}, {2.77, 0.34}, {3.28, 0.54}, {3.98, 0.65},
(5.33, 0.97}, {5.98, 1.17}, {6.53, 1.31}, {7.40, 1.58},
(8.44, 1.57}, {9.40, 1.64}, {11.10, 1.85}, {15.35, 2.48},
{23.63, 2.95}, {44.60, 3.94}};

in2)= dataplot = ListPlot [data, PlotRange -» All, PlotStyle - Red,
AxesLabel - {"T", "y"}, AxesOrigin -» {0, 0}1;

nEl= iIntdata = Interpolation [data, InterpolationOrder - 1];
intdataplot = Plot[intdata[t], {t, 0.16, 44.60}, AxesLabel - {"T", "y"},
AxesOrigin -» {0, 0}1;

ins= lagrf = InterpolatingPolynomial [data, t];
lagrfplot = Plot[lagrf, {t, 0.16, 44.6}, PlotRange - All,
AxesLabel - {"T", "y"}, AxesOrigin -» {0, 0}1;

in7= pol3[alfa_, beta , gamma_, delta_, x_] :=
alfa + betaxx + gamma * x "2 + delta *x"3;
pol3fit = FindFit[data, pol3[alfa, beta, gamma, delta, x],
{alfa, beta, gamma, delta}, x]
pol3plot = Plot[pol3[alfa, beta, gamma, delta, t] /. pol3fit, {t, 0, 60}];

ougl= {al fa - 0. 00605529, beta - 0.214184,
ganmma - -0. 00452237, delta - 0. 0000379719 }

inf1op= nelsonsiegelspot [O , bl , b2 ,c , t ] :=
b0 + (b1 +b2) (1-Exp[-t/c]l)/ (t/c) -b2 xExp[-t/c];
nelsonsiegelfit =
FindFit [data, {nelsonsiegelspot [bO, bl, b2, cO, t0], b0 >0,
b0 + bl > 0, cO > 0}, {bO, bl, b2, cO}, tO]
nelsonsiegelplot =
Plot[nelsonsiegelspot [bO, bl, b2, cO, tO] /. nelsonsiegelfit,
{t0, 0, 45}, PlotRange - All, AxesOrigin -» {0, 0},
AxesLabel - {"T", "y"}, PlotLabel - "Nelson-Siegel"];

ouf11}= {b0 - 4. 46862, bl » -4.23168, b2 » -4.52694, c0 - 3. 55725}

inf13:= svenssonforward [bO , bl , b2 , b3 ,cl ,c2 ,t ] :=
PO + bl *Exp[-t/cl] +b2 % (t/cl) «Exp[-t/cl] +b3 (t/c2) xExp[-t/c2];
svenssonspot [bO , bl , b2 , b3 ,cl ,c2 ,t ]-=
(1/t) » Integrate [svenssonforward [bO, bl, b2, b3, cl1, ¢c2, u], {u, 0, t}];
svenssonfit =
FindFit[data, {svenssonspot [bO, bl, b2, b3, c1, c2, t], b0 >0,
bO+bl >0, cl>0, c2>0}, {bO, bl, b2, b3, cl1, c2}, t]
svenssonplot = Plot [svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t] /. svenssonfit,
{t, 0, 45}, PlotRange - All, AxesOrigin - {0, 0},
AxesLabel -» {"T", "y"}1;
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Out[15]=

In[17]:=

In[18]:=

In[20]:=

In[21]:=

In[22]:=

In[23]:=

out[23]=

out[24]=

out[25]=

{b0 - 5. 32229, bl > -4.88545, b2 » -5.40377,
b3 - -6.14416, c1 »1.70315, c2 -»7.35352}

MSE[t ,y , fce ] :=
(1/Length[t]) *Sum[(y[[i1]] - Tfce[t[[i1]1]])"2, {i, 1, Length[t]}]

casy = Transpose [data] [[1]];
vynosy = Transpose [data]l[[2]];

NSfce [t ] := nelsonsiegelspot [bO, bl, b2, cO, t] /. nelsonsiegelfit
Sfce[t ] := svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t] /. svenssonfit
pol3fce[t ] :=pol3[alfa, beta, gamma, delta, t] /. pol3fit

MSE [casy, vynosy, pol3fce]
MSE [casy, vynosy, NSfce]
MSE [casy, vynosy, Sfce]

0. 0194311
0. 0131908

0. 00429364
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Priloha 3

Vypocet vynosu do splatnosti pro dluhopisy z tabulky 5 v programu Wolfram
Mathematica 9.

In[1]:=
bonds = {{{2013, 06, 16}, 3.7, 100.33}, {{2013, 9, 16}, 2.8, 100.92},

({2014, 3, 31}, 2.75, 102.34}, {{2015, 4, 11}, 3.8, 106.78},
({2015, 9, 1}, 3.4, 107.12}, {{2016, 1, 26}, 6.95, 117.77},
({2016, 7, 28}, 0.5, 100.01}, {{2017, 4, 11}, 4, 112.9},
({2018, 8, 18}, 4.6, 119.02}, {{2019, 4, 11}, 5, 122.28},
({2019, 10, 29}, 1.5, 102.1}, {{2020, 9, 12}, 3.75, 116.92},
({2021, 9, 29}, 3.85, 118.34}, ({2022, 9, 12}, 4.7, 127.47},
({2024, 5, 25}, 5.7, 140.3}, {{2028, 8, 25}, 2.5, 102.58},
({2036, 12, 4}, 4.2, 121.6}, ({2057, 11, 26}, 4.85, 122.75}};

n2:= Table[
y/.
FindRoot [
FinancialBond [ {"'"FaceValue' - 100, ""Coupon™ -»bonds[[i1]1][[2]] /100,

“"Maturity" -»bonds[[1]1]1[[1]1},
{"InterestRate" » vy, "Settlement" -» {2013, 05, 07},
"DayCountBasis " -» "30/360"}] ==bonds[[1]1]1[[3]1], {y, 0.0001}1],

{i, 1, 18}]

ouizl= {0. 00632726, 0.00226572, 0.00138333, 0.00268966, 0.00310298, 0. 00369651,
0. 00496799, 0.0066175, 0.0089538, 0.01097, 0.0116124, 0.0131787,
0. 0150685, 0.0152369, 0.0167453, 0.0229762, 0.0291897, 0.0378457}

nEr= data =
Table [
{DateDifference [{2013, 05, 07}, bonds[[i1]]1[[1]],
DayCountConvention - "Thirty360'"] /360,
100 %y /.
FindRoot [
FinancialBond [ {"'"FaceValue" -» 100, "Coupon" -»bonds[[i1]][[2]] /100,
"Maturity" - bonds[[1]]1[[1]1},
{"InterestRate" » vy, "Settlement" -» {2013, 05, 07},
"DayCountBasis " -» "30/360"}] ==bonds[[1]1]1[[31], {y, 0.0001}13},
{i, 1, 18}]
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oua)= {{11230, 0. 632726 |, {47 0. 226572 }, {%, 0. 138333 },
{%, 0. 268966 |, {i 0. 310298 |, {%, 0. 369651 |,
(22, o.aostss], (197, 0.66i7s), {202, o.a0500]. (157, 1.007)
{%, 1.16124 |, {% 1.31787 |, {%, 1.50685 |, {% 1.52369 |,
{%, 1.67453 |, {% 2.29762}, {%, 2.91897 |, {16039, 3.78457 } |

in4l:= FindRoot [100.33 + 3.7 % (360 - 39) /360 == (100 + 3.7) / ((1 +ytm) ~(39/360)),
{ytm, 0}]
outia= {yt m- 0. 00632726 }
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Priloha 4

Konstrukce kupénové vynosové kiivky z redlnych ¢eskych statnich (kupénovych)

dluhopist v programu Wolfram Mathematica 9.

In[1]:=
bonds = {{{2013, 06, 16}, 3.7, 100.33}, {{2013, 9, 16}, 2.8, 100.92},

({2014, 3, 31}, 2.75, 102.34}, {{2015, 4, 11}, 3.8, 106.78},
({2015, 9, 1}, 3.4, 107.12}, {{2016, 1, 26}, 6.95, 117.77},
({2016, 7, 28}, 0.5, 100.01}, {{2017, 4, 11}, 4, 112.9},
({2018, 8, 18}, 4.6, 119.02}, {{2019, 4, 11}, 5, 122.28},
({2019, 10, 29}, 1.5, 102.1}, {{2020, 9, 12}, 3.75, 116.92},
({2021, 9, 29}, 3.85, 118.34}, {{2022, 9, 12}, 4.7, 127.47},
({2024, 5, 25}, 5.7, 140.3}, {{2028, 8, 25}, 2.5, 102.58},
({2036, 12, 4}, 4.2, 121.6}, {{2057, 11, 26}, 4.85, 122.75}};

In[2]:=
spojdata =
Table [
{DateDifference [ {2013, 05, 07}, bonds[[i]]1[[1]1],
DayCountConvention - "ThirtyE360'] /360,
100 *
Log[
1+y/.
FindRoot [
FinancialBond [ {""FaceValue' - 100,
"Coupon" - bonds[[1]][[2]] /100,
“"Maturity™ -»bonds[[1]]1([[1]11},
{"InterestRate" » y, "Settlement" » {2013, 05, 07},
"DayCountBasis" -» "30E/360"}] ==bonds[[i1]]1[[3]1,
{y, 0.0001}11}, {1, 1, 18}]

out2)= {{120, 0. 630732 |, {{g%, 0. 226316 |, {gégq 0. 138237 |,
{igg“ 0. 268605 |, {%;?n 0. 309818 }, {2;3, 0. 368969 |,
{%§$” 0.495569}, {%ggn 0.65957}, {iigj, 0.891395}, {{ﬁi:, 1.09103},
{%%?, 1.15455}, {2%?, 1.30926}, {%Ei;” 1.49561}, {%%?, 1.5122},
{%?5, 1.66067}, {%§§n 2.27162}, {%ﬁ?n 2.87718}, {16039, 3.71472}}

In[3= casy = Transpose [spojdata] [[1]1];
vynosy = Transpose [spojdata] [[2]];

In[5]:=
Solve[100.33 +3.7% (1 -casy[[1]]) =103.7/ (1 +YTM) ~casy[[1]],
YTM]

outsi= { {YTM= 0. 00632726 } }
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In[6]:=

Out[6]=

In[7]:=

Out[8]=

In[9]:=

In[10]:=

In[11]:=

In[12]:=

spojdataplot = ListPlot [spojdata, PlotRange -» All, PlotStyle - Red,
AxesLabel - {"T", "y"}, AxesOrigin -» {0, 0}]

y
35 ;
3.0 ;
25 ;
2.0 ;
15 ;
1.0 ;

05F

svenssonforward [bO_, bl , b2 , b3 ,cl ,c2 ,t ]:=

b0 + bl *Exp[-t/cl] +b2 % (t/cl) sExp[-t/cl] +b3 (t/c2) xExp[-t/c2]
svenssonspot [bO , b1 , b2 , b3 ,cl ,c2 ,t ]=

(1/1t) = Integrate [svenssonforward [bO, bl, b2, b3, c1, c2, ul, {u, 0, t}]

1 _t _t _t
t—(bl (Cl—cle c1| +b0t +b2 (Cl—e cl (cl+t)| +b3 (CZ—@ c2 (02+t)>)

MSE[fce ] :=
(1/Length[bonds]) *Sum[ (vynosy[[i]] - fce[casy[[i]]]) "2,
{i, 1, Length[bonds]}]

PV[i_, fce ] :=100*Exp[- (fce[casy[[i]]]/100) xcasy[[i]]] +
Sum[bonds[[1]]1[[2]] *
Exp[- (fce [k + FractionalPart [casy[[1]]]] /100) *
(k + FractionalPart [casy[[i]]1])], {k, O, IntegerPart[casy[[i]]]}]

PSE[fce_ ] :=
Sum [
((bonds[[1]1]1[[3]] +bonds[[i]1]1[[2]] * (1 - FractionalPart [casy[[i]]])) -
PV[i, fce]) 2, {i, 1, Length[bonds]}]

MPSE [fce ] :=
(1/Length [bonds]) *
Sum [
((bonds[[1]1]1[[3]]+bonds[[i]1]1[[2]] * (1 - FractionalPart [casy[[i]]])) -
PV[i, fce]l) 2, {i, 1, Length[bonds]}]
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In[13]:=

In[14]:=
svenssonfit =
FindFit [spojdata, {svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t],
bO>0, bO+bl>0, cl1>0, c2>0}, {bO, bl, b2, b3, c1, c2}, t]

ouf14= {b0 - 4. 77001, bl - -4.00898, b2 - -3. 21961,
b3 - -2.5475, c1 »6.29722, c2 - 0. 686432}

ini15)= svenssonplot =
Show [Plot [svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl, c2, t] /. svenssonfit,
{t, 0, 45}, PlotRange -» All, AxesOrigin -» {0, O},
AxeslLabel - {"T", "y"}1, spojdataplot]

out[15]=

iniie]= SFce [t ] = svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl, c2, t] /. svenssonfit;
7= MSE [SFce]
oua71= 0. 00238661

8= PSE [Sfce]
outf1s]= 363. 555

inf191= MPSE [Sfce]
outj19]= 20. 1975

In[20]:=
svenssonfit2 =
FindFit [spojdata, {svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t],
bO >0, bO+bl1>0, c1>0, c2>0},
{{b0, vynosy [[Length [vynosy]]]},
{b1, vynosy[[Length[vynosy]]] -vynosy[[1]]}, {b2, O}, {b3, O},
{c1, 2}, {c2, 2}}, t, Maxlterations - 1000000]

outo)= {b0 - 4. 77001, bl - -4.00898, b2 - -3. 21959,
b3 - -2.54751, cl1 - 6.29726, c2 - 0.686435}
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in33:= MPSE [wlFit]
out[33= 64. 8931
In[34]:=
wlfitl = NonlinearModelFit [spojdata,
{svenssonspot [bO, b1, b2, b3, cl1, c2, t], b0 >0, bO+bl >0,
cl>0, c2>0}, {{bO, vynosy[[Length[vynosy]]1},

{bl, vynosy [[Length[vynosy]]] -vynosy[[1]1}, {b2, O}, {b3, O},
{cl1, 2}, {c2, 2}}, t, Weights » wl, Maxlterations - 1000 000]

out34= Fi tt edivbdel [

1
—(-3.37312(1.07466 - 107466 <197 1) + <> <> <> - 6.84992(<19»> — <> <I>)) }
t

inBs= MSE[wlfitl]
outzsl= 0. 0347364

inBel:= PSE[wlFitl]
out[36]= 364. 202

in@E7:= MPSE [wlfitl]
out[37]= 20. 2335
In[38]:=
wlfit2 = NonlinearModelFit [spojdata,
{svenssonspot [b0O, bl, b2, b3, c1, c2, t], b0 >0, b0 +bl >0,
cl>0, c2>0}, {{bO, 4.7700077423979605“ }, {bl, -4.008975709477763“ },
{b2, -3.219614198547103“ }, {b3, -2.5475027541181494°“ },

{cl, 6.297218627527928“ }, {c2, 0.6864319498146662° }}, t,
Weights » wl, Maxlterations - 1000 000]

outzsl= Fi tt edMvbdel [

1
—(-2.44034(5.70219— 5.70219¢ 20> Y+ <bs> <> <> - 4.88793(<18> - <> <I>)) }
t

inEe= MSE[wlfit2]
out39]= 0. 154318

inj40:= PSE [w1lFit2]
outj40)= 363. 829

in@41:= MPSE [wl1Fit2]
outja11= 20. 2127
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In[42]:=
w2 =
Table [FinancialBond [

{""FaceValue' - 100, "Coupon" -»bonds[[1]][[2]] /100,
“"Maturity" - bonds[[i]1]1([[1]11},

{"InterestRate" -» vynosy[[i]] /100, "Settlement" -» {2013, 05, 07},
"DayCountBasis '™ -» ""30E/360"}, "ModifiedDuration "],

{i, 1, Length [vynosy1}];

In[43]:=
w2fit = NonlinearModelFit [spojdata,
{svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t], b0 >0, bO+bl >0,
cl>0, c2>0}, {bO, bl, b2, b3, cl1, c2}, t, Weights » w2,
MaxIterations - 1000 000]

our43- Fi tt edModel [

1
—(153.036(5.86338x 102 — 5.86338x 107 1% &7 <47 1) 4 <> — <> + 12.7558(< 1)) ]
t

inf44:= MSE [w2Fit]
outaal= 0. 0269756

in4s:= PSE [w2Fit]
outa5]= 351. 39

inf46l:= MPSE [w2Fit]
outiae)= 19. 5217

in47):= Show [spojdataplot , Plot[w2Ffit[t], {t, O, 45}]]
y
35
3.0%
2.5%
out[47]= 2.0;
1.5% y
10F

051 .
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In[48]:=
w2fitl = NonlinearModelFit [spojdata,
{svenssonspot [b0, bl, b2, b3, c1, c2, t], b0 >0, b0 +bl >0,
cl>0, c2>0}, {{bO, vynosy[[Length[vynhosy]]1},
{bl, vynosy[[Length[vynosy]]] -vynosy[[1]]}, {b2, O}, {b3, O},
{cl, 23}, {c2, 2}}, t, Weights » w2, Maxlterations - 1000 000]

outagl= Fi tt edMVbdel [

1
—(-4.13601(6.77126- 6.77126¢ <20 N+ <l <> <> - 2.82065( <18 — == <I>)) }
t

inf49l:= MSE [w2Fitl]
outfa9l= 0. 0026009

ins0:= PSE [w2Fitl]
outjs0]= 364. 218

inB1= MPSE [w2Fitl]
out51]= 20. 2343
In[52]:=
w2Fit2 = NonlinearModelFit [spojdata,
{svenssonspot [b0O, bl, b2, b3, cl1, c2, t], b0 >0, bO+bl >0,
cl >0, c2>0}, {{bO, 4.7700077423979605“ }, {bl, -4.008975709477763° },
{b2, -3.219614198547103“ }, {b3, -2.5475027541181494°“ },

{cl, 6.297218627527928“ }, {c2, 0.6864319498146662° }}, t,
Weights » w2, Maxlterations - 1000 000]

outs2]= Fi tt edMvbdel [

1
-(-4.13601(6.77126— 6.77126¢ 20> Y+ <l <> <> - 2.82065(<18> — <> <I»)) }
t

inB3:= MSE [w2Fit2]
outs3)= 0. 0026009

ins4:= PSE[w2Fit2]
outjs4]= 364. 218
in[s5:= MPSE [w2Fi1t€2]
outs5]= 20. 2343
In[56]:=
sfc[t_] := svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl, c2, t]

in57:= pmin = Minimize [ {PSE[sfc], bO > 0, bO+bl >0, c1>0, c2 >0},
{b0, b1, b2, b3, cl, c2}]

ous71= {1.1976, {b0 - 8.63991, bl - -7.47501,
b2 - -6.09273, b3 - -3. 75575, cl -»12.6742, c2 -»0.820622}}
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inse]:= pminplot = svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl, c2, t] /. Last[pmin]
1
outfss}= ;-(77.47501 (12.6742 - 12. 6742 00789002

8.63991t -3.75575 (0.820622 - e - ?'%% (0.820622 +t)) -
6.09273 (12.6742 - > 0789902 (12,6742 +t)))

fc [tﬁ] o=
1

t
(—7.475010654982959‘

(12.67424673126262° - 12.67424673126262° 0-0789001525063714%)

8.639908186574871° t -
3.7557535836472167 ¢

(0.8206216090080016“ - e*-218583432260317% (0_8206216090080016° +t)) -
6.092728322414346"
(12.67424673126262° - @ °-0789001525003714° (15 67424673126262° + 1)) )

Show [spojdataplot, Plot[pminplot, {t, 0, 45}1]

MSE [fc]

0.119334

0.11933373069484814“

PSE[fc]
1.1976

MPSE [fc]
0. 0665336
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Show [Plot [svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t] /. svenssonfit,
{t, 0, 45}, PlotRange -» All, AxesOrigin -» {0, 0}, AxesLabel - {"T", "y"},
PlotLegends - {""Min MSE"}1,

Plot [pminplot, {t, 0, 45}, PlotStyle - Green,
PlotLegends - {""Min MPSE'}], spojdataplot]

3F Min MPSE

— MinMSE
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Priloha 5

Pozorovany vynos do splatnosti a vynosy do splatnosti odhadnuté dle kupénové

vynosové kiivky tvorené Svenssonovou funkci s parametry z tabulek 9, 12 a 14.

’ Doba do splatnosti ‘ Pozorovany YTM ‘ Tab. 9 ‘ Tab. 12 ‘ Tab. 14 ‘
0,11 let 0,63073 % 0,58687 % | 1,15200 % | 0.53661 %
0,36 let 0,22632 % 0,31162 % | 0,76683 % | 0.31739 %
0,90 let 0,13823 % 0,09263 % | 0,32104 % | 0.12757 %
1,93 let 0,26861 % 0,21489 % | 0,21219 % | 0.22152 %
2,32 let 0,30982 % 0,30875 % | 0,27768 % | 0.30656 %
2,72 let 0,36897 % 0,40808 % | 0,36731 % | 0.40031 %
3,23 let 0,49557 % 0,52824 % | 0,49186 % | 0.51759 %
3,93 let 0,65957 % 0,68201 % | 0,66421 % | 0.67207 %
5,28 let 0,89140 % 0,93868 % | 0,95357 % | 0.93532 %
5,93 let 1,09103 % 1,04808 % | 1,07072 % | 1.04786 %
6,48 let 1,15455 % 1,13619 % | 1,16158 % | 1.13819 %
7,35 let 1,30926 % 1,26822 % | 1,29266 % | 1.27283 %
8,39 let 1,49561 % 1,41781 % | 1,43604 % | 1.42423 %
9,35 let 1,51220 % 1,54653 % | 1,55728 % | 1.55358 %
11,05 let 1,66067 % 1,76160 % | 1,75981 % | 1.76814 %
15,30 let 2,27162 % 2.22611 % | 2,21110 % | 2.22766 %
23,58 let 287718 % 2,88686 % | 2,88288 % | 2.88149 %
44,55 let 3,71472 % 3,71264 % | 3,71456 % | 3.71503 %

Pozn.: YTM je vynos do splatnosti (ro¢ni pri spojitém turoceni).




Priloha 6

Konstrukce kupénové vynosové kiivky z redlnych ¢eskych statnich (kupénovych)

dluhopist se splatnostmi do 15 let v programu Wolfram Mathematica 9.

In[5]:=

sdatashort = Take [spojdata, 15]

outs]= {{% 0. 630732}, {14230, 0. 226316}, {% 0. 138237}
{%, 0. 268605}, {%, 0. 309818}, {@, 0 368969} { o 495569}’
{%, 0. 65957 |, {%, 0. 891395 |, { , 1.09103}, { . 1.15455},
{%, 1. 30926 |, {%, 1. 49561 |, {% 1.5122}, { 1, 1. 66067 | |

In[6]:=
sdatashortplot = ListPlot [sdatashort, PlotRange - All,
PlotStyle -» Red, AxesLabel - {"T", "y"}, AxesOrigin -» {0, 0}]

y
151

101
Out[6]= [

In[7}:= casy = Transpose [spojdata][[1]];
vynosy = Transpose [spojdata] [[2]];

In[13]:=
hkappa[x_] := Piecewise [{{1, x <10}, {2/5, x> 10}}1;
kappa = Table [hkappa[casy[[i]]], {i, 1, Length[casy]}]:
wlshort = Table[(casy[[i1]] xkappa[[i]]) "3, {i, 1, 15}]1;

w2short =
Table [FinancialBond [ {*'FaceValue' - 100, "Coupon" - bonds[[i]][[2]] /100,
"Maturity" -bonds[[i]1][[21]},
{"InterestRate" -» vynosy[[i]] /100, "Settlement" -» {2013, 05, 07},
"DayCountBasis ' - ""30E/360"}, ""ModifiedDuration™], {i, 1, 15}];

7= svenssonfitshort =
FindFit [sdatashort, {svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t],
bO>0, bO+bl>0, cl>0, c2>0},
{{b0, vynosy [[15]]}, {b1l, vynosy[[15]] -vynosy[[1]]}, {b2, O},
{b3, 0}, {cl, 2}, {c2, 2}}, t, Maxlterations - 1000000]
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ouf17)= {b0 - 0. 0000231798, bl - 0. 71219, b2 > 7. 776,
b3 - -2. 68636, cl - 23.9456, c2 » 0. 835379}

infel= SFceshort [t _] = svenssonspot [bO, bl, b2, b3, c1, c2, t] /.
svenssonfitshort ;

inf19p= Show [Plot [Sfceshort [t], {t, O, 15}], sdatashortplot]

20
15
ouffi9= 10T

05

2 4 6 8 10 12 14

inj201= Show [Plot [Sfceshort [t], {t, 0, 50}], sdatashortplot]

out[20]=

in21):= wlFitshort = NonlinearModelFit [sdatashort,
{svenssonspot [bO, b1, b2, b3, cl1, c2, t], b0 >0, bO+bl >0,
cl >0, c2 >0}, {{bO, vynosy [[Length[vynosy]]1}.,
{bl, vynosy[[Length[vynosy]]] -vynosy[[1]]}, {b2, O}, {b3, O},
{cl, 23}, {c2, 2}}, t, Weights - wlshort, Maxlterations - 1000 000]

1

out21]= Fi tt edMbdel { —(—4.21045(1.94087— 1.94087e’<<19>>t) + <1 — <> - 66.5485(<1%> — <<1>>)) }
t

in21= wlfitshort [t]

1
outzzl= = (-4.21045 (1.94087 - 1.94087 e %1523

5.09171t - 7.13648 (1.94087 - % °1%%3% (1, 94087 +t)) -
66. 5485 (237.724 - e 00%20%%% (237,724 1 t)))

in23= Show [Plot [wlfitshort[t], {t, O, 15}, PlotRange - All, AxesOrigin - {0, 0},
AxeslLabel - {"T", "y"}], sdatashortplot]
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15

1.0
out[23]=

0.5

Y Y E I SR,
2 4 6 8 10 12 14

in241= Show [Plot [wlfitshort [t], {t, O, 50}, PlotRange - All,
AxesOrigin -» {0, 0}, AxesLabel - {"T", "y"}], sdatashortplot]
y
1.5f
Lo}

05
out[24]=

-05}F

-10F

-15F

ins}= w2Fitshort = NonlinearModelFit [sdatashort,
{svenssonspot [bO, bl, b2, b3, c1, c2, t], b0 >0, bO+bl >0,
cl>0, c2>0}, {{bO, vynosy[[Length[vynosy]1]l]}.,
{bl, vynosy[[Length[vynosy]]] -vynosy[[1]]}, {b2, O}, {b3, O},
{cl, 2}, {c2, 2}}, t, Weights » w2short, Maxlterations - 1000 000]

{ 0.374194(5.68443- 5.68443¢ <207 1) + «23> t - <I>> + 8.36397(<1>>)
t

outizsl= Fi tt edMbdel

inel= w2Fitshort [t]
1
outzsl= = (0.374194 (5.68443 - 5.68443 > 175919

8.83065 x10 't - 4. 96316 (2.3376 - ***""* (2.3376 +t)) +
8.36397 (5.68443 - ¢ *17%91% (568443 +1)))

in271:= Show [Plot [w2Fitshort [t], {t, O, 15}, PlotRange - All, AxesOrigin - {0, 0},
AxeslLabel - {"T", "y"}], sdatashortplot]
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out[27)=

S R S R SE BRI
2 4 6 8 10 12 14

inj28l:= Show [Plot [w2Fitshort [t], {t, O, 50}, PlotRange - All,
AxesOrigin -» {0, 0}, AxesLabel - {""T", "y"}], sdatashortplot]

y

out[28]=

S TS SR
10 20 30 40 50

in29:= Show [Plot [Sfceshort[t], {t, O, 50}, PlotStyle - Green,
PlotLegends - {"'Bez vah'"}],
Plot[wlfitshort[t], {t, O, 50}, PlotRange -» All, PlotStyle - Black,
PlotLegends - {"Vahy w1'}],
Plot [w2fitshort [t], {t, O, 50}, PlotRange - All,
PlotLegends - {""Vahy w2"}], sdatashortplot, AxesOrigin -» {0, 0},
AxesLabel - {"T", "y"}, PlotRange - All]

— Vahy w2
Out[29]= — Vahy wl

Bezvah
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in;3o):= Show [Plot [Sfceshort [t], {t, O, 50}, PlotStyle - Green,
PlotLegends - {"'Bez vah'}],
Plot[wlfitshort[t], {t, O, 50}, PlotRange - All, PlotStyle - Black,
PlotLegends - {""Vahy wi1™}1],
Plot [w2Fitshort [t], {t, O, 50}, PlotRange - All,
PlotLegends - {"'Vahy w2"}], sdatashortplot, AxesOrigin -» {0, 0},
AxeslLabel - {"T", "y"}, PlotRange - {{0, 12}, {0, 1.7}}]

y

— Vahy w2
out[30]= — Vahy wl

Bezvah

In[31]:=
MSEshort [fce ] :=
(1/15) *Sum [ (vynosy[[i]] - fce[casy[[i]]]) "2, {i, 1, 15}]

In[32]:=
PV[i_, fce ] :=100+Exp[- (fce[casy[[1]]]/100) xcasy[[i]]] +
Sum[bonds[[i]]1[[2]] *
Exp[- (fce[k + FractionalPart [casy[[i]]]] /100) *
(k + FractionalPart [casy[[i]]1])], {k, O, IntegerPart[casy[[i]]]}]

In[33]:=
PSEshort [fce ] :=
Sum [
((bonds[[i1]]1[[3]] +bonds[[i]1]1[[2]] * (1 -FractionalPart [casy[[i]]])) -
PV[i, fce])~2, {i, 1, 15}]

In[34]:=
MPSEshort [fce ] :=
(1/15) *
Sum [
((bonds[[1]1]1[[3]] +bonds[[i]1]1[[2]] * (1 -FractionalPart [casy[[i]]])) -
PV[i, fce])~2, {i, 1, 15}]

in3s:= PSEshort [Sfceshort]
PSEshort [wlfitshort]
PSEshort [w2fitshort]

out[ssl= 4. 05377
out[36]= 4. 7882

out[371= 3. 89446
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In[38]:=

out[38]=

out[39]=

out[40]=

In[41]:=

out[41]=

out[42]=

out[43]=

In[44]:=

In[45]:=

out[45]=

In[46]:=

outdsl= |

In[47]:=

out[47]=

MSEshort [Sfceshort]
MSEshort [wlfitshort]
MSEshort [w2fitshort]

0. 00238031

0. 0160378

0. 00660359

MPSEshort [Sfceshort]
MPSEshort [wlfitshort]
MPSEshort [w2fitshort]

0.270251
0.319213

0. 25963

sfc[t_] := svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl, c2, t]

pminshort = NMinimize [ {PSEshort [sfc], bO >0, bO+bl >0, c1>0, c2>0},
{b0, bl, b2, b3, cl, c2}, Maxlterations - 1000 000]

{0. 446988, {b0 - 2.67654, bl -» -2.67648,
b2 - -62.3929, b3 -»58.5363, c1-1.10187, c2 > 1.05739}}

pminshortplot =
Show [sdatashortplot ,
Plot [svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t] /. Last[pminshort],
{t, 0, 15}, AxesOrigin - {0, 0}, AxesLabel - {"T", "y"}1]

05

el T
2 4 6 8 10 12 14

svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t] /. Last[pminshort]

%(72. 67648 (1.10187 - 1. 10187 e * 907544 |

2.67654 t +58.5363 (1.05739 - e % 95722 (1.05739 +t)) -
62.3929 (1.10187 - e %7 (1.10187 +t)))
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inj4g)= Feshort2 [t ] ==
1

t
(-2.6764770813373184¢

(1.1018748287380928° - 1.1018748287380928° e 0-907544100218022%)
2.6765422643822303° t +
58.53634560483413"

(1.0573936898205685¢ - @ 0-%4°721550064532& (1 0573936898205685° +t) ) -
62.39288848898385"

(1.1018748287380928° - e 0-907544100218022% (1 _1018748287380928" +1)))

inf49:= MSEshort [fcshort2]
outja9]= 0. 0260178

ins0:= MPSEshort [fcshort2]
outs0]= 0. 0297992
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Priloha 7

Konstrukce bezkupoénové krivky metodou bootstrap a konstrukce forwadovych

sazeb a okamzité forwardové krivky v programu Wolfram Mathematica 9.

In[1]:=
bonds = {{{2013, 06, 16}, 3.7, 100.33}, {{2013, 9, 16}, 2.8, 100.92},

({2014, 3, 31}, 2.75, 102.34}, {{2015, 4, 11}, 3.8, 106.78},
({2015, 9, 1}, 3.4, 107.12}, ({2016, 1, 26}, 6.95, 117.77},
({2016, 7, 28}, 0.5, 100.01}, {{2017, 4, 11}, 4, 112.9},
({2018, 8, 18}, 4.6, 119.02}, {{2019, 4, 11}, 5, 122.28},
({2019, 10, 293}, 1.5, 102.1}, {{2020, 9, 12}, 3.75, 116.92},
({2021, 9, 29}, 3.85, 118.34}, {{2022, 9, 12}, 4.7, 127.47},
({2024, 5, 25}, 5.7, 140.3}, {{2028, 8, 25}, 2.5, 102.58},
({2036, 12, 4}, 4.2, 121.6}, {{2057, 11, 26}, 4.85, 122.75}};

In[2]:=
spojdata =
Table[
{DateDifference [{2013, 05, 07}, bonds[[i]]1[[11],
DayCountConvention - "ThirtyE360"] /360,
100 *
Log [
1+y /.
FindRoot [
FinancialBond [ {""FaceValue" - 100,
"Coupon'" -»bonds[[i]][[2]] /100,
“"Maturity" -bonds[[1]1]1[[21]1]1},
{"InterestRate" » vy, "Settlement" » {2013, 05, 07},
"DayCountBasis" » ""30E/360"}] ==bonds[[i]1][[3]],
{y, 0.0001}11}, {i, 1, 18}];

In[3]:=
spojdataplot = ListPlot [spojdata, PlotRange -» All, PlotStyle - Red,
AxesLabel - {"T", "y"}, AxesOrigin -» {0, 0},
PlotLegends - {"'Data (spoj. YTM)™}1:

In[4]:=
svenssonforward [bO , bl , b2 , b3 ,cl ,c2 ,t]:=
bO + bl *ExXp[-t/cl] +b2 % (t/cl) xExp[-t/cl] +b3 (t/c2) xExp[-t/c2]
svenssonspot [bO_, bl , b2 , b3 ,cl ,c2 ,t ]-=
(1/t) » Integrate [svenssonforward [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, u], {u, 0, t}1;

In[6]:=
svenssonfit =
FindFit[spojdata, {svenssonspot [bO, b1, b2, b3, ci1, c2, t],
b0 >0, bO+bl>0, c1>0, c2>0}, {bO, bl, b2, b3, c1, c2}, t]

ouel= {b0 - 4. 77001, bl - -4.00898, b2 » -3. 21961,
b3 » -2.5475, cl1 »6.29722, c2 -»0.686432}
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in[71= svenssonplot =
Show [Plot [svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t] /. svenssonfit,
{t, 0, 45}, PlotRange -» All, AxesOrigin -» {0, 0},
AxesLabel - {"T", "y"}, PlotLegends - {"Kuponova, spojite'}],
spojdataplot];

ingl= SFce [t ] = svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t] /. svenssonfit;

In[9]:=
YTMs1 = Table [Sfce[i], {i, 1, 45}];

In[10]:=
YTMs2 = (Exp[YTMs1 /100] - 1) %100

ou10)= {0. 0852937, 0.232058, 0.476784, 0.69936, 0.892894, 1.06552, 1.22387,
1.37187, 1.51168, 1.64451, 1.77104, 1.89168, 2.0067, 2.11632, 2.22074,

. 32013, 2.41467, 2.50455, 2.58996, 2.67108, 2.7481, 2.82122,

. 89063, 2.95652, 3.01907, 3.07845, 3.13484, 3.1884, 3.2393, 3.28769,

. 3337, 3.37747, 3.41914, 3.45883, 3.49665, 3.53271, 3.56711,

. 59996, 3.63133, 3.66132, 3.69, 3.71745, 3.74374, 3.76894, 3.7931}

w W NN

In[11]:=
spots = Table[1, {45}];

In[12]:=
For[i=1, 1 <46, 1 ++,
spots[[i]] =
c/.
FindRoot [100 == Sum[YTMs2[[§]]/ (L +spots[[J]]1/100)~), {J, 1, i -1}] +

(100 + YTMS2[[i]11) / (1 +c/100) ~i, {c, 1}1]

In[13]:= Spots

ouf13)= {0. 0852937, 0.232229, 0.478192, 0.703278, 0.900435, 1.07779, 1.24204,
1.39725, 1.54569, 1.68862, 1.82677, 1.96059, 2.09035, 2.21626, 2.33848,

. 45715, 2.57242, 2.68442, 2.79328, 2.89916, 3.00219, 3.10253, 3.20033,

. 29576, 3.38895, 3.48009, 3.56932, 3.65681, 3.74274, 3.82726, 3.91055,

. 99277, 4.07412, 4.15475, 4.23488, 4.31467, 4.39434, 4.47411,

. 55418, 4.63481, 4.71626, 4.79879, 4.88273, 4.96842, 5. 05625}

AW WDN

inf141= Show [ListLinePlot [YTMs2, PlotStyle - Black,
PlotLegends - {"'Kuponova, rocni'}],
ListLinePlot [spots, PlotStyle - Green, PlotLegends - {'"Zero"}],
svenssonplot , PlotRange - All]
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Zero
— Kuponova, rocni
Out[14]=

— Kuponova, spojite

- Data(spoj. YTM)

In[15]:=

spojspots = 100 xLog[1 + spots / 100]

ouizs)= {0. 0852573, 0.23196, 0.477053, 0.700816, 0.896406, 1.07202, 1.23439,
1.38758, 1.53386, 1.67452, 1.81029, 1.94162, 2.0688, 2.19206, 2.31156,

. 42745, 2.53989, 2.64902, 2.75498, 2.85793, 2.95801, 3.05538, 3.15019,

. 24261, 3.33279, 3.4209, 3.50709, 3.59154, 3.6744, 3.75584, 3.83602,

. 91512, 3.99331, 4.07076, 4.14766, 4.22418, 4.30053, 4.37691,

. 45353, 4.53061, 4.60842, 4.68721, 4.76727, 4.84894, 4.93257}

AW WN

In[16]:=
spojspotsfit = FindFit[Table [Flatten[{i, spojspots[[i]]}], {i, 1, 45}],
{svenssonspot [b0O, bl, b2, b3, c1, c2, t], b0O> 0, b0 +bl >0,
cl>0, c2>0}, {{bO, Last[spojspots]},
{bl, Last[spojspots] - First[spojspots]}, {b2, 0}, {b3, 0},
{c1, 2}, {c2, 2}}, t, Maxlterations - 1000 000]

ouiel= {b0 - 8. 89052, bl - -8.89052, b2 » -4.75732,
b3 - -12.7883, c1 - 3.30091, c2 »11.8391}

In[17]:=
SFf[t_] = svenssonspot [bO, bl, b2, b3, cl1, c2, t] /. spojspotsfit;

In[18]:=
Sfrocni [t ] =100 (Exp[SF[t] /100] -1)

inf1o]= Show [Plot [Sfrocni [t], {t, O, 45}, PlotRange -» All, AxesOrigin - {0, 0},
AxesLabel - {"T", "y"}1,
ListPlot [Table[Flatten[{i, spots[[i]]}], {i, 1, 45}], PlotStyle - Red]]
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out[19]=

In[20]:=
forws =
Prepend [
100 * Table[ ((1 +spots[[i]]/100) ~i) / ((L+spots[[i-1]]/100)"(i-1)) -
1, {1, 2, 45}], spots[[1]]]

out20]= {0. 0852937, 0.37938, 0.971932, 1.38156, 1.69293, 1.96923, 2.2332, 2.4904,
2.74101, 2.98408, 3.21868, 3.44422, 3.66043, 3.86728, 4.06499, 4.25388,
4.43443, 4.60718, 4.7727, 4.93164, 5.08466, 5.23243, 5.37562, 5.51494,
5.65108, 5.78472, 5.91658, 6.04735, 6.17777, 6.30856, 6.44048,

6.57433, 6.71093, 6.85116, 6.99596, 7.14636, 7.30348, 7.46855,
7.64299, 7.82835, 8.02646, 8.23941, 8.46965, 8.72008, 8.99417}

In[21]:=
instF[t ] =100« (SF[t] /100 + t«D[SF[t] /100, t]):

In[22]:=
Plot[instf[t], {t, O, 45}, PlotRange - All, AxesLabel - {"T", "y"}]

out[22]= 47

10 20 30 40

86



