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Abstrakt: Bakaldrska prdca sa zaoberd Stidiom Gauss-Lobattovej kvadratiry,
Specidlne so symetrickou vahovou funkciou na triede analytickych funkcii na elip-
tickej oblasti. V tejto prdci vyuZijeme ciastoéne Schirov pristup a sformulujeme
postacujice podmienky, za ktorych jadro integrdlu nadobida svoje mazimdlne
hodnoty na prieniku eliptickej oblasti bud s redlnou, alebo s imagindrnou osou.
VyuZijeme moznost skumania jednotliviich vyrazov namiesto skimania jadra.
V' zdvere prdce ukazujeme praktickd aplikdciu vipoctu pomocou Gegenbauero-
vej vdhovej funkcie, kde je ndzornd ukdzka konvergencie kvadratirnej formuly
k presnej hodnote integrdlu cez prislusni funkciu.
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Kapitola 1
Uvod

V tvode uvediem zékladne pojmy a vyrazy vyuzivané v bakalarskej préci.
Uvazujme n-uzlovi Gaussovi-Lobatovi kvadratirnu formulu s nezapornou
vahovou funkciou w vSade na intervale [—1, 1]

/ w(z)f(x)de = wynf(@n) + Ru(f), (1.1)

-1 v=1

kde uzly 1.5, T2py - - - T € [—1,1].
Oznacme @Q,, interpola¢nu kvadratirnu formulu, ktortt budeme Studovat:

Q’ﬂ [f] = Z wu,nf(mu,n)7 (12)
v=1
1<z <Topn < - <Tpp <1

balej oznacme [ integral:

1
I[f] ::/ w(z) f(z)de. (1.3)
-1
Ak je funkcia f analytickd na nejakej jednoducho stvislej a obmedzenej
oblasti G komplexnej roviny obsahujtcej interval [—1, 1] vo svojom vnutri, po-
tom zvySkovy ¢len R, := I — @, moZe byt vyjadreny ako krivkovy integréal na
I':=0G,

Rolf] = i /F Ko (2 w) f(2)dz, (1.4)

kde K, (-;w) oznacuje jadro funkcionalu R,, (respektive jadro kvadrattrnej
formuly @), a je dané ako

K, (zw) = . (1.5)



Kde pn(z) == c¢(z — x1n) - (2 — Tpn) je uzlovy polynom. Dalej g, pre
z € C\ [-1,1] je dané ako

Alternativna reprezentacia K, (z;w) je

Ky (z:0) = Ry, [21] _ /1 w@) gy zn: _Wen (1.7)

12— = Z—Tyn

Formula (1.4) vedie na odhad chyby

Rl < " e 16 25 0) me 2 (18)

(iny sposob odhadu R, [f] rozobera Hunter v [6]).
Typickou volbou hranice I' st

e ststredné kruznice so stredom v pociatku

e konfokalne elipsy €, s ohniskami v +1 a st¢tom poloosi ¢ > 1:
1 .
go={2z€C:z= 5(@6“9 +ote ™), 0<0<2n}, 0> 1 (1.9)

Odvodenie spravnych obmedzeni pre |R,[f]| na zéklade (1.8) je mozné jedine
v pripade, Ze mame dobré odhady pre max,cr | K, (z;w)|. Obzvlast uzitoénym je
pripad, ked vieme identifikovat extremalny bod £ € T', v ktorom nadobida |K,|
svoje maximum. V takomto pripade sa namiesto hladania hornej hranice pre
max,er [ Ky (z; w)| mozme jednoducho pokusit vypocitat hodnotu |K, (&;w)].
Vo vseobecnosti to nemusi byt tloha jednoducha. Avsak v pripade, kedy je @,
kvadratiura gaussovského typu, existuja efektivne algoritmy na vypodcet K, (z; w)
v Tubovolnom bode mimo intervalu [—1, 1] (vid Gautschi, Varga [4]).

Hladaniu maximélneho bodu jadra | K, (z; w)| Gaussovskych kvadratiarnych
formulf cez kruznicové i eliptické hranice bola venovana zna¢na pozornost (vid
[1, 2,3, 4,5, 7]). Vysledky dosiahnuté v tomto smere st typicky bud pre pripad
Specifickych vah (napriklad Cebyéevove vahy), alebo pri obmedzeniach na mo-
noténnost (napriklad w(z)/w(—x) je monoténne). Pri takychto predpokladoch
je ukdzané, ze maximalny bod & lezi na priese¢niku prislusnej hranice s readlnou
alebo imaginarnou osou, alebo je v blizkosti takéhoto priese¢niku.

Nech vahova funkcia w je symetrickd v8ade na intervale [—1,1] (teda pre
kazdé x € [—1,1] plati w(—z) = w(x)). Preskaimame zovSeobecnent symetricka
Gauss-Lobattovej kvadratirnu formulu prislusni k w

o—1
QY [f1:= D alh[f " (=1) + (=" (1)] + Zw(") (1.10)
pn=0



Formula st) je jednoznac¢ne definovana vlastnostou, Ze jej zvyskovy ¢len
RY) = T — QY je identicky rovny nule na mnozine vietkych algebraickych
polynémov stupiia nanajvys 2(n+o)—1. Konkrétne QS,O) je Gaussova kvadratur-
na formula na n bodoch

= iwfnf(xf,n% (1.11)
v=1

kde G oznacuje Gaussovu kvadraturu, lel) je Gauss-Lobatto kvadraturna for-
mula na (n + 2) bodoch

R2alf] = arl (=D + F] + Y win f@)s), (1.12)

kde Lo oznacuje Gauss-Lobatto kvadrataru a Q je Gauss- Lobatto kvadra-
tarna formula na (n + 2) bodoch s dvojitymi koncovymi uzlami Q (kazda z
troch vyssie uvedenych formuli prislacha vahovej funkeii w), kde Lo d oznacuje
Gauss-Lobatto kvadratiru s dvojitym uzlom.

Jadro K& (-;w) Gaussovej kvadrattirnej formuly (1.11) cez elipticki hranicu
bolo $tudované v ¢lanku Schira [10].

Ozna¢me ako z, = z.(0) a z; = z;(0) priese¢niky elipsy ¢, s pozitivnymi
Gastami realnej a imaginarnej osi, teda

_o+o! _ile—0o")
Zp = ,  zpi= ————,
2 2
Pre vahovi funkciu w(x) symetricka na (—1, 1) a spliiujacu podmienku, ze bud
w(x)y/1 — 22 je rastica, alebo w(x)/v1— 22 je klesajica na intervale (0,1)
ukézal Schira, Ze extremélny bod £ sa zhoduje v prvom pripade so z, a v druhom
pripade so z; (prislusné g nie je mensie nez predom dana hodnota, vid. Veta
1.1). Predpoklady pre w st splnené, teda napriklad pre Gegenbauerovu vahovu
funkciu

we(r) = (1—2%)% a>-1,ad(-1/2,1/2).

Veta 1.1 (Veta 3.2 z [10], v originali Theorem 3.2). Jadro K, Gaussovej kvad-
raturnej formuly prislichajicej k symetrickej vdhovej funkcii w na intervale
(=1,1) spliuge

(i) ak w(z)V1— x2 je rastice na intervale (0,1), potom
: 2. 4139, n=2
max |K (2)] = Kn(5(e+07") pre 0> 05 = {20017, n=3
zE€g,
Z(14+V3), n>4

_w(x)

(i) ak == Je klesajiice na intervale (0,1), potom

max | K, (z)| = |K, (2(9 o )| pre 0> o0}

zZE€eE,y



Kde o, :=1++/2 ak je n > 1 nepdrne. Ak je n > 2 pdrne, potom o, je najvicsi
nulovy bod vyjrazu

(n+1)2 (n+3)2 )

dn(@) = (Q - 971)2 —4- (92 - 972)2 <(,Qn+1 I Q,n,1)2 (Qn+3 I Q,n,3)2

Dokaz uviedol Schira v [10].
Schira v [8] ukazal podobny vysledok pre Gauss-Lobattovu kvadratirnu for-
mulu (1.12):

Veta A (Veta 4.4. z [8], v originali Satz 4.4). Nech KL¢,(-;w) je jadro Gauss-
Lobattovej kvadratirnej formuly (1.12) prislusnej k symetrickej vihovej funkcii
w na intervale (—1,1). Ak w(z)v1 — 2?2 je rastice na (0,1), potom

2
max |22 )] = [ K584 (orsw)| pre vethy 0> ov = Y2(1+V3)
TEEY 2

(pre n =0 to plati pre vietky o > 1).

Dokaz uviedol Schira v [8].

V tejto praci vyuzijeme Schirov pristup a ukizeme vetu analogicki k Vete A,
ale pre symetrické vahové funkcie w také, ze w(z)/v/1 — 22 je klesajuce na in-
tervale (0,1) — Veta 3.5. Ako sa ukiZe, tento pristup sa da ¢iastocne aplikovat
aj na zovSeobecnené symetrické Gauss-Lobattovej kvadratirne formuly (1.10) —
Veta 3.6.



Kapitola 2

Pomocné tvrdenia

V tejto kapitole uvediem dve pomocné tvrdenia zo Schirovho ¢lanku [10] a po-
mocné definicie.

Definicia 2.1. Zobrazenie z = (u+u~1)/2 je konformné (tj. spojité zobrazenie
zachovdvajice uhly), ktoré transformugje sustredné kruznice |u| = o(o > 1) na
konfokdlne elipsy ,. Ortogondlne polynomy s vihouw = 1/v1 — a2 , v intervale
[-1,1] nazgjvame éeby§evové polynomy prvého druhu:

u +u"

T.(2) = )

(2.1)
a_ortogondlne polynomy s vihou w = /1 —x? , v intervale [-1,1] nazjvame
Cebysevové polyndmy druhého druhu.

un+1 — 1

Un(z) = —————, (2.2)

u—u-1
kde u = pe'?.

Dalej budeme pouzivat zauzivané znacenie

an(0) = (0" + 7). (23)

Lemma 2.2 ([10], lemma 2.1). Nech w a W si dve symetrické vihové funkcie na
intervale (—1,1) a nech uzly xy, » a &y, odpovedajiceho ortogondlneho polyndmu
stupnia n st klesajico usporiadané. Ak w/w je rastice na intervale (0,1), potom
nerovnosti Ty, > Ty n platia pre vsetky k =1,...,[3].

Dékaz. Predpokladajme, Ze vyraz w/w nie je na intervale (0, 1) konstantny (inak
by totiz mali 7, a 7, totozné¢ nulové body). Pre k € 1,...,[3] Tubovolné ale
pevné polozime )y := w(a?é”))/ﬁ)(i,(vn)) > 0 a skonstruujeme polyném stupiia
(2n — 2) nasledovne

10



k=1 (3]
ple) = [H(w = @)) ] (= @) | T @2 = @)y | a2,

v=1 v=k+1

Napriklad pre n = 8 dostavame polynom stupia (2n —2) =2-8 —2 = 14.
Dosadenim do polynomu pre najvyssie mocniny dostavame

A=) 2 A(3]1—R) 1 2(n—2(3]) y 4k, —4,2 (3], —4k 20 —4[3]

1,74 2,..2n

222 = 2,

Teda konstruovany polynom je maximalne stupiia (2n — 2).

Ocividne p(z) < 0 ak |z| < x(n) p(z) >0 ak |z| > ;%é"). Tym, Ze w a W st
symetrické a vyraz w/w monotéonny na intervale (0,1) dostavame, ze aj funkcia
w(z) — A\gw(x) je nezapornd pre |x| > x( ") a nekladné pre lz] < x( ") Takze
plati, ze p(x)(w(z) — \Mpw(x)) >0, z € (— 1 , 1) a zaroven

1 n
0< / p(z) (w(z) — Apw(z)) de = Zw M p(z(M) Z
-1 v=1 v=1
kedZe polynom p stupiia 2n—2 je presne integrovany Gaussovymi kvadratirnymi
(n) _ ~(n)

pravidlami vztahujacimi sa k wa w (s uzlami " a &, a prislusnymi pozi-

tivnymi vahami w,(, ") g w,, ) Sposob konstrukcie p a symetria nulovych bodov

nam davaju

(3] k—1
0< > wplal) — he 3 (s
v=k v=1

Kedze Vvg € {k,...,[5]} plati

dostavame

Lemma 2.3 ([10], lemma 4.1). Funkcia

2 2
¢ =5
9(2) = —

— 2’

, T 0,1
p s,t € (0,1)

11



md tu vlastnost, Ze pre kaZdi elipsu e, s 0 > 0y := ‘f(l + \f) plati
g(zr) aks<t
max [g(z)| = i
z€€, 9(22) ak s > t.

Funkcie g(zr) a g(z;) su definované na stranke 7, teda

o+o? _dlo—o™h)
Zpim ———  Zj = —————
2 2

Doékaz. Pouzitim polarnych stradnic z = S(u+u™') € g,, u = 0¥, 0 € [0,27),
o > 1, teda vyplyva

1
|2’2—82|2 — 7|u2+u—2+2_482|2
16
1
=7 [(0® + 077 +2—45)% —4(2 — 45°) (0> + 0 ?)sin® 0 — 4sin®20]  (2.4)
1

=16 (0 + 072 —2+45*)> +4(2 — 45°)(0* + 07 %) cos® 0 — 4 sin? 260] . (2.5)

V pripade s < t nam (2.4) spolu s as(o) := 1(0* + 07%) déva
2= (a2(0) +1 —25%)% — 4(1 — 25?)az(o 2

(0)
o= (a2(0) +1 = 2t2)2 — 4(1 — 2t2)az () sin® 0 — 4sin 20 ~
0, 6

sin? 6 — 4sin? 20 1 .
<|9{zlete™)

pre vietky z € €, prave vtedy ak ¢1(0) < € [0,27) kde

01(0): = 8ax(0)[(1—25*)(1 —2t%) — a2(0)]sin? 0 + 4[az(0) + 1 — s* — t?] sin? 26
= 8{as(0)[(1 —25*)(1 — 2t?) — a3(0)] + 2[az(0) + 1 — s* — t*] cos? O} sin? 6.

V pripade s > t nam pre zmenu (2.5) dava

o() (az(0) — 1 +25%) + 4(1 — 25%)ay(0) cos? 6 — sin” 20 ‘g <z (o— gl)> ‘

- (az(0) — 1+ 2t2)2 4+ 4(1 — 2t2)as(p) cos? § — sin? 20 —

pre vietky z € €, prave vtedy ked 2(0) <0, 6 € [0,27), kde

o) : = 8az(0)[(1—25*)(1—2t*) — a3(0)] cos? O + 4laz(0) — 1 + 5% + %] sin” 20
= 8{as(0)[(1 —25*)(1 — 2t?) — a3(0)] + 2[az(0) — 1 + s* + *]sin? 6} cos? 6.

Zvycajne plati ¢, (0) < 0 pre 6 € [0,27), v = 1,2 prave vtedy ked

dy (0) = a2(0)[(1 — 25°)(1 = 2*) — a3(e)] + 2[az(0) + (~1)"(s* +* = 1] < 0.

12



Pre s,t € (0,1) st splnené podmienky

(1-25%)(1-2t%) <1
()" (s* +1* —1) <1, v e {1,2}.
A teda

dy(0) < —aj(0) + 3az(0) + 2 = —[az(0) + 1]*[az(0) —2] <0

ak az(0) —2=3(> +072) —220,tj. 0> L2(1+V3) = 0.
Nasledne ¢, (6) < 0 pre vetky 0 € [0,27) a v € {1,2} ak o > p*, ¢im je
tvrdenie dokazané.
O

Nasledujuice jednoduché lemma vyjadruje vztah medzi veli¢inami a,, (o).

Lemma 2.4. Pre kaZdé pevné o9 > 1 a pre kaZdé nezdporné celé c¢islo m plati
nasledujica nerovnost

a2m(g) S dma2m+2(g) pre kazdé 0 Z 00, (26)
kde . )
%™+
dm = % (27)

Dékaz. Najprv sa pozrime, pre ktoré kladné konstanty ¢ si nerovnosti

asm+2(0) > co®azm (o) (2.8)

splnené pre kazdé o > 0. Pomocou (2.3) dojdeme k zaveru, ze (2.8) plati ak

4am

e —
Q4m+1

KedZe prava strana poslednej nerovnosti rastie s rastticim p, pri volbe

_ "
0" +1

méme zarufend platnost (2.8) pre vietky o > gg. Teda pre o > oo mame

4m 4m
0" +1 0" +1

azm(0) < 702 T G2m2(0) < 704m+2 azm+2(0)-
0% 0 )

Tym je lemma dokizané.
O

Budeme eSte potrebovat jednoduché nerovnosti vyjadrené v nasledujicom
lemma, ktoré uvediem bez dokazu.

13



Lemma 2.5. Pre kaZdé celé ¢islo m € N a pre kazdé 0 € R platia nasledujiice
nerovnosti

(i)

sin? 2m@ < 4m? sin 26,
(ii)
cos?(2m +1)0 < (2m + 1)% cos? 4.

Uvedené v Schirovom ¢&lanku [10].

2.1 Funkcia v,,(z)

V tejto sekcii si zavedieme istd funkciu vy, (z) a ukdZzeme si jej zakladna vlast-
nost v podobe lemma. T1to vlastnost potom vyuzijeme v nasledujtcej sekcii na
odvodenie vlastnosti d'alsich funkeii.

Definicia 2.6 ([11]). Symbolom vy, (2) budeme oznacovat nasledugicu funkciu

L 7In—2(z)
onle) =)

O tejto funkcii by sa dali ukazat aj silnejsie tvrdenia, avSak pre nase potreby
aplne vystacéi nasledujuce.

Lemma 2.7 ([11]). Pre lubovolné celé ¢islo m > 6 a pre lubovolné o > 2,3 plati
Héaxwm('z” = [vm ()]
zE€g,

Dokaz. Pouzitim diferenciélnej rovnice
(1= 2T (2) — 2T (2) + n*T,(2) =0
a rovnosti
Thr = (n+ 1)U,

dostavame
(m —1)Tn-1(2) — 2Upm—2(2)

U (2) = (m+ DTa1(2) — 2Un(2) .

Pre z € ¢, rovnice (2.1) a (2.2) vedd na

> gm—2(0,9)
(2 = 228D 29)
kde
gn(0,0) = n?lagnia(0) — cos(2n + 4)0] — 2n(n + 2) cos 20az, 12(0) (2.10)

+  (n+2)?[agn(0) — cos 2n0] + 2n(n + 2) cos(2n + 2)fas (o).

14



Uvediem dékaz pre m parne. Pripad, kedy je m nepérne je analogicky a mys-
lienka dokazu je identicka. TakZe nech m je parne. Potom méame

gm72(97 0) = Am72(g) - 2B17’L72(z97 9)’ (211)
kde
Am—Q(Q) = (m - 2)2a2m(9) =+ 2(m - Q)ma2m—2(Q)
4+ magm_4(0) — 2(m — 2)maz(0) — m?* — (m — 2)?,
Bin_2(0,0) = 2(m —2)mcos? Bas,_o(0) — 2(m — 2)m cos*(m — 1)fasz (o)

—  (m —2)?sin? mf — m?sin*(m — 2)90.

Analogické vztahy platia pre A,,(0) a By, (o). Na zaklade rovnic (2.9) a (2.11)
odvodime

Amf2(9) Amf2<9> - 2Bm72(979)

om (20)[2 = |om (2)? A.(0) An(0) — 2B(0,0)

a nasledne aj

sign {|Um(zi)‘2 - ‘Um(z)|2} = sign {An(0) Bm—2(0,0) — Am—2(0)Bm(0,0)} .

Musime teda Studovat znamienko poslednej rovnice. Nasledne u¢inime vypocet,
v ktorom opakovane vyuzivame rovnost axa; = (aryi + ajx—;))/2. Vypocet je
jednoduchy, avsak pomerne zdlhavy, preto uvediem len vysledok, ktorym je
nasledujuci vztah

2m—+1
AmBm—2 - Am—ZBm = Z Ck(e)an(Q)a
k=0
kde
Com+1(0) = 4(m — 2)mcos® 0,
Cam—1(0) = —4(m + 2)m cos? 6,
Cmy3(0) = —m3(m — 2) cos®(m — 1),
cmi2(0) = 2m*(m® — 4) [cos® § — cos®(m — 1)0]
— m*[(m—2)* sin? m@ + m2sin?(m — 2)6]
emt1(0) = 2m(m+2) [m2 + (m— 2)2] cos? 0 + m(m — 2)*(m + 2) cos?(m + 1)0

- (m—2)m [m2 + (m+ 2)2] cos?(m — 1)
— 2m(m+2) [(m — 2)?sin® m@ + m? sin®(m — 2)6] ,

15



em(0) = 2m*(m® —4) [cos®*(m + 1)0 — cos®(m — 1)0]
+ m*[(m—2)*sin 2(m +2)0 — (m + 2)%sin*(m — 2)6]

em_1(0) = m(m+2)[m?+ (m —2)?]cos®(m + 1)
+ 2(m —2)m[m?sim?(m + 2)0 + (m + 2)* sin® m0)
— 2(m —2)m[(m + 2)* + m?] cos? 0
— m(m —2)(m + 2)? cos*(m — 1),

em_2(0) = 2m*(m?* —4)[cos*(m + 1)0 — cos>0
+  m?m?sin?(m + 2)0 + (m + 2)%sin® mb,

Cm—3(0) = m>(m + 2) cos®(m + 1),

c3 = —4m3 cos? 0,

c2(0) = 2m?(m® — 4)[cos®(m — 1)0 — cos®(m + 1)4],

c1(0) = 4m(m?® —4)cos® 6+ 2(m — 2)m[(m + 2)* + m?] cos*(m — 1)0
+  2(m + 2)m[(m — 2)%sin® mb 4+ m? sin®(m — 2)6)
- 2(m )m[m2 sin?(m + 2)0 + (m + 2)? sin® mé)
— 2(m 4+ 2)m[m? + (m — 2)?] cos?(m + 1),
co(d) = 2m*(m? — 4)[cos*(m — 1)0 — cos?(m + 1)6)

+  [(m+2)% +m?|[(m — 2)%sin® mf 4+ m? sin®(m — 2)6)
—  [m? + (m — 2)?][m?sin®(m + 2)0 + (m + 2)*sin® mé.
Vsetky ostatné koeficienty st rovné nule.

Dalej vydelime vyraz ApBm_2 — Am_2By vyrazom cos? 6, a aplikujeme
lemma (2.5), ¢im dostavame odhad

AmBm72 - Am72Bm

-y dm(m — 2)agmi2 — 4m(m + 2)agm—o

— m3*(m —1)*(m — 2)agmye
— 4m3(m —2)*(m + 1)azmqa
—  6m®agmio — 3mPaz,, — mPag,—o — mBagy, 4

— m6a6 — 3m6a4 — 11m6a2 — 10m6a0.
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Teda

Am,Bm—Z - Am—2Bm R
ey > 4dm(m — 2)agmao — dm(m + 2)agm—o — jgo Q;a2;.

(2.12)

Vsimneme si, Ze kvoli jednoduchosti si odhady pre ¢leny s koeficientami
,hizsieho stupiia“ (tj. a; s indexami mensimi nez 2m+4) pomerne hrubé. Dévod,
preco moZzeme byt spokojny aj s takymto hrubym odhadom je, Ze hodnota a,, (o)
velmi rychlo rastie s rastticim m (ak g nie je prili§ blizko 1), vysledkom ¢oho je,
Ze len prvych par ¢lenov pravej strany nerovnosti (2.12) je dolezitych.

Teraz odhadneme pravi stranu nerovnosti (2.12) s pomocou lemma (2.3).
Pre ¢ > 2,3 plati nerovnost as;(0) < djazj42(0), napriklad pre dy = 0,4,
dy =0,2, dy, = 0,19, pre kazdé m > 2. Ozna¢me d = dy, ;m>2 = 0, 19. Nésledne
dostavame

100,0 S 4(12
10ag + 11as < 3ay

10(10 + llag + 3(14 S 17 14(16
10ag + 11ag + 3a4 + ag < 0,41ag < 0,41a2,,—4

a opakovanim tejto postupnosti sa dostaneme k nerovnosti

m+3
Z Q;az; < (2m6 — 6, 28m5 + 5m4 + ]., 04m3)a2m+6
§=0
< 2mP(m — 2)azmis
< 2mP(m — 2)d™ agmo. (2.13)

Taktiez pre m > 6 dostavame

2
dm(m + 2)agm—o < 4dm(m — Q)L—'_Qd2a4m+2
m—
< 0,29m(m — 2)agm4o. (2.14)

Skombinovanim (2.13) a (2.14) dostaneme

m—+3
4m(m—2)a4m+2—4m(m—|—2)a4m_2—Z Qg > [3, T1-2m*d™ 2 lm(m—2)asmro.
§=0
(2.15)
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Na dokdzanie lemma 2.7 pre parne m staéi ukazat, ze hodnota §(m) := 2m*d™ =2
neprekro¢i hodnotu 3, 71 pre ziadne m > 6. Toto je vSak jednoduché nahliadnut,
kedze 6(6) < 3,38 a §(m) monotonne klesa s rasticim m.
Opakovanie rovnakych postupov v pripade ked je m neparne vedie k rovna-
kym zaverom. Tym je lemma 2.7 dokdzané.
O

2.2 Funkcia v,,(2)

Definicia 2.8 ([11]). Pre lubovolné prirodzené m > 2 definujeme funkciu:

Um(2) 1= (22 — 1)2nyn(z)U,/n+2(Z).

Lemma 2.9 ([11]). Pre kaZdé prirodzené m > 2 a pre kaZdé o > o0, = ﬁ(l +

=
\/3) plati

max |Vp, (2)| = vm(2r).
zZE€E,y

Dokaz. Pripad m = 2 sa da nahliadnut priamo, uvazujme teda m > 3. NapiSme

Vm(2) = 2&m(2)Emr2(2),
kde
o
EEAGk

Teraz je ocividné, ze lemma bude dokizané, ak ukadzeme, Ze pre kazdé m > 3
a pre kazdé o > o, plati:

gm(z) =

max [§n (2)] = &m(2r). (2.16)

7 toho dostavame

max [V, (2)] < max |z[ max [y, (2)] max [§m12(2)]
ZEE, Z€E€E, ZEE,

zZ€eEp
ngm (zr)§m+2 (Zr>

U (2r).

Vyuzitim dobre znamych vlastnosti écbyéevov;’/ch polynémov prvého a druhého
stupha maximalizacia vyrazov rozpada na malé a explicitne riesitelné problémy,
¢im dostavame

o 4(az(o) — cos20)
O P

kde gy, je definované rovnako ako v (2.10).
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NapiSeme

gm(97 9) = gm(Qa 0) + (gm(97 9) - gm(Q7 0)

kde

Cn = m>agmis— 2m(m+2)agmyo+ (m+ 2)2a2m +2m(m+2)as — m2— (m+ 2)2

a

Dy, = 2m(m+2)[azm 1o sin? —ag sin? (m+1)0]+m? sin?(m-+2)0-+(m+2)? sin® mé.
Teda

— a2(0) — sin?
1€m (20) 2 = |Em (2)]? = 4(az(0) —1)  4(az(0) — 1+ 2sin”0)

Cm(0)  Cu(0)+2Dm(0,0)
a nasledne
sign {[em(z)? — m()P} = sign {(as(0) ~ )Dun(0,6) — Com(0)sin’ 6
=: signe(p,0).
Vypocet £(p,0) vedie k vysledku
£(0,0) = 2msin®Oagy, s — 2(m + 2)sin? Bag,, — m(m + 2)sin®(m + 1)fay

+  [msin(m +2)0 + (m + 2) sinmb)*(az — 1)
+  m(m +2)sin?(m 4 1)0 + 4sin? 6.

Ignorujeme posledné nezaporné ¢leny a aplikujeme lemma 2.5 aby sme dostali
sin™? 02(0,0) > 2magy, 14 — 2(m + 2)agy, — m(m +2)(m + 1)%ay.  (2.17)

Teraz ukaZeme, Ze pre ¢ > g, je prava strana nerovnosti (2.17) nezaporna. Dévod
je rovnaky ako v zaverec¢nej ¢asti dokazu lemma 2.7. Na zaklade lemma 2.4 pre
0 > o« a pre kazdé j > 2 mame ag; < dagjt2, kde mozeme zvolit d = 0,27. Pre
0 > 0x dostavame

ayg < (0,27)™azm+4

2
2(m + 2)agy, = om +

5
Ao < 2m§(0, 27)2a2m 44 < 0,243magm 4 4.
Teda

2magm+a — 2(m + 2)ag, — m(m + 2)(m + 1)%ay >
> [1,757 — (m + 1) (m + 2)(0,27)™|mazgm 4

Vyraz v hranatych zatvorkach je kladny pre m > 3. Tym je lemma ukézané.
O
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2.3 Funkcia p,,(z)

Definicia 2.10 ([11]). Pre lubovolné prirodzené m > 2 definujeme funkciu:

Hm(2) = T3 VUL (2)U! o (2)

Lemma 2.11 ([11]). Pre kaZdé prirodzené m > 4 a pre kaZdé o > o. plati

max | (2)| = |ptm (23], (2.18)
zZE€Egy
kde
_ 3,88 ak mje pdrne
e = 3,72 ak mje nepdrne.

Dékaz. Pouzitim explicitného tvaru py a ps a aplikovanim lemma 2.4 a lemma 2.7
dostaneme po zdlhavych, avSak priamoc¢iarych vypoctoch, ze

max |pa(2)| = |pna(z;)| pre kazdép > 3,88
zE€g,

max [us(2)| = [us(2:)|  pre kazdéo > 3,72.
2€e,

Dékaz potom pokracuje indukciou. Za predpokladu Ze (2.18) plati pre nejaké
prirodzené m — 2 > 4, aplikovanim lemma 2.7 dostaneme, Ze pre z € €, a pre
0 > o. plati

A = |Una() ] Un(2) .
lum (2)] = ‘ U’ (2) ’U;nﬂ(z)‘mm—z( )|
;n—z(zi) U{n(zz) N
= ‘ U} (2i) ’U,’RH(%) pm—2(2i)
= |um(2i)].

Tym je lemma dokézané.
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Kapitola 3

Hlavné dokazy

V tejto kapitole uvediem hlavné tvrdenia a dokazy.

Definicia 3.1. Pre lubovolné nezdporné celé ¢islo o oznacme symbolom o)

m-ty ortonormdlny polyndém vzhladom k vdhovej funkcii
w' (z) = (1 — 22)w(z),

symbolom 07(5) oznacéme koeficient u najvyssej mocniny polyndmu wﬁ,ﬁ’). Bez ujmy

na obecnosti predpokladdame, Ze cS;Z) > 0.

Veta 3.2 ([10], veta 3.1). Jadro K, Gaussovej kvadratirnej formuly prislusnej
k symetrickej vahovej funkcii w na intervale (—1,1) spliiuje identitu

oo

Cn+2v+42 z
K,(z)= , 2z€ C\ [-1,1], 3.1
( ) ;) Cn+2v 7Tn+2y(z)7'['n+2y+2(z) \ [ ] ( )

kde ¢y, je koeficient u najvyssej mocniny ortonormdlneho polynému .

Dékaz. Z definicie K, (z) nam pre n € N vyplyva

Ko@) = Biale) = — 2 [ Dot 2 a0 g

T (2)Tnso(2) z—x

(3.2)
Nasledujici rekurentny vztah medzi ortonormalnymi polynémami
Cut1

Tyy1(x) = . xm,(x) — =2
14

spolu s Christoffel-Darbouxovou formulou (vid Szegé [12]) dohromady davaju

Tnt+2(2)Tn () = Tni2(2)mn(2)

2 (2 — ) 1.(2)7n (2) + 2T 41 (2) 70 (2) = T (2)7n(2)))

Cn+1
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Cn+1 Cn

= (2 ) (CHQ T (2)70 (2) + 2222 5 m(z)mx)) '
v=0

Ak toto dosadime do (3.2) a zintegrujeme, dostaneme z ortonormality 7y,

Cn+2 z
K,(2) - K, = .
(2) +2(2) = = 5 e g

A teda pre m > 1 plati

i

Ku(2) = Knson(2) = 3 (Kusan(2) — Knsorsa(2)
v=0

m—1

o Z Cn+2v+2 <

=0 Cn+4+2v 7Tn+2u(z)7rn+2u+2(z).

3

KedZe funkcia f,(x) := (z — z)~! je spojita pre z € [-1,1], 2 ¢ [-1,1],
tak dostavame, Ze

li Kn_;_zm(Z) = lim Rn+2m(f2) =0.
m— oo m—oo

A teda pre m — oo dostavame vztah (3.1).
O

Zakladnym pojmom pri dokazoch viet 3.5 a 3.6 je nasledujtca rozsirena for-

mula pre jadro K,(LU)(~;w) zovieobecnenej Gauss-Lobattovej kvadratarnej for-
muly (1.10).

Veta 3.3. Jadro Ky(f)(' ;w) zovSeobecnenej Gauss-Lobattovej kvadratirnej for-
muly (1.10) prislichajicej k symetrickej vahovej funkcii w na intervale (—1,1)
mad reprezentdciu

o (o)
C z
Kr(zg)(z; U}) — (_1)0 Z n+2v+42 : (33)
v=0 C7(’L-‘22V (22 - 1)0777(1—‘221/(2)71-2-‘22u+2(2)
zeC\[-1,1],

o je mezdporné cislo.

Doékaz vety 3.8. Znamym faktom je, Ze uzly {:c(f,)l}’,j:l zovSeobecnenej Gauss-
Lobattovej kvadratirnej formuly (1.10) st presne nulovymi bodmi ﬂ'ff), kde
Wﬁf) je ortonormalny polyném stupiia n prislusny k vahovej funkcii w(?), kde
w)(z) = (1 — 2?)°w(x). Funkcie p, = 7 a ¢n = ¢\ st v tomto pripade
dané takto

P (@) = (1= 2)7m) (@)

1 29 (g
qﬁf’)(z):/ Wy (1) ———> ( )dx.

—1 zZ—X
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Pozorujeme, ze
(o) KG(z: (o)
K,(f)(z,w):q? )(Z) _ n(zatga),
pn(2) (1—22)

kde K& (-;w) je jadro Gaussovej kvadratirnej formuly na n bodoch prislugnej
k vahovej funkcii w(”)(m). Na dokoncenie dokazu staci pouZit presne rovnaké
argumenty ako pouzil Schira v dokaze [10, veta 3.1].

O

Poznamka 3.4. gpecidlne pripady vety 3.3, v ktorgch o =0 a 0 = 1, boli uz
dokdzané Schirom (vid [10, veta 3.1] a [8, (4.15)]).

V §pecidlnom pripade, kedy je o = 1 (tj. kedy ng) je obvykla Gauss-

Lobattova kvadratirna formula QL¢,) veta 3.3 hovort, Ze

oo
Cn42j+2 z
KLoo(zw) = —Z 2
nta(sw) = otz (27 = Do (2)mnt2i42(2)
= - Z erﬂr% (Z), (34)
=0 Cn+2j

kde 7, je m-ty ortogonalny polyném prislusny k vahe (1 — ;v?)w(x) acy > 0je
koeficient u jeho najvyssej mocniny. Konkrétne pre druhitt CebySevovu vahova
funkciu wy j2(z) = V1 — 22 dostéavame

K1 (zrwi2) = — Vi -
e / jz::() 722 - 1)U7IL+2j+1(Z)U?I’L+2j+3(Z)
= =) Vikntaj(2) (3.5)
§=0

s pozitivnymi konStantami ;.

Pre jadro K fizd (-;wy/2) Gauss-Lobattovej kvadrattirnej formuly s dvojitymi
koncovymi uzlami prislusnej k prvej CebySevovej vahovej funkcii, nam veta 3.3
hovori, ze

Krod(zwoyp) = Ly z
2 / E (22 = D20 101 ()45 (2)
=Y Suni2j(2) (3.6)
j=0

s pozitivnymi konStantami ¢;.
Vel'mi uzito¢nou vlastnostou formuly (3.3) je, Ze namiesto skimania K, @) (-5 w)
mozeme sktumat jednotlivé vyrazy vyskytujice sa v jej rozsireni. Ak vetky tieto
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vyrazy nadobudaji svoju maximalnu hodnotu v z,. (alebo v z;), potom je tato
vlastnost zdeden4 aj jadrom (a nadobtida svoju maximalnu hodnotu tamtiez).
S pomocou vety (3.3) dokdZeme nasledujice vety.

Veta 3.5. Nech Kﬁi2(~ ;w) je jadro Gauss-Lobattovej kvadratirnej formuly (1.12)
prislichajicej k symetrickej vihovej funkcii w na intervale (—1,1).
Ak w(x)/V1 — 2? je klesajice na intervale (0,1), potom pre n > 3

max K22, (25)| = [KE2a(2w)| - pre vsethy 0 > o.,
e

kde

_ 3,88 ak n je nepdrne
e = 3,72 ak n je pdrne.

Doékaz vety 3.5. Funkcie 1,,,(2z) objavujice sa vo vzorci (3.4) sa daji vyjadrit

ako
2) = Py Urln-i-l (z)U'r,rz+3 (Z)
¢m( ) - ﬂm—i—l( ) Wm(Z)Werz (Z)

(3.7)

kde m := [§] — 1.

Porovnajme teraz jednotlivé ¢leny objavujice sa v rovniciach (3.4) a (3.5).
Polynom U/, je ortogonalny vzhladom k vahovej funkcii w(x) = (1 — x2)3/2
a polynom 7, je ortogonalny vzhladom k vahovej funkcii w® (z) = (1—22)w(z).
Je predpoklad, 7e w) (z) /() je monoténne klesajici na intervale (0, 1) a preto
je vyraz w(x)/w™ (x) monoténne rastici na tomto intervale. Teda z lemma 2.2

odvodime, Ze
+1
Upoi1(2)Up15(2) _ ﬁ 2% — 5?
ﬂ—m(z)ﬂ-m+2(z) i z2 — LL?

Nm(2) ==

kde s; a t; st nulové body odpovedajticeho ortogondlneho polynému stupiia n,

8j = 2]("), tj = zj(-") a kde

0<t;<s; <1 (j=1,...,m+1).
Aplikaciou lemma 2.3 na kazdy ¢initel v 7, dostaneme

*/i(1 +V3). (3.8)

max 1) (2)| = |1 (2i)|  pre kazdé ¢ >

2
Na zaklade lemma 2.11 dostavame pre m > 3
Max |fim+1(2)| = [tm+1(2i)] (3.9)
zZE€Eg,

pre kazdé o > 3,88 ak je m neparne, resp. pre kazdé p > 3,72 ak m je parne.
Skombinovanim poslednych dvoch zéverov dostavame pre m > 3

max [ ()] = ()] pre kardé 0 > o., (3.10)
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kde g, je definované rovnako ako vo vete 3.5. Zaroven z pozorovania, zZe nulové
body 7, st rozmiestnené symetricky vzhladom k pocitaku vyplyva, Ze

[thnp2v(2i)] = i(=1)"tnpav(2i). (3.11)
Preto pre ¢ > 0. z rovnice (3.4) vyplyva

oo
C
[Kna(zw)] < D T2 g0, (2)]
v—o Cnt2v

oo

3 o () (3.12)

Cn42v

IN

v=0

= K fs(ziw)].

Tym je hotovy dokaz vety 3.5.
O

Veta 3.6. Nech w je symetrickd vdhovd funkcia takd, Ze w(x)v1 — x? je rastice
na intervale (0,1). Potom pre jadro Kﬁi;( ;w) Gauss-Lobattovej kvadratirnej
formuly s dvojitymi koncovymi uzlami mdme
Lo,d Lo _ V2
géaei}Isz (z3w)| = [Kpfa(zrsw)| - pre vsethy 0 2 00 == —=(1+ V3).

Dokaz vety 3.6. Dokaz je v podstate rovnaky ako v predchadzajucom pripade.
V tomto pripade vSak po dvojiciach porovname ¢leny z vyrazov (3.3) (so o = 2)
a (3.6), pri¢om vyuZijeme rovnost

i1 (2) U y3(2)
Tm(2)Tmy2(2)

Ym(2) = Vimy1(2) (3.13)

Tvrdenie potom priamo vyplyva z lemma 2.2, 2.3 a 2.9.
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Kapitola 4

Dosledky a aplikacie

4.1 Gegenbauerova vaha

Najdolezitejsou aplikdciou vety A a viet 3.5 a 3.6 je pre pripad Gegenbauerovej
vahovej funkcie

we(z) = (1— 2% a>-1,a ¢ (-1/2,1/2).

V tomto pripade

wa(2)V/1 - 22 = (1 - 2?)°+1/?
Wwa(2)/V1 =22 = (1 —a%)*" /2,

takze okamzite dostavame nasledujtuce dva dosledky.

Dosledok 4.1. Jadro Kﬁi2(~ ;weo) Gauss-Lobattovej kvadratirne; formuly na
(n + 2) uzloch prislusnej ku Gegenbauerovej vihovej funkcii wq(x) = (1 — 2%),
a ¢ (—1/2,1/2) spliia na kaZdej elipse €4, 0 > 0«

|KLoo(zr5wa)] @k —1<a< -, n>1

|Kﬁi2(zi;wa)| ak a > %, n > 3.

Lo . _
max [Kpla(ziwa)| = { (4.1)

Parameter o, je definovany rovnako ako vo Vete A (v pripade o € (—1,—1/2])
alebo rovnako ako vo vete 3.5 (v pripade a > 1/2).

Dosledok 4.2. Jadro Kﬁizd( ;We) Gauss-Lobattovej kvadratirnej formuly na
(n+2) uzloch s dvojitymi koncovgmi uzlami prislusnej ku Gegenbauerovej vihovej
funkcii wy(z) = (1 — 22)%, a ¢ (—1,—1/2] spliia na kaZdej elipse ,, 0 > o
Lo,d, _. _pLod, .
e | L0825 wa)| = | K L2 s (4.2)
o

Parameter g, je rovnaky ako vo vete 3.6.
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4.2 Limitné pripady

Tvrdenia uvedené v dosledkoch 4.1 a 4.2 moézu byt zosilnené pre limitné pripady
a=d=+1 /2. Pre jadro Gauss-Lobattovej kvadrattirnej formuly prislusnej k prvej
Cebygevovej vahe w_ 5(z) = (1 — 2?)~1/2 ukazal Gautschi ([1, veta 4.1]), ze

IZI»IE%X|KT];4$2(Z;UJ71/2)| =K, (23w _19) pre Vo> 1.
4

Pre jadro K%, (2 ;w1 /2) ukazal Schira [9], ze pre n > 3

%@X|Kfiz(zéw1/2)| = |Ky2s(zi;w1/0)] pre Vo > o(n),
e
kde parameter o(n) je definovany ako jedineény koreh istej nelinearnej rovnice
a plati
nh_)rr;o o(n) = 1.

To potvrdzuje isté¢ empirické vysledky o chovani |K19,(z;w:/2)| dosiahnuté
v [1].

Pre jadro Gauss-Lobatto kvadratirnej formuly s dvojitymi koncovymi uzlami
prislusnej k prvej CebySevovej vahe, Gautschi a Li [3]| ukazali, Ze

max \Kﬁi’g(z; w_y/2)| = Kﬁi’;(zr; w_y/2) pre Vo > 1.
e

4.3 Konkrétne hodnoty

Obmedzenie kladené na g je v zneni vety 3.6 uvedené preto, aby zaistilo Ze
lemma 2.3 plati. Schira ukazal v [10], Ze v uréitom zmysle nemoéZze byt hodnota
0+ = g(l + \/3) v lemma 2.3 nahradena Ziadnou mensou hodnotou.

Zlepsenie je vSak mozné vo vete 3.5. Hodnoty g, = 3,88 a g, = 3,72 st
v skutoénosti najmensimi moznymi hodnotami, pre ktoré mame dokaz, ze py
a ps dosahuji maximalnu absolutnu hodnotu pre z = z; pricom o > ..

Dalo by sa skusit vyjadrit kritické parametre o(m) zabezpecenim, Ze

max |fin11(2)] = [wm+1(2:)] - pre Vo = o(m) (4.3)

ako rieSenie istych rovnic, ako bolo u€inené v [9]. Iny spdsob odhadu hornej
hranice pre p(m) je priama aplikacia lemma 2.4 a 2.5 pre |t +1(2)|. Kazdopéadne
vyzeraju byt oba pristupy pomerne pracné.

Na druhej strane, nasa metoda dokazu implikuje, Ze ak je (4.3) splnené pre
nejaké pevné m > 3's o(m) > 2,3, potom

max |t +2j+1(2)| = |Hm+2j+1(2:)] pre Vo > o(m),j = 1,2,... (4.4)
e
Nasledne pre n > 3 a vahovu funkciu w spliiujicu predpoklady vety 3.5 méame

max |Kﬁ_‘f_2j(zi;w)| = |K{;f_2j(zi;w)| pre Vo > o(n),j =1,2,... (4.5)

ZE€Ey
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Rovnaké dosledky platia pre ten druhy pripad v doésledku 4.1.
V tabulke 4.1 st uvedené &iselné hodnoty o(n) pre 3 < n < 30, n = 60,
n = 100.

3 1 5 6 7
3,8318 | 3,2308 | 3,0022 | 2,8791 | 2,8000
3 9 10 11 12
2,7447 | 2,7036 | 2,6718 | 2,6464 | 2,6256
13 14 15 16 17
2,6083 | 2,5937 | 2,5811 | 2,5702 | 2,5607
18 19 20 21 22
2,5522 | 2,5447 | 2,5380 | 2,5319 | 2,5264
23 24 25 26 27
2,5214 | 2,5168 | 2,5126 | 2,5087 | 2,5052
28 29 30 60 100
2,5019 | 2,4988 | 2,4959 | 2,4548 | 2,4385

>
=3

S
=S

S
=3

>
=3

S
S

S
S

Tabulka 4.1: Hodnoty o(n)
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Kapitola 5

Priklady

Priklad 1

V tabulke 5.1 st uvedené hodnoty pre funkciu fol flx) = fol VT, presné rie-
Senie je 0,666666666666667. Grafy chyb st znézornené v obrazku 5.1. KedZze
neméame konvergenciu v bode 1 potrebujeme viacej uzlov. Pre ukazku uvadzam
vysledok pri 100 uzloch. Vysledok je rovny 0,666666262189992, chyba je rovna
4,044766747091089¢-007, relativna chyba je 6,067150120636633e-007.

Priklad 2

V tabulke 5.2 st uvedené hodnoty pre funkciu fol flx) = fol V3. Grafy chyb
st znazornené v obrazku 5.2. Presné rieSenie je 0.4.

Priklad 3
V tabulke 5.3 st uvedené hodnoty pre funkciu fol flx) = fol ﬁ Grafy chyb
st znazornené v obrazku 5.3. Presné rieSenie je 0.693147180559945.

Priklad 4

V tabulke 5.4 st uvedené hodnoty pre funkciu fol flx) = fol ﬁ Presné rieSe-
nie je 0,866972987339911.

Priklad 5

V tabulke 5.5 st uvedené hodnoty pre funkciu fol flz) = fol ﬁ Uz pri de-

viatich uzloch dostavame presné rieSenie. Presné rieSenie je 0,379885493041722.

Priklad 6
V tabulke 5.6 sti uvedené hodnoty pre funkciu fol flx) = fol 24_% Presné

nl0mx*

rieSenie je 1,154700538379252. Pre ukazku uvediem aj vysledok pri 100 uzloch.
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Vysledok pri 100 uzloch je 1,154700536689560, chyba 1,689691719874986e-009,
relativna chyba je 1,463315953975958e-009.

Priklad 7

V tabulke 5.7 st uvedené hodnoty pre funkciu fol flx) = fol log(z + 1). Presné
rieSenie je 0,386294361119891.

Priklad 8

V tabulke 5.8 st uvedené hodnoty pre funkciu fol flx) = fol sin(rx). Presné
rieSenie je 0,615626470386014.

Priklad 9

V tabulke 5.9 st uvedené hodnoty pre funkciu fol flx) = fol tan(z). Presné
rieSenie je 0,615626470386014.
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vysledok

chyba

relativna chyba

3 0 0.166666666666667 0 0.638071187457698
0,5 0.666666666666667 | 0.707106781186548 0.028595479208968
1 0.166666666666667 1 0.042893218813452
4 0 0.083333333333333 0 0.656825800196322
0.276393202250021 | 0.416666666666667 | 0.525731112119134 0.009840866470344
0.723606797749979 | 0.416666666666667 | 0.850650808352040 0.014761299705516
1 0.083333333333333 1
5 0 0.05 0 0.662141410481317
0.172673164646011 | 0.272222222222222 | 0.415539606591251 0.004525256185350
0.5 0.355555555555555 | 0.707106781186548 0.006787884278024
0.827326835353989 | 0.272222222222222 | 0.909575085055648
1 0.05 1
6 0 0.033333333333333 0 0.664216407722334
0.117472338035268 | 0.189237478148923 | 0.342742378522510 0.002450258944332
0.357384241759677 | 0.277429188517743 | 0.597816227414142 0.003675388416499
0.642615758240323 | 0.277429188517743 | 0.801633181848358
0.882527661964732 | 0.189237478148923 | 0.939429434265678
1 0.033333333333333 1
7 0 0.023809523809524 0 0.665191934912815
0.084888051860717 | 0.138413023680783 | 0.291355542011331 0.001474731753852
0.265575603264643 | 0.215872690604931 | 0.515340279101724 0.002212097630778
0.5 0.243809523809524 | 0.707106781186548
0.734424396735357 | 0.215872690604931 | 0.856985645583027
0.915111948139284 | 0.138413023680783 | 0.956614837925528
1 0.023809523809524 0
8 0 0.017857142857143 0 0.665710596835615
0.064129925745197 | 0.105352113571753 | 0.253238870920711 | 9.560698310521199e-004
0.204149909283429 | 0.170561346241752 | 0.451829513515252 0.001434104746578
0.395350391048761 | 0.206229397329352 | 0.628768948858609
0.604649608951239 | 0.206229397329352 | 0.777592186786390
0.795850090716571 | 0.170561346241752 | 0.892104304841408
0.935870074254803 | 0.105352113571753 | 0.967403780359992
1 0.017857142857143 1
9 0 0.013888888888889 0 0.666011683706075
0.050121002294270 | 0.082747680780403 | 0.223877203605615 | 6.549829605914104e-004
0.161406860244631 | 0.137269356250081 | 0.401754726474538 | 9.824744408871156e-004
0.318441268086911 | 0.173214255486523 | 0.564306005715792
0.5 0.185759637188209 | 0.707106781186548
0.681558731913089 | 0.173214255486523 | 0.825565704176893
0.838593139755369 | 0.137269356250081 | 0.915747312174799
0.949878997705730 | 0.082747680780403 | 0.974617359636965
1 0.013888888888889 1
10 0 0.011111111111111 0 0.666198408623221
0.040233045916771 | 0.066652995425535 | 0.200581768655007 | 4.682580434457462e-004

0.130613067447247
0.261037525094778
0.417360521166807
0.582639478833194
0.738962474905222
0.869386932552753
0.959766954083229
1

0.112444671031563
0.146021341839842
0.163769880591949
0.163769880591949
0.146021341839842
0.112444671031563
0.066652995425535
0.011111111111111

0.361404299154351
0.510918315481817
0.646034458188421
0.763308246276164
0.859629265965987
0.932409208745148
0.979676964148504
1

7.023870651686193e-004

Tabulka 5.1: Priklad 1. — hodnoty pre funkciu fol flz) = fol VT
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Obr. 5.1: Priklad 1. - grafy chyb pre funkciu [, f(z) = [ v/Z
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n X W vysledok
chyba
relativna chyba
3 0 0.166666666666667 0 0.402368927062183
0.5 0.666666666666667 | 0.353553390593274 0.002368927062183
1 0.166666666666667 1 0.005922317655456
4 0 0.083333333333333 0 0.400352172098384
0.276393202250021 | 0.416666666666667 | 0.145308505601072 | 3.521720983844512e-004
0.723606797749979 | 0.416666666666667 | 0.615536707435051 | 8.804302459611280e-004
1 0.083333333333333 1
5 0 0.05 0 0.400092051997319
0.172673164646011 | 0.272222222222222 | 0.071752538905870 | 9.205199731898706e-005
0.5 0.355555555555555 | 0.353553390593274 | 2.301299932974676e-004
0.827326835353989 | 0.272222222222222 | 0.752515876635924
1 0.05 1
6 0 0.033333333333333 0 0.400032368846301
0.117472338035268 | 0.189237478148923 | 0.040262748548808 | 3.236884630097858e-005
0.357384241759677 | 0.277429188517743 | 0.213650099146034 | 8.092211575244646e-005
0.642615758240323 | 0.277429188517743 | 0.515142114984085
0.882527661964732 | 0.189237478148923 | 0.829072462203340
1 0.033333333333333 1
7 0 0.023809523809524 0 0.400013711858694
0.084888051860717 | 0.138413023680783 | 0.024732604360165 | 1.371185869386560e-005
0.265575603264643 | 0.215872690604931 | 0.136861805509010 | 3.427964673466399e-005
0.5 0.243809523809524 | 0.353553390593274
0.734424396735357 | 0.215872690604931 | 0.629391165768175
0.915111948139284 | 0.138413023680783 | 0.875409667952975
1 0.023809523809524 1
8 0 0.017857142857143 0 0.400006606445834
0.064129925745197 | 0.105352113571753 | 0.016240189987943 | 6.606445834167474e-006
0.204149909283429 | 0.170561346241752 | 0.092240954195714 | 1.651611458541868e-005
0.395350391048761 | 0.206229397329352 | 0.248584049810569
0.604649608951239 | 0.206229397329352 | 0.470170811663930
0.795850090716571 | 0.170561346241752 | 0.709981291936678
0.935870074254803 | 0.105352113571753 | 0.905364247759883
1 0.017857142857143 1
9 0 0.013888888888889 0 0.400003498925997
0.050121002294270 | 0.082747680780403 | 0.011220949835552 | 3.498925997047486e-006
0.161406860244631 | 0.137269356250081 | 0.064845968988696 | 8.747314992618716e-006
0.318441268086911 | 0.173214255486523 | 0.179698320049196
0.5 0.185759637188209 | 0.353553390593274
0.681558731913089 | 0.173214255486523 | 0.562671514449740
0.838593139755369 | 0.137269356250081 | 0.767939413739205
0.949878997705730 | 0.082747680780403 | 0.925768560718566
1 0.013888888888889 1
10 0 0.011111111111111 0 0.400001992722332
0.040233045916771 | 0.066652995425535 | 0.008070015508364 | 1.992722331589647e-006

0.130613067447247
0.261037525094778
0.417360521166807
0.582639478833194
0.738962474905222
0.869386932552753
0.959766954083229
1

0.112444671031563
0.146021341839842
0.163769880591949
0.163769880591949
0.146021341839842
0.112444671031563
0.066652995425535
0.011111111111111

0.047204124101172
0.133368852598966
0.269629278161235
0.444733518799423
0.635233769879186
0.810624381874883
0.940261575866315
1

4.981805828974117e-006

Tabulka 5.2: Priklad 2. — hodnoty pre funkciu fol flz)= fol Va?
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vysledok

chyba

relativna chyba

3 0 0.166666666666667 1 0.694444444444445
0.5 0.666666666666667 | 0.666666666666667 0.001297263884499
1 0.166666666666667 0.5 0.001871556172891
4 0 0.083333333333333 1 0.693181818181818
0,.276393202250021 | 0.,416666666666667 | 0.783457635340900 | 3.463762187283503e-005
0.723606797749979 | 0.416666666666667 | 0.580178728295464 | 4.997152530412619e-005
1 0.083333333333333 0.5
) 0 0.05 1 0.693148148148148
0.172673164646011 | 0.272222222222222 | 0.852752523165195 | 9.675882028936655e-007
0,5 0.355555555555555 | 0.666666666666667 | 1.395934701937356e-006
0.827326835353989 | 0,.272222222222222 | 0.547247476834805
1 0.05 0.5
6 0 0.033333333333333 1 0.693147208121827
0.117472338035268 | 0.189237478148923 | 0.894876737403803 | 2.756188210994992e-008
0.357384241759677 | 0.277429188517743 | 0.736711072101166 | 3.976339063759099e-008
0.642615758240323 | 0.277429188517743 | 0.608785100826785
0.882527661964732 | 0.189237478148923 | 0.531200693729160
1 0.033333333333333 0.5
7 0 0.023809523809524 1 0.693147181353161
0.084888051860717 | 0.138413023680783 | 0.921754090926596 | 7.932160484003248e-010
0.265575603264643 | 0.215872690604931 | 0.790154296132470 | 1.144368859380689e-009
0.5 0.243809523809524 | 0.666666666666667
0.734424396735357 | 0.215872690604931 | 0.576560155566459
0.915111948139284 | 0.138413023680783 | 0.522162686610355
1 0.023809523809524 0.5
8 0 0.017857142857143 1 0.693147180582913
0.064129925745197 | 0.105352113571753 | 0.939734872412044 | 2.296796086653785e-011
0.204149909283429 | 0.170561346241752 | 0.830461383828102 | 3.313576324148594e-011
0.395350391048761 | 0.206229397329352 | 0.716665868598345
0.604649608951239 | 0.206229397329352 | 0.623189009252666
0.795850090716571 | 0.170561346241752 | 0.556839351552437
0.935870074254803 | 0.105352113571753 | 0.516563592412028
1 0.017857142857143 0.5
9 0 0.013888888888889 1 0.693147180560613
0.050121002294270 | 0.082747680780403 | 0.952271212379557 | 6.675771047071066e-013
0.161406860244631 | 0.137269356250081 | 0.861024705665478 | 9.631101783719549e-013
0.318441268086911 | 0.173214255486523 | 0.758471404229499
0.5 0.185759637188209 | 0.666666666666667
0.681558731913089 | 0.173214255486523 | 0.594686335375460
0.838593139755369 | 0.137269356250081 | 0.543894121204571
0.949878997705730 | 0.082747680780403 | 0.512852336568896
1 0.013888888888889 0.5
10 0 0.011111111111111 1 0.693147180559965

0.040233045916771
0.130613067447247
0.261037525094778
0.417360521166807
0.582639478833194
0.738962474905222
0.869386932552753
0.959766954083229
1

0.066652995425535
0.112444671031563
0.146021341839842
0.163769880591949
0.163769880591949
0.146021341839842
0.112444671031563
0.066652995425535
0.011111111111111

0.961323045759123
0.884475890817225
0.792997813387703
0.705536795378479
0.631855841696337
0.575055537098063
0.534934733193221
0.510264752610749
0.5

1.942890293094024e-014

2.802998190838053e-014

Tabul'ka 5.3: Priklad 3. — hodnoty pre funkciu fol f(z
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vysledok

chyba

relativna chyba

3 0 0.166666666666667 1 0.877450980392157
0.5 0.666666666666667 | 0.941176470588235 0.010477993052246
1 0.166666666666667 0.5 0.012085720322608
4 0 0.083333333333333 1 0.866260923845193
0.276393202250021 | 0.41666666666666 | 0.994197939021526 | 7.120634947175297e-004
0.723606797749979 | 0.416666666666667 | 0.784828278206939 | 8.213214311351474e-004
1 0.083333333333333 0.5
5 0 0.05 1 0.866995455025309
0.172673164646011 | 0.272222222222222 | 0.999111794455112 | 2.246768539748700e-005
0.5 0.355555555555555 | 0.941176470588235 | 2.591509277171767e-005
0.827326835353989 | 0.272222222222222 | 0.680967548134857
1 0.05 0.5
6 0 0.033333333333333 1 0.866975159676507
0.117472338035268 | 0.189237478148923 | 0.999809603152185 | 2.172336595496205e-006
0.357384241759677 | 0.277429188517743 | 0.983948560318065 | 2.505656608934812e-006
0.642615758240323 | 0.277429188517743 | 0.854312513040947
0.882527661964732 | 0.189237478148923 | 0.622426567048577
1 0.033333333333333 0.5
7 0 0.023809523809524 1 0.866972422064408
0.084888051860717 | 0.138413023680783 | 0.999948076528989 | 5.652755028506817e-007
0.265575603264643 | 0.215872690604931 | 0.995050086060191 | 6.520105137128755e-007
0.5 0.243809523809524 | 0.941176470588235
0.734424396735357 | 0.215872690604931 | 0.774635391129881
0.915111948139284 | 0.138413023680783 | 0.587789680407937
1 0.023809523809524 0.5
8 0 0.017857142857143 1 0.866973063707680
0.064129925745197 | 0.105352113571753 | 0.999983086417634 | 7.636776888642061e-008
0.204149909283429 | 0.170561346241752 | 0.998266024107047 | 8.808552284972101e-008
0.395350391048761 | 0.206229397329352 | 0.976152312167578
0.604649608951239 | 0.206229397329352 | 0.882095420740492
0.795850090716571 | 0.170561346241752 | 0.713690858617155
0.935870074254803 | 0.105352113571753 | 0.565893127713276
1 0.017857142857143 0.5
9 0 0.013888888888889 | 1.000000000000000 0.866972979515231
0.050121002294270 | 0.082747680780403 | 0.999993689318700 | 7.824680237078496e-009
0.161406860244631 | 0.137269356250081 | 0.999321744544741 | 9.025287236556889e-009
0.318441268086911 | 0.173214255486523 | 0.989821720829552
0.500000000000000 | 0.185759637188209 | 0.941176470588235
0.681558731913089 | 0.173214255486523 | 0.822516574221921
0.838593139755369 | 0.137269356250081 | 0.669100263167336
0.949878997705730 | 0.082747680780403 | 0.551240156096678
1.000000000000000 | 0.013888888888889 | 0.500000000000000
10 0 0.011111111111111 | 1.000000000000000 0.866972987974086
0.040233045916771 | 0.066652995425535 | 0.999997379823703 | 6.341744906990243e-010

0.130613067447247
0.261037525094778
0.417360521166807
0.582639478833194
0.738962474905222
0.869386932552753
0.959766954083229
1.000000000000000

0.112444671031563
0.146021341839842
0.163769880591949
0.163769880591949
0.146021341839842
0.112444671031563
0.066652995425535
0.011111111111111

0.999709048809183
0.995378319172389
0.970551442682129
0.896668753171709
0.770304708364575
0.636421989111972
0.540972697656949
0.500000000000000

7.314812571552310e-010

Tabul'ka 5.4: Priklad 4. — hodnoty pre funkciu fol flx) = fol Tlr‘l
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vysledok

chyba

relativna chyba

3 0 0.166666666666667 | 0.500000000000000 0.379850682760429
0.500000000000000 | 0.666666666666667 | 0.377540668798145 | 3.481028129304065e-005
1.000000000000000 | 0.166666666666667 | 0.268941421369995 | 9.163361573593299e-005

4 0 0.083333333333333 | 0.500000000000000 0.379885738437400
0.276393202250021 | 0.416666666666667 | 0.431338251483823 | 2.453956772230370e-007
0.723606797749979 | 0.416666666666667 | 0.326599236491937 | 6.459727515735523e-007
1.000000000000000 | 0.083333333333333 | 0.268941421369995

5 0 0.050000000000000 | 0.500000000000000 0.379885491455087
0.172673164646011 | 0.272222222222222 | 0.456938648889610 | 1.586635267614156e-009
0.500000000000000 | 0.355555555555555 | 0.377540668798145 | 4.176614523787296e-009
0.827326835353989 | 0.272222222222222 | 0.304210593283950
1.000000000000000 | 0.050000000000000 | 0.268941421369995

6 0 0.033333333333333 | 0.500000000000000 0.379885493051153
0.117472338035268 | 0.189237478148923 | 0.470665641636557 | 9.431011527283317e-012
0.357384241759677 | 0.277429188517743 | 0.411592914400775 | 2.482593228756834e-011
0.642615758240323 | 0.277429188517743 | 0.344655483264340
0.882527661964732 | 0.189237478148923 | 0.292654259208176
1.000000000000000 | 0.033333333333333 | 0.268941421369995

7 0 0.023809523809524 | 0.500000000000000 0.379885493041671
0.084888051860717 | 0.138413023680783 | 0.478790721644165 | 5.118128143521972e-014
0.265575603264643 | 0.215872690604931 | 0.433993598734253 | 1.347281809195028e-013
0.500000000000000 | 0.243809523809524 | 0.377540668798145
0.734424396735357 | 0.215872690604931 | 0.324224575914060
0.915111948139284 | 0.138413023680783 | 0.285954914577592
1.000000000000000 | 0.023809523809524 | 0.268941421369995

8 0 0.017857142857143 | 0.500000000000000 0.379885493041723
0.064129925745197 | 0.105352113571753 | 0.483973010966773 | 2.220446049250313e-016
0.204149909283429 | 0.170561346241752 | 0.449139045220005 | 5.845040386963246e-016
0.395350391048761 | 0.206229397329352 | 0.402429969222400
0.604649608951239 | 0.206229397329352 | 0.353280658372276
0.795850090716571 | 0.170561346241752 | 0.310913923830716
0.935870074254803 | 0.105352113571753 | 0.281735322696927
1.000000000000000 | 0.017857142857143 | 0.268941421369995

9 0 0.013888888888889 | 0.500000000000000 0.379885493041722
0.050121002294270 | 0.082747680780403 | 0.487472371886709 0
0.161406860244631 | 0.137269356250081 | 0.459735661471326 0
0.318441268086911 | 0.173214255486523 | 0.421055669661668
0.500000000000000 | 0.185759637188209 | 0.377540668798145
0.681558731913089 | 0.173214255486523 | 0.335913498621307
0.838593139755369 | 0.137269356250081 | 0.301831167730777
0.949878997705730 | 0.082747680780403 | 0.278909157167046
1.000000000000000 | 0.013888888888889 | 0.268941421369995

10 0 0.011111111111111 | 0.500000000000000 0.379885493041722
0.040233045916771 | 0.066652995425535 | 0.489943095075187 0
0.130613067447247 | 0.112444671031563 | 0.467393075525151 0
0.261037525094778 | 0.146021341839842 | 0.435108678673330

0.417360521166807
0.582639478833194
0.738962474905222
0.869386932552753
0.959766954083229
1.000000000000000

0.163769880591949
0.163769880591949
0.146021341839842
0.112444671031563
0.066652995425535
0.011111111111111

0.397148526435263
0.358325476029668
0.323231063584062
0.295381884595902
0.276924856976818
0.268941421369995

Tabul'ka 5.5: Priklad 5. — hodnoty pre funkciu fol f(z

39

_ 1
) = fo Tfexp®




chyba

chyba

Graf pre chybu

0,00004
0,000035
0,00003
0,000025
0,00002
0,000015
0,00001
0,000005
0 —0 ] a O ] O
3 4 5 6 7 8 9 10
n
Graf pre chybu
logaritmicka mierka
1
0,01
0,0001
0,000001
0,00000001
0,0000000001
0,000000000001
0,00000000000001
3 4 5 6 7 8 10
n
Graf pre relativnu chybu
0,0001
0,00009
0,00008
0,00007
0,00006
0,00005
0,00004
0,00003
0,00002
0,00001
0 —m ] ] O 0 a
3 4 5 6 7 8 9 10
n
Graf pre relativnu chybu
logaritmick& mierka
]
0,01
0,0001
0,000001
0,00000001
0,0000000001
0,000000000001
0,00000000000001
3 4 5 6 7 8 10

Obr. 5.5: Priklad 5. — grafy chyb pre funkciu fol flz) = fol

40

1
14+exp®



vysledok

chyba

relativna chyba

0
0.500000000000000
1.000000000000000

0.166666666666667
0.666666666666667
0.166666666666667

1.000000000000000
1.000000000000000
1.000000000000001

1

0.154700538379251

0.133974596215561

0
0.276393202250021
0.723606797749979
1.000000000000000

0.083333333333333
0.416666666666667
0.416666666666667
0.083333333333333

1.000000000000000
0.747526539075721
1.509992710008042
1.000000000000001

1.107299687118235

0.047400851261016

0.041050341353048

0
0.172673164646011
0.500000000000000
0.827326835353989
1.000000000000000

0.050000000000000
0.272222222222222
0.355555555555555
0.272222222222222
0.050000000000000

1.000000000000000
1.608831391065400
1.000000000000000
0.725462592432374
1.000000000000001

1.091002251063283

0.063698287315968

0.055164334993189

0
0.117472338035268
0.357384241759677
0.642615758240323
0.882527661964732
1.000000000000000

0.033333333333333
0.189237478148923
0.277429188517743
0.277429188517743
0.189237478148923
0.033333333333333

1.000000000000000
1.352957898194310
1.947822601282171
0.672673088387074
0.793097702160029
1.000000000000001

1.199782809144278

0.045082270765027

0.039042391742802

0
0.084888051860717
0.265575603264643
0.500000000000000
0.734424396735357
0.915111948139284
1.000000000000000

0.023809523809524
0.138413023680783
0.215872690604931
0.243809523809524
0.215872690604931
0.138413023680783
0.023809523809524

1.000000000000000
0.813960624485459
0.693805628592267
1.000000000000000
1.789952215608540
1.296278197018234
1.000000000000001

1.119688596040201

0.035011942339050

0.030321231501453

0
0.064129925745197
0.204149909283429
0.395350391048761
0.604649608951239
0.795850090716571
0.935870074254803
1.000000000000000

0.017857142857143
0.105352113571753
0.170561346241752
0.206229397329352
0.206229397329352
0.170561346241752
0.105352113571753
0.017857142857143

1.000000000000000
0.688923108356571
0.938965271762983
1.078488553434936
0.932160668548334
1.069521135455535
1.823289682107881
1.000000000000001

1.057606335745498

0.097094202633754

0.084086046041025

0
0.050121002294270
0.161406860244631
0.318441268086911
0.500000000000000
0.681558731913089
0.838593139755369
0.949878997705730
1.000000000000000

0.013888888888889
0.082747680780403
0.137269356250081
0.173214255486523
0.185759637188209
0.173214255486523
0.137269356250081
0.082747680780403
0.013888888888889

1.000000000000000
0.666668272294798
1.880537567573823
1.376917093462726
1.000000000000000
0.785089664534662
0.681088878616577
1.999985549486028
1.000000000000001

1.160320038327635

0.005619499948383

0.004866629711865

10

0
0.040233045916771
0.130613067447247
0.261037525094778
0.417360521166807
0.582639478833194
0.738962474905222
0.869386932552753
0.959766954083229
1.000000000000000

0.011111111111111
0.066652995425535
0.112444671031563
0.146021341839842
0.163769880591949
0.163769880591949
0.146021341839842
0.112444671031563
0.066652995425535
0.011111111111111

1.000000000000000
0.677210053039438
1.695183953068155
0.680160881260397
0.794042327907693
1.350217728103693
1.887648629663731
0.709172821772101
1.910755178456849
1.000000000000001

1.191195167253331

0.036494628874079

0.031605275706638

Tabul'ka 5.6: Priklad 6. — hodnoty pre funkciu fol flx) = fol ﬁ
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vysledok

chyba

relativna chyba

3 0 0.166666666666667 0 0.385834602165434
0.500000000000000 | 0.666666666666667 | 0.405465108108164 | 4.597589544568237e-004
1.000000000000000 | 0.166666666666667 | 0.693147180559945 0.001190177752334

4 0 0.083333333333333 0 0.386286165198441
0.276393202250021 | 0.416666666666667 | 0.244038289687009 | 8.195921449294374e-006
0.723606797749979 | 0.416666666666667 | 0.544419070677261 | 2.121677734444247e-005
1.000000000000000 | 0.083333333333333 | 0.693147180559945

5 0 0.050000000000000 0 0.386294189412555
0.172673164646011 | 0.272222222222222 | 0.159285898830891 | 1.717073351836795e-007
0.500000000000000 | 0.355555555555555 | 0.405465108108164 | 4.444986840757644e-007
0.827326835353989 | 0.272222222222222 | 0.602854153216006
1.000000000000000 | 0.050000000000000 | 0.693147180559945

6 0 0.033333333333333 0 0.386294357208097
0.117472338035268 | 0.189237478148923 | 0.111069293763213 | 3.911793500233074e-009
0.357384241759677 | 0.277429188517743 | 0.305559496084785 | 1.012645768085392e-008
0.642615758240323 | 0.277429188517743 | 0.496289945751895
0.882527661964732 | 0.189237478148923 | 0.632615374854726
1.000000000000000 | 0.033333333333333 | 0.693147180559945

7 0 0.023809523809524 0 0.386294361026103
0.084888051860717 | 0.138413023680783 | 0.081476803660650 | 9.378753329514211e-011
0.265575603264643 | 0.215872690604931 | 0.235527041031801 | 2.427877358169206e-010
0.500000000000000 | 0.243809523809524 | 0.405465108108164
0.734424396735357 | 0.215872690604931 | 0.550675598547653
0.915111948139284 | 0.138413023680783 | 0.649776079482347
1.000000000000000 | 0.023809523809524 | 0.693147180559945

8 0 0.017857142857143 0 0.386294361117564
0.064129925745197 | 0.105352113571753 | 0.062157494127332 | 2.327082970765559e-012
0.204149909283429 | 0.170561346241752 | 0.185773848507600 | 6.024118405506116e-012
0.395350391048761 | 0.206229397329352 | 0.333145560112863
0.604649608951239 | 0.206229397329352 | 0.472905420568493
0.795850090716571 | 0.170561346241752 | 0.585478497975708
0.935870074254803 | 0.105352113571753 | 0.660556876196804
1.000000000000000 | 0.017857142857143 | 0.693147180559945

9 0 0.013888888888889 0 0.386294361119831
0.050121002294270 | 0.082747680780403 | 0.048905397810038 | 5.917488721252084e-014
0.161406860244631 | 0.137269356250081 | 0.149632080813372 | 1.531859979549515e-013
0.318441268086911 | 0.173214255486523 | 0.276450181326775
0.500000000000000 | 0.185759637188209 | 0.405465108108164
0.681558731913089 | 0.173214255486523 | 0.519721179874316
0.838593139755369 | 0.137269356250081 | 0.609000681207753
0.949878997705730 | 0.082747680780403 | 0.667767318191722
1.000000000000000 | 0.013888888888889 | 0.693147180559945

10 =) 0.011111111111111 0 0.386294361119889
0.040233045916771 | 0.066652995425535 | 0.039444770662802 | 1.554312234475219e-015

0.130613067447247
0.261037525094778
0.417360521166807
0.582639478833194
0.738962474905222
0.869386932552753
0.959766954083229
1.000000000000000

0.112444671031563
0.146021341839842
0.163769880591949
0.163769880591949
0.146021341839842
0.112444671031563
0.066652995425535
0.011111111111111

0.122760023167891
0.231934814743646
0.348796354012471
0.459094009435463
0.553288656591437
0.625610533559371
0.672825565195200
0.693147180559945

4.023647225833622e-015

Tabul'ka 5.7: Priklad 7. — hodnoty pre funkciu fol flx) = fol log(xz + 1)
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vysledok

chyba

relativna chyba

3 0 0.166666666666667 0 0.623769614005011
0.500000000000000 | 0.666666666666667 | 0.546302489843790 0.008143143618997
1.000000000000000 | 0.166666666666667 | 1.557407724654902 0.013227409818637

4 0 0.083333333333333 0 0.616085151435674
0.276393202250021 | 0.416666666666667 | 0.283653319951446 | 4.586810496592930e-004
0.723606797749979 | 0.416666666666667 | 0.883469498563190 | 7.450638848776073e-004
1.000000000000000 | 0.083333333333333 | 1.557407724654902

5 0 0.050000000000000 0 0.615653223633374
0.172673164646011 | 0.272222222222222 | 0.174410024369740 | 2.675324736023388e-005
0.500000000000000 | 0.355555555555555 | 0.546302489843790 | 4.345694775511988e-005
0.827326835353989 | 0.272222222222222 | 1.087580820163130
1.000000000000000 | 0.050000000000000 | 1.557407724654902

6 0 0.033333333333333 0 0.615628058225214
0.117472338035268 | 0.189237478148923 | 0.118015700512634 | 1.587839200234420e-006
0.357384241759677 | 0.277429188517743 | 0.373419425724507 | 2.579225027862759e-006
0.642615758240323 | 0.277429188517743 | 0.748617557359557
0.882527661964732 | 0.189237478148923 | 1.215909588329057
1.000000000000000 | 0.033333333333333 | 1.557407724654902

7 0 0.023809523809524 0 0.615626565588484
0.084888051860717 | 0.138413023680783 | 0.085092541874250 | 9.520246946337352e-008
0.265575603264643 | 0.215872690604931 | 0.272000646625122 | 1.546432358629398e-007
0.500000000000000 | 0.243809523809524 | 0.546302489843790
0.734424396735357 | 0.215872690604931 | 0.902917051332019
0.915111948139284 | 0.138413023680783 | 1.300030256448540
1.000000000000000 | 0.023809523809524 | 1.557407724654902

8 0 0.017857142857143 0 0.615626476130337
0.064129925745197 | 0.105352113571753 | 0.064217985201312 | 5.744322240097688e-009
0.204149909283429 | 0.170561346241752 | 0.207034132577702 | 9.330856479410062e-009
0.395350391048761 | 0.206229397329352 | 0.417323186793135
0.604649608951239 | 0.206229397329352 | 0.690984466549686
0.795850090716571 | 0.170561346241752 | 1.021125425320648
0.935870074254803 | 0.105352113571753 | 1.357428451945226
1.000000000000000 | 0.017857142857143 | 1.557407724654902

9 0 0.013888888888889 0 0.615626470734056
0.050121002294270 | 0.082747680780403 | 0.050163014415555 | 3.480420396329009e-010
0.161406860244631 | 0.137269356250081 | 0.162823289062912 | 5.653461252481058e-010
0.318441268086911 | 0.173214255486523 | 0.329660386747411
0.500000000000000 | 0.185759637188209 | 0.546302489843790
0.681558731913089 | 0.173214255486523 | 0.811242669410733
0.838593139755369 | 0.137269356250081 | 1.112479406645134
0.949878997705730 | 0.082747680780403 | 1.398025030669111
1.000000000000000 | 0.013888888888889 | 1.557407724654902

10 0 0.011111111111111 0 0.615626470407162
0.040233045916771 | 0.066652995425535 | 0.040254768365147 | 2.114763919536244e-011

0.130613067447247
0.261037525094778
0.417360521166807
0.582639478833194
0.738962474905222
0.869386932552753
0.959766954083229
1.000000000000000

0.112444671031563
0.146021341839842
0.163769880591949
0.163769880591949
0.146021341839842
0.112444671031563
0.066652995425535
0.011111111111111

0.131360914211384
0.267132796947028
0.443410403936133
0.658947456350244
0.911188789786425
1.183851506618612
1.427649219285410
1.557407724654902

3.435141309323868e-011

Tabulka 5.8: Priklad 8. — hodnoty pre funkciu fol f(x)
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Obr. 5.8: Priklad 8. — grafy chyb pre funkciu fol flz) = fol sin(7x)
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vysledok

chyba

relativna chyba

3 0 0.166666666666667 0 0.666666666666667
0.500000000000000 | 0.666666666666667 | 1.000000000000000 0.030046894299085
1.000000000000000 | 0.166666666666667 | 0.000000000000000 0.047197551196598

4 0 0.083333333333333 0 0.636034354353796
0.276393202250021 | 0.416666666666667 | 0.763241225224555 | 5.854180137850884e-004
0.723606797749979 | 0.416666666666667 | 0.763241225224556 | 9.195724656931810e-004
1.000000000000000 | 0.083333333333333 | 0.000000000000000

5 0 0.050000000000000 0 0.636626027485129
0.172673164646011 | 0.272222222222222 | 0.516251887217583 | 6.255117547371292e-006
0.500000000000000 | 0.355555555555555 | 1.000000000000000 | 9.825515667081127e-006
0.827326835353989 | 0.272222222222222 | 0.516251887217584
1.000000000000000 | 0.050000000000000 | 0.000000000000000

6 0 0.033333333333333 0 0.636619730316261
0.117472338035268 | 0.189237478148923 | 0.360729776345847 | 4.205132075885132e-008
0.357384241759677 | 0.277429188517743 | 0.901297636795794 | 6.605406018487763e-008
0.642615758240323 | 0.277429188517743 | 0.901297636795795
0.882527661964732 | 0.189237478148923 | 0.360729776345847
1.000000000000000 | 0.033333333333333 | 0.000000000000000

7 0 0.023809523809524 0 0.636619772561495
0.084888051860717 | 0.138413023680783 | 0.263533803195956 | 1.939136629047766e-010
0.265575603264643 | 0.215872690604931 | 0.740846900945995 | 3.045988694061669e-010
0.500000000000000 | 0.243809523809524 | 1.000000000000000
0.734424396735357 | 0.215872690604931 | 0.740846900945995
0.915111948139284 | 0.138413023680783 | 0.263533803195956
1.000000000000000 | 0.023809523809524 | 0.000000000000000

8 0 0.017857142857143 0 0.636619772366930
0.064129925745197 | 0.105352113571753 | 0.200109914994354 | 6.509237593377293e-013
0.204149909283429 | 0.170561346241752 | 0.598282417837088 | 1.022468650191230e-012
0.395350391048761 | 0.206229397329352 | 0.946441349296917
0.604649608951239 | 0.206229397329352 | 0.946441349296918
0.795850090716571 | 0.170561346241752 | 0.598282417837088
0.935870074254803 | 0.105352113571753 | 0.200109914994354
1.000000000000000 | 0.017857142857143 | 0.000000000000000

9 0 0.013888888888889 0 0.636619772367583
0.050121002294270 | 0.082747680780403 | 0.156809913493841 | 1.665334536937735e-015
0.161406860244631 | 0.137269356250081 | 0.485622040421670 | 2.615901373506474e-015
0.318441268086911 | 0.173214255486523 | 0.841693922048502
0.500000000000000 | 0.185759637188209 | 1.000000000000000
0.681558731913089 | 0.173214255486523 | 0.841693922048502
0.838593139755369 | 0.137269356250081 | 0.485622040421670
0.949878997705730 | 0.082747680780403 | 0.156809913493841
1.000000000000000 | 0.013888888888889 | 0.000000000000000

10 0 0.011111111111111 0 0.636619772367581
0.040233045916771 | 0.066652995425535 | 0.126059562142960 | 1.110223024625157e-016

0.130613067447247
0.261037525094778
0.417360521166807
0.582639478833194
0.738962474905222
0.869386932552753
0.959766954083229
1.000000000000000

0.112444671031563
0.146021341839842
0.163769880591949
0.163769880591949
0.146021341839842
0.112444671031563
0.066652995425535
0.011111111111111

0.398914755854673
0.731196019546212
0.966487706891009
0.966487706891009
0.731196019546212
0.398914755854673
0.126059562142961
0.000000000000000

1.743934249004316e-016

Tabulka 5.9: Priklad 9. — hodnoty pre funkciu fol f(x)
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fol tan(z)
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Obr. 5.9: Priklad 9. — grafy chyb pre funkciu [ f(z) = [, tan()
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