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Uvod

,One of main incentives for development of bootstrap is the desire to substitute computer
power for theoretical calculations involving special distributions. “

Bradley Efron

Metoda bootstrap je intenzivna pocitacova metodda, ktord slizi na statisticka analyzu
dat. S rozvojom vypoctovej techniky sa jej vyuzitie stava jednoduchsie, a tym sa zvysuje
aj jej pouzitelnost v praxi. Metoédu po prvykrat zverejnil a zviditelnil Bradley Efron
(1979) a odvtedy sa tesi velkému zaujmu, ¢o za posledné tri desafrocia prispelo k
velkému narastu jej modifikacii a momentalne mé velmi velky rozsah pouzitelnosti pre
siroky okruh statistickych problémov. Efron zjednodusSene oznacil metédu bootstrap
ako typ Monte-Carlo metédy aplikovant na pozorované data.

Vyraz bootstrap si doslova mézeme prelozif ako ,,Snirka na topankach®. Tento vyraz
vznikol na zéklade pribehu o topiacom sa barénovi, ktory nemal zZiadnu init moznost na
zachranu, ako zatiahnut za Snurku svojich topanok. Rovnako ako tento sposob zachrany
topiaceho sa ¢loveka aj metdda bootstrap sa na prvy pohlad javi dost nedéveryhodna.
Avsak ako sa nakoniec ukézalo v pribehu, aj v Statistike, metdda je velmi ui¢inna.

Existuje velké mnozstvo bootstrapovych metod, a zdaleka nie kazda metdda je
vhodné pre vsetky typy dat. Kritickym faktorom pre vyber vhodnej bootstrapovej me-
tody je hlavne zavislost, resp. nezavislost dat, a homoskedasticita, resp. heteroskedasti-
cita dat. Naivnym aplikovanim nevhodnej bootstrapovej meté6dy mozeme dostat velmi
nepresné vysledky. V praci sa budeme zaoberat hlavne casovymi radmi, a v kratkosti
ukazeme zlyhanie jednotlivych bootstrapovych metéd pri nesplneni poziadaviek, ktoré
na data kladieme. DalSou prekézkou pri aplikovani bootstrapovych metéd je znalost,
resp. predpoklad o modeli, z ktorého data pochadzaju. V praci predstavime metody,
ktoré vyzaduju apriornu znalost urcitého parametrického modelu, takisto ako metody,
ktoré k svojej implementacii vyzaduju velmi vseobecny tvar podkladového modelu.

Préca je ¢lenend do siedmich kapitol. V 1. kapitole predstavime najzakladnejsie
principy bootstrapovej metody, spektrum jej pouzitia, teoretické pozadie metody spolu
s jednoduchym prikladom pouzitia metody. OpiSeme aj princip aplikovania metddy
na konstrukciu intervalovych odhadov. V kapitole 2 sa ¢itatel zoznami so zakladnymi
parametrickymi a neparametrickymi modelmi ¢asovych radov, ktoré sa pouzivaji vo
financidch. V kapitole 3 a 4 uvedieme stru¢ny prehlad a algoritmy jednotlivych boots-
trapovych metod. V 5., resp 6 kapitole, uz st podrobnejsie studované vlastnosti metod
pre parametrické modely, resp. neparametrické modely ¢asovych radov. Kapitola 6. ob-
sahuje simulacie a porovnanie metdd a nakoniec v kapitole 7. najdeme priklad pouzitia
bootstrapovych metéd v praxi, spolu s aplikdciou na realne finanéné data.
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Vsetky postupy a algoritmy, ktoré s v praci uvedené, boli implemetované v ja-
zyku R. Algoritmy spolu s redlnymi datami, ktoré boli pouzité pri prikladoch, resp.
aplikaciach, s obsahom prilozeného CD.



Kapitola 1

Zakladné principy metody
bootstrap

V tejto kapitole sa zameriame na zdkladné teoretické vlastnosti metédy bootstrap a
vysvetlime si jej pouzitie v pripade nezavislych nahodnych velic¢in.

1.1 Predstavenie metédy bootstrap

Pokial by sme nieco o tejto metéde hladali a nemali by sme ziadne informaéacie, v ¢om
metoda spociva, pravdepodobne by sme narazili na nasledujice zakladné vysvetlenie.
Metoda bootstrap simuluje, ¢o by sa stalo, ak by sme pozorovali opakujice sa vzorky zo
zékladného siboru tym spdsobom, ze z dostupnych dat vytvori nové nahodné vybery
(prevzorkovania, replikdcie). Tieto ndhodné vybery mozu mat mensi rozmer, ako je roz-
mer poévodného ndhodného vyberu dat a mozu byt vytvorené s opakovanim alebo bez
opakovania. Najlepsie vysledky metdda vacsinou dosahuje, ak st bootstrapové ndhodné
vybery konstruované s opakovanim a rovnakym rozsahom ako pévodny vyber. Obrazok
1.1 predstavuje najzakladnejsi princip metdédy bootstrap.

X (origindl) —» (replikécie) XT X; X§ ce X%
X, X3 Xo X3 e X1
X5 X Xo Xs e Xs
X3 nahodny vyber s vracanim X6 X3 X5 t X2
X4 > X4 X4 X s X1
X5 X1 X1 X3 T Xy
X X6 Xo X1 te Xy

Obrazok 1.1. Zakladny princip metédy bootstrap predstavuje ndhodny vyber s vracanim z povodnej
vzorky dat s rozsahom n (v tomto pripade 6) a konstrukcia B replikécii.



1.2 Pouzitie metédy bootstrap

Predpokladajme, ze mame k dispozicii nahodny vyber X4, ..., X, pozorovanych hodnot.
Kedze Xj,...,X, st ndhodné veli¢iny, maju distribuéni funkciu F' a nech 6 = 6(F)
je neznamy parameter, ktory chceme na zaklade realizacie tohto ndhodného vyberu
Xy, ..., X, odhadnit pomocou statistiky T,, = T,,(X1, ..., X,). Inymi slovami, chceme
najst bodovy odhad parametra 6, ktory oznacime =T, = T.(X1,...,X,). Budeme
predpokladat, ze Statistiku (odhad) méme a moéZeme pristupit k hladaniu vlastnosti
tohto odhadu. Najcastejsie statistické otazky dopadaju na vychylenie odhadu, rozptyl,
resp. smerodajni odchylku odhadu, intervaly spolahlivosti, pripadne kritické hodnoty
pre testovanie hypotéz.

V tomto momente nastava otazka, aki metédu zvolit pre odhadovanie vlastnosti
daného odhadu. Pokial rozsah povodnych dat je dostatocne velky, mozeme sa opriet
o centralne limitné vety a asymptotické vlastnosti. V praxi ale velmi casto nastane
situacia, ked tento predpoklad splneny nie je. Vtedy prichddza metdéda bootstrap so
svojim riesenim.

7 informacii z predoslej a tejto sekcie si mézeme sformulovat zakladny postup, ako
sa pomocou metddy bootstrap vlastnosti statistik hladaja. V nasledujucej sekeii si uka-
zeme zakladny algoritmus aplikovatelny v pripade, ze nas pévodny vyber, ktory mame
k dispozicii, tvoria nezavislé data.

1.3 Bootstrap pre nezavislé pozorovania

Majme X, ..., X, nezavislé a rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s distribu¢nou fun-
kciou F', a nech § = 0(F') je nezndmy parameter urceny rozdelenim F', ktory chceme na
zéklade realizacie tohto nahodného vyberu Xi,..., X, odhadniuf pomocou statistiky
T, = T,(Xy1,...,X,). Dalej budeme predpokladat, Ze o distribu¢nej funkcii £ mame
minimum informécii, preto odhadovat vlastnosti statistiky 7, na zaklade funkcie F' nie
je mozné.

Metoda bootstrap je zalozena na takzvanom plug-in principe. Ide o velmi jedno-
duchy postup, kde neznamu distribu¢nt funkciu F' nahradime nejakym jej odhadom,
najcastejsie empirickou distribucnou funkciou F), definovant vztahom

1 n
Fn(l’) = ﬁZI[Xz‘SQT] .
i=1

V tomto jednoduchom principe spociva sila metody bootstrap, ktory zaroven pred-
stavuje zakladny predpoklad metdédy. Pouzitim empirickej distribucénej funkcie totiz
nestracame ziadnu informaciu o poévodnych datach ani o povodnej distribucénej funkcii
F. O vlastnostiach empirickej distribuc¢nej funkcie spojenych s bootstrapom sa moézeme
docitat v knihe van Es a Putter (2009, str. 5-6).

Poznamka 1.1. Metdéda bootstrap tak, ako ju uviedol B. Efron vo svojej prvej pub-

likacii, je takzvany neparametricky bootstrap. Navyse existuje este parametricky bo-
otstrap, ktory je vhodny v pripade, Ze pozname rozdelenie vyberu X = X,..., X,
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¢ize pozname distribuénu funkciu F() az na nezname parametre. V tomto pripade
sa postupuje tak, ze odhadneme nezname parametre a dalej pracujeme s distribu¢nou
funkciou F' (B) Vidime, ze parametricky bootstrap vyzaduje aspon znalost tvaru dis-
tribuc¢nej funkcie, kym neparametrickd metédu bootstrap mézeme pouzif na ziskanie
vlastnosti odhadu bez akejkolvek znalosti povodného rozdelenia.

Na to, aby sme mohli skimat niektoré sStatistické vlastnosti 7, (napr. intervaly
spolahlivosti), musime poznat rozdelenie jej standardizovanej verzie, ozna¢me ju R,, =

R,(X1,...,Xy; F). Napr. R, = /n(T, — ). Dalej si ozna¢me

distribu¢nu funkciu statistiky R,. Veli¢iny X7,..., X}, ktoré dostaneme spominanym
prevzorkovanim, ¢ize ndhodnym vyberom s vracanim z povodnych dat X,..., X, tvo-
ria tzv. bootstrapovy vyber so zndmym rozdelenim danym distribuc¢nou funkciou F;,
(bootstrapovy vyber je takisto nezavisly). Poznamenajme, Ze z vlastnosti empiricke;
distribucnej funkcie plynt nasledujice rovnosti

kde P* znac¢i pravdepodobnostnii mieru indukovani bootstrapom, ¢ize podmienenti
pravdepodobnost pri danych Xi,..., X, a

n 1. L
E*X] = ZXZ-P*(XT =X;)=— ZXZ- = X,, (1.1)
i=1 ni4
n 1 n 7
var* X| = Z:(XZ — E*XZ-*)QP*(XI‘ =X;)=— Z(X% — Xn)Q. (1.2)
i—1 i—1

E*(-) respektive var*(-) znamend, Ze ide o podmienené charakteristiky, ¢ize E* X =
E(X7| Xy,...,X,) avar* X7 = var(X] | X1,...,X,).

Podobne ako pre prvé dva bootstrapové momenty, pomocou funkcie F;, si skon-
struujeme aj bootstrapové verzie Statistiky 7T, a jej distribuc¢nej funkcie. Dostavame
0 = 0(F,), Tr = T.(X5,...,X}), R = R,(X7,..., X}, F,). Vlastnosti a rozdelenie

Statistiky 7, budeme skiimat na zdklade jej bootstrapovej verzie T*. Dalej budeme
potrebovat distribu¢na funkciu R},

H}, (2) = P[R} < o).

Stanovit presné hodnoty tychto teoretickych charakteristik ziskanych metédou boots-
trap by si vyzadovalo velké mnozstvo operacii, ¢o v praxi aj pri relativne malom n nie je
mozné. Preto sa postupuje metoédou Monte-Carlo, kde sa B-krat vygeneruje ndhodny
vyber s rozdelenim F), (ziskame spominané prevzorkovania), pre kazdy takto vyge-
nerovany vyber sa spocitaju hodnoty statisttk 77 a Rj, ¢im ziskame T7,,...,77 5 a
, R}, g, na zéklade ktorych si spocitame vlastnosti ako vychylenie, rozptyl alebo

*
n71,--.
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rozdelenie, ktoré potom vztiahneme na charakteristiky povodnych statistik. Napr. pre
vychylenie plati

Bias™T = B > Tny—T,
b=1
rozptyl dostaneme zo vztahu

1 B

e o) * 1 & * \2
var Tn _EI;( n,b_EZZ::lTn,i)

a konecne rozdelenie R}
=, 1 &
Hp (r) = 5 I; Iigs  <a-

Vidime, Ze metoda bootstrap je akasi kombinacia plug-in principu a metédy Monte-
Carlo.

Priklad 1.1. Skimajme ¢asy medzi prichodom 41 aut v pevne zvolenom mieste na ceste
do Bedfordshire, Anglicko. Pre dané data (prebrané z Hand et al. (1994)) sme vypoci-
tali, Zze vyberovy priemer ¢asov medzi jednotlivymi prijazdami je £ = 7.8 a smerodajna
odchylka s = 7,87. Z histogramu na obrazku 1.2 vidime, Ze rozdelenie dat je mozné
modelovat exponencidlnym rozdelenim Exp(%), z ¢oho dostavame vzorce napr. pre
smerodajni odchylku z v tvare oz = % ~ = = 1,24. Druhy sposob, ako urcit smero-
dajni odchylku z, je pomocou metdédy bootstrap. Budeme postupovat tak, ze si 200-krat
(B = 200) napocitame & pre 200 roznych bootstrapovych vyberov z pévodnych dét,
dostaneme 77, ..., T3y, a z tychto vypocitame o} = 1.23 ako vyberova smerodajni od-
chylku. Vidime, ze smerodajnd odchylka vypocitana pomocou bootstrapu je hodnotou
velmi blizko oz. Na obrazku 1.2 mo6zme vidiet vlavo histogram povodnych pozorovani

doby medzi prichodom dvoch po sebe iducich aut, v strede histogram jednej bootstra-

3 s Ak Ak
povej vzorky a vpravo histogram 7, ..., Z5.
o [ ] wn [ ] ]
- — o
— ™
S 3 &
N
Te} wn o
-
. [ . .
1717 17T 17T 17T 1T 1717 17T 17T 17T 1T 11T 1T 71T 717
05 15 25 35 05 15 25 35 56 789 11

Obrazok 1.2. Postupne zlava: histogram doby medzi prichodom dvoch po sebe iducich aut, histogram
jednej bootstrapovej vzorky a nakoniec histogram z7, ..., Z5q,-
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1.4 Intervalové odhady pomocou metédy bootstrap

V statistike sa drviva vacsina problémov konstrukcie intervalovych odhadov opiera o
aproximdaciu pomocou centralnej limitnej vety. V tejto sekcii si ukdzeme, ze intervalové
odhady zostrojené pomocou metddy bootstrap mozu byt presnejsie ako odhady ziskané
aproximéaciou pomocou normaéalneho, resp. Studentovho rozdelenia. Pripomenme si v
skratke, ako vyzerd klasicky interval spolahlivosti

(Tn - Ulfoz/2Sn> Tn - Ua/QSn)7 (13)

kde S, je odhad smerodajnej odchylky statistiky T), a uq /2 je prislusny a-kvantil, ktory
odvodime z predpokladu, ze
T,—0 .
R,= S N(0,1). (1.4)

n

Tento predpoklad je na mieste iba pre n — oco. Pre déta s koneénou pocetnostou ide
len o aproximéaciu, ktora sa navyse stava nepresnejSou s klesajicim rozsahom dat. V
roku 1908 W. S. Gosset odvodil lepsiu aproximaciu pre pripad, ze T,, = X a to

T.,—6
Sn

R,= ~ b1, (1.5)
kde t,,_1 zna¢i Studentovo rozdelenie o n — 1 stupnoch volnosti. Tato aproximéacia je
presnou v pripade, Ze T, = X a data pochddzaji z normélneho rozdelenia. Naviac inter-
val spolahlivosti zostrojeny pomocou (1.5) byva dlhsi ako interval zostrojeny pomocou
(1.4) (z dovodu neznamej smerodajnej odchylky). Ako vidime, pouzitim (1.5) nepoci-
tame so Sikmostou dat a takisto nekorigujeme vysledky o chyby plynice z porusenia
predpokladu 7,, = X. Nasledujici odstavec v kratkosti predstavi metédu, ktord riesi
spominané problémy.

Bootstrap-t intervaly

Prvou moznostou, ako nahradit klasicky interval spolahlivosti, je pouzit bootstrap-t
intervaly. Tato metoda odhaduje rozdelenie R,, priamo z dat. OpiSeme cely algoritmus.
Najprv generujeme B vyberov X7, ..., X}, z pévodného vyberu X = Xj,..., X,,. Pre
kazdy takyto vyber nadefinujeme

Ri) =gt b=l (1.6)
kde T¥(b) je hodnota statistiky 7, pre bootstrapovy vyber X; a S’(b) je odhadnuta
prislusnd smerodajnd odchylka vyberu X;. Dalej budeme potrebovat ziskat kvantily
rozdelenia veli¢iny R;,(b). Tie spoc¢itame ako ), = X(|a|) , Cize ako vyberové kvantily
z usporiadaného vyberu R (1),..., R} (B). Tym ziskame 100(1—a) percentny bootstrap
t-interval spolahlivosti v tvare

(Tn - U’){—a/Z ’ Sn7 T, — U’Z/Q ’ Sn) (17>

13



Vidime, ze v algoritme na ziskanie bootstrap-t intervalu pracujeme s odhadom smero-
dajnej odchylky S (b) vyberu X;. Ak tento odhad nemame k dispozicii, zvyc¢ajne ho
hladame opat metddou bootstrap. Tym sa vSak metoda stava dost vypoctovo narocnou,
pretoze potrebujeme B; vyberov na ziskanie kvantilov a v kazdom tomto vybere B,
vyberov na ziskanie smerodajnej odchylky, celkovo teda B;.By vyberov.

Poznamka 1.2. Bootstrap-t metdda je popri vypoctovej naroc¢nosti aj znacne nepresna
uz pri malych poc¢toch odlahlych pozorovani. Nasledujica sekcia popisuje v skratke viac
robustnejsiu metodu.

Percentilové intervaly

Predstavme si, ze chceme vypocitat 95% interval spolahlivosti pre odhad strednej
hodnoty zakladného siboru . Percentilovd metéda pracuje tak, ze odhadne 0,025 a
0,975 percentné kvantily odhadu pomocou metody bootstrap a tieto odhady potom
pouzije ako koncové body 95% intervalu spolahlivosti. Vo vSeobecnosti to znamena, zZe
metoda pocita intervalovy odhad parametra 8 pomocou kvantilov distribucnej funkcie
nestandardizovanej statistiky 77 (b). Ked oznacime G () ako distribu¢ni funkciu 777 (b),
potom percentilovy interval spolahlivosti ma tvar

kde G*71(a) je a-percentny kvantil distribuénej funkcie G (z).

Pozndmka 1.3. Princip ziskavania kvantilov z bootstrapovych vyberov je podobny ako
pri bootstrap-t metoéde. Nagenerujeme X7, ..., X% bootstrapovych vyberov, vypoci-
tame hodnotu Statistiky 77%(b) pre kazdy bootstrapovy vyber, zoradime ich podla
velkosti tak, aby T7%(1) < ... < T¥(B) a z nich ziskame dolni a hornt hranicu in-
tervalu podla pozadovaného koeficientu spolahlivosti tohto intervalu v tvare B.a/2 a
B.(1 —«a/2). Napr. pre B = 1000 a a = 5 % s1 to 25-ta a 975-ta hodnota z usporiada-
ného suboru.

Priklad 1.2. Skimajme otézku korektnosti intervalového odhadu. Porovname dve me-
tody, a to interval zostrojeny pomocou CLV a percentilovy interval. Budeme mat k
dispozicii nahodny vyber z normovaného normélneho rozdelenia X1, ..., X5y. Parame-
ter 6, ktory chceme odhadnit, si zvolime e, kde pn = EX;, v naSom pripade je spravna
hodnota e = 1. Ako odhad parametra § pouZijeme standardne 0 =T, = e*n. Pre od-
had smerodajnej odchylky v intervale spolahlivosti pomocou CLV pouzijeme bootstrap
takisto ako na zostrojenie histogramu 7 (Kedze rozdelenie ndhodného vyberu pozname,
mohli by sme nagenerovat niekolko vyberov priamo, ale predpoklad o znAmom rozdeleni

nebudeme brat do tvahy a dalSie vybery nagenerujeme metédou bootstrap).
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Obrazok 1.3. Vlavo: Histogram rozdelenia Statistiky T,, = exp(X,,) zostrojeny pomocou 1000 bootstra-
povych replikicii. Cervena bodkovan &iara znaéi interval spolahlivosti zostrojeny pomocou centrélne;
limitnej vety, modra Ciarkovana Ciara zasa percentilovy interval . Vpravo: Rovnako ako vlavo, s tym
rozdielom, e ide o histogram rozdelenia $tatistiky log(T}) = X,.

95% percentilovy interval spolahlivosti sme pocitali v tvare

(@;’;‘1(%), G, - %)) — (0.71,1.50),

a 95% interval spolahlivosti na zéklade CLV v tvare
(€ + gy - S% X 4 uy_g - S5) = (0.62,1.40).

Na obrazku 1.3 vidime, Zze v prvom pripade, kde histogram vykazuje vyrazne Sikmé
rozdelenie, nedava klasicky interval prilis dobré vysledky na rozdiel od percentilového
intervalu, avSak po logaritmickej transformacii, ktora znormalizuje sikmé rozdelenie, uz
obidve metody vykazuju prakticky totozné vysledky.

Podme sa blizsie pozriet na presnost intervalovych odhadov v ¢islach. Za tymto tce-
lom porovnajme presnost klasického intervalu spolahlivosti a percentilového odhadu.
Pod pojmom presnost intervalového odhadu rozumieme schopnost odhadu dodrzat po-
zadovany koeficient spolahlivosti. Ilustrujme si situaciu na priklade 1.2 v nasledujticej
tabulke. Odhad smerodajnej odchylky v intervale spolahlivosti aproximaciou normal-
nym rozdelenim sme opét zostrojili bootstrapom.

Met6da zostrojenia intervalu Chyba zlava (%) Chyba sprava (%)
Aproximacia normélnym rozdelenim 1.3 6.7
Percentilova 4.3 3.7

Tabulka 1.1. Vysledky su zostavené na zdklade 300 simuldcii intervalov spolahlivosti pre 8 = exp(u)
pre nahodny vyber z normovaného norméalneho rozdelenia o velkosti 20. Cisla predstavuji percentu-
alne vyjadrenie situacie, kedy interval ,minul“ spravnu hodnotu 1.0 zlava, resp. sprava. Napr. chyba
zlava znamenad, ze lavy koncovy bod intervalu je vacsi ako 1.0. Ak budeme predpokladat, ze zostrojené

intervaly boli 95%, potom idedlne hodnoty chyba zlava aj chyba sprava sd rovné 2.5 %.
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7 tabulky 1.1 vidime, Ze interval zostrojeny pomocou CLV ma az prilis vysokua kry-
ciu schopnost zlava, avSak sprava prekracuje pozadovani chybu az o 4.2 %. Percentilova
metoda dava viac vyrovnané hodnoty zlava a sprava, ale celkovo nekryje odhad para-
metra prilis spolahlivo. Toto je sposobené neparametrickym pristupom, presnejsie tym,
ze percentilovy interval nepracuje s rozdelenim povodného vyberu, ale pouziva empi-
rické (bootstrapové) rozdelenia.

Ak zhrnieme doterajSie poznatky, mozeme konstatovat, ze bootstrap-t intervaly
maju velmi dobré teoretické vlastnosti, ale ukézalo sa, ze v praxi je ¢asto nepouzi-
telna z dovodu malej robustnosti voci odlahlym pozorovaniam a je vypocetne narocna.
Percentilové intervaly st univerzalnejsie, menej vypoctovo narocné, ale nemaji uspo-
kojivé pozadované pokrytie (vid tabulka 1.1). Presnost percentilovych odhadov je iba
Op(n~Y2), €o je sposobené tym, ze percentilové intervaly nezahfiiaji informaciu o po-
vodnom odhade T;, a jeho smerodajnej odchylke (viac v Hall (1992, str. 83-84)). Preto
vznikli ,vylepSené“ verzie percentilovych intervalov, a to tzv. BC, (bias-corrected and
accelerated) intervaly, ktoré zlepsuju pokrytie intervalov a ABC' (approzimate bootstrap
confidence) intervaly, ktoré navyse znizuju obrovskd vypocetni naro¢nost BC, inter-
valov.

BC, intervaly

Uz vieme, ze tato metdda zlepsuje presnost percentilovych intervalov spolahlivosti.
Zlepsenie spociva v tom, ze vyber kvantilu zavisi na dvoch konstantach a a Z; nazy-
vanych akcelerdacia a redukcia vychylenia. Veli¢ina 2, zjednodusene meria a odstranuje
nesulad medidnu odhadu 7}, a 77, a veli¢ina a predstavuje mieru zmeny smerodajnej
odchylky T,,. Tvar BC, intervalového odhadu je teda podobny ako pri percentilovej
metdde, . A

(G o), Gy Haz)),

kde é;_l(a) je opat a-percentny kvantil distribucnej funkcie nestandardizovanej Sta-
tistiky a

oy = 25+ ZP T D2 ; ay =® | 25+ ZP —f Plzof2 ;
1 —a(20 + uay2) 1 —a(Z0 4+ u1—ay2)

kde ®(-) je distribuéna funkcia normovaného norméalneho rozdelenia a w, je kvantil
tohto rozdelenia.

1.5 Volba poctu bootstrapovych vyberov

Pri pouzivani metody bootstrap zvycajne plati, Zze chyba bootstrapovych odhadov je
zloZzend z chyby aproximécie skutoénych charakteristik metédou Monte Carlo (resam-
pling variability) a takisto z variability danej povodnym vyberom (sample variability).
Preto by poc¢et B bootstrapovych vyberov (MC simulédcii) mal byt taky velky, aby chyba
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plyntca z Monte Carlo aproximécii bola zanedbatelna. V skratke si opiSeme teoretické
odvodenie optimalneho poc¢tu B, napr. pre odhad rozptylu.

Predpokladajme Xj,..., X, itd ndhodné veiliciny. Uz vieme, ze odhad rozptylu
statistiky 7, na zédklade B bootstrapovych vyberov ma tvar

VaI‘B - — ,b_ - — ’b_i i .

Ak si oznac¢ime m/r\;oT,f ako idealny rozptyl statistiky, tak plati, ze Vgr\’gT;‘ je vacsi ako
Va/r\goT * a takisto vary T =i @T,’:. Ak odhad rozptylu na zaklade B vyberov je ovela
vacsi ako idealny odhad, tak chyba plynica z MC simulécii je prilis velka. Da sa ukazat,
ze aby sme dosiahli to, ze odhadnuty rozptyl je presne 5 % zo skuto¢ného (idedlneho)
rozptylu, mézeme sa riadif nasledujicou nerovnostou,

40var?(X;)
B>n- .
= E(X—EX1)t — var(X))

Dokaz ndjdeme v knihe van. Es a Putter (2009, str. 17-20).
Pokial by sme chceli odhadntt kvantily, resp. distribu¢nt funkciu, mézeme sa riadit

nasledujucim:
=eée,+ B tloglog B,

kde e,, = sup,cp ‘H o —H F’ (vid Praskova (2004a), str. 11). Pokial by sme znova chceli
dosiahnuf maly pomer medzi chybou MC aproximacie a ¢,, musi platif
B~ lloglog B = o(e?) a ak €, = Oy(n — 1), potom B = n?log log n. Z obrézku 1.4
vidime, ze B = 200 sa javi ako minimélna hranica poc¢tu vyberov pre odhad bodovych
charakteristik a B = 1000 ako miniméalna hranica pre odhad kvantilov, resp. distribuc-
nej funkcie.
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Obrézok 1.4. Vlavo: bootstrapové odhady strednej hodnoty Statistiky exp(X,) v zévislosti na pocéte

bootstrapovych vyberov. Vpravo: bootstrapové odhady 90% kvantilu Statistiky exp(X,) v zévislosti
na pocte bootstrapovych vyberov. Pozorovania Xj, ..., Xo¢ st iid s X7 ~ N(0,1).

V nasledujicej kapitole opiSeme teédriu o ¢asovych radoch, ktori budeme potrebovat
pri aplikacii metédy bootstrap na ¢asové rady s podmienenou heteroskedasticitou.
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Kapitola 2

Financné casové rady

Pod pojmom c¢asovy rad si mozeme predstavit aktukolvek postupnost dat Xy, ..., X,
chronologicky usporiadand v c¢ase. Na tuto postupnost sa zjednodusene mozeme poze-
rat ako na subor cisel s c¢asovym usporiadanim, z ktorych si napr. mézeme spocitat
deterministicky pohlad). Druhym, velmi délezitym rysom takychto postupnosti je ich
nahodnost. Pokial zoberieme na zretel aj tento aspekt, ¢asovy rad pre nas uz nepredsta-
vuje len jednoduchti postupnost Cisel, ale akysi ndhodny proces s presne definovanymi
vlastnostami. Na zéklade tohto faktu mézeme nahodny proces (v nasom pripade Spe-
cidlne ¢asovy rad) konstruovat generatorom nahodnych ¢isel s takymi vlastnostami, aby
nam v zmysle ndhodnosti vygeneroval postupnost dat, velmi podobnu ¢asovému radu,
ktory chceme analyzovat.

Asi vacsina finanénych studii pracuje nejakym sposobom s vynosmi investicie. Mozno
sa poniika otazka, preCo sa namiesto vynosov nepracuje priamo s cenami prislusnych
aktiv. Campbell, Lo a MacKinlay (1997) toto zdévodnili tak, ze po prvé pre priemer-
ného investora su vynosy kompletnym a lahko porovnatelnym ukazovatelom investicie.
Po druhé, casovy rad vynosov méa z hladiska jednoduchosti Statistickej analyzy ovela
prijemnejsie vlastnosti ako ¢asovy rad ceny aktiva.

Predpokladajme teda diskrétny casovy rad, popisujuci spravanie logaritmickych
mier zisku (log returns)

P, - P
rt=10g<1+t i 1), t=1,2,...,

kde {P;,t = 0,1,2,...} je cena finanéného aktiva (cenného papieru, ceny akcie atd.) v
case t. Taylorov rozvoj veli¢iny r; ukazuje, ze r; je hodnotami velmi blizko argumentu
(P, — P,—1) / Pi_1, ktory popisuje relativnu zmenu procesu { P} v ¢ase. Existuje velké
mnozstvo roznych modelov ¢asovych radov, takisto ako velké mnozstvo teoretickych,
resp. empirickych dékazov o vhodnosti jednotlivych modelov pre rézne typy ¢asovych
radov z realneho sveta. Niektoré zakladné, ktoré sa najcastejsie pouzivajui na modelo-
vanie finanénych casovych radov, teraz opiseme.
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Vseobecny model, ktory si zavedieme a od ktorého sa budi odvijat niektoré Speci-
fickejsie modely, budeme uvazovat v tvare

Xt = m(thl, C.e 7Xt7p) + 0-(th17 e ,Xt,p)éit, t c Z, (21)

kde m(-) a o(-) st nezname hladké funkcie (o je nezdpornd) a &; st iid ndhodné veli¢iny
s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom. Zvycajne mame k dispozicii
pozorované hodnoty Xi, ..., X, ¢ize budeme predpokladat, Ze ich hodnoty pozname.

Model (2.1) vychddza zo vSeobecného stochastického zépisu casového radu, kde X,
zavisi na aktudlnej a vsetkych minulych hodnotach inovacii, resp. Sokov e, tj.

Xt = f(etvet—la .. ')7

kde f je neznama funkcia. Funkcia f vSeobecne moéze byt nelinedrna, potom hovorime
o nelinearnych modeloch. AvsSak tento zapis nie je v praxi pouzitelny, pretoze obsa-
huje neobmedzene vela parametrov. Castejsi zapis tohto modelu je pomocou prvych
dvoch podmienenych momentov. Ozna¢me ();,_; ako o—algebru generovanu akoukol-
vek dostupnou informéciou do casu ¢t — 1 vratane. Typicky je tato informacia tvorena
kombinaciou prvkov z {X; 1, X; o,...} a {e;_1,€1-9,...}. Zapis pomocou prvych dvoch
podmienenych momentov je v tvare

E(Xt ‘ Qtfl) = /,I,t = m(Qt,l), Var(Xt | Qt71> = 0-1‘,2 = O'2<Qt,1), (22)

kde m a o st vhodné funkcie, o(x) > 0, a spolu so zapisom procesu v tvare X; = pi; +e;,
kde e; = 0y - €1, nAm dava najcastejsi tvar zapisu nelinedrneho procesu

Xt = [t + o0y = m(Qt_l) + U(Qt—l) - E¢, (23)

kde znova ¢; st iid nahodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozp-
tylom.

KlIticovi rolu pri analyze ¢asovych radov zohrava schopnost odhadnit funkcie m(-) a
o(+), kde postup odhadovania sa vyrazne 1i$i v zavislosti na tvare tychto funkcii. Avsak
ani tvar tychto funkcii nemusi byt v ¢ase analyzy radu znamy, v tomto pripade sa musia
pouzit neparametrické metoédy uvedené v sekcii 2.3.

Pozndmka 2.1. Pre nelinedrne m(-) a o(-) moze byt model X; = m(X;_1) + o(X;_1)ey
(model (2.1) pre p = 1) interpretovany ako
dSt = m(St_l) + U(St)th,

ktory sa pouziva ako zakladny kamen Black-Scholesovho pristupu k modelovaniu cien
opcii, kde W, je standardny Wienerov proces.

2.1 Modely s podmienenou homoskedasticitou

V tejto casti préace si predstavime niekolko zakladnych modelov s podmienenou homos-
kedasticitou. VSeobecny model v tvare (2.1) sa v pripade podmienenej homoskedasticity
zredukuje na tvar

Xt = m(Xt_l, c. 7Xt—p) + o0&y, (24)
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kde o > 0 je konstanta a ¢, st 7¢d nahodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a jed-
notkovym rozptylom. Oznacme dalej e; = oe;. VSeobecne sa predpoklada, ze ndhodné
veli¢iny e; tvoria tzv. biely Sum, tzn. postupnost nekorelovanych a rovnako rozdelenych
nahodnych veli¢in s

Ee; =0, var(e,) =0%, a cov(e,e;) =0, pre vietkyi# j.

Znacime {e;} ~ W N (0, 0?). Postupnost nezdvislych a rovnako rozdelenych ndhodnych
veli¢in s nulovou strednou hodnotou a koneénym rozptylom o2 je Specidlny pripad
bieleho Sumu, tzv. striktny biely Sum. Znacime {&,} ~ I1D(0,c?).

2.1.1 Autoregresny model

Zacnime s modelom, kde funkciu m moézeme zapisat v tvare m(X;_i,...,X;—p) =
SP L piXi;. Autoregresny model rddu p (autoregressive model) mé tvar

AR(p): Xi=wpiXia+.. .+, X p + ey, (2.5)
kde {e;} ~ WN(0,0?).

Zapis AR(p) modelu sa ¢asto uvadza pomocou tzv. autoregresného operdtora p(B) =

1—p1B—...—¢,BP, kde B je operdtor casového posunu s vlastnostami
BXt = Xt—la (26)
BJXt - Bjil(BXt) - Bjilthl —_ ... = thj- (27)

Pomocou autoregresného operatora mozeme model (2.5) zapisat ako
SO(B)Xt = €.
Stacionarita casovych radov

Stacionarita ¢asovych radov je dolezita vlastnost, ktora zarucuje uréitym spdsobom
casovu invariantnost. RozliSujeme dva typy stacionarity, ktoré si teraz zadefinujeme.

Definicia 2.1 (Slab4 stacionarita) Casovy rad {X;,t € Z} je slabo staciondrny, ak
E(X?) < oo pre vietky ¢ a

1. E(X;) je konStantnd, nezavisla na t, a
2. cov(Xy, Xiir) je nezavisla na t pre vsetky k

Definicia 2.2 (Striktnd stacionarita) Casovy rad {X,,t € Z} je striktne stacionarny,
ak pravdepodobnostné rozdelenie ndhodného vektoru (Xy,, ..., X;, ) je rovnaké ako roz-
delenie vektoru (Xy, yn, ..., X¢,+n) pre lubovolné h € Z, n € Na ty,...,t, € Z.

Proces AR(p) je staciondrny, ak vsetky korene polynému ¢(z) lezia mimo jednot-
kového kruhu v komplexnej rovine (Praskova (2004b)).
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2.1.2 ARMA model

Zmiesané ARMA procesy st velmi oblibenym a zaroven dolezitym nastrojom na ana-
Iyzu casovych radov. Z predpisu (2.8) procesu vidime, Ze nezodpovedd vSeobecnému
modelu (2.4), ale ARMA procesy uzko stuvisia s GARCH procesmi, ktorymi sa budeme
zaoberat nizsie, preto si aspon v kratkosti uvedieme ich popis. Tomuto procesu sa hovori
zmiesany, pretoze je kombindciou procesov AR(p) a MA(q) (moving average):

Xt = SplXt—l + ...+ ()OpXt—p + e + Glet_l + ...+ Qqet_q, (28)

Zapis ARMA modelu (2.8) pomocou operatorov ma tvar
©(B)X; = 0(B)ey, (2.9)

kde A(B) sa analogicky ako u autoregresného procesu, nazyva operdtor klzavijch sictov
vitvare (B) =1+6,B+...+6,B%

Proces ARMA(p, q) je (slabo) stacionarny, ak vsetky korene polynému ¢(z) lezia
mimo jednotkového kruhu v komplexnej rovine. Cize ak plati, ze |z1], ..., |z,| > 1 (viac
v Praskovéa (2004b)).

Poznamka 2.2. Proces ARMA(1,1): Xy = p1X;_1 + €, + 016,71 je staciondrny pre
|1 |< L.

2.1.3 ARIMA model

Procesy ARIMA(p,d, q) (autoregressive integrated moving average) sa vyuzivaji k mo-
delovaniu c¢asovych radov, kde data vykazuji urciti nestacionaritu, ale mézeme ich
stacionarizovat vhodnym diferencovanim. VSeobecny zapis modelu ARIMA (p, d, q) uve-
dieme v tvare pomocou operatorov

o(B)w, = o+ 0(B)ey, (2.10)

kde
wy = AYX,. (2.11)

Pokial budeme predpokladat, Ze veli¢ina w; predstavuje d-tu diferenciu modelovaného
(nestacionarneho) c¢asového radu X;, a diferencovanim tohto radu vznikne rad staci-
onarny, mézeme vysledny rad (2.10) modelovat pomocou zmiesaného procesu ARMA.

Pozndmka 2.3. Prikladom ARIMA procesu je ndhodna prechadzka X; = X;_ 1+ ¢, Cize
model ARIMA(0, 1,0).

21



2.2 Modely s podmienenou heteroskedasticitou

Modely, ktoré sme si predstavili v predchadzajucich sekciach, boli linedrne modely ca-
sovych radov. Vo financiach avsak takyto predpoklad na data klast nemozeme, pretoze
ako sa ukazalo, vela vztahov v makroekonomickych a finan¢nych casovych radoch je
nelinedrnych. Tieto (vnitorne) nelinedrne vztahy maji za nésledok fakt, ze linedrne
modely nedokazu zachytit niektoré typické vlastnosti finanénych radov. Mozeme spo-
menut niekolko takychto vlastnosti:

o leptokurtické rozdelenie je rozdelenie, ktoré sa vyznacuje tzv ,uzsim pasom“ a
,tazsimi koncami®. Grafickd podoba tychto zauzivanych vyrazov znamena, Ze roz-
delenie mier zisku je viac Spicaté okolo stredu ako normaélne rozdelenie (Cize vy-
rovnani s normalnym rozdelenim, kde koeficient Spicatosti definujeme ako v, =

2 .y .. v
E(X — EX)*/ [var(X)]?), pricom na koncoch je jeho hustota vicsia;

o zhlukovanie volatility je jav, kde volatilita finanénych trhov mé tendenciu zdru-
zovat sa do zhlukov malych a velkych volatilit. Inak povedané, vysoké hodnoty
volatility si zvycajne nasledované vysokymi a nizke hodnoty nizkymi;

o pakovy efekt je velmi zaujimava vlastnost, ktora suvisi s dynamikou volatility v
case. Ide o tendenciu volatility zviac¢sovat sa viac po poklese sledovanej financénej
veli¢iny, ako po naraste rovnakej velkosti tejto veliciny.

Budeme predpokladat vseobecny zapis tohto modelu v tvare bez podmienenej strednej
hodnoty,
Xt = O'(thla s athp)gta

¢ st 1id ndhodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom.

2.2.1 ARCH modely

Prvy stacionarny model, ktory scasti zachycoval vyssie spominané vlastnosti finanénych
¢asovych radov, pouzil Engle (1982) na modelovanie inflicie v UK. Bol to prave Robert
F. Engle, ktory pomenoval tento model ARCH (Auto-Regressive Conditionally Heteros-
cedastic). T. Bollerslev (byvaly PhD Student pod vedenim prave Roberta. F. Engela) a
S. J. Taylor ho v roku 1986 zovseobecnili za tcelom lepsieho popisovania a spravania
finanénych veli¢in v redlnom svete. Tento zovseobecneny model nazvali GARCH (Ge-
neralized Auto-Regressive Conditionally Heteroscedastic). GARCH je pravdepodobne
najpouzivanejsim finanénym modelom ¢asovych radov a je nim inspirované velké mnoz-
stvo dalsich sofistikovanych modelov.
Vseobecny model ARCH(m) ma tvar
X; = o4&y, af =g+ quf,l + 4o X7

t—m>

(2.12)

kde €; st itd ndhodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom
(Casto sa predpokladd, ze maji norméalne rozdelenie N(0,1)). Zo zépisu (2.12) vidime,

7e smer zmeny ceny X; je dany znamienkom &; a velkost tejto zmeny volatilitou o2,
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ktora je nezavisla na &;.

Stredna hodnota ARCH procesu je rovna 0, pretoze
E(Xt) = E[E(Xt | Qt—l)] = E[E(O'tgt ’ Qt—l)] = E[O'tE<€t>] = E[O’tO] = 0.

kde ;1 = o(X;_1, X9, ...) je c—algebra generovand informéciou obsiahnutou v pro-
cese {X;, s <t — 1} . Pre podmieneny rozptyl dostavame

var(X; | 1) = E[(X; — E[X; | Qtfl])2 | Q4] = E[XE | Q4] = U?E(ff?) = Ut2'

Pre nepodmieneny rozptyl za predpokladu slabej stacionarity plati

ag(zvar(Xt) = E(O‘f)E(&f) =y + Z aiE(Xffi) = oo+ ai( Z a;,
i=1 =1
7 ¢oho dostavame

Qg

oy = (2.13)

1= o
Z vyrazu (2.13) vidime, ze musi platit >I" | a; < 1, ¢o je zaroven nutnd a postacujica
podmienka pre slabu stacionaritu procesu (Vanécek (2003), veta 4).

Poznamka 2.4. 7 definicie ARCH procesu vidime, ze sa dokaze vysporiadat s lepto-
kurtickym rozdelenim (pokial je ay > 0, vid Cipra (2008, str. 387)) aj so zhlukovanim
volatility (vid Tsay (2003, str. 103)), ale uz sa nedokaze vysporiadat s pakovym efek-
tom. Tento nedostatok eliminuja niektoré modifikacie zakladného GARCH modelu.

Test na pritomnost heteroskedasticity

Vsimnime si, ze ARCH(m) model mézeme zapisat ako AR(m) model v tvare
X} =ap+ o X] 1 +...+a X2, + Y,

kde Y; = X?—o0?, ¢ize chyby v tomto modeli nie st iid. Na zdklade tejto skutocnosti, po-
tom analyza prebieha rovnako ako v. AR modeloch pomocou autokorelogramov (ACF),
resp. parcidlnych autokorelogramov (PACF). Najmi PACF pre X? moze posluzit ako
vhodny néstroj na odhad rddu m. Testovanie na samotni pritomnost podmienenej
heteroskedasticity, tzv. ARCH efekt, sa robi takisto na zdklade X7, a to pomocou
Ljung—Bozovho testu zaloZzeného na tzv. portmanteau Statistike s kritickym oborom
(na hladine vyznamnosti «)

> Xia(m),

ktory sa pouziva na testovanie nekorelovanosti, to znamena, ze za platnosti nulovej hy-
potézy nekorelovanosti ¢asového radu, mé Statistika Q asymptoticky y? rozdelenie o m
stupnoch volnosti. Poznamenajme, Ze ry, znaci k—ty vyberovy autokorelacny koeficient.
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Priklad 2.1. Ukazme, ze ARCH efekt sa naozaj vyskytuje vo finan¢nych casovych ra-
doch. Na obrazku 2.1 je znazorneny priebeh casového radu percentudlnych zmien de-
vizového kurzu EUR/USD meraného v 15-minttovych intervaloch, v obdobi od 25.
01. 2011 do 11. 02. 2011. Dlzka ¢asového radu je 1247. Hodnoty napoéitané z r, =
100.(Py1 — P,)/ P, kde P, je dany devizovy kurz v ¢ase t. Déta boli ziskané pomocou
programu XTB Trader ur¢eného na internetové obchodovanie s cudzimi menami.
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Obrazok 2.1. VIavo: priebeh ¢asového radu r; percentudlnych zmien devizového kurzu EUR/USD.

Vpravo: priebeh éasového radu r7 druhych mocnin hodnét percentudlnych zmien devizového kurzu
EUR/USD.
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Obrézok 2.2. Vlavo: ACF &asového radu r,. Vpravo: PACF ¢asového radu r?.

Z obrazku 2.2 vidime, ze ACF pre casovy rad r; percentudlnych zmien vykazuje
vlastnosti bieleho Sumu, pretoze vSetky uvazované hodnoty autokorelacnych koeficientov
st nevyznamné. Rad r? druhych mocnin percentudlnych zmien uz ale vykazuje silnt
autokorelaciu v bode 1, ¢o svedci o podmienenej heteroskedasticite.

2.2.2 GARCH modely
Vseobecny model GARCH(m, s) ma tvar

Xy = o4&y, af = Qp + Z%‘Xt{i + Zﬁjat{jy (2-14)

i=1 j=1
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kde opat e; st 2id ndhodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozp-
tylom nezavislé na {X;_j, k > 1} pre vsetky t a o9 > 0, a; > 0, 5; > 0.

Predpokladajme, ze €, 1 = o(X;_1, Xy 9,...). Podobne ako pre ARCH proces, aj
tu plati
E(Xt) = E[E(Xt | Qt—l)] = E[E(UtEt ’ Qt—l)] = E[UtE(Et)] = E[UtO] = 0,
var(X; | Q1) = B(X7 | Q1) = Elofe] | Q] = 07E(e] | Q1) = 7,

o =var(X,) = B(0?)B(2) = ap + S aiB(X2 ) + 32 BB (02 ,)

i=1 j=1
m S

= ao+a§(2ai+a§(Zﬁj.
i=1 j=1

Teda pre nepodmieneny rozptyl 0% GARCH(m, s) procesu {X;} dostdvame
Qg

=30 o — 20 ﬁj'

Postacujica podmienka pre existenciu rozptylu a zaroven pre slabt stacionaritu je

2 _
O-X_

(2.15)

=1 =1

Vidime, ze zovseobecnenie modelu ARCH spociva v pridani dalSieho regresoru do rov-
nice volatility, kde volatilita procesu GARCH zavisi na oneskorenych hodntach X;_;
a af_j, 7 =1,2,... a rad tohto modelu je dany poctom tychto oneskorenych hodnét.
Specidlne model GARCH(1,1) je najpouzivanej$im modelom finanénych ¢asovych ra-
dov a napriek svojej jednoduchosti je schopny velmi dobre popisat vSeobecné volatilitné
struktury.

Tvar koeficientu Spicatosti v2 pre GARCH modely néjdeme v knihe Tsay (2005,
str. 114). Z predpokladov GARCH modelu o jeho parametroch vyplyva, Ze koeficient
Spicatosti v > 0, ¢o je v zhode s poziadavkou modelovat leptokurtické rozdelenie (a
samozrejme rovnako ako ARCH model aj zhlukovanie volatility).

2.2.3 Odhady parametrov v ARCH a GARCH modeloch

Najpouzivanejsia metodika na odhad parametrov v.ARCH a GARCH modeloch je
metéda maximélnej vierohodnosti (MLE). Metéda najmensich Stvorcov nie je vhodné
napriklad z toho dovodu, ze za pritomnosti heteroskedasticity odhady pomocou OLS
metody nie su nestranné. Nepouzivaju sa ale klasické MLE odhady z dovodu zlozitosti a
takisto z toho dovodu, ze ak nespravne pouzijeme pre model podmienené normalne roz-
delenie (tj. e; ~ N(0, 1)), klasické MLE odhady budu vécsinou konzistentne odhadovat
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len parametre modelu, ale uz nie ich rozptylové matice. Preto sa vo vicsine pripadov
pouzivaju tzv. QMLE odhady (quasi-mazimum likelihood), ktoré pocitaji odhady para-
metrov modelu podla vzorcov, ktoré by sme dostali s maximalne vierohodnym odhadom
za predpokladu normality (preto sa tento postup oznacuje niekedy ako robustny voéi
normélnemu rozdeleniu). Tento postup navrhli T.Bollerslev a J.M.Wooldridge v roku
1992.

Ukazme si najprv postup odhadu parametrov pre ARCH model. Ozna¢me o« =
(v, 01, . .., ) ako parametre ARCH(m) modelu. Podmienend hustota X; za danej
;1 (informécia obsiahnutd v procese do ¢asu t — 1) je v tvare

1 3
hle) = 2107 () o <_ 20?(“)) 7

kde oi(at) = 0y z (2.12). Kedze &; st nezavislé na ;1 = o(X;—1, Xi—a,...), zdruzend
hustota (Xi,...X,) mé tvar
" 1 7

fol@1,. . 2n) = H ﬁexp (—20t2<a)> X fla, @1, ... ),

t=m+1 \/ 2T}

kde sa dalej predpokladd, ze 1, ...,z si zname. Preto pre podmieneni (podmiernu-
jeme x1,...,x,) logaritmicki vierohodnostnt funkciu piseme
" 1 1 1 22
(o) = (—1n(27r) — —Inol(a) — =1 ) (2.17)
t:;—l 2 2 ' 20¢ ()

a volatility vyjadrujeme pomocou «y, . . ., a,, rekurentne na zéklade vzfahu

2 2 2 _

o, =ap+og, 4+ ...+ ang_,,, t=m+1...,n.

QMLE odhad parametra a je potom definovany ako vektor &, ktory maximalizuje
l(z1,..., 2, | @), Cize
& = argmax,col(T1,. .., Tm | Y),

kde © je nejaka pripustnd mnozina.

Odhady v modeli GARCH sa takisto konstruuju QMLE metédou, s tym rozdielom,
ze v. GARCH(m, s) modeli nemoZeme o7 zapisat ako sucet konecného po¢tu minulych
pozorovani X;_;, a kedze v praxi mame len konecné mnozstvo pozorovanych hodnot
X;, musime o7 aproximovat urc¢itou useknutou Castou procesu. Zvolme preto v ako
parameter, pre ktory v > m, v = v(n) — oo av/n — 0 pre n — 0o. Potom podmienenda

logaritmicka vierohodnostna funkcia pre odhad parametrov GARCH modelu méa tvar

2
1

1) =3 (-im(zw) ~ Ino?(6) - 20?(0)> |

t=v

kde 8 = (v, ..., m, b1, ..., Bs) je vektor parametrov modelu GARCH(m, s).

26



2.2.4 Predpovede volatility

U7 vieme, 7e podmienenému rozptylu o? hovorime volatilita v ¢ase t. Zaoberajme sa
znova iba modelom ARCH. Volatilita ARCH(m) modelu ma tvar

atz = Qo+ alef_l + ...+ amef_m.
Volatilitu na zaklade tejto rovnice mozeme predpovedat rovnako ako v klasickom AR
modeli. Predpokladajme teda, ze pozname hodnoty volatility az do ¢asu ¢. Hodnotu v
case t + 1, Cize predpoved o jeden krok dopredu, vypocitame zo vztahu

67,1(t) =67 = ap+ qug} + ogr 1+ .o+ Q-

Vyraz 67, ,(t) znamena, Ze ide o predpoved volatility o7, ; konstruovani v ¢ase t. Casto
sa uvadza alternativny zapis v tvare o7, = 67(1), kde 67(1) znadi predpoved volatility
znamej do casu t o jeden krok dopredu. Predpoved o dva kroky dopredu ziskame z

67,5(t) = g + 1671 () + ol + ... + UnErio -

Vseobecne predpoved o k krokov dopredu vypocitame pomocou

67e(t) = a0+ Y by (1),
=1

kde 67,,_,(t) =e},_; ak k—i <O.

2.2.5 Modifikacie GARCH modelu

Velkym nedostatkom povodného modelu GARCH je jeho neschopnost modelovat pa-
kovy efekt (vid zaciatok tejto kapitoly). Portfélio analyzy nelinedrnych casovych radov,
ale obsahuje velké mnozstvo modifikacii povodného modelu, ktoré si so spominanym
nedostatkom, a samozrejme s dalsimi inymi, vedia poradif. Spomenieme si aspon nie-
kolko zékladnych.

1. IGARCH

V knihe Cipra (2008) sa docitame, ze v zakladnom modeli GARCH, predpovede
volatility 67 " -(t) konverguji pre 7 > 0, 7 — 0o k nepodmienenému rozptylu procesu.
Uz vieme, ze model GARCH pri splneni podmienok (2.16) je staciondrny vo volatilite. V
modeli IGARCH (vsimnime si analégiu s modelom ARIMA) vsak informécia o volatilite
v Case t pretrvava vo vsetkych predpovednych horizontoch.

Tvar IGARCH(m, s) mé rovnaké vyjadrenie ako model GARCH(m, s) s tym rozdie-
lom, Ze pre model IGARCH plati Z?ialz{m’s}(ai + 5;) = 1, z ¢oho vyplyva, ze nepodmie-
neny rozptyl tohto procesu neexistuje.
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2. GJR GARCH

Tento model sa na rozdiel od povodného modelu GARCH tspesne vysporiadiva s
pakovym efektom. Uspesni modifikdciu zékladného modelu GARCH navrhli Glosten,
Jagannathan, a Runkle (1993), podla ktorych sa model pomenoval ako GJR GARCH.
Zapis GJR GARCH (1, 1) sa vacsinou uvadza v tvare,

Xo=oe, of = a0+ Xy +fof + X2 (2.18)

kde I, =1 pre X; < 0a I; =0 pre X; > 0. Vyznam poslednej sumy v modeli mozeme
interpretovat tak, ze ,dobré spravy“ (X;_; > 0) zvicsia volatilitu menej, prostrednic-
tvom «;, ako ,z1é spravy“ (X;_; < 0) prostrednictvom ay +~y; . Toto tvrdenie plati, ak
~v1 > 0 a ide skutocne o spominany pakovy efekt.

3. GARCH-M

Vo financiach ¢asto zavisi vynos aktiva od jeho volatility. Pokial investor investuje
do vysoko rizikového aktiva (zvysené riziko sa prejavi zvySenou volatilitou), ocakava
samozrejme vyssi vynos. Z tohto dévodu Engle, Lilien a Robins (1987) navrhli modifi-

kaciu ARCH modelu za uc¢elom zohladnenia spominaného javu a pridali volatilitu do
rovnice strednej hodnoty. Rozsirenim na GARCH model ziskame GARCH-M model.
Napr. GARCH(1, 1)-M model ma tvar

_ 2 _ 2 _ 2 2
Xy =mo; +e, e =0, 0f=a+ae |+ 5o .

Parameter v; je tzv. ,risk premium parameter” a pokial je 73 > 0, zvacsena volatilita
sa prejavi zvySenou turoviou radu.

4. EGARCH

Int formu asymetrie, ako ponika model GJR-GARCH, navrhol Nelson (1991). Tento
model sa v literatire uvadza vo viacerych forméch, tu sa obmedzime na EGARCH(1,1)
v tvare:

X, =0, Ino?=ag+BiIno? |+ glei 1),

kde
g(w) = 0z + (|2 — Ez]), (2.19)

kde ag, 81,60 a v su redlne parametre. Asymetria funkcie g(x) vyplyva z jej zapisu vo
forme

0+ v)er —vE|e] ake >0,
9(e) =
(0 —v)er —vE|e] ake <O.

Pozndmka 2.5. Pre chyby ¢; so Standardnym normalnym rozdelenim je E|g;| = 4/2/7.
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Model EGARCH(1,1) m6zeme zapisat v ekvivalentnom tvare
X = 048y, (1 - BlB) In Utz =0+ 9(5t—1)
a pre Ino? dostdvame

. O)e; ke 1 >0,
(1-BiB)o? = {0 T e ake 2
Oé*(’}/ — 8)(_5t—1) ak g1 < O,
kde o, = ag — v4/2/7. Plati, Ze v tomto modeli sa priebeh volatility riadi nelinearne
na zaklade znamienka X; ;. Presnejsie plati

exp(y + 9)% ak X;_1 >0,
exp(y — 9)%—:' ak X;—1 <0.

of = 0% exp(a) {
Vidime, ze priebeh volatility je rozdielne ovplyvneny znamienkom X, ; pomocou koefi-
cientov (v + 60) a (v — 0). Pakovy efekt nastdva pokial § < 0.

2.3 Odhady v neparametrickej autoregresii

Neparametricky pristup k analyze ¢asovych radov predstavuje iny sposob, ako popisovat
priebeh (finanénych) ¢asovych radov. Pripomenme si vSeobecny zapis neparametrického
modelu:

Xt :TTL(Xt_l,...,Xt_p) +O-(Xt—17~-7Xt—p>€t7 t= l,...,n, (220)

kde m(-) a o(-) st nezname hladké funkcie (o je nezdpornd) a &; st iid nahodné veli¢iny
s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom. V parametrickych metodach,
kde predpokladame, 7ze funkcie m(-) a o(:) maju ur¢iti zndmu formu a zavisia na
parametri € R*, sa analyza zvyc¢ajne uberd smerom k odhadu 0 parametra 6, ktory
je v istom zmysle optimédlny (napr. metédou najmensich Stvorcov alebo maximélne;j
vierohodnosti). Avsak pri pouziti neparametrickych metéd nekladieme na funkcie m(+)
a o(-) ziadne iné poziadavky ako hladkost funkcii. Model (2.20) sa nazyva nonparametric
autoregressive conditional heteroscedastic (NARCH) model alebo v pripade konstantne;
o(+) nonparametric autoregressive (NAR) model.

Avsak model (2.20) je uzitocny iba v pripade, ak p = 1 alebo 2. V pripade vyssich
hodnot p sa odhad neparametrickej formy funkeii m(-) a o(-) stava velmi zlozity, pokial
nepredpokladdme obrovsky pocet pozorovani. Dalej budeme predpokladat, ze p = 1.

Neparametrické modely sa nepouzivaju len v autoregresii. Zakladny princip si mo-
zeme predstavit na klasickej regresii. Majme najjednoduchsi model s dvoma (financ-
nymi) premennymi x; a y;, medzi ktorymi je nejaky vztah reprezentovany hladkou fun-
kciou m, Cize

Yi=m(Xy) +e, t=1,...,n, (2.21)
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kde m(-) je nezndma a {e;} ~ I1D(0,1). Najcastejsou tilohou neparametrického pri-
stupu je odhadnit funkciu m(-) na zdklade pozorovanych dat Xi,..., X, a Y;,...,Y,.
Najjednoduchsi odhad, ktory vychédza zo zdkona velkych &isel (8, = + & — 0),
predpokladéa, ze odhadom funkcie m je aritmeticky priemer

() = 711 iyt (2.22)

Tento odhad uz ale na prvy pohlad nie je velmi dobry, pretoze v nnom nie st zahrnuté
hodnoty X, ktoré sa od roznych hodnét argumentu x moézu znacne lisit. Preto sa
namiesto aritmetického priemeru pouzije vazeny priemer

() = jlilwxx) Y (2.23)

kde véhy w,(z) sa riadia podla toho, ako blizko (daleko) je hodnota X; od hodnoty z.
Z (2.23) vychadzaji tzv. jadrové odhady, kde jadro definujeme nasledovne.

Definicia 2.3. Nech pre lubovolni symetricka funkciu K : R — R plati

/K(y)dy=1

/ny<y>dy=0, J=1,.L

Potom K nazyvame jadro radu [.

Pozndmka 2.6. Poziadavka na symetriu jadra nie je povinna. Vac¢sinou sa ale pracuje
so symetrickymi jadrami, preto tuto poziadavku ponechdme.

My budeme pracovat iba s jadrami rddu 1. Zoberme si teda znova model (2.21)
a skimajme ho blizSie. Za tc¢elom odvodenia odhadu funkcie m(z) si zapiSeme tito

funkciu v tvare:
= F(Y X, = — 5 d
m(ZE) ( t| t m) /yf(y|x)dy_W’

kde f(z,y) je zdruzend hustota ndhodnych veli¢in X a Y. Vidime, ze k odhadu funkcie
m(x) ndm postaci odhadnit zdruzent hustotu f(z,y). Budeme pracovat s neparamet-
rickym odhadom zdruzenej hustoty v tvare

A 1 L r—X; y—Y, 1 &
o = i 3o (52 K (1) = 3K (o= ) i - ¥,

kde K (-) je jadro a hy, resp. hy, je tzv. Sirka okna, resp. vyhladzovaci parameter. VSim-
nime si, ze sme oznacili Kj(-) = Kj(-/h)/h. Tento zapis je velmi casty v tedrii nepara-
metrickych odhadov. Pomocou tohto odhadu dostdvame

/yf(w,y)dyz 1/ ) Ky, (x — Xy) Ky, (y = Yy) dy.

n
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Na zdklade vlastnost{ z definicie jadra [ K(y)dy =1 a [yK(y)dy = 0, potom takisto
plati [ yKy, (y —Y;) dy =Y a Citatel sa zjednodusi na

/yf(fﬁ,y)dy— ZKh (z — X,) Y,

t 1

Pre menovatel podobnym postupom ziskame

/f(x,y)dyziZKm - X)) /Khy y—Yd ZKM - X)) = f().
t=1

Teda pre konecny neparametricky (jadrovy) odhad m(x) plati:

i1 Ko, (v — X)) Y,
Sty K, (v — X3) '

Tomuto odhadu sa hovori Nadaraya- Watsonov odhad pre podmienent strednii hodnotu.
Pre autoregresny model polozime Y; = X;,; a dostavame

m(zx) =

?:_11 K, (v — Xt) X1

i) = S K, (2 — Xo)

(2.24)

Pre odhad podmieneného rozptylu sa  ponuka pouzit znamy vztah
o(z) = E(X}, | Xy = x) — m?*(z), ktory vedie na odhad 6%(z) = 0(z) — m?(z),
kde 0(z) a m(z) st prislusné jednotlivé odhady pre v(z) = E(X2, | X; = z) a m(z).
Avsak tento priamy postup vedie k tomu, %e odhad 62(x) moze byt znacne vychyleny
(viac v Fan a Yao (1998, str. 8-9)). Preto Fan a Yao (1998) navrhli nasledujice tvary
odhadov funkcie ()

Srt K, (@ — X0) (X — (X))
Sy K, (2 — Xy) ’

v pripade, Ze uvazujeme model s nenulovou podmienenou strednou hodnotu alebo

() =

Z?:_f Khm (a: - Xt) (Xt+1 - Xn>2

~2 B
@)= iy K, (2 — Xy) 7

v pripade modelu bez podmienenej strednej hodnoty m(-). V druhom vyraze je X, =
1 n
poy Do Xt
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Kapitola 3

Parametrické metédy bootstrap

Nezavisly bootstrap, ktory Efron (1979) predstavil vo svojej préaci, mé neustéle velké
mnozstvo aplikdcii na rozne Statistické problémy. Avsak vtedajsia vSeobecna mienka
o bootstrape ako univerzalnom nastroji, ktory dava presné vysledky automaticky pre
vsetky problémy, bola znac¢ne zavadzajica. Prvy dokaz, ktory vyvracal tento predpo-
klad, uviedol Singh (1981, str. 1187 - 1195), ktory tvrdil, Ze pouZitie ¢id bootstrapu na
zavislé data moze viest k nekonzistencii vysledkov (vid tiez Lahiri (2003, str. 21 - 22)).
Odvtedy bolo navrhnutych vela metdd, ktoré zavislost dat zohladnuji. Ukazeme si za-
kladné vlastnosti a principy tychto metéd, ktoré budeme v dalsich kapitolach vyuzivat
pri aplikaciach na financné c¢asové rady.

3.1 Rezidualny bootstrap

Ide o zékladni a najpriamociarejsiu metoédu v pripade, Zze nemozeme predpokladat
nezavislé data. Spada do skupiny parametrického bootstrapu, ¢ize je vhodny za pred-
pokladu, ze pozname model, ktorym sa data riadia. Aby sme popisali postup metody,
budeme pracovat s modelom AR(p)

Xt = SOIXt—l + ...+ SDpXt—p + Et, te Z, (31)

kde {&;} je striktny biely Sum (tj. postupnost nezavislych a rovnako rozdelenych nahod-
nych veli¢in s nulovou strednou hodnotou a konstantnym konecnym rozptylom 2 > 0),
rad modelu p je zndmy, proces { X, } je stacionarny (vid kapitola 2). T,, = T,,( X7, ..., X,)
bude znova statistika, ktorej vlastnosti budeme chciet odhadnut. Zaklad metédy je
zalozeny na fakte, Ze pokial pouzijeme konzistentné odhady pre nezndme parametre
©1,. .., pp, odhadnuté chyby (rezidud) sa spravaju ako ,priblizne nezavislé“ nahodné
veli¢iny a moézeme pouzit metdédu popisant v 1. kapitole. PopiSeme detailne cely algo-
ritmus pre data Xi, ..., X,, o ktorych vieme, zZe sa riadia modelom (3.1).

1. Odhadneme parametre modelu (3.1) niektorym z konzistentnych odhadov a do-
staneme odhad rezidui v tvare

é\t:Xt_@lthl_"'_@pthpa t:1,...,n.
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2. Pokial pracujeme s modelom bez interceptu, skonstruujeme centrované rezidua
g = & — &, kde Z je aritmeticky priemer rezidui £i,...,&,. Spoditame empiricki
distribuéntt funkciu F,, centrovanych rezidui &;. (Centrovat rezidud mozeme, aj
ked pracujeme s modelom s interceptom, ale nie je to nutné.)

3. Generujeme bootstrapové verzie €7, ..., e rezidui &1, ..., &, pomocou funkcie F,.
4. Skonstruujeme bootstrapové vybery podla predpisu
Xi=o0Xi 1+ +pX ,+e, t=1...,n

Pociatocné hodnoty mozeme zvolit napriklad Xy , = ... = X5 = 0, resp.
Xi =X, ..., X5 = X

V kroku 2 konstruujeme centrované rezidua. Len spomenieme, Ze centrovanie je naozaj
nutné v pripade predpokladu, ze pracujeme s modelom bez interceptu, pretoze inak
by vysledna bootstrapova aproximacia vykazovala ndhodnt chybu, a tym by sa cely
postup stal nepouzitelnym.

3.2 Wild bootstrap

Reziduédlny bootstrap sa na prvy pohlad moze javit ako idedlny néastroj na analyzu
¢asovych radov. AvSak ukdzalo sa, ze v modeloch s (podmienenou) heteroskedasticitou
rezidualny bootstrap dobre nekopiruje povodnu zavislostni struktiru a navyse nekon-
zistentne odhaduje rozdelenie odhadov parametrov v modeli.

Wild bootstrap po prvy-krat zaviedol Wu (1986), ktory metédu pouzil na regresny
model s heterogénnymi chybami. Na casové rady, kde chyby nemoézeme povazovat za
nezavislé rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny, ju neskor pouzila Liu (1988). Metdda
sa pouziva v dvoch variantoch, ktoré sa lisia v predpise, podla ktorého sa generuje
bootstrapovy vyber. V oboch variantoch budeme pracovat s AR(p) modelom, v ktorom
tentokrat chyby e; nebudeme povazovaf za nezavislé a rovnako rozdelené. Definujme
teda model:

Xe=o1 X+ Xy pt+e, tel (3.2)

kde e; vykazuji ur¢ity druh (podmienenej) heteroskedasticity, napr. sa moézu riadit mo-
delom GARCH.

Poznamka 3.1. Model (3.2) s GARCH(m, s) chybami sa nazyva AR(p)-GARCH(m, s)
model.

Klasicky wild bootstrap (regresnia metéda)

Tato metdda generuje bootstrapové vybery regresne na zaklade rovnice
Xy =01 X1+ ...+ X, + e, t=1,...,n, (3.3)
kde

* ~
€ = €1.&¢,
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ae =X — 91 X4 — ... — §,X4—p st vypocitané rezidud, pricom @y,..., 9, su od-
hady parametrov modelu pomocou metédy najmensich stvorcov a &; je iid postupnost
nahodnych veli¢in s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom, nezavislych
na Xo,...,Xn.

Vidime teda, ze regresory X;_i,...,X;, v bootstrapovom modeli (3.3) st kon-
stantné. Preto sa tomuto modelu hovori fized-design wild bootstrap.

Rekurzivny wild bootstrap (autoregresnid metéda)

Na rozdiel od prvej metédy sa bootstrapové vybery negeneruju na zéklade regresie,
ale na zaklade autoregresie, ¢ize

X =01 Xi + .+ PpXi, +ep, t=1,...,n, (3.4)

kde sa novy proces chyb znova riadi vyrazom e; = €;.¢;. Pre tito metédu potrebujeme
este definovat pociatocné podmienky - napr v tvare X7 , = ... = Xj = 0. Tomuto
modelu sa hovori recursive-design wild bootstrap.

Vysledky studii ukazuju, ze rekurzivny wild bootstrap vykazuje velmi dobré vy-
sledky pri aplikacii na velké mnozstvo réznych modelov s podmienenou heteroskedasti-
citou, ¢o si ukdzeme aj v tejto praci. Obvykle je rekurzivny wild bootstrap viac presny
ako klasicky wild bootstrap pri malych poc¢toch pozorovani a tiez sa ukazalo, Ze presnost
rekurzivneho wild bootstrapu je porovnatelna s klasickym rezidudlnym bootstrapom,
za predpokladu iid ndhodnych chyb. Navyse je metoda vécsinou presnejsia aj ako ap-
roximacia normalnym rozdelenim.

3.3 Parovy bootstrap

Posledny parametricky pristup, ako odhadovat vlastnosti ¢asovych radov s podmiene-
nou heteroskedasticitou, ktory si predstavime, je parovy bootstrap (Pairwise bootstrap,
Pair(s) bootstrap). Metéda spociva v ,bootstrapovani parov* vysvetlovanej a vysvetlu-
jucich premennych v autoregresii a je akymsi rozsirenim metédy do kontextu autoreg-
resie, ktori pouzil Freedman (1981) na odhad korelacie.

Pracujme s modelom (3.2) a oznac¢me

Z:{(Xt,Xt_l), t = 17...,77,},

mnozinu vSetkych parov pozorovanych dat Xi,..., X, kde X, = (X¢—1,..., X4—p).
Boostrapové vybery generujeme z mnoziny Z klasickym prevzorkovanim s povolenim
opakovania prvkov. Ziskame mnozinu

7 = {(X;,Xj;_l), t = 1n}

kde X}, t = 1,...,n tvorl vektor vysvetlovanej premennej a X; ;, t = 1,...,n su
vektory vysvetlujucich premennych. Hodnotu Statistiky 7 potom pocitame regresiou
X/ na X; ;.
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Kapitola 4

Neparametrické metédy bootstrap

4.1 Autoregresny bootstrap

Téato metdda na rozdiel od vsetkych ostatnych, ktoré sme spominali v kapitole 3, pracuje
s neparametrickym vyjadrenim c¢asového radu. V kapitole 2 sme uviedli, ze v pripade
neparametrickych metéd je teoretické ¢i praktické odvodzovanie vlastnosti ¢asového
radu zlozité pre velké p. Preto sa obmedzime na model

Xy :m<Xt—1)+0<Xt—l)€t> t=1,...,n, (41)

kde m(-) a o(-) st nezndme hladké funkcie (o je nezdpornd) a &; si iid nadhodné velic¢iny
s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom a nezndmou hustotou p..

Podobne ako parametrické metédy aj tato metdoda potrebuje k svojej implemen-
tacii odhad podmienenych momentov m(-) a o(+). Kedze v parametrickych metédach
sme predpokladali, ze funkcie m(-) a o(-) maji ur¢ity znamy tvar, kde nezndme boli
parametre, postacilo nam odhadnut tieto parametre k implementacii prevzorkovacieho
algoritmu, v neparametrickych metédach ale tvar funkcii m(-) a o(-) znamy nie je. Preto
musime napr. metédami, ktoré sme uviedli v kapitole 2, odhadnit tvar tychto funkcii.

Majme teda pozorovania X, ..., X,. Zakladna myslienka metody je kopirovat struk-
turu pozorovanych dat z modelu (4.1) tak, Ze prevzorkovania konstruujeme na zéklade
vztahu

X: = m(‘Xl;k—l) + &(Xt*—l)g;tk7 t= 17 BRI (2 (42)

kde e} st 7id s hustotou p. a m, & a p. su pociatocné (a tzv. nadhladené, oversmoothed)
odhady m, o a p.. Tvar tychto odhadov najdeme v sekcii 5.6. Pri aplikacii tejto metody
sa musime vyhnuf pozorovaniam, kde hustota X; ; je blizka 0. Navyse odhady fun-
keii m(-) a o(-), ktoré budeme pouzivat pri generovani bootstrapovych dat, musia byt
konstruované na zdklade vyhladzovacieho parametra g, ktory konverguje k 0 pomalsie
ako parameter h, na zdklade ktorého budeme konstruovat bootstrapové odhady m*(-)
a 0*(+). V knihe Hardle et al. (2004, veta 4.3) je dokdzané, ze optimdlny vyhladzovaci
parameter pre odhad m(-) je rddu h ~ c.n~1/%. Uvedme si podrobne cely algoritmus:
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1. Uréime vyhladzovaci parameter h (pre rozne postupy ako urcit tento parameter,
vid Hérdle (1990, str. 150-189), pripadne Fan a Yao (2003, str. 199-200)).

2. Stanovime pociato¢ny vyhladzovaci parameter g tak, aby g,,/h, — oo, prin — oo
(kedZe plati h, ~ c.n™/5 | kde ¢ > 0 je nejaka konstanta, a teda h zavisi na pocte
pozorovani n, sta¢i zvolit g > h).

3. Pouzijeme parameter g na odhad m a ¢ (vid Nadaraya-Watsonove odhady defi-
nované v sekcii 2.3). Na zdklade tychto odhadov vypocitame rezidua v tvare
s X — My (Xi1)
t — A~ ’
Gg(Xi-1)

t=2,...,n.

4. Uréime mnozinu C,, = {t; Xina) < Xpo1 < X(n(l_a))}, kde X(,q) je na—té pozo-
rovanie v usporiadanom vybere pozorovani a n je pocet pozorovani. Konstantu «
volime, vac¢sinou o = 0.01.

5. 7 rezidui vypocitanych v kroku 3 vyberieme len také &;, kde t € C,. Ziskame
mnozinu rezidui {&;,t € C,}, a z nich vypocitame centrované rezidua

€t =& —Em,y
kde &y, = ﬁ M &, a M je pocet prvkov mnoziny C,,.

6. Z mnoziny {&;,t € C,} klasickym vyberom s vracanim nagenerujeme bootstra-
pové rezidud €y, t = 2,...,n. Polozime X{ = X; a konstruujeme bootstrapové
vzorky pomocou vztahu (4.2). Na zdklade X7, ..., X uz potom pocitame hod-
notu Statistiky 7).

Poznamka 4.1. Pokial je v kroku 6 objekt analyzy neparametricky odhad, musime od
tohto momentu pri pocitani bootstrapovej verzie odhadu pouzit vyhladzovaci para-
meter h. Dévod pouzitia dvoch vyhladzovacich parametrov g a h, takisto ako dovod
konstrukcie mnoziny C), vysvetlime v kapitole 5.

4.2 Neparametricky wild bootstrap

Metéda podobne ako autoregresny bootstrap pracuje s neparametrickym vyjadrenim
casového radu v tvare

Xt :m(Xt_l) —I—O-(Xt—l)gt; t= ]_,...,n.

Cely postup implementécie tejto metddy je rovnaky ako u autoregresného bootstrapu,
az na sposob, akym sa generuju bootstrapové rezidua. Neparametricky wild bootstrap
pracuje s reziduami v tvare &, = X; — 1my(X;_1), z ktorych sa bez akéhokolvek obme-
dzovania na mnozinu ), konstruuju bootstrapové rezidua v tvare

* A
gt:€t'£t’ t:2,...,n,
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kde &; je iid postupnost nahodnych veli¢in s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym
rozptylom. Boostrapové vzorky sa pocitaju na zaklade

Xy =m(Xiq) e, t=2,...,n,

kde mo6zeme polozit X7 = X a m je opit pociatocny (prvotny) odhad autoregresnej
funkcie (presny tvar vid sekcia 5.6). Vidime, Ze postup ziskavania bootstrapovych rezi-
dui je rovnaky ako pre parametricky fixny wild bootstrap.

Existuje velké mnozstvo dalsich bootstrapovych postupov, ktoré sa daju pouzit v
kontexte Casovych radov. Napriklad sitovy bootstrap, ktory aproximuje proces genero-
vania dat (DGP, data generating process) autoregresnym modelom radu p, kde p rastie
so zvySujlcim sa po¢tom pozorovani. Viac o tejto metéde nadjdeme v Biithlmann (1997).
Dalsia metéda, ktort zaviedol Rajarshi (1990), pracuje s faktom, Ze model (4.1) je Mar-
kovsky proces. Metdda sa intuitivne vola Markovsky bootstrap a jej zakladny postup
spoc¢iva v neparametrickom odhade Markovskej prechodovej hustoty, pomocou ktorej
potom konstruujeme bootstrapové vybery prevzorkovanim rezidui. Iny postup genero-
vania prevzorkovani pre Markovsky bootstrap navrhli Paparoditis, Politis (2001).
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Kapitola 5

Bootstrap metédy a financné casové
rady

V tejto kapitole si ukdzeme niektoré teoretické vlastnosti spominanych bootstrapovych
metod a postupy, ako ich aplikovat na financné casové rady pri ich analyze. Na za-
klade pozorovanych dat, v nasom pripade logaritmickych mier zisku, sa analyza tychto
radov zameriava hlavne na konstrukciu bodovych alebo intervalovych odhadov pod-
mienenej strednej hodnoty m, resp. volatility o. Bolo navrhnutych niekolko postupov,
ako tieto odhady ziskavat, cez parametrické metédy, ktoré pozaduju splnenie urc¢itych
predpokladov vztiahnutych na tieto funkcie, az po neparametrické metédy zalozené na
velmi slabych predpokladoch a znalostiach, ktoré sme schopni o m, resp. o, sformulo-
vat. Postupy na ziskavanie tychto odhadov nie st napliou tejto prace, aj ked niektoré
zakladné postupy sme spomenuli v kapitole 2. Zameriame sa teda na priradovanie vlast-
nosti tymto odhadom.

5.1 Rezidualny bootstrap

5.1.1 Ako nepresny je rezidualny bootstrap pri heteroskedas-
tickych chybach?

Uz sme spomenuli, ze rezidudlny bootstrap nie je najlepsou metédou na analyzu vlast-
nosti odhadov v modeli s podmienenou heteroskedasticitou. Ilustrujme si to na nasle-
dujiucom priklade, kde rezidualny bootstrap porovname s wild bootstrapom na zaklade
porovnania presnosti intervalovych odhadov pre odhad parametra modelu AR(1).

Priklad 5.1. Uvazujme model AR(1)-ARCH(1) v tvare X; = 1 X1 + e, € = 0y,
o = oy + arer;, & ~ N(0,1). Budeme konstruovat 90% percentilové intervaly v

N A -1
tvare (G,'($), G, (1 —19)) pre odhad $; parametra ¢; konstruovany pomocou OLS
metody za predpokladu nulovosti interceptu ¢g. Percentilovii metédu sme zvolili z do-
vodu nizsej vypoctovej narocnosti a takisto z dovodu moznosti porovnania s vysledkami
bootstrap-t intervalov, ktoré budu konstruované v simuléacidch na konci prace. Kvantily

pre jednotlivé intervaly spolahlivosti budeme ziskavat pomocou rezidualneho a wild bo-
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otstrapu. Vysledky kvality pokrytia obidvoch metod popisuje nasledujica tabulka.

DGP: X; = o1 Xy 1 +er, e =06, 0r=oa9g+are? |, e ~N(0,1)

n v1 a1 Rezidudlny bootstrap Rekurzivny wild bootstrap

50 0 0 89.8 90.0
0 05 79.0 85.7
09 0 85.7 81.8
0.9 0.5 83.5 84.0
100 0 0 90.0 90.0
0 05 75.0 85.9
09 0 87.8 84.1
0.9 0.5 85.4 84.5
200 O 0 90.2 90.1
0 05 TL.7 87.0
09 0 88.1 86.9
0.9 0.5 85.6 86.0

Tabulka 5.1. Percentualne pokrytie percentilovych intervalov spolahlivosti pre parameter ¢, za pred-
pokladu nulovosti interceptu ¢g. Vysledky ziskané na zaklade 5000 simulacii, pre kazdd simuldciu
generované 1000 bootstrapovych replikécii.

Z tabulky 5.1 vidime, ze pri ¢; = 0 a a3 = 0, kedy sa model zredukuje na biely
sum, davaju obidve metddy rovnako dobré vysledky. Pri ¢; = 0 sa model zredukuje na
¢isty ARCH(1) model a rezidualny bootstrap zac¢ina vyrazne stracat na wild bootstrap,
navyse z tabulky vyplyva, ze v tomto pripade sa nepresnost rezidudlnej metédy zvysuje
s rasticim poctom pozorovani. Pri a3 = 0 ide o AR(1) model s homoskedastickymi
chybami a rezidudlna metéda ma mierne navrch. Pri plnom AR(1)-ARCH(1) modeli
znova rezidudlna metoda zaostava za wild bootstrapom.

Aby sme lepsie pochopili, preco nie je rezidualny bootstrap schopny presnejsie kopi-
rovat podmienent heteroskedasticitu, sformulujeme nasledujice tvrdenia. Budeme pra-
covat so staciondrnym modelom AR(p) v tvare (3.2). Klticova podmienka opréavnenosti
a spravnosti pouzitia akejkolvek metody bootstrap je schopnost metdédy konzistentne
odhadnit rozdelenie odhadu ¢ parametra ¢ = (¢1,...,p,) ziskaného OLS metodou.
Vseobecne teda musi platit:

sup
zERP

P*(V(T; = T,) <x) = P(Va(T — @) < 2)| 50,

kde v nasom pripade, kedze pracujeme s modelom AR(p) a odhadujeme parametre mo-

*

delu, polozime T, = @ a 1) = ¢".

Definicia 5.1. (Martingal) Nech {F;} je rastica postupnost, ktori tvoria o-algebry
(F1 C F2 C,...) a {X;} je postupnost ndhodnych veli¢in meratelnych na F;. Potom
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{X}} sa nazyva martingal vzhladom k {F;}, ak plati
E(X, | Frt) = Xi1.
Postupnost X7, Xo — X1, X3 — X, ... sa nazyva postupnost martingalovyjch diferencii.

Predpokladajme teda, Ze mame pozorované data { Xy, X1, ..., X, }, o ktorych vieme,
ze pochadzaji z modelu

Xt = (;OIXt—l + - + SOpXt—p + €, t & Z,

kde {e:,t € Z} je postupnost martingalovijch diferencii (m.d.s.) a ¢ = (¢1,...,¢,) je
parameter, ktory chceme pomocou metédy najmensich stvorcov odhadnit (vSimnime
si, ze nekladieme silnejsi predpoklad nezavislosti ndhodnych veli¢in e;). Budeme uvazo-
vat nasledujice predpoklady o inovaciach {e;}:

Predpoklady A1l

1. E(e; | Fi—1) = 0 skoro iste, kde F;—1 = o(e—1, €19, ...), je o-algebra generovana
{etfla €t—2, .. }1

2. E(ef) = 0 < oo
3. %Z?:I E(ef | Fi1) Lo2>0 pre n — o0;

4. 75 = J_4E(efet_ret_s) < K pre vietky t,r,s > 1 a K > 0, navyse plati 7, > 0
pre vsetky r;

5. %Zle er_rer_sB(e? | Fio1) L o7, s > 0 pre Iubovolné r > 1, s > 1 a n — oc;
6. Ele]" < K pre nejaké r > 1 a K > 0.

Predpoklady A1l nahradzuju obvykly predpoklad nezavislosti a rovnakého rozdelenia
chyb {e;}. V tomto tvare ich uviedli Goncalves a Kilian (2004) a poznamenajme, Ze
povoluju zavislé, ale nekorelované chyby. Vidime, ze nepredpisuju priamo podmienent
heteroskedasticitu, ale pokryvaji velké mnozstvo modelov s podmienenou heteroskedas-
ticitou ako ARCH, GARCH a modely stochastickej volatility. Ukazme teraz, ze ARCH
a GARCH modely spliiaji predpoklady Al. Dékaz predvedieme na GARCH(1,1) mo-
deli. Najprv budeme potrebovat nasledujice definicie a tvrdenia.

Definicia 5.2. (Ergodicky proces) Nech (€2, A, P) je pravdepodobnostny priestor. Me-
ratelnd transformacia T : 2 — Q sa nazyva transformacia zachovavajica mieru, ak
P(T71(A)) = P(A) pre vietky A € A a jav A sa nazyva invariantny voci T ak
T71(A) = A. Nech je dalej € o—algebra vsetkych invariantnych javov voc¢i T. Potom
transformdacia zachovavajica mieru T je ergodickd, ak P(F) = 1 alebo P(E) = 0 pre
kazdy F € e. Striktne staciondarny proces { Xy, t € Z} je ergodicky, ak

Xi(w) = X (T (W),
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kde w € Q a T je ergodicka a mieru zachovavajica transformacia.

Veta 5.1. (Ergodické) Nech veli¢iny {Z,;} tvoria striktne stacionarny a ergodicky proces
s E|Z;| < co. Potom pre n — oo plati

1 - a.s§
=373 B2,
[t
Dékaz: Dokaz ndjdeme v Stout (1974, veta 3.5.7). O

Tvrdenie 5.1. Nech veli¢iny {e;} tvoria GARCH(1, 1) proces v tvare
e =0, 0p =g+ el + fofy,

anech e, ~ I1D(0,1) a ag > 0. Ak E {log(a1? + 1)} < 0, potom o} je striktne staci-
onarny a ergodicky.

Dékaz: Dokaz tvrdenia mozeme néjst v Nelson (1990, veta 2). O

Tvrdenie 5.1 hovori, ze podmienka v tvare E {log(a e + 1)} < 0 zarucuje striktnt
stacionaritu a ergodicitu procesu {o?}, ¢iZe aj striktnii stacionaritu a ergodicitu pro-
cesu {e;} (vid tiez Bougerol a Picard (1992, veta 1.3). Uvedme pre uplnost, ze kedze
podmienka existencie konecného rozptylu modelu GARCH(1,1) je a1 + 51 < 1, tak
vzhladom k Jensenovej nerovnosti a striktnej konkavnosti funkcie log(:) nerovnost
E{log(ane} + A1)} < logE(auef + B1) = log(auEe} + B1) = log(au + B1) < 0, plati
aj pre ag + 1 = 1, Cize proces {e;} je striktne staciondrny aj v pripade, ked druhy
moment procesu nie je konecny. Takymto procesom sa hovori integrované GARCH
(IGARCH) procesy, ktoré sme spomenuli v sekcii 2.2.5. Pre dokdzanie vety, ktord za-
rucuje, ze GARCH procesy splnuju predpoklady Al, ale musime predpokladat dalsiu
vlastnost, z ktorej plynie konecnost momentov procesu.

Tvrdenie 5.2. Predpokladajme, ze veli¢iny {e;} sa riadia GARCH(1, 1) procesom v
tvare
€r = O¢&¢, 0152 =aqp + 04163_1 + 510?_17

amnech ag > 0ap > 0aE{log(aie? + 1)} < 0, potom Eo;” < oo vtedy a len vtedy,
ak E {(04185 -+ ﬂ1>p} < 1.

Dékaz: Tvrdenie je dokdzané v Nelson (1990, str. 322). 0
Na zéklade predoslych tvrdeni dokédzeme nasledujicu vetu.

Veta 5.2. Predpokladajme, Ze sa ndhodné veli¢iny {e,} riadia GARCH(1, 1) procesom
v tvare
€y = O, af = ap + 041‘3?71 + 51‘%2717

kde g; si nezavislé a rovnako rozdelené nahodné veli¢iny so standardnym normalnym
rozdelenim. Nech dalej g, oy > 0, 81 > 0a E {log(aye? + 81)} < 0aE{(a1? + 31)1} <
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1. Potom {e;} splnuju predpoklady Al.
Dékaz: Bod (1) plynie velmi lahko, pretoze
E(e; | e1-1,€1-9,...) = E(ower | e1-1,€1-9,...) = o E(er | €11, €1-9, ...),
a kedZe ; je nezavislé na e;_1, e;_o, ... uz z definicie GARCH procesu, plati
oE(er | er-1,€-9,...) = 0iE(gy) = 0,

a teda GARCH proces je m.d.s. Z definicie GARCH procesu je zrejmé, ze stacionaritu
a vlastnosti momentov o; mdzeme vztiahnut aj na e;. Preto bod (2) nam zaistuje
nasledujuci vztah:

o = var(e;) = Ee? = Eo?Ee? = ag + ayEe} | + B1Eo?

2 2
=ap+0o0°a; +0 61.

Teda
2 Qo

Sl - By

kde 02 < oo plynie z predpokladu vety, Ze E {(aie? + £1)*} < 1 a tvrdenia 5.2. Bod
(3) plynie z ergodickej vety - kedze pre striktne staciondrny a ergodicky proces podla
ergodickej vety plati, ze %Z?Zl Z, "3 EZ, a

n

n n
ZE(B? ‘ €t_1,€t_2, ) = %ZE(O’?&'? ’ €t—1,€Ct—9, ) = %ZO’?,
t=1

t=1 t=1

3=

dostavame pomocou tvrdenia 5.1, ze
n
1 208 m 2 w2 2
EZUt — Eoy = Ee] =07,
t=1

z ¢oho (kedZe je konvergencia takmer iste silnejsi typ konvergencie ako konvergencia v
pravdepodobnosti) takisto vyplyva konvergencia v pravdepodobnosti. Kladné hodnota
0? je zarucend podmienkami na parametre modelu. Zostéva teda dokézat bod 4,5 a
6. Dokédzme najprv bod (6), ktory plynie z tvrdenia 2 a predpokladu tejto vety, ze
E{(a1e? + p1)*} < 1. Z tvrdenia 2 teda mdme: (p = 4)

E{(ozlaf + 61)4} < 1= Eo} < oo,

a vzhladom ku striktnej stacionarite o7 plati Eo? = K; < oo. Pomocou Hélderovej
nerovnosti dostaneme

r . L2
E|€t‘4r = E|O’t€t|4r :E‘Uf%?r < {E|0t|8]2 {E|gt|28—r} 2 ’

kde prvy ¢len na pravej strane nerovnosti je mensi ako r/2-t4 mocnina K; < 0o a druhy

W " 2 . . . ;
mensi ako Ky < oco. Ak polozime K = Klr/ K5, dostavame pozadovani nerovnost.
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Bod (4) dokdzeme takto: kedze 7, s = o *E(e?e;_.€,_5), dvojitym aplikovanim Cauchy-
Schwarzovej nerovnosti dostavame

oire < [BED] (B2, )]F < [Beh)]* {[Be)) B} 6
7 Holderovej nerovnosti takisto vyplyva, ze
E]et|4 < (E|€t‘4r)1/7"

a kedZe z vlastnosti (6) plati E|e,|” < K pre r > 1, tak pre r = 1 plati E(e}) < K,
pre nejakt kladni konstantu K; < oo. Tym sme zhora obmedzili ¢leny v hranatych
zétvorkach na pravej strane nerovnosti v (5.1). Cize 7., < K pre t,r,s > 1 a K > 0.
Pre r = s mame

1 1
Troy = O_4E(€?6§ r) = ;E(G?—TE(GE | ‘E_T))

aprer > 1
E(e] | Fior) = BE(E(e] | Fi1) | Fir) = B(ao + are} | + fro7 4 | Fir) > g > 0,

kedze ag > 0, a; > 0 a 1 > 0. Nakoniec bod (5) plynie z rovnosti

n
Zet resB(e} | Fii) Zet rC1—s07,
=1

a z faktu, Ze o7 sa d4 zapisat ako funkcia {e;_1, e; o, ...}. Kedze proces e; je stacionarny
a ergodicky, potom aj f(es_1,€1-2,...) je staciondrny a ergodicky proces podla (Stout
(1974, veta 3.5.8)). Z tej istej vety ale vyplyva, Ze aj proces{e; ,e;_s02} je striktne
stacionarny a ergodicky pre Iubovolné » > 1, s > 1 a teda mozeme aplikovat ergodicki
vetu

errersB(e? | Fi1) X E(er_rerEB(e? | Fii1)) = E(er_rer_se?) = o', > 0,

WE

1
n
t

Il
fa

v

prer >1,s>1. O]

Vratme sa spat k modelu (3.2). Budeme chciet ukézat, ze rezidudlny bootstrap ne-
konzistentne odhaduje rozdelenie odhadu ¢ pri podmienene heteroskedastickych chy-
bach. Aby sme ale tvrdenie o konzistencii, resp. nekonzistencii, bootstrapového odhadu
mohli vyslovit, musime najprv vediet, ako vyzera asymptotické rozdelenie odhadu ¢ za
platnosti A1.1-A1.6. To nam osvetli nasledujica veta.

Asymptotické vlastnosti OLS odhadu

Zavedme si najprv oznacenie b; = (6;_1,...,0,_,), o~ ' (B) = 32, 0;B7, kde (B) -
0(B) =1 a6, = 1. OLS odhad pre parameter ¢ v modeli (3.2) ma tvar

n -1 n
- (Sxext) Yxe

t=1 t=1
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Veta 5.3. Za platnosti predpokladov Al.1 - A1.6 plati:

kde
C =A"'BA
A:O'Qijb;, B:U422bib;7'i7j.
=1 i=1j=1
Dékaz: vid Goncalves a Kilian (2004, str. 108-110). O

Vidime teda, Ze rozdelenie ¢ je asymptoticky normdlne s kovariané¢nou maticou C.
Ako sme uz pisali o par riadkov vyssie, podmienka spravnosti pouzitia metody boots-
trap, je jej schopnost konzistentne odhadnit rozdelenie odhadu ¢. Tuto skutocnost
mozeme zistif prave podla schopnosti spravne urcit asymptotické rozdelenie .

Pozndmka 5.1. Keby chyby v modeli boli podmienene homoskedastické, platila by rov-
nost B = 02A, pretoze by platilo

Tii =0 *E(elel ;) = o ‘Bl Eel | Fioq) = 0 *E(e? ;0% =0t =1

pre vSetky ¢ = 1,2,... . Podobne sa da ukazat, ze 7; ; = 0 pre vSetky ¢ # j. Napr. staci-
onarny proces AR(1) mo6zeme zapisat v tvare linedrneho procesu, a plati ¢(B)X; = e,
Xy = ¢(B) e, a kedze postupnou rekurziou X, = e, +@1e,_1 + @ie,_o+, . .. dostavame

X =270 ple; = >0 bjer—j, z coho vyplyva, ze asymptotickd kovariancnd matica
sa zredukuje na tvar

C = (0226’]2.)_1 . (0426’?) . (0229?)_1 = 1/26’]2. = 1/Zg0fj =1—¢3.
j=0 j=0 j=0 Jj=0 J=0

5.1.2 Asymptotické vlastnosti rezidualneho bootstrapu
Standardny rezidudlny bootstrap konstruuje prevzorkovania na zéklade vztahu
Xi=o1X{ +. +GX e, t=1,....n (5.2)

pri urcitych pociatoénych podmienkach a podobne ako u povodného modelu aj pre
model (5.2) si napiSeme matice

* 1 - * * *
A= *ZE (Xt—lth—l)v
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Pretoze na zaklade

1 1 &
* * §S~
E = — et:* E 6,5—6
nis ni=
1Z 1 2
* ok §:~2 E: —
Var@l—g et—ﬁ —e =

Il
=

t t=1
plati, Ze rezidua e; su nezavislé a rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s rozdelenim

e ~ I1D(0,6%) a X;_, st (podmienene) nezavislé, plati

]. n 1 n
B = Y E (XX = S B (XL XL)E () = A"
[t n =
7Z rovnosti vySSie vyplyva, Ze matica C* = A*1B*A*~! = §2A*! a v pravdepo-

dobnosti konverguje k 02 A~!(vid Goncalves a Kilian 2004). Z toho vyplyva, Ze limitné
rozdelenie /n($*—@) je N(0,02A~1), Co ale nie je to spravne rozdelenie podla vety 5.3.

Pozndmka 5.2. Rozdelenie N(0,02A~1) by bolo spravne, keby sme navySe predpokla-
dali podmienenti homoskedasticitu. Pre model AR(1) s podmienene homoskedastickymi

chybami plati v/7( — @) 2 N(0,1 — ©2).

5.2 Wild bootstrap

5.2.1 Rekurzivny wild bootstrap

Teraz budeme chcief ukazat, ze metdéda na rozdiel od rezidualnej metédy konzistentne
odhaduje rozdelenie odhadov parametra ¢ = (p1,...,¢,) v AR(p) modeli (3.2) ziska-
nych metédou najmensich Stvorcov aj za pritomnosti podmienene heteroskedastickych
chyb.

Pripomenme si este raz sposob, akym rekurzivny wild bootstrap generuje prevzor-

kovania:
X =0 X +...+@X, ,+e  t=1....n,

kde ef = é;.&4, € st odhadnuté rezidud a e, ~ I1D(0,1). Odhad parametra ¢ na
zaklade rekurzivneho wild bootstrapu ma tvar

_1n

- (Sxixt) i
t=1 t=1

Aby sme dokézali asymptoticku validitu (konzistentnost) met6dy, budeme musiet
sprisnif poziadavky, ktoré kladieme na inovacie e;. Spolu s predpokladmi A1 potom pre
metoédu dokézeme, ze bootstrapovy odhad asymptotickej kovarian¢nej matice C' kon-
verguje k spravnej limite.

Predpoklady A2

1. E(e?e;_e;_5) = 0 pre vietky r # s a vietky ¢,7,s > 1;
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2. Ele,|" < K pre nejaké r > 2, K > 0 a vietky ¢.

Pozndmka 5.3. Ako ukazeme nizsie, na dokazanie konzistentnosti fixného wild boots-
trapu a parového bootstrapu stacia iba predpoklady Al, kym predpoklady A2 st ne-
vyhnutné pre odvodenie konzistencie rekurzivneho wild bootstrapu.

Predpoklad A2.1 pozaduje, aby 7., = 0 pre vSetky r # s, ¢o spliuje ARCH(p)
model s inoviciami, ktoré maji symetrické rozdelenie (vid Milhoj (1985)). Neskor sa
platnost tohto tvrdenia rozsirila aj na pripad GARCH(p, ¢) modelov so symetrickym
rozdelenim inovécii. Z toho ale vyplyva, ze A2.1 vylucuje niektoré asymetrické modely,
napr. model EGARCH v tvare 2.19. Predpoklad A2.2 pozaduje existenciu momentov
aspon do radu 8 (predpoklad A1.6 pozaduje existenciu len do radu 4r pre r > 1).

Veta 5.4. (Konzistencia rekurzivneho wild bootstrapu) Za platnosti predpokladov Al
a A2 plati

sup
ISIING

P (Vi@ — @) < 0) — P(Val(® — ) <a| 50,

kde P* znaéi pravdepodobnostni mieru indukovant (rekurzivnym wild) bootstrapom
a @b je bootstrapovy ekvivalent .

Dékaz: vid Goncalves a Kilian (2004, str. 110). O

5.2.2 Fixny wild bootstrap

Na rozdiel od rekurzivneho wild bootstrapu, na dokazanie schopnosti fixného wild bo-
otstrapu konzistentne odhadovat rozptyl, a tym padom aj limitné rozdelenie @, nepot-
rebujeme ziadne iné predpoklady ako predpoklady Al. Odhad parametra ¢ na zaklade
fixného wild bootstrapu ma tvar,

n -1 n
@' = (Z Xt—lX;_1> ZXt—lXt*-

t=1 t=1

Vidime, Ze bootstrapova verzia odhadu parametru v AR(p) modeli sa pocita regresne,
kde regresory su povodné data.

Veta 5.5. (Konzistencia fixného wild bootstrapu) Za platnosti predpokladov A1l plati

sup
z€RP

P @h — ) < 2) = P(Vn(@ — ¢) < 2| B0,

kde P* zna¢i pravdepodobnostni mieru indukovant (fixnym wild) bootstrapom a @3,
je bootstrapovy ekvivalent @.

Dékaz: vid Goncalves a Kilian (2004, str.110-111). O
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5.3 Parovy bootstrap

Velmi dobré vysledky pri podmienene heteroskedastickych chybach dosahuje aj parovy
bootstrap. Zakladny princip sme popisali v kapitole 3 a takisto plati, ze metdéda dokaze
konzistentne odhadntt limitné rozdelenie OLS odhadu v autoregresnom modeli, kde
pre chyby platia predpoklady Al. Vypocet odhadu parametra ¢ na zdklade parového

bootstrapu ma tvar
—1 n

SAO* - (Z X:—1X:/—1> ZX:—ley
t=1 t=1

kde ale vysvetlovana premennd a regresory netvoria jeden c¢asovy rad, ako je to v pri-
pade rezidualneho alebo rekurzivneho wild bootstrapu. Kedze jednotlivé prevzorkovania
sa vytvaraju nahodnym vyberom s vracanim z ,parov“ vysvetlovanej a vysvetlujucich
premennych, bootstrapové prevzorkovania vysvetlovanej premennej tvoria jeden vek-
tor a bootstrapové prevzorkovania prislusnych opozdenych hodnét tvoria samostatné
vektory. Odhad ¢ teda pocitame regresiou X, na X ;.

Rovnako ako v pripade fixného wild bootstrapu, na dokazanie konzistencie parového
bootstrapu nam postacia predpoklady Al.

Veta 5.6. (Konzistencia parového bootstrapu) Za platnosti predpokladov Al plati

sup | P*(v/n(@y, — @) < 7) = P(Vn(@ — @) < 2)| 50,

r€RP

kde P* znaci pravdepodobnostnti mieru indukovani (parovym) bootstrapom a @, je
bootstrapovy ekvivalent ¢.

Dékaz: vid Goncalves a Kilian (2004, str. 111-112). O

5.4 Autoregresny bootstrap

V tejto sekcii si uvedieme niektoré vlastnosti neparametrického ¢asového radu 5.3, ktoré
budeme potrebovat k zaisteniu konzistentnosti autoregresného bootstrapu. Najprv si
zavedieme tieto vlastnosti. Model, s ktorym budeme pracovat, je

Xt = m(Xt_l) + U(Xt_l)&ft, t= 1, R 2 (53)
kde p. je hustota velicin &;, e, ~ I1D(0,1) a tvar bootstrapového procesu generovania
replikacii je v tvare

Xr=m(X; ) +6(X;)el, t=1,....n, (5.4)

kde €} st 7id ndhodné veliciny s hustotou p. a podmienenym rozdelenim P. am, ¢ st
prvotné odhady m, o. Tvar tychto prvotnych odhadov spolu s tvarom P. si ukazeme v
sekcii 5.6 venovanej ich konstrukcii. Najprv si zavedme vseobecny tvar odhadov funkeii
m, o.
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Pre odhady funkcii m, ¢ budeme uvazovat klasické Nadaraya-Watson jadrové od-
hady v tvare

?;11 Ky (fU - Xt) X1

I v TS

52 (z) = St K (2 = X0) (Xewr — 1w (X0))?
" ic K (z = X3)

Aby sme mohli vyslovif tvrdenia tykajice sa spravnosti bootstrapovej metody, mu-
sime podobne ako v parametrickych metédach predpokladat urcité ,dobré“ vlastnosti
o (5.3). V AR(p)-GARCH(m, s) modeloch sme predpokladali stacionaritu. V nepara-
metrickych modeloch budeme potrebovat, aby ¢asovy rad bol geometricky ergodicky a
absolitne reguldrny (Cize tzv. f-mixing). Zakladny predpoklad, ktory umoznuje doké-
zat tieto vlastnosti, je ten, ze proces (5.3) je markovsky retazec. Stacionarita ¢asového
radu potom plynie z faktu, ze ergodicky Markovsky retazec je stacionarny (vid Fan a
Yao (2003, veta 2.2)). Geometricki ergodicitu a absolitnu regularitu dosiahneme urci-
tymi predpokladmi o m, o a p.. Uvedieme si tieto predpoklady.

Predpoklady B1
L. m(x)| 4+ o(x)E|e;| < Cy + Cs |z| pre vSetky = € R a nejaké C) < oo, Cy < 1;
2. o(x) > C5 > 0 pre vetky = € R a nejaké C3 > 0;

3. pe(z) > Cy > 0 pre vSetky

z € |—C5— sup {(m(z) —z)/o(z)},Cs — inf {(m(zx) —x)/o(z)}

|z|<C6 |lz|<Cs
a nejaké Cg > C1/(1 — Cy) a Cy, C5 > 0.

Poznamenajme, ze konstanty C,...,Cg nezavisia na n. Pre Specidlny pripad, ked
m(z) = px a o(x) = o, sa model (5.3) zredukuje na AR(1) model, a predpoklad
B1.1 sa takisto zredukuje na klasicki podmienku stacionarity AR procesu, |¢| < 1.
Predpoklad B2.2 pozaduje kladnti hodnotu o(z) pre vsetky z a predpoklad B1.3 ho-
vori, ze hustota inovacii p. je spojitd a kladna na R. Nizsie uvedieme niekolko viet, ktoré
zarucuju geometricki ergodicitu a absolitnu regularitu procesu (5.3) spolu s tvrdeniami
o presnosti aproximadcie stacionarneho rozdelenia pdévodného procesu (5.3) bootstrapo-
vym procesom. Tvrdenia boli ¢erpané z ¢lankov Franke et al. (2002a), Franke et al.
(2002b) a Franke et.al (2004). Tvrdenia spolu s ddkazmi st zna¢ne technické, preto
uvedieme iba ich znenie a v zadujme prehladnosti prace sa v pripade dokazu odkazeme
na citovany zdroj. Zavedme si najprv definiciu absolitnej regularity. Tato definicia bola
prebrand z Fan, Yao (2003). Alternativnu definiciu mézeme néjst v ¢élanku Franke et
al. (2002b, str. 560).
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Definicia 5.3. (f—mixing) Striktne stacionarny proces {X;,¢t =0,£1,+2,...} sa na-
zyva absolutne regularny alebo f—mixing, ak pre tzv. mixingové koeficienty,

B(n) = E{ sup | P(B) — P(B| Xo, X_1,X o, ...) |},

BEFy

plati 5(n) — 0, pre n — co. F! znadi o—algebru generovant {X,i <t<j}

7

Zjednodusene povedané, ide o vlastnost casového radu, ktord zarucuje, ze dany ca-
sovy rad moze byt vnimany ako postupnost ndhodnych veli¢in, pre ktort si minulé a
budiice hodnoty asymptoticky nezavislé.

Veta 5.7. (Vlastnosti NARCH procesu) Predpokladajme, Ze proces (5.3) spliuje pred-
poklady B1, potom

1. {X;} je geometricky ergodicky, ¢ize plati

[ 177 = mlutae) < o,

pre nejaké p, > 1, kde P™(x, ) znac¢i podmienené rozdelenie X, na X, =z, || - ||
znaci totalnu variaciu a p zodpoveda stacionarnemu rozdeleniu 7, ak pociatocné
rozdelenie {X;} je 7 alebo zodpovedd Diracovej miere d,,, ak proces {X;} zacina
v nejakom nenahodnom bode xg;

2. {X,} je absolutne regularny s geometricky klesajicimi mixingovymi koeficientmi
B(m), tan. B(m) < Cpp™
Dékaz: vid Franke et.al (2004, veta 1). O

Vidime teda, ze za predpokladu, Ze proces (5.3) splnuje predpoklady B1, je tento
proces geometricky ergodicky a absolitne regularny. Uvazujme teraz, ze bootstrapovy
proces je konstruovany na zaklade (5.4). Samozrejme, budeme chciet, aby aj tento pro-
ces bol geometricky ergodicky a absolitne regularny. Splnenie tychto vlastnosti pre
bootstrapovy proces (5.4) plynie z podobnych predpokladov ako pre pévodny proces, s
tym rozdielom, ze kladieme nejaké poziadavky na m, & a p. namiesto m, o a p..

Predpoklady B2: Nech existuje vhodna postupnost mnozin Q, C R""! pre ktort
P((Xo,...,X,) ¢ Q, = o(1) pre n — oo, takd, ze pre (Xo,...,X,) € €, st splnené
nasledujice vlastnosti:

1. |m(x)] + a(z)E* || < Cy + Cy |z| pre vetky = € R a nejaké Cy < oo, Cy < 1
2. sup,eg |p=(z) — pe(x)| = O(n™") pre nejaké v > 0.

E* ako vzdy znac¢i podmienenti stredni hodnotu (bootstrapovej ndhodnej veli¢iny pri
danych Xo,..., X,,).
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Nasledujtca veta zarucuje, ze bootstrapovy proces (5.4) je geometricky ergodicky a
absolitne regularny.

Veta 5.8. (Vlastnosti bootstrapového procesu) Predpokladajme, Ze proces (5.3) spliuje
predpoklady B1, potom

1. {X;} je geometricky ergodicky;

2. {X/} je absolutne regularny s geometricky klesajicimi mixingovymi koeficientmi
B*(m), tzn. B*(m) < Cup,™, kde C), a p, nezdvisia na hodnotach Xy, ..., X,.

Dékaz: Dokaz pre podmienene homoskedastické data (o(X¢—1) = o =konst.) najdeme
v ¢lanku Franke et.al (2002b, veta 1 a veta 2). V ¢lanku Franke et.al (2004, veta 2) si
tieto vlastnosti dokdzané aj pre podmienene heteroskedasticky pripad. O

Avsak tym, ze dosiahneme, Ze proces {X;} je geometricky ergodicky a absolitne
regularny, este nezaruc¢ime, ze bude kopirovat vlastnosti povodného procesu. Zakladny
predpoklad, ktory musi bootstrapovy proces spliiovat, je, ze stacionarne rozdelenie { X}
je ,blizke“ staciondrnemu rozdeleniu {X;} . Toto zaru¢ime tym, Ze budeme pracovat s
konzistentnymi odhadmi m, & a p. funkcii m, o a p.. V sekcii 5.6 definujeme odhady m,
0 a p., ktoré splnuju podmienku konzistencie a tym zarucuju validitu bootstrapového
algoritmu.

Pred tym, ako vyslovime vetu o vztahu medzi staciondrnym rozdelenim 7 a 7* pro-
cesu {X;} resp. { X/}, stanovme najprv predpoklady o prvotnych odhadoch m, ¢ a p..

Predpoklady B3: Nech existuje postupnost mnozin {M,} takd, ze ... C M, C
M, C ... aP(Xy ¢ M,) = O(n"). Nech dalej rovnako ako v B2 existuje vhodna
postupnost mnozin Q, C R™" pre ktora P((Xo,...,X,) & Q, = o(1) pre n — oo,
takd, ze pre (Xo,...,X,) € Q, st splnené nasledujice Vlastnostl:

L Sup,cyy, (@) — m(z)] = O(n~);

2. sup,cyy, [5(2) — o(2)] = O(n™);
3. infyega(x) > C > 0;

4. [1pe(2) = p(2)| dz = O(n™");

5. [ Ip=(2) — pe(z + ¢)| dz = a [ |p(z) = p(z/(1 + ¢))| dz = O(c) pre ¢ — 0.

Veta 5.9. (Validita bootstrapového algoritmu) Predpokladajme, ze model, z ktorého
déta Xo,..., X, pochadzaju, sa riadi (5.3), bootstrapovy proces sa riadi (5.4) a su
splnené predpoklady B1, B2 a B3. Potom pre v > 0 z predpokladov B3 a lubovolne
velké a < oo, plati

sup {(A\(B)n ™" +n ™) ! n(B) — =" (B)|} < C,

B
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ak (Xo,...,X,) € Q, , kde mnoziny B si lebesgueovsky meratelné a A(-) znac¢i Lebes-
gueovu mieru.

Dokaz: Dokaz pre podmienene homoskedasticky pripad ndjdeme v ¢lanku Franke et.al
(2002b, veta 3). V clanku Franke et.al (2004, veta 3) je tato veta dokdzana pre pod-
mienene heteroskedastické data. OJ

Veta 5.9 ndm hovori, Ze staciondrne rozdelenie povodného procesu, méze byt aproxi-
mované stacionarnym rozdelenim bootstrapového procesu s presnostou, ktora sa rovna
nejakej mocnine n!, a to rovnomerne nad mnozinami s kone¢nou Lebesgueovou mierou.
Tento fakt moze byt velmi uzitocény pri odvodzovani validity bootstrapového algoritmu,
aplikovaného na velmi Sirokt skupinu statistik ¢asového radu (5.3). Poznamenajme, Ze
bootstrapové odhady konstruované pomocou tejto metody maju tvar

e (z) = Z?:? Ky (v — X}) X
" E?:_ll Ky (v — X7) 7

2
S K (o= X7) (X — i (X))
Z?:l Kh’ (Z‘-X:) i

V clanku Franke et.al (2002a, veta 1) je za platnosti vSeobecnych a zlozitych predpo-
kladov dokazané, ze pre lubovolné xy € R plati

o3 ()

sup | P {V/nh(i; (o) — m(z0))} < 2) = P {Vnh(iim(wo) — m(zo))} < x| 50,

zeR

sup | P* {V/nh(6(w0) — 5%(w0)) } < ) = P {Vnh(6}(w0) — 0*(w0)) } < x| 5 0,

zeR

kde P*(- < x) znad¢i podmienené rozdelenie za danych Xi,..., X,,.

5.5 Wild bootstrap

Nadalej pracujeme s modelom (5.3). Pripomerime, Ze neparametricky wild bootstrap
konstruuje prevzorkovania na zaklde vztahu

X::m<Xt_1)+€:7 t:2,...,n,

kde e} = ;6.6 = X — 1my(Xi—1) a & je did postupnost nahodnych veli¢in s nulovou
strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom. Vidime, ze tato metdéda sa da pouzit
iba na konstrukciu odhadu mj (z) velmi dobre poslizi v pripade, ze funkcia o(x) neja-
kym spdsobom nespliuje predpoklady pre tispesné pouzitie autoregresného bootstrapu.
Uvedme, ze odhad funkcie m(x) konstruovany na zéklade bootstrapovych prevzorkovani
ma tvar

_ Yo K (x — X3) Xin

mh(x) Z?:_ll Kh (ZIZ’ _ Xt)
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V élanku Franke et.al (2002a, veta 1) je podobne ako autoregresny bootstrap dokazané,
ze pre Tubovolné xy € R plati

Ak ~ ~ P
sup |P* {Vnh(ii; (o) = (w0)) } < x) = P {Vnh(ihn(wo) = (o)) } < af 50,
HAS
kde P*(- < z) znac¢i podmienené rozdelenie za danych X, ..., X, a 7} je konstruovana
na zaklade algoritmu neparametrického wild bootstrapu. Pre znenie vSetkych potreb-
nych predpokladov potrebnych k dokazaniu tejto konvergencie znova odkazujeme na
citovany zdroj.

5.6 Vyber prvotnych odhadov m,sa P

Ako sme spomenuli vyssie, konzistentnost bootstrapového algoritmu kriticky zavisi na
konzistencii odhadov m, & a P.. Pri konstrukeii tychto odhadov a ich pouZitim na kon-
strukciu bootstrapového modelu, narazame na problém nizkej hustoty stacionarneho
rozdelenia 7. V tychto oblastiach (v nasom pripade intervaloch) nizkej hustoty je pocet
hodnot povodného casového radu velmi nizky. Nasfastie mozeme ocakavat, ze pocet
hodnot v tychto intervaloch bude nizky aj v pripade bootstrapového procesu. Preto sa
ukazuje, Ze konzistenciu odhadov m, 6 a P. stadf pozadovat, iba na intervaloch, kde
hustota stacionarneho rozdelenia je nad nejakou stanovenou hodnotou.

Franke et.al (2002a) navrhli za ic¢elom konstrukcie prvotnych odhadov m, &, nasle-
dujicu modifikéciu (useknutie) Nadaraya-Watsonovho odhadu pre m a o. Pre konstanty

Ko, k, a K, oznatme K,, = k, = kzae%n a K, = Kae%n, kde X je vyberovy

priemer vzorku Xi,..., X, a 5:20” je vyberovy priemer druhych mocnin rezidui 2. De-
finujme
ig(z) ked |imy(w)] < K,
m(z) = { K, ked 1, (7) > Ko,
—Kn  ked 1hy(z) < —K,,
bg(x) ked ky<éy(z) <K,
Fr)= (K, ked 6()>f(
ko ked &, (z) < ko,

kde g = g(n) a ¢ = ¢'(n) st vyhladzovacie parametre, pre ktoré g(n)/h(n) — oo
g'(n)/h'(n) — oo,pri n — oo. Téato definicia prvotnych odhadov funkcii m, o hovori,
ze tieto odhady nahradime nejakymi konstantami, ak si ich hodnoty pod resp. nad
stanovenymi hodnotami, ktoré zavisia na X, ..., X,,. Tato procedira sa uvazuje preto,
pretoze hodnoty odhadov m(z) a ¢(x) zavisia na absolitnej hodnote parametra x a po-
kial je hodnota |x| prilis velka, klasicky ,neuseknuty® Nadaraya-Watsonov odhad stéva
znac¢ne nepresny. Dalej si definujme P. ako empirickd distribu¢ni funkeiu, na zaklade
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ktorej budeme 7id prevzorkovanim vyberat bootstrapové inovacie €;. Pre postupnost
Yn — 00, polozme Cp, = {1 <t <n : |&| <.}, kde

A

Xy - g (Xi—1)
gy =

Oy (Xio1)

t=2,...,n.

Potom P. je definované ako empirickd distribu¢na funkcia ndhodnych veli¢in &; — éc.,
pre t € (), kde é¢, je vyberovy priemer é; pre t € C,,.

V ¢lanku Franke et.al (2002a) je dokézané, ze pre K, a K, dostatocne velké, k,
dostatocne malé a vyssie definované m, & existuje taka postupnost =, pre ktoru plati,

sup |m(x) —m(z)| = op(1)

lz|<vn

sup |6(x) — o(@)| = op(7, ),

‘$|§’7n
z ¢oho plynie rovnomerna konzistentnost odhadov m(x) a &(x) na intervaloch typu
I = [—9n,Vn]. Pre zoznam vsetkych technickych predpokladov, ktoré musia byt spl-
nené, aby vyssie uvedené rovnosti platili vid Franke et.al (2002a).

Poznamka 5.4. Tento postup je potrebny pokial pracujeme s Nadaraya-Watson od-
hadmi, pripadne s lokalne linedrnymi odhadmi. Iné tvary odhadov m, &, ktoré nepot-
rebuji podobné useknutie ¢asového radu na interval definovany vyssie uvazuji napr. v
¢lanku Franke et.al (2004) a to tzv. odhady metédou N-najblizsich susedov (N-nearest
neighbour).

Vidime, ze pri konstrukcii prvotného odhadu pouzivame vyhladzovaci parameter g
pre odhad podmienenej strednej hodnoty, pripadne ¢’ pre odhad volatility. Tento postup
vychadza zo vseobecne znameho problému pri aplikacii bootstrapovych metod, a to
ako sa vysporiadat z vychylenim pévodnych odhadov. Zoberme si napriklad situéciu,
ze sa chceme zaoberat analyzou vlastnosti odhadu 64 (x) pomocou bootstrapu. Potom
rozlozenim Standardizovanej Statistiky na stochasticku cast a cast, ktord reprezentuje
vychylenie povodného odhadu,

Vnh(63(x) — 0*(x)) = Vnh [67(2) — B(67(2))] + Vnh [E(5}(2)) — 0*(2)],

mozeme vidiet, ze ak chceme aby bootstrap pracoval spravne, mal by odhadnut ko-
rektne obidva vyrazy na pravej strane. V neparametrickom pripade sa toto docieli tzv.
y2hadhladenim“ (oversmoothing), a to tym spdsobom, Ze na vypocet rezidui a genero-
vanie bootstrapovych replik sa pouzije parameter g tak, aby splnoval ¢ > h a h/g — 0
pri n — oo.Vyhladzovaci parameter h sa nasledne pouziva pri zostrojeni 6; ().
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Kapitola 6

Porovnanie metod

V tejto kapitole sa pokusime potvrdit teoretické vlastnosti metdd, ktoré sme uviedli v
predoslych kapitolach. Vypocty rozdelime do dvoch casti. V prvej ¢asti budeme déta si-
mulovat pomocou nami zvoleného procesu (DGP) tak, aby nagenerované data zodpove-
dali poziadavkom, ktoré na ne v teoretickej casti kladieme. V druhej casti bootstrapové
metody pouzijeme pri praci s redlnymi datami z financ¢ného sveta.

6.1 Simulované data

Parametrické modely

V tejto Casti budeme pracovat s modelom AR(1), ktory mozeme povazovat za repre-
zentativny priklad rodiny autoregresnych postupnosti radu p. VSeobecny DGP je

Xi=@po+ X 1+e, t=1,...,n,

kde povolime heteroskedasticitu dat sposobent tym, ze chyby e; sa budi riadit GARCH
procesom (hovorime o tzv. AR-GARCH modeli). Dalej budeme uvazovat rozne hodnoty
parametrov ¢ a @1, rozne tvary rozdelenia, ktorymi sa riadia chyby ¢, a takisto réznu
velkost n pozorovaného (v tomto pripade simulovaného) siboru dét. Presny tvar DGP
bude vzdy uvedeny v tabulke s prislusnymi vysledkami.

Aby sme zhrnuli mozné varianty, tak budeme uvazovat DGP s ¢y € {0,1}, ¢ €
{0,0.5,0.9}, a chyby budeme postupne generovat modelmi GARCH, EGARCH a GJR
GARCH pre hodnoty parametrov o a 8 tak, aby a + 8 < 1. Vsetky modely GARCH
budi maximalne radu GARCH(1, 1), kde zakladny model GARCH(1, 1) budeme uva-
zovat v tvare

e = 0y, 0p =g+ ae; | + Bop

a nahodné veli¢iny &; sa budu riadit rozdelenim N (0, 1). Parameter o bol voleny tak,
aby sa nepodmieneny rozptyl var(e;)= o0 = 1. Zo zdpisu modelov vidime, %e pokial
wo = ¢1 = 0, model sa zredukuje na GARCH(1,1) a ak naviac § = 0, na ARCH(1)
model a nakoniec v pripade, ze aj & = 0 sa model zredukuje na striktny biely Sum.
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Pri pocitani bootstrap-t intervalov, potrebujeme poznat rozptyl v/n(@¢; — p1). Pre
wild bootstrap, a parovy bootstrap budeme pracovat s odhadom kovariancénej matice,
ktory je robustny voci heteroskedasticite, v tvare

C = (X'X)' X'diag(e) X (X'X)™!, (6.1)

kde X znac¢i maticu regresorov v. AR modeli. Tento odhad sa oznacuje ako tzv. HCO
(heteroskedasticity consistent). Pre rezidudlny bootstrap, ktory predpoklada, ze asymp-
totickd kovariancnd matica je v tvare C' = 1 — ¢? budeme pouZivat klasicky odhad

C=c*X"X)"

Tabulka 6.1 zobrazuje vysledky simuldcii za tcelom skimania presnosti pokrytia
bootstrap-t intervalov v tvare

(@1 - uifa/Q ’ \/FQ% <)01 \/a)

kde u* je a—kvantil rozdelenia Studentizovanej Statistiky /n(@t — ¢1)/Ch, vypocitany
prislusnou bootstrapovou metédou. V pripade rezidualneho bootstrapu nahradime C
za C. Poznamenajme, 7e C* resp. C* je HCO odhad kovarianénej matice, uréeny na
zéklade bootstrapovych dat, ¢ize

Cv* — (X*/X ) X*/dlag(A*Q)X*(X*/X*)—l

kde & = X} — ¢ — ¢7 X, st odhadnuté rezidua na zdklade bootstrapovych dat.

7 tabulky 6.1 jasne vyplyva, ze rezidualny bootstrap poskytuje velmi vysoku pres-
nost, resp. uspesnost pokrytia v pripade, ze chyby su #id, ale v pripade podmienene
heteroskedastickych chyb sa presnost rapidne znizuje. Navyse moézeme pozorovat dalsSie
zhorsenie s rasticim po¢tom pozorovani. Dalsia metéda v poradi - rekurzivny wild bo-
otstrap, vykazuje velmi vysoku presnost v pripade iid aj ARCH/GARCH chyb. Jeho
pokrytie je najblizsie nominalnej hodnote koeficientu spolahlivosti s pomedzi vsetkych
uvazovanych metod. Navyse sa ukazuje, ze nesplnenie prisnejsich predpokladov Al,
konkrétne porusenie predpokladu A2.2 o existencii 6smeho momentu, nema vplyv na
presnost met6édy rekurzivny wild bootstrap pre uvazované dizky radov. Modely, ktoré
nespliuju tuto podmienku, st oznacené hviezdickou. Fixny wild bootstrap je naopak
vo véacsine pripadoch menej presny ako rekurzivna metdda, a dokonca aj ako parovy
bootstrap. S rasticim n sa tieto rozdiely znizuji. Intervaly spolahlivosti zalozené na
aproximdcii normalnym rozdelenim si presnejsie v pripade ddt s ARCH/GARCH chy-
bami, ale menej presné v pripade #id chyb.
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DGP: X; = p1X¢—1 + e, e = otey, 0t2 = ag +aef_1 +,8crt2_1, et ~ N(0,1)

n ©1 a B Rezidualny b. Rek. wild b.  Fix. wild b.  Parovy b.  Asymptoticky

50 0 0 0 89.7 90.0 89.1 89.8 86.7
* 0 0.5 0 77.0 88.8 86.9 89.1 85.2

* 0 0.3 0.6 81.7 89.5 88.9 89.4 85.4

0 0.3 0 81.9 89.6 88.9 89.5 86.2

0 0.1 038 87.1 89.3 87.4 89.0 85.6

0.9 0 0 83.8 83.4 79.5 80.1 76.7

* 09 0.5 0 80.0 85.0 80.1 81.3 77.1

* 09 03 0.6 80.7 84.5 80.8 81.9 77.2

09 03 0 82.5 85.2 81.7 82.1 77.5

09 01 0.8 83.6 83.4 79.8 80.1 75.9

100 0 0 0 88.9 88.9 89.3 89.7 88.3
* 0 0.5 0 72.9 88.9 87.9 89.3 86.9

* 0 03 0.6 77.5 89.7 88.5 89.5 87.0

0 0.3 0 79.8 89.6 89.1 89.6 87.0

0 0.1 038 84.6 90.2 89.3 89.8 88.3

0.9 0 0 88.0 87.7 84.3 84.2 82.9

* 09 0.5 0 82.1 87.3 84.7 85.1 82.9

* 09 03 0.6 81.8 88.5 85.3 85.3 82.1

09 03 0 82.6 87.5 85.4 85.8 83.2

09 01 0.8 86.7 87.6 86.9 84.4 82.2

Tabulka 6.1. Percentudlne pokrytie 90% bootstrap-t intervalov spolahlivosti pre parameter o7 za pred-
pokladu nenulovosti interceptu ¢qg. Vysledky ziskané na zaklade 5000 simulacii, pre kazda simuldciu
nagenerované 1000 bootstrapovych replikacii. Hviezdic¢kou st oznacené modely, v ktorych 8. moment
GARCH procesu nie je koneény a nesplinuje podmienky A2.

Na obrazku 6.1 vidime histogram skuto¢ného rozdelenia statistiky /n($1—¢1) spolu
s aproximaciou jej rozdelenia pomocou 3 bootstrapovych metéd. Sedou farbou je vy-
znacend hustota rozdelenia rozdelenia N (0, C'), kde C je HCO odhad v tvare (6.1). Dizka
radu bola n = 50 a n = 100. Na lavom obrazku boli data generované z AR(1) modelu
v tvare X; = 0.5X, 1 + &, kde &, ~ N(0,1). Na obrézkoch vpravo data pochddzaji z
AR(1)-ARCH(1) modelu v tvare X; = 0.01X; 1 + e, €; = oy, 07 = 0.5+ 0.5€? 4,
g ~ N(0,1). Pre met6du wild bootstrap budeme uvazovat len rekurzivny variant.
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Obrazok 6.1. Vlavo: Histogram rozdelenia $tatistiky R,, = v/n(@1 — 1), kde data pochddzaji z AR(1)
modelu a aproximacia tohto rozdelenia bootstrapovymi metédami. Vpravo: Histogram rozdelenia sta-
tistiky R,, spolu s bootstrapovymi aproximaciami tohto rozdelenia, kde dita pochadzaji z modelu
AR(1)-ARCH(1). Histogramy uréené na zéklade 10000 MC simuldcii. Bootstrapové aproximécie ur-
¢ené na zaklade 5000 bootstrapovych vyberov.

V praci Goncalves, Kilian (2004) bola vysetrovana tspesnost pokrytia bootstrap-t
intervalov pre AR-GARCH model spolu s viacerymi modifikaciami zdkladného GARCH
procesu. Podme sa pozriet, ¢i podobné vysledky ziskame aj pre hodnoty charakteristik
bodovych odhadov. Tabulka 6.2 obsahuje hodnoty vychylenia, smerodajnej odchylky
a MSE pre odhad rozptylu parametra ¢; pomocou dvoch bootstrapovych metod. Pre
porovnanie uvadzame aj presnost odhadu HC0. Rezidualny bootstrap vynechame, kedze
sme v tabulke 6.1 ukazali, Ze pre podmienene heteroskedastické chyby nie je tato metdda
vhodna.

Pohlad na tabulku 6.2 prezradzuje, ze podobne ako pri intervalovych odhadoch, aj
pri bodovych odhadoch je najlepsou volbou metéda wild bootstrap. Vidime, Ze pre tito
metodu je pri ¢ = 0 vychylenie vyssie ako pre ostatné metddy, ale smerodajné odchylka
(rozptyl) odhadu je najmensia pre vSetky uvazované modely, a to v takej miere, Ze podla
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MSE sa metéda wild bootstrap javi ako najlepsia. Vsimnime si, zZe vychylenie odhadu
rozptylu pomocou parového bootstrapu je malé, ale smerodajna odchylka je prilis velka,
¢o robi z parového bootstrapu velmi neeficientni metédu. Odhad pomocou HCO je
rovnako kvalitny ako odhad pomocou parového bootstrapu vo vacsine simulacii. Takisto
ako pri skimani tspesnosti pokrytia intervalov spolahlivosti, aj tu plati, Ze nesplnenie
teoretickych predpokladov kladenych na konzistenciu metédy wild bootstrap (oznacené
hviezdickou), mé& maly vplyv na jej presnost pri takychto malych poétoch pozorovani.

DGP: Xi = p1X¢—1 + e, et = o0&y, O't2 =g +aef_1 +ﬂaf_1, et ~ N(0,1)

Vychylenie Smer. odchylka MSE
n ©1 o B nvargi HCO Wild Pair HCO Wild Pair HCO0 Wild Pair
50 0 0 0 0.99 -0.04 -0.12 0.02 0.25 0.19 0.26 0.07 0.05 0.07
* 0 0.5 0 1.73 -0.10 -0.48  0.01 0.74 040 0.87 0.56  0.39 0.76
* 0 0.3 0.6 1.47 -0.12  -0.34 -0.03 0.56 032 0.59 0.33 022 0.35
0 0.3 0 1.45 -0.12  -0.37  -0.06 047 028 0.49 0.23 022 0.24
0 0.1 0.8 1.09 -0.04 -0.19  0.03 0.30 0.21 0.32 0.09 0.08 0.10
0.9 0 0 0.43 -0.13 -0.13 -0.10 0.17 0.16  0.18 0.05 0.04 0.04
* 0.9 0.5 0 0.58 -0.20  0.02 -0.16 0.30 026 0.32 0.13  0.07 0.13
* 09 03 06 0.56 -0.18  0.01 -0.14 0.25 0.24 0.32 0.10 0.06 0.12
09 0.3 0 0.51 -0.16  0.03 -0.13 0.23 0.18 0.24 0.08 0.03 0.07
09 01 08 0.46 -0.15  0.02 -0.11 0.19 0.15 0.20 0.06 0.02 0.05
100 0 0 0 1.00 -0.05 -0.07  0.00 0.19 0.16 0.19 0.04 0.03 0.04
* 0 0.5 0 2.12 -0.20 -0.59 -0.06 0.98 0.58 1.17 1.01 0.69 1.37
* 0 0.3 0.6 1.76 -0.10 -0.33  -0.07 0.72 0.50 0.73 0.53 036 0.54
0 0.3 0 1.57 -0.12  -0.27 -0.01 049 035 0.52 0.26 020 0.27
0 0.1 0.8 1.20 -0.07 -0.14 -0.03 0.27 021 0.29 0.08 0.06 0.09
0.9 0 0 0.32 -0.07  0.03 -0.06 0.10 0.08 0.11 0.02 0.01 0.02
* 09 0.5 0 0.46 -0.10 0.04 -0.10 0.25 0.23 0.28 0.07 0.05 0.09
* 09 03 06 0.44 -0.08  0.05 -0.07 0.24 023 0.28 0.07  0.06 0.08
09 0.3 0 0.39 -0.10  0.05 -0.09 0.16 0.16 0.16 0.03 0.03 0.03
09 01 08 0.35 -0.07  0.05 -0.06 0.12 0.11 0.14 0.02 0.02 0.02

Tabulka 6.2. Kvalita aproximdcie rozptylu parametra ¢1 v AR(1)-GARCH(1,1). Hviezdi¢kou st ozna-
¢ené modely, v ktorych 8. moment GARCH procesu nie je kone¢ny, a tym padom nespliiuje podmienky
A2. Spravna hodnota Statistiky nvarp, bola ziskand metédou MC na zéklade 5000 simulacii, vysledky
boli ziskané prostrednictvom 2000 simuldcii, pre kazdu simuldciu nagenerovanych 500 bootstrapovych
replikacii.

V predchédzajucich kapitolach sme uviedli, ze metéda wild bootstrap by teoreticky
nemala vykazovat dobré vysledky pre asymetrické modely. Tabulka 6.3 ale ukazuje, ze
aj napriek nepriaznivému teoretickému zakladu presnost metédy wild bootstrap sa pre
asymetrické data zasadne nezhorsila.
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DGP: X¢ = ¢1Xy_1 +et, er = oreq, Ino? =oag+Blnol | + 041 +( €t—1’ —4/2/m), ex ~ N(0,1)
Vychylenie Smer. odchylka MSE

n @Y1 g B 6 v nvargi HCO Wild Pair HCO ‘Wild Pair HCO ‘Wild Pair
50 0 0.01 0.70 -0.30 0.60 1.79 -0.12 -0.52 0.08 0.83 0.42 1.10 0.71 0.45 1.22
0.9 0.01 0.70 -0.30 0.60 0.67 -0.17 0.00 -0.10 0.47 0.29 0.50 0.25 0.08 0.26
0 0.01 0.10 0.30 0.90 1.76 -0.20 -0.50 0.09 0.70 0.35 1.25 0.52 0.38 1.58
0.9 0.01 0.10 0.30 0.90 0.57 -0.17 -0.01 -0.12 0.34 0.22 0.37 0.14 0.05 0.15
*ok 0.09 -0.71 0.86 -0.08 0.26 1.13 -0.07 -0.18 0.01 0.35 0.23 0.36 0.13 0.09 0.13
100 0 0.01 0.70 -0.30 0.60 2.20 -0.12 -0.53 0.01 1.19 0.66 1.21 1.45 0.71 1.47
0.9 0.01 0.70 -0.30 0.60 0.54 -0.09 0.04 -0.07 0.44 0.28 0.42 0.20 0.08 0.19
0 0.01 0.10 0.30 0.90 1.99 -0.15 -0.41 0.06 0.73 0.40 0.95 0.55 0.34 0.90
0.9 0.01 0.10 0.30 0.90 0.42 -0.10 0.04 -0.08 0.21 0.19 0.27 0.05 0.04 0.08
H* 0.09 -0.71 0.86 -0.08 0.26 1.22 -0.03 -0.13 0.03 0.35 0.25 0.36 0.12 0.08 0.13
864 0.09 -0.71 0.86 -0.08 0.26 1.36 0.00 -0.03 0.02 0.20 0.20 0.22 0.04 0.04 0.05

Tabulka 6.3. Kvalita aproximdcie rozptylu parametra ¢; v AR(1)-EGARCH(1,1). Sprdvna hodnota
statistiky nvarg; bola ziskana metédou MC na zaklade 5000 simulécii, vysledky boli ziskané prostred-
nictvom 2000 simuldcif, pre kazdd simuldciu nagenerovanych 500 bootstrapovych replikécii.(x*) Tento
model bol pouzity v knihe Tsay (2005) na modelovanie vyvoja mesacnych logaritmickych vynosov akcif
spoloc¢nosti IBM od januara 1926 do decembra 1997 pre 864 hodnot.

Pre GJR GARCH model dostavame takisto dobré vysledky pre metédu wild boots-
trap, ako ukazuje tabulka 6.4.

DGP: X¢ = ¢1Xy_1 + €4, et = oter, oF =ao+are;_; + 107 +v1ef ;I |, er ~ N(0,1)

Vychylenie Smer. odchylka MSE
n w1 ag al B1 1 nvargi HCO Wild Pair HCO Wild Pair HCO Wild Pair
50 0 0.01 0.10 0.80 0.20 1.09 -0.03 -0.14 0.03 0.34 0.22 0.70 0.12 0.07 0.48
0.9 0.01 0.10 0.80 0.20 0.47 -0.14 0.04 -0.03 0.18 0.16 0.40 0.05 0.03 0.16
0 0.01 0.10 0.80 0.70 1.36 -0.10 -0.27 0.01 0.47 0.35 0.80 0.23 0.20 0.63
0.9 0.01 0.10 0.80 0.70 0.52 -0.11 0.02 0.00 0.27 0.18 0.48 0.09 0.03 0.23
100 0 0.01 0.10 0.80 0.20 1.22 -0.03 -0.13 0.00 0.31 0.24 0.56 0.10 0.07 0.31
0.9 0.01 0.10 0.80 0.20 0.36 -0.08 0.03 -0.03 0.13 0.12 0.22 0.02 0.02 0.05
0 0.01 0.10 0.80 0.70 1.49 -0.01 -0.23 0.01 0.65 0.54 0.92 0.43 0.34 0.84
0.9 0.01 0.10 0.80 0.70 0.42 -0.03 0.05 0.01 0.24 0.20 0.38 0.06 0.04 0.14

Tabulka 6.4. Kvalita aproximécie rozptylu parametra ¢; v AR(1)-GJR-GARCH(1,1). Sprdvna hod-
nota statistiky nvarp; bola ziskanid metédou MC na zaklade 5000 simulacii, vysledky boli ziskané
prostrednictvom 2000 simulécii, pre kazda simulaciu nagenerovanych 500 bootstrapovych replikacii.

Vratme sa na chvilu k percentilovym intervalovym odhadom. V kapitole 5, priklade
5.1 sme konstruovali percentilové intervaly pre model AR(1)-ARCH(1) v pripade, Ze
sme predpokladali nulovost interceptu ¢gy. V skutocnosti ale tento predpoklad je velmi
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tazko realizovatelny. Preto si teraz ukazeme, ako sa percentilové intervaly spolahlivosti
spravaju v pripade, ak tento predpoklad nulovosti interceptu pri vypocte OLS odhadu
zamietneme.

DGP: Xy = p1X_1 +et, ex = oter, 07 = ag + arel_,, ex ~ N(0,1)

n 1 [e%1 Rezidudlny b. Rek. wild b. Fix. wild b. Parovy b. Asymptoticky
50 0 0 90.2 90.0 88.1 89.8 86.7
0 0.5 78.2 84.5 79.0 87.1 85.1
0 0.9 69.6 81.7 73.7 87.1 82.8
0.5 0 82.5 80.3 86.1 86.5 85.2
0.9 0 46.2 44.3 77.2 79.4 76.7
0.5 0.5 74.2 79.2 78.3 86.9 78.0
100 0 0 89.9 89.9 88.6 89.6 88.3
0 0.5 74.5 87.1 78.3 88.4 86.1
0 0.9 61.7 82.0 73.7 86.4 84.2
0.5 0 85.8 85.0 87.0 88.2 87.5
0.9 0 61.5 62.0 83.0 82.6 82.9
0.9 0.5 75.3 88.5 80.0 87.2 86.2
500 0 0 89.7 89.1 88.5 88.9 88.5
0 0.5 68.8 87.0 80.0 88.6 88.3
0 0.9 43.8 82.8 75.2 86.6 86.0
0.5 0 89.3 88.9 88.5 89.0 89.5
0.9 0 81.7 81.7 87.5 88.0 87.7
0.9 0.5 69.6 86.5 80.7 88.5 89.1

Tabulka 6.5. Percentuélne pokrytie 90% percentilovych intervalov spolahlivosti pre parameter 1 za
predpokladu nenulovosti interceptu . Vysledky ziskané na zaklade 5000 simulécii, pre kazdd simu-
laciu nagenerovanych 1000 bootstrapovych replikacii.

Vidime, ze percentilové intervaly spolahlivosti su v pripade silnej zavislosti velmi
nepresné. Tento fakt je sposobeny tym, ze klasicky OLS odhad, ktory predpoklada ne-
nulovy intercept, nie je nestranny, pokial regresory tvoria oneskorené hodnoty vysvetlo-
vanej premennej. Na rozdiel od klasickej linearnej regresie, kde OLS odhad parametra
je nestranny, v autoregresii musime byt opatrni pri pouzivani bootstrapovych metdd.
KedZe zékladnd podstata metody bootstrap je, ze ¢* zodpovedd @ tak, ako @ zodpo-
vedd ¢, tak pri neplatnosti druhého predpokladu, generovanim bootstrapovych replik
(ktoré sa ,naivne* spoliehaji na korektnost @), sa stdva bootstrapovy odhad este viac
vychyleny. Vsimnime si, ze zlé vysledky davaji metddy, ktoré sa naozaj pri konstruk-
cii ¢* spoliehaji na ¢, ako rezidudlny a rekurzivny wild bootstrap. Parovy bootstrap,
ktory bootstrapové odhady generuje priamo z déat (a nie na zaklade odhadnutych rezi-
dui), je presnejsi.

Tento nedostatok mozeme opravit tym, ze budeme pracovat s bootstrap-t intervalmi,
ktoré pri konstrukcii bootstrapovych replik zohladnuji pévodny odhad ¢ (prostrednic-
tvom centrovania) a tym implicitne odstranuji vychylenie. Druhd moZnost je pouzit
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BC, intervaly, ktoré nevyzaduju pocitanie smerodajnej odchylky. Tretia moznost je
odhad ¢ ocistit od vychylenia predtym, ako aplikujeme bootstrapovi metédu.

Neparametrické modely

Pozrime sa teraz, aké vysledky davaji bootstrapové metédy v praxi, ak nemame k
dispozicii parametricky model. Data budeme simulovat z nasledujticich modelov:

M1: Xt = 4SiH(Xt,1) + &4,
M2: X, = 0.5X,1 + /0.5 +0.25X7 =,

e ~ N(0,1) v obidvoch pripadoch. Zoberme si najprv model M1.
Model M1

Ukazme si prostrednictvom kratkej simulacie, ze neparametrické bootstrapové me-
tody spravne aproximuju rozdelenie jadrového odhadu podmienenej strednej hodnoty
modelu M1. Vidime, ze m(z) = 4sin(x), o(x) = 1. Budeme predpokladat, ze konstan-
tnost o(z) je dopredu znama, preto pre data zvolime model X; = m(X;_1) + &, ¢ize
model s podmienene homoskedastickymi chybami. Budeme skiimat rozdelenie Statistiky

Vnh(u,(7/2) — m(7/2)) (6.2)
a jej bootstrapovej aproximacie
Vnh(ig (7/2) — m(r/2)), (6.3)

kde m(x) = my(x). Vyhladzovaci parameter bol zvoleny h = 0.9, g = 1.2 pre n = 50,
h=0.8,g=11pren=100a h =0.7, g = 1.0 pre n = 200. Spravne rozdelenie Statis-
tiky (6.2) sme urcili na zéklade 5000 Monte Carlo replikacii, rozdelenie bootstrapove;
statistiky na zaklade 1000 bootstrapovych replikacii.

Aby sme ¢iselne vyjadrili presnost aproximacie rozdelenia Statistiky (6.2) bootstrapo-
vymi metédami, pocitajme tzv. odmocninovi priemerni stvorcovi chybu (root average
squared error) v tvare

1 & 2]/?

RASE; = [m; {£7 () = )} 1 )

kde RASE; znac¢i hodnotu odmocninovej priemernej Stvorcovej chyby pre j-ta simuléciu,
pricom v kazdej takejto simulacii vygenerujeme novy podkladovy ¢asovy rad z modelu
M1 a pre tento casovy rad vypocitame bootstrapovou metédou 1000 hodndt statistiky
(6.3). Z tychto hodn6t potom odhadneme rozdelenie f7 tejto Statistiky pre j-tu simuld-
ciu klasickym jadrovym odhadom. Hodnoty RASE sme pocitali v 100 ekvidistantnych
bodoch z intervalu [—10,5]. Skutoéni hustotu ur¢enti na zdklade MC simulécii sme
oznadili f(z;). Hodnoty RASE ndm budu slazit aj na urcenie reprezentativnej vzorky
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bootstrapovych aproximacii rozdelenia statistiky (6.2), a to tym spdsobom, ze zo 100
simuldcii vyberieme len tie, ktoré (zhruba) zodpovedaji medidnu, hornému a dolnému
kvartilu z hodnét RASE;, ..., RASE; g. Takto urc¢ime 3 pripady, ktoré zakreslime do
grafov.

Na obrazku 6.2 vidime spravne rozdelenie Statistiky (6.2) spolu s 3 bootstrapovymi
aproximaciami pre 3 rozne povodné casové rady. Vidime, ze presnost autoregresného
bootstrapu je relativne velka uz pri n = 50, ¢o je pre neparametrické metdédy znacne
nizky pocet pozorovani. Pre n = 100 pozorujeme dalSie spresnenie metddy. Z grafov
vidime, ze wild bootstrap sa zd4d byf menej presny ako autoregresny bootstrap pre
vietky dlzky ¢asového radu, ¢o potvrdzuje aj tabulka 6.6. Pre n = 200 uZ obidve
metody vykazuji vyborné vysledky.
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Obrazok 6.2. Hustota statistiky (6.2) pre n = 50,100,200 vypocitand pomocou 5000 MC simuldcii
( ) spolu s 3 aproximédciami metédou neparametricky wild bootstrap (lavy panel) a autoregresny
bootstrap (pravy panel). Pre kazdd metédu zakreslené 3 pripady zodpovedajice 3 hodnotdm RASE,
dolny kvartil (- - -), medidn (o o o) a horny kvartil (+ + +).
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Autoregresny bootstrap Wild bootstrap

n dolny kvartil medidn  horny kvartil dolny kvartil medidn  horny kvartil
50 0.0123 0.0191 0.0261 0.0170 0.0237 0.0343
100 0.0098 0.0149 0.0212 0.0132 0.0120 0.0299
200 0.0082 0.0115 0.0175 0.0108 0.0185 0.0245

Tabulka 6.6. Hodnoty dolného kvartilu, medidnu a horného kvartilu RASE odhadnutej hustoty Statis-
tiky (6.2) metédou autoregresny a neparametricky wild bootstrap vo¢i odhadnutej hustote skutoéného
rozdelenia Statistiky spocitanej na zédklade 5000 MC simulacii. Median spoc¢itany na zaklade simulécii
100 rdéznych éasovych radov {X;}.

Na obrazku 6.3 je pre zndzornenie zobrazena staciondrna hustota X; simulovana
na zéklade realizcie procesu z modelu M1 s n = 10000 a dalej tvar funkcie m(z) pre
hodnoty = € [—6,6] spolu s odhadom 7,(x) pre n = 50, h = 0.9. Vidime, ze odhad
mp(x) je znacne nepresny na intervaloch nizkej stacionarnej hustoty, ¢ize priblizne pre
|z| > 5.
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Obrazok 6.3. VIavo hustota staciondrneho rozdelenia procesu M1. Vpravo: znazorneny tvar funkcie
m(xz) (——) pre x € [-5,5] spolu s jej odhadom 7, (x) (- - -), n = 50, h = 0.9 pre jednu realizaciu.
Pocet bodov z tohto intervalu, v ktorych boli funkcie konstruované, je 100.

Model M2

V modeli M1 sme predviedli, Zze bootstrapova aproximéacia rozdelenia podmienenej
strednej hodnoty je relativne presna pri podmienene homoskedastickych chybach. V
tomto pripade vidime, Ze v modeli M2 si chyby generované ako ARCH(1) proces.
Budeme znova skimat rozdelenie Nadaraya-Watsonovho odhadu 7mi(x) a é(x) v bode
x = 1. Najprv nas bude zaujimat presnost aproximécie rozdelenia Statistiky

Vah(ia (1) = m(1)) (6.4)

pomocou neparametrického autoregresného a neparametrického wild bootstrapu. Spravne
rozdelenie Statistiky (6.4) uré¢ime metédou Monte Carlo pomocou 5000 simuldcii pre 3
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rozne dizky ¢asového radu, n = 50, n = 100 a n = 200 generovaného pomocou M2.
Bootstrapova statistika ma tvar

Vinh(mi(1) —m(1)). (6.5)

Na obrazku 6.4 vidime skuto¢né rozdelenie statistiky (6.4) a bootstrapovi aproximaciu
pomocou dvoch bootstrapovych metod. Znovu zobrazujeme iba 3 pripady zo 100, ktoré
zodpovedaji 3 hodnotdam ASE;, j = 1,..., 100, rovnako ako v modeli M1. Hodnoty ASE
sme tentokrat pocitali v 100 bodoch z intervalu [—8,6]. Vyhladzovaci parameter bol
zvoleny h =1.0,g=12pren=50,h=0.9,g=1.1pren=100a h =0.8, g = 1.0 pre
n = 200. Z obrazku je zrejmé, ze wild bootstrap nezachycuje spravne rozptyl statistiky:.
Autoregresny bootstrap vykazuje znova lepsie vysledky, a to pre vietky uvazované dizky
simulovanych ¢asovych radov.
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Obrazok 6.4. Hustota Statistiky (6.4) pre n = 50,100,200 vypocitand pomocou 5000 MC simuldcii
( ) spolu s 3 aproximédciami metédou neparametricky wild bootstrap (lavy panel) a autoregresny
bootstrap (pravy panel). Pre kazdd metédu zakreslené 3 pripady zodpovedajice 3 hodnotdm RASE,
dolny kvartil (- - -), medidn (o o o) a horny kvartil (+ + +).
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Autoregresny bootstrap Wild bootstrap

n dolny kvartil medidn  horny kvartil dolny kvartil medidn  horny kvartil
50 0.0207 0.0298 0.0414 0.0260 0.0358 0.0514
100 0.0132 0.0208 0.0334 0.0209 0.0301 0.0391
200 0.0123 0.0195 0.0292 0.0152 0.0224 0.0332

Tabulka 6.7. Hodnoty dolného kvartilu, medidnu a horného kvartilu RASE odhadnutej hustoty Statis-
tiky (6.4) metédou autoregresny a neparametricky wild bootstrap vo¢i odhadnutej hustote skutoéného
rozdelenia Statistiky spoc¢itanej na zdklade 5000 MC simulacii. Median spoc¢itany na zaklade simulécii
100 roznych ¢asovych radov {X;}.

Pre statisticku analyzu volatility mozeme pouzit autoregresny bootstrap. Pretoze
neparametrické odhady v pripade skiimania volatility st prilis nepresné pri malych
poctoch pozorovani, budeme pracovat s mierne dlhsim radom ako v pripade podmiene-
nej strednej hodnoty, konkrétne budeme uvazovat n = 100, 200, 400, 800. Budeme teda
skumat kvalitu aproximdcie rozdelenia Statistiky

Vh(64(1) = o(1)) (6.6)

pomocou neparametrického autoregresného bootstrapu. Spravne rozdelenie statistiky
(6.6) uréime metédou Monte Carlo pomocou 5000 simuldcif pre 4 rézne dlzky ¢asového
radu, n = 100, 200,400,800 generovaného pomocou M2. Bootstrapova statistika ma
tvar

Vnh(6E(1) — 5(1)). (6.7)
Tentokrat zo simulécii vyplynulo, Ze najlepsie vysledky sme dostali pouzitim réznych
vyhladzovacich parametrov pre m a . Hodnoty vyhladzovacich parametrov pre jednot-
livé poc¢ty pozorovani si uvedené v tabulke 6.8.

hm  gm h g
100 09 1.1 1.0 1.2
200 0.8 1.0 0.9 1.1
400 0.7 0.9 0.8 1.0
800 0.6 0.8 0.7 09

Tabulka 6.8. Hodnoty vyhladzovacich parametrov pre jednotlivé pocty pozorovani pouzitych pri apro-
ximécii rozdelenia Statistiky (6.6).

Z obrazku 6.5 vidime, ze pri n = 100 je aproximdcia rozdelenia Statistiky (6.6)
znacne nepresna. V porovnani s aproximaciou rozdelenia Statistiky pre podmieneni
stredni hodnotu je odhad rozdelenia statistiky pre volatilitu menej presny pri rovnakom
pocte pozorovani. So zvysujucim sa poctom pozorovani sa stdva aproximécia presnejsia,
¢o vyplyva aj z tabulky 6.9. Pre n = 800 uz je presnost aproximécie porovnatelna s
presnostou aproximacie pre podmienent strednii hodnotu pri n = 200.
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Obréazok 6.5. Hustota statistiky (6.6) pre n = 100, 200, 400, 800 vypocitand pomocou 5000 MC simulécii
( ) spolu s 3 aproximdciami metédou autoregresny bootstrap. Zakreslené 3 pripady zodpovedajice
3 hodnotdm RASE, dolny kvartil (- - -), medidn (o o o) a horny kvartil (+ + +).

Autoregresny bootstrap

n dolny kvartil medidn  horny kvartil
100 0.0261 0.0488 0.0685
200 0.0225 0.0311 0.0482
400 0.0163 0.0251 0.0403
800 0.0134 0.0221 0.0361

Tabulka 6.9. Hodnoty dolného kvartilu, medidnu a horného kvartilu RASE odhadnutej hustoty Statis-
tiky (6.6) metédou autoregresny bootstrap voé¢i odhadnutej hustote skutoéného rozdelenia statistiky
spocitanej na zaklade 5000 MC simulécii. Medidn spoc¢itany na zaklade simulacii 100 réznych ¢asovych

radov {X;}.
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Nakoniec prostrednictvom kratkej simulacie porovname presnost parametrickych a
neparametrickych bootstrapovych metéd. Budeme studovat presnost aproximacie rozp-
tylu OLS odhadu nvarp; pre 3 rozne jednoduché casové rady. Prvy model, ktory budeme
uvazovat, je klasicky autoregresny model X; = ¢1.X;_1+¢;. Tabulka 6.10 obsahuje hod-
noty vychylenia, smerodajnej odchylky a MSE pre 4 bootstrapové metédy a ¢ = 0.5.
Tabulka 6.11 obsahuje rovnaké charakteristiky pre ¢; = 0. Vidime, Ze pre data bez pod-
mienenej heteroskedasticity su z hladiska vychylenia parametrické metody presnejsie.
Smerodajna odchylka vychddza najmensia pre parametricky rekurzivny wild bootstrap
(RW) a hodnoty MSE naznacuju, ze parametrické metédy si lepsou volbou ako nepa-
rametricky wild bootstrap (NW) pre malé pocty pozorovani. Autoregresny bootstrap
(AR) ale nezaostava a vykazuje podobné vysledky ako parametricky fixny wild boots-
trap (FW). Vyhladzovaci parameter pre neparametrické metédy bol zvoleny h = 1.2
pre n =50, h =1.1 pre n =100 a h = 1.0 pre n = 200.

Vychylenie Smer. odchylka MSE
nvargi RW FW NW AR RW FW NW AR RW FW NwW AR
50 0.85 -0.07 -0.05 -0.19 0.09 0.15 0.23 0.21 0.19 0.03 0.05 0.08 0.05
100 0.79 -0.03 -0.03 -0.12 0.09 0.13 0.18 0.16 0.15 0.02 0.03 0.04 0.03
200 0.77 -0.03 -0.01 -0.09 0.07 0.10 0.13 0.11 0.11 0.01 0.02 0.02 0.02

Tabulka 6.10. Kvalita aproximacie rozptylu parametra ¢; v modeli X; = 0.5X;_1 + ;. Spravna hod-
nota Statistiky nvarg; bola ziskand metédou MC na zaklade 10000 simulécii, vysledky boli ziskané
prostrednictvom 2000 simulécii, pre kazda simulaciu nagenerovanych 500 bootstrapovych replikacii.

Vychylenie Smer. odchylka MSE
nvargi RW FW NwW AR RW FW NW AR RW FW NW AR
50 0.98 -0.09 -0.01 -0.21 -0.09 0.18 0.26 0.24 0.24 0.04 0.07 0.10 0.06
100 1.00 -0.08 -0.02 -0.15 -0.06 0.16 0.20 0.19 0.19 0.03 0.04 0.06 0.04
200 1.00 -0.06 -0.02 -0.10 -0.03 0.13 0.15 0.16 0.17 0.02 0.02 0.03 0.03

Tabulka 6.11. Kvalita aproximéacie rozptylu parametra ¢, v modeli X; = ;. Spravna hodnota Statistiky
nvarg; bola ziskand metédou MC na zaklade 10000 simulécii, vysledky boli ziskané prostrednictvom
2000 simulécii, pre kazda simuldciu nagenerovanych 500 bootstrapovych replikacii.

Tabulka 6.12 popisuje kvalitu aproximécie, pokial do modelu pridame podmienent
heteroskedasticitu. Okrem evidentného zhorsenia vsetkych ukazovatelov vidime, ze vy-
chylenie parametrického fixného wild bootstrapu je najvacsie zo vsetkych uvazovanych
metod, naopak najlepsie si vedie rekurzivny wild bootstrap a autoregresny bootstrap.
Smerodajna odchylka odhadov rozptylu je najmensia v pripade autoregresnej metody.
Nakoniec z hladiska MSE st dokonca vSetky ostatné (tzn. aj obidve neparametrické
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met6dy) presnejsie ako parametrickd metéda fixny wild bootstrap. Parametrickd me-
toda rekurzivny wild boostrap je v tomto pripade presnejsia ako neparametricky wild
bootstrap, ale menej presna ako autoregresny bootstrap. Vyhladzovaci parameter pre
neparametrické metédy bol zvoleny h = 1 pre n = 50, h = 0.9 pre n = 100 a h = 0.8

pre n = 200.
Vychylenie Smer. odchylka MSE
nvargi RW FW NwW AR RW FW NW AR RW FW NwW AR
50 1.35 -0.27 -0.36 -0.30 -0.24 0.27 0.33 0.34 0.20 0.15 0.24 0.21 0.10
100 1.44 -0.22 -0.38 -0.25 -0.22 0.27 0.27 0.29 0.17 0.12 0.22 0.15 0.08
200 1.50 -0.16 -0.39 -0.23 -0.19 0.30 0.25 0.27 0.15 0.12 0.21 0.13 0.06

Tabulka 6.12. Kvalita aproximécie rozptylu parametra ¢ v modeli X; =

0.5+ 0.25X7 ;. Spravna

hodnota statistiky nvarg; bola ziskand metédou MC na zaklade 10000 simulacii, vysledky boli ziskané
prostrednictvom 2000 simuldcii, pre kazdu simulaciu nagenerovanych 500 bootstrapovych replikacii.
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Kapitola 7

Pouzitie metédy bootstrap

V tejto casti si ukdzeme, ako mozeme metdédu bootstrap pouzit v praxi. Medzi dole-
zité otazky statistického skiimania moze napriklad patrit aj testovanie na parametrické
struktury, ¢ize hladanie odpovede na otazku, ¢i dané data moézeme modelovat urcitym
parametrickym modelom. Vhodnou cestou k najdeniu tejto odpovede st neparamet-
rické metody. Zjednodusene teda hladame odpoved na otézku, ako daleko je nepara-
metricky model od parametrického. Hjellvik a Tjgstheim (1995) navrhli testy zalozené
na Lo—vzdialenosti medzi neparametrickym a parametrickym odhadom pre stredni
hodnotu a podmieneny rozptyl. Avsak ako sa ukézalo, v tomto pripade je testovanie
hypotéz pomocou asymptotickych aproximacii velmi nepresné, pokial nemame k dis-
pozicii obrovské mnozstvo dat. Ako uz vieme, bootstrapové metdédy casto poskytuju
lepsie vysledky ako asymptotické metody pri malom pocte pozorovani, avsak nikde ne-
bola teoreticky dokazana validita bootstrapového algoritmu v tomto kontexte. Kreiss,
Neumann a Yao (2008) prisli so svojim ¢lankom, kde tuto medzeru zaplnuji. Nimi
navrhnuty postup si teraz popiseme.
Uvazujme jednoduchy model

Y;:m(Xt)—F&Tt, t> 17 (7].)

kde m(z) = E(Y; | X; = x) a E(e; | Y2) = 0 pre vSetky t. Neuvazujeme, ze &, t > 1
su nezavislé, ¢o nam dovoli zahrnit do tohto modelu podmienenti heteroskedasticitu.
Poznamenajme, ze model (7.1) obsahuje aj autoregresny model, kde X; obsahuje one-
skorené hodnoty Y;. Nulova hypotéza, ktori chceme testovat, ma tvar

Hy: m()e{me| 0 cO}

proti alternative
Hi: m()¢{me| 0 cO}

CiZe testujeme, ¢i autoregresni funkciu (podmienent stredntt hodnotu) mozeme vyjadrit
v urcitej parametrickej forme. Ako priklad si mozeme uviest testovanie hypotézy na
linedrne regresny tvar autoregresnej funkcie, t.j. mg(z1,...,x,) = >.0_; 6,x;, respektive
zaujimavy priklad s aplikdciou v ekonometrii - testovanie na ARCH struktaru. Na prvy
pohlad sa mdze zdat, kedze ARCH struktira nie je obsiahnutd v podmienenej strednej
hodnote ale vo volatilite, ze takto formulovany test je irelevantny. Ale ako sme spomenuli
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v sekcii 2.2.1, ARCH model sa da ekvivalentne zapisat ako AR model druhych mocnin,
¢ize napr. nasledujice tvary ARCH(1) modelu st zamenitelné:

Xt =1/ Qp + ()61Xt2_18t,

Xf =qap+ 041Xt2,1 + (g + @1Xt271)<€? - 1),

a teda tento problém je Specidlny pripad testovania hypotézy Hy pre Y; = X?.

Zakladna myslienka spociva v pouziti L, —vzdialenosti medzi neparametrickym (bu-
deme uvazovat Nadaraya-Watsonov odhad v tvare (2.24)) a parametrickym odhadom
autoregresnej funkcie ako testovej statistiky, cize

/R< ZK’”’" )Y - (Xt>}>2w(w)dw, (7.2)

kde Kp(-) = Kp(-/h)/h je jadro definované v kapitole 3, h je vyhladzovaci parameter
a w(-) je vahové funkcia. Za odhad @ parametra @ funkcie m(-) zoberieme akykolvek
/n—konzistentny odhad.

K implementécii akejkolvek hypotézy budeme potrebovat kritické obory testovej sta-
tistiky, ktoré ziskame pomocou bootstrapovej metédy. V sekcii 5.5 sme uviedli vlastnosti
neparametrického wild bootstrapu a tito metédu teraz pouzijeme na zostrojenie kritic-
kych hodnot. V praci Kreiss, Neumann a Yao (2008, str. 3) je uvedené, Ze asymptotické
rozdelenie §tatistiky nh?/?T}, je rovnaké ako asymptotické rozdelenie $tatistiky nh?/2S,,

kde 2
/R< ZKhzc— ) w(z)da.

Tento fakt ndm dovoluje aproximovat rozdelenie T},, aplikovanim bootstrapovej metody
,iba' na statistiku .5,,. Bootstrapovt statistiku definujeme ako

n 2
S = / (1 > Kp(x — Xt)5f> w(x)dz,
re \" =1

kde, ako sme uviedli v sekcii 5.5, ef = £&,6 =Y, —mp(Xy) a & ~ 11D(0, 1). Hypotézu
Hy zamietame, ak T,, > uj__, kde v}, je a-percentny kvantil (podmieneného) rozde-
lenia S. VSetky potrebné teoretické tvrdenia zarucujice asymptoticku validitu tohto
bootstrapového procesu ndjdeme v ¢lanku Kreiss, Neumann a Yao (2008).

Predtym, ako tento postup pouzijeme na redlne data, podme sa pozriet, ako blizko
je rozdelenie bootstrapovej statistiky skutoénému rozdeleniu Statistiky S, pomocou
kratkej simulacie. Budeme uvazovat nasledujice modely:

GOF1: Xt =0.9- Xt,1 + &4,
GOF2 Xt = 4 . Sin(Xt_l) + Et,

kde budeme uvazovat g, ~ N(0,1) a ¢, ~ Exp(1). Za¢nime s modelom GOF1. Mame
podozrenie, ze data by mohli pochddzat z autoregresného modelu AR(1). Preto testu-
jeme hypotézu m(z) € {61z}. Pocet MC simulécii pre rézne podkladové ¢asové rady
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je 500, pocet bootstrapovych replikacii 1000, spravne rozdelenie Statistiky nh!'/?T,, ur-
¢ené MC metédou pomocou 5000 simulacii. Na obrazku 7.1 vidime spravne rozdelenie
Statistiky nh'/?T,, pre model GOF1 spolu so 4 aproximaciami metédou neparametricky
wild bootstrap. Na obrazku 7.2 potom rozdelenie §tatistiky nh'/>T), spolu s aproxima-
ciami pre model GOF2. Vidime, Ze v oboch pripadoch bootstrapova metoda poskytuje
velmi dobru aproximaciu rozdelenia spominanej statistiky. Tabulka 7.1 dalej obsauje
hodnoty empirickych hladin testov vypocitanych pomocou bootstrapovej metédy v mo-
deloch GOF1 a GOF2 pre dve rozne rozdelenia chyb ¢, a n = 100. Nominalna hodnota
hladiny testu bola o = 5 %. Vidime, Ze pre vyrovnavaci parameter blizko optimalneho,
st empirické hodnoty testov blizko nominélnej hodnoty.

2.0
2.0

15

15

1.0
1
1.0
1

0.0
0.0

Obrézok 7.1. Hustota tatistiky nh'/2T}, pre model X; = 0.9-X;_1 +¢&; a n = 100 vypoditans pomocou
5000 MC simulécii (hrubé ¢iara), spolu so 4 aproximaciami metédou neparametricky wild bootstrap.
Vlavo model, kde ¢; ~ N(0,1), vpravo model s g; ~ Exp(1).
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1

15

0.5

0.0

Obrazok 7.2. Hustota Statistiky nh'/?T), pre model X; = 4 - sin(X;—1) + e: a n = 100 vypocitana
pomocou 5000 MC simuldcii (hrubé ¢iara), spolu so 4 aproximéciami metédou neparametricky wild
bootstrap. VIavo model, kde &; ~ N(0, 1), vpravo model s &; ~ Exp(1).
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L(et) h=12 h=15 h=18 h=07 h=10 h=13
normal  0.092 0,040  0.025 normal  0.081  0.036  0.030
exp 0.088  0.044  0.021 exp 0.098  0.048  0.031

Tabulka 7.1. Hodnoty empirickych hladin testov vypocitanych pomocou bootstrapovej metédy v mo-
deloch GOF1 a GOF2 pre n = 100. Nominalna hodnota hladiny testu o = 0.05. Honoty vypocitané
pomocou 500 MC simulécii, pocet bootstrapovych replikacii 1000.

Princip tohto postupu spociva v tom, ze pokial predpokladame, ze data pocha-
dzaji z iného modelu ako v skutocnosti, rozdelenie statistiky 7}, bude iné ako roz-
delenie statistiky S¥. V skuto¢nosti plati, ze rozdelenie S} (resp S,) vzdy zodpoveda
rozdeleniu za platnosti nulovej hypotézy. Ako priklad mézeme uviest nasledujicu situ-
aciu. Predpokladajme, ze mame pozorovania, ktoré v skutocnosti pochadzaji z modelu
Xy = 0.9 -sin(X;_1) + &, ale my mame podozrenie, Ze mdzu pochddzat z modelu
X, =0.9- X, 1 +¢,;. Preto testujeme hypotézu o linearite m(-). Pokial aplikujeme vyssie
uvedeny postup na data, ktoré pochadzaju z nelinearneho modelu a vypocitame rozde-
lenie 7T), aj S}, vidime na obrazku 7.3, Ze rozdelenie oboch Statistik je znacne odlisné.
Podobna simulécia bola konstruovand v praci Kreiss, Neumann a Yao (2008).

1.0

0.5

0.0

Obrazok 7.3. Hustota tatistiky nh'/2T), (hrub ¢iara), hustota statistiky nh'/2S,, (prerusovana ¢iara)
a dve bootstrapové aproximécie pre n = 100. Rozdelenie Statistik nh'/2T}, a nh'/2S, vypoéitané po-
mocou 5000 MC simulécii, bootstrapové aproximéacie ur¢ené na zaklade 1000 replikacii.

V tejto casti budeme aplikovat metédu bootstrap na analyzu redlnych finanénych
casovych radov. Zoberme si data z prikladu 2.1, ¢ize ¢asovy rad relativnych zmien
devizového kurzu EUR/USD meraného v 15-minttovych intervaloch v obdobi od 25.
01. 2011 do 11. 02. 2011. Budeme opét pracovat s ¢asovym radom {r,, t = 1,...,n}, r, =
(P41 — P,)/P,, kde P, je dany devizovy kurz v ¢ase t. Dl7ka ¢asového radu je n = 1247.
Na obréazku 7.4 vidime priebeh devizového kurzu spolu s percentudlnymi zmenami.
V priklade 2.1 sme z autokorelogramov a parcidlnych autokorelogramov vy¢itali, ze
casovy rad druhych mocnin vykazuje autokorelovanost, z coho plynie pritomnost ARCH
struktary v tomto casovom rade.
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Obrazok 7.4. Priebeh ¢asového radu {P;} percentudlnych zmien devizového kurzu EUR/USD mera-
ného ?{7 1?—mim’1tovych intervaloch, v obdobi od 25. 01. 2011 do 11. 02. 2011, spolu priebehom ¢asového
radu {r;}.

Budeme teda chciet testovat hypotézu, ¢i model ARCH(1) je vhodny model pre ¢a-
sovy rad {r;}. Implikovany model m4 tvar r; = y/ag + a177_,&; a ako smie uviedli vyssie,
tento zdpis je ekvivalentny s r? = ag+ ayr?_; + (g + 172 ;) (e — 1). Chyby &; budeme
predpokladat nezévislé a s rozdelenim N (0, 1). Pomocou statistiky (7.2) budeme merat
L vzdialenost medzi parametrickym odhadom &g+ &;2? a neparametrickym odhadom
veli¢iny my(z) = E(r? | r,; = x) na intervale [—0.001,0.001]. V tomto intervale sa
nachadza 94 % pozorovanych dét.

Pre konstrukciu parametrického odhadu vyuzijeme funkciu garchF'it v statistickom
programe R, ktord konstruuje QMLE odhady. Na odhad volatility sme pouzili vlastni
funkciu zalozeni na Nadaraya-Watsonovom odhade v tvare

22?511 K (x = 1)1y
Yy K (z =1y
Na implementaciu tejto metédy budeme potrebovat optimalny vyhladzovaci parame-

ter h. Pouzijeme postup navrhnuty v praci Yao a Tong (1998), ktory je zalozeny na
minimalizacii

1a()

. 1 n A 2
min ECV,,(h) = ——— t:%;l (X — F(X0)] w(Xy),

kde konstanta m € {1,...n} ndm rozdeli data X1, ..., X, na dve ¢asti, {X;,1 <t < m}
a {X;,m+1<t<n}a f jeodhad autoregresnej funkcie m(-) na zdklade prvych m
pozorovani. Mnozinu H,, v tomto ¢lanku uvazuju v tvare
H, = {am_%_ao,bm_%%o] :
1

kde 0 < a < b< oo acg€ (0, =) st konstanty. Optimélny vyhladzovaci parameter h

’ 150
uréime zo vztahu s
m
h=h () ,
n
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kde h; je vyhladzovaci parameter, pre ktory je ECV,,(h) minimalna.

Na obrazku 7.5 vidime pre porovnanie parametricky a neparametricky odhad au-
toregresnej funkcie. V miestach, kde je hustota dostatocne velka, rozdiely medzi pa-
rametrickym a neparametrickym odhadom je maly, ¢o by znacilo, ze ARCH model je
vhodny kandidat na modelovanie nasich dat. V intervaloch extrémnych hodnot radu ry
uz sa rozdiely medzi odhadmi zvacsuju. Optimalny vyhladzovaci parameter bol zvoleny
h=7-10"%

0e+00 1e-07 2e-07 3e-07 4e-07 5e-07 6e-07 7e-07

Obrazok 7.5. Parametricky odhad &g + G122 (hruba &iara), neparametricky odhad veli¢iny E(r? |
ri_1 = ) (tenka ¢iara) a hustota X1, ...X,, (prerufovand ¢iara) vyndsobend 1072.

Hypotéza Hy teda testuje validitu modelu X; = 04(X;_1)es, kde 04(x) = Vg + aqz2.
Polozme najprv v definicii (7.2) w(z) = 1. Na hladine a = 10 % ma4 testova Statistika
hodnotu nh!'/?T,, = 3.03 - 10~'2. Na zaklade 10000 bootstrapovych simuldcii sme vypo-
¢itali uj_, = 3.36 - 1072, z toho vyplyva, ze ARCH model pre nase dédta nemozeme
zamietnut.

V préci Kreiss, Neumann a Yao (2008) pouzili tito hypotézu na potvrdenie asy-
metrie v ¢asovom rade dennych uzatvaracich cien indexu DAX nemeckej burzy cennych
papierov. Pouzijeme ich postup na otestovanie asymetrie v ¢asovom rade percentudl-
nych zmien devizového kurzu EUR/USD. Budeme postupovat rovnako ako vyssie, s
tym rozdielom, Ze pouZzijeme dve rozne vahy, wy =1-0.001,—0.0001] & W2 =10.0001,0.001], CiZe
testujeme vhodnost ARCH modelu jednotlivo na zapornej a kladnej osi. Na hladine
a = 5% je hodnota Statistiky rovna nh'/?T,, = 2.34- 1072 a u}_, = 1.99 - 1072 pre
vahu wy a nh'?T, = 6.50- 10713 a uj_, =194 10712 pre vahu wy. Vidime, Ze test na
hladine o = 5% zamietol hypotézu o ARCH Struktire na zdpornej osi, ale nezamietol t
isti hypotézu na osi kladnej. Tento vysledok by sa dal vysvetlit asymetrickym tvarom
funkcie volatility.
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7.1 Implementacia

Zmacna cast vypocCtov bola naprogramovand pomocou Statistického softvéru R 2.11.0.
Softvér obsahuje mnozstvo vnutorne implementovanych procedur, ktoré ulah¢ili a zrych-
lili priebeh simulacii. Met6da bootstrap, ktora pracuje na principe metéd Monte Carlo,
vyuziva hlavne opakované volania toho istého algoritmu pre rozne data. Kedze software
R, aj napriek tomu, Ze patri medzi najrychlejsie statistické pocitacové programy, nie
je dobre optimalizovany pre vnorené cykly, bolo potrebné zefektivnit cast vypoctovo
naro¢nych vypoctov. To sme dosiahli pouzitim jazyka Fortran, v ktorom st neimple-
mentované zakladné ,rekurzivne“ procediry, ako napr. generovanie autoregresnych po-
stupnosti, usporiadavanie vyberov a pod. Dalsia optimalizicia kédu sa dosiahne hlavne
vektorizovanim, ¢ize nahradenim cyklu za vektorové operacie. S pouzitim tychto prak-
tik sa dosiahlo zrychlenie niektorych vypocétov az o 600 %. Parametrické metédy s
jednoduchsie na naimplementovanie a obvykle aj rychlejsie, neparametrické metody,
ktoré vyzaduju zlozité generovanie bootstrapového radu pomocou neparametrickych
odhadov (a v pripade autoregresného bootstrapu dokonca rekurzivne, kedze nemozeme
vektorizovat) si vypoctovo narocnejsie. Uvedme napriklad, ze sada simuldcii na urcenie
empirickych hladin testov v ,,goodnes of fit“ trvala priblizne 3 hodiny pre n = 100 a 5
hodin pre n = 200. Vypocet kritickych hodnot v simulécii na redlnych datach prebiehal
priblizne 10 minit.

7



Z.aver

Cielom prace bolo porovnat presnost bootstrapovych metdd pre parametrické a nepara-
metrické modely ¢asovych radov. Ukéazali sme, ze metédu bootstrap moézeme s tispechom
vyuzit pri Statistickom skiimani vlastnosti odhadov, odhade ich charakteristik, hladani
konfiden¢nych intervalov, resp. kritickych hodnot.

V pripade parametrickych modelov ¢asovych radov sme skiimali vlastnosti styroch
roznych bootstrapovych metéd. Rezidudlny bootstrap mozeme pouzit v pripade, ze
nase data nevykazuju podmienent heteroskedasticitu, kedy st vysledky ziskané touto
metodou velmi presné. V pripade podmienene heteroskedastickych chyb uz ale metdda
zaostava, pretoze iid prevzorkovanim rezidui sa straca povodna zavislostna struktira.
Dalsie met6dy, ktoré sme predstavili, uz tito zavislostni $truktaru zohladnujd a ich
presnost je ovela lepsia. Ako najpresnjesia metdda sa ukézal rekurzivny wild bootstrap,
ktory svojou presnostou prevysuje aj jeho klasicky (fixny) variant - fixny wild bootstrap,
takisto ako aj metdédu parovy bootstrap. Metdéda parovy bootstrap zaostava hlavne z
dovodu velkej variability odhadov charakteristik.

V pripade neparametrickych modelov ¢asovych radov maji metédy bootstrap ta-
kisto svoje uplatnenie. V préaci sme porovnali dve metddy. Autoregresny a neparamet-
ricky wild bootstrap. Metoda autoregresny bootstrap, ktord kompletne kopiruje zavis-
lostni struktiru dat pri prevzorkovani, sa ukazala ako spolahlivejsia metéda oproti
neparametrickému wild bootstrapu. Presnost metdéd sme porovnavali na zaklade schop-
nosti spravne odhadnuf rozdelenie jadrovych odhadov pre autoregresni funkciu. Pre
odhad rozdelenia jadrového odhadu volatility sme ukazali, Ze metdda autoregresny bo-
otstrap je na tento ucel vhodny nastroj. Pre volatilitu ale plati, ze aproximéacia rozdele-
nia tohto odhadu pri relativne malom pocte pozorovani nie je presna. Tento nedostatok
mozeme pripisat vseobecne znamemu faktu, Ze neparametrické odhady volatility st
spolahlivé az pri vac¢Ssom pocte pozorovani.

Pri porovnani parametrickych a neparametrickych metoéd sa ukézalo, Ze nepara-
metrické metody nezaostavaji za parametrickymi v pripade podmienene homoskedas-
tickych dat a dokonca v pripade podmienene heteroskedastickych dat neparametricka
autoregresna metoda prevysuje svojou presnostou obidve parametrické metody.

V aplikacii na realne data sme ukazali, Ze metdéda neparametricky wild bootstrap
moze byt pouzita pri konstruovani testov zhody s modelom. Konkrétne sme skiimali
otazku vhodnosti urc¢itého parametrického modelu pre pozorované data. Pomocou bo-
otstrapovej metody sme konstruovali kritické hodnoty testovej statistiky. Algoritmus
sme nasledne pouzili pre ¢asovy rad percentudlnych zmien devizového kurzu EUR/USD
meraného v 15-minttovych intervaloch.
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Pouzité znacenie

T =Tn(X1,...,Xn) odhad parametra 6 na zdklade vyberu Xi,..., X,

Tr =To(XT,..., X)) odhad parametra 6 na zaklade bootstrapového vyberu X7,..., X}
OLS odhad metédou najmensich stvorcov (Ordindrny Least Squares)
DGP Proces generovania dat (Data Generating Process)

n pocet pozorovani

diag(ay) diagondlna matica s prvkami {a:,t = 1,...,n} na diagondle

m.d.s postupnost martingalovych diferencii (Martingale Difference Sequence)
iid nezdvislé a rovnako rozdelené (ndhodné veli¢iny)

£> konvergencia v pravdepodobnosti

2> konvergencia v distribucii

o konvergencia takmer iste

x, = o(n¥) x,/n* — 0, pre n — oco,kde {x,} je redlna postupnost

x, = O(n") lim sUpp o0 || /n¥ < 00, kde z,, je redlna postupnost

X,, = op(n¥) T, /nF LS 0, pre n — oo, kde {X,} je redlna postupnost

X, = Op(nF) (Ve > 0) (IM € (0,00)) také, ze

supp>1P(Jx,| /nF > M) < e, kde {X,,} je postupnost ndhodnych veli¢in
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6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10
6.11

6.12
7.1

Percentudlne vyjadrenie nepokrytia spravnej hodnoty Statistiky konfidenénymi
intervalmi.

Percentualne pokrytie percentilovych intervalov spolahlivosti pre parameter p; za
predpokladu nulovosti interceptu (.

Percentuélne pokrytie 90% bootstrap-t intervalov spolahlivosti pre parameter ¢ za
predpokladu nenulovosti interceptu g.

Kvalita aproximécie rozptylu parametru ¢ v AR(1)-GARCH(1,1).

Kvalita aproximécie rozptylu parametru ¢, v AR(1)-EGARCH(1,1).

Kvalita aproximdcie rozptylu parametru ¢; v AR(1)-GJR-GARCH(1,1).

Percentuélne pokrytie 90% percentilovych intervalov spolahlivosti pre parameter ¢, za

predpokladu nenulovosti interceptu .

Hodnoty dolného kvartilu, medianu a horného kvartilu RASE odhadnutej hustoty
Statistiky (6.2) met6dou autoregresny a neparametricky wild bootstrap.

Hodnoty dolného kvartilu, medidnu a horného kvartilu RASE odhadnutej hustoty
Statistiky (6.4) metédou autoregresny a neparametricky wild bootstrap

Hodnoty vyhladzovacich parametrov pre jednotlivé pocCty pozorovani pouzitych pri
aproximadcii rozdelenia statistiky (6.6).

Hodnoty dolného kvartilu, medianu a horného kvartilu RASE odhadnutej hustoty
Statistiky (6.6) met6dou autoregresny bootstrap

Kvalita aproximaécie rozptylu parametru ¢; v modeli X; = 0.5X;_1 + ¢

Kvalita aproximéacie rozptylu parametru ¢; v modeli X; =

Kvalita aproximdcie rozptylu parametru ¢; v modeli X; = /0.5 + 0.25X72 ;&
Hodnoty empirickych hladin testov vypocitanych pomocou bootstrapovej metody v

modeloch GOF1 a GOF2 pre n = 100.
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