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Uvod

Ako uz predpoveda nézov tejto prace, budeme sa venovat vytvorujicim fun-
kcidm nahodnych veli¢in, Specidlne spojitych a diskrétnych nahodnych velicin.
Predstavime si tri druhy casto pouzivanych vytvorujucich funkcii a ukadzeme si
niektoré ich aplikécie v tedrii pravdepodobnosti. Ako sa neskor v praci dozvieme,
vytvorujuce funkcie st vhodnym prostriedkom pre opis rozdelenia nahodnych ve-
li¢in. V celej praci budeme vychadzaf najmé z knih [1], [2] a [3].

V prvej kapitole si ako prvii predstavime momentovt vytvorujicu funkciu na-
hodnej veli¢iny. Uvedieme si jej definiciu, vztah k momentom nédhodnej veli¢iny,
jednoznacnost, a vypocitame ju pre niektoré zndme diskrétne a spojité rozdele-
nia. Nasledovat bude vytvorujtuca funkcia, a podobne, ako v prvej ¢asti, uvedieme
jej definiciu, jej vzfah k rozdeleniu ndhodnej veli¢iny a uvedieme jednoduchy pri-
klad. Charakteristickej funkcii sa budeme venovat len okrajovo, uvedieme si jej
zakladnt definiciu a jednoznacnost. V dalsom texte sa fiou uz nebudeme zaobe-
rat, na priklade si vSak ukazeme jej dolezité postavenie v tedrii pravdepodobnosti.
V dalSej casti si ukdzeme niekolko dolezitych vlastnosti, ktoré nam v mnohych
ohladoch ulahéia poéitanie. Demonstrujeme ich na niekolkych jednoduchsich pri-
kladoch. Posledné dve cCasti v prvej kapitole st venované zaujimavym prikladom
z praxe, kde silu vytvorujucich funkcii naplno vyuzijeme.

V druhej kapitole si najprv predstavime dolezitt oblast tedrie pravdepodob-
nosti, vetviace procesy. Povieme si o problémoch, ktoré stali pri vzniku tejto
oblasti, a pomocou zavedeného matematického aparatu vytvorujucich funkcii sa
tieto problémy pokusime vyrieSit. Prvym z tychto problémov bude problém vy-
hynutia a druhym bude problém distribiicie potomkov.



1. R6zne druhy vytvorujucich
funkcii

Predpokladajme pre nasledujtce, ze sa nachddzame na pravdepodobnostnom
priestore (€2, A4, P).

1.1 Momenty a momentova vytvorujuca funkcia

Definicia 1.1. Nech X je ndhodna veli¢ina a k je prirodzené ¢islo. Potom k-ty
moment nahodnej veliciny X definujeme ako

pr=E (X k)?
pokial je vyraz na pravej strane koneény.

Poznamka. Specialne pre spojitti nahodnt veli¢inu X s hustotou fx dostdvame
pre k-ty moment vztah

e = E(XY)
= /Ooxkfx(:c)dx

a pre diskrétnu ndhodnu veli¢inu X s rozdelenim py, kde px(z;) = P(X = xy)

pre k=1,2,..., k-ty moment vypocitame ako
e = E(XF)
= Z xkpx(xk)dx.
k=1

Vsimnime si, Ze pomocou momentov modzeme vyjadrit ¢asto pouzivané opisné
Statistiky, ako st strednd hodnota u, rozptyl o2, ale aj koeficient Sikmosti v, a
koeficient $picatosti v, ndhodnej velic¢iny X:
EX = p=uwm
var(X) = o® = — 1

o= %
(p2 — p1)>

Ny = M4 3

92 = 55 — 9.
(Mz—M%)Q

Definicia 1.2. Nech X je ndhodna veli¢ina. Momentovou vytvorujacou funkciou
ndhodnej veli¢iny X nazyvame funkciu

g(t) = E(c"™),



ak existuje h > 0, Ze g(t) je konecna pre vSetky t také, ze |t| < h.

Poznamka.V anglickej literatire sa pre momentovi vytvorujicu funkciu po-
uziva nazov moment generating function.

Poznamka. Znova Specialne pre spojity pripad vypocitame momentovi vytvo-
rujicu funkciu ako
g0 = [ e fx(@)s

a pre diskrétny pripad mame

o(t) = i ¢ p ().

Prave momentova vytvorujtica funkcia sa pouziva ako vhodny prostriedok pre
opis momentov ndhodnej veli¢iny X (odtial pochddza aj jej nazov). Ich vypocet
z momentovej vytvorujucej funkcie nam priblizi nasledujica veta.

Veta 1.1. Nech X je ndhodnd veli¢ina a nech g(t), kde |t| < h pre nejaké h > 0,
je jej momentovd vytvorugica funkcia. Potom E|X|" < 0o a pre kaZdé prirodzené
cislo n platt
n dn n
B(X") = S| =4"(0)

t=0

Dokaz. Na to, aby sme dokézali druhti ¢ast tvrdenia vety, potrebujeme dokézaft
pre kazdé prirodzené ¢islo n rovnost

ar
dtr

teda, po zderivovani vyrazu napravo

ar / e Xdp — / X"etXqp.
dt™ Ja Q

(h—lt]

dn
Xap = —eXdp 1.1
/Qe o din" ’ (11)

Taylorovym rozvojom funkcie e el dostavame rovnost

Sh-ltlel iw
(b — [t el
- tE

kde |t| < h, r je prirodzené ¢islo a R > 0. Teda pre vSetky |t| < h a prirodzené
¢isla r plati nerovnost

((h = tD]=])" < il

rl €
" o(h=lthlal |
zm < —
(h —[t])r



a kedZe funkcia na pravej strane ma konecny integral, plati E|X|" < oco. Dalej
tiez plati
Eetl < Beh® + Be ™™ < o0,

Pouzitim vysSie ziskanych nerovnosti dostavame vztah

teda sme ziskali integrovatelni majorantu vzhladom k P a podla vety o derivacii
integralu zavislom na parametre ([7], Véta 13.31) plati rovnost (1.1) pre |t| < h.
Dosadenim ¢ = 0 do vztahu

g™ (t) :/x"etde
0

dostavame pozadované. O

Poznamka. Vyjadrenim funkcie e/* kde [t| < h pomocou Taylorovho rozvoja
dostavame vztah e = Y72, % pre |t| < h. Jeho naslednym dosadenim do
definicie momentovej vytvorujtcej funkcie, vyuzitim vztahu Ee!**l < oo a vety o

zdmene sumy a integralu ([8], Véta 9.40) dostavame vztah

g(t) = E(e")

pre [t| < h.

O jednoznacnosti momentovej vytvorujicej funkcie a rozdelenia hovori nasledu-
juca veta.

Veta 1.2. Nech X a 'Y su ndhodné veliciny a gx a gy su ich momentové vytvo-
rujice funkcie. Ak existuje h > 0, také, Ze gx = gy pre |t| < h, potom X a Y
maju rovnaké rozdelenie.

Dékaz. Viz [6], Véta 15.18. O

Momentovi vytvorujicu funkciu moézeme lahko vypocitat pre niektoré zname
rozdelenia a ¢asto nam ulahéi vypocet strednej hodnoty a rozptylu nahodnej
veliciny.



Priklad 1.1 Necht X je diskrétna ndhodné veli¢ina s rozdelenim
. n A
px(j) = <j>p’q 7,

pre j =0,1,...,n (binomické rozdelenie). Potom

o(t) = i ()pqu
(o
(pe’ +q)".

Poznamenajme, ze

mo= ¢'(0) = n(pe' +¢)"'pe|

pe = g"(0) =n(n—1)p* +np,

=N
t=0 p

a teda strednd hodnota p = p; = np a rozptyl 02 = s — p?2 = np(1 — p).

Priklad 1.2 Necht X je diskrétna ndhodné veli¢ina s rozdelenim
px(j) = ¢'p.

pre j =0,1,... (geometrické rozdelenie). Potom

g(t) = > e¢p
=0

t

_ _pe
- 1—get’
V tomto pripade
t
/ pe 1
mo= gd0)=—+3 =-,
(]' - qet)Q t=0 p
t 2
" pe” + pge l1+4q
pe = ¢'(0)="——"5| = :
(1 - qet)?) t=0 p2

strednd hodnota je teda u = py = 1/p a rozptyl 02 = s — p3 = q/p*.

Priklad 1.3 Necht X je diskrétna ndhodné veli¢ina s rozdelenim

px(j) = e N /41,



pre j = 0,1,2,... (Poissonove rozdelenie s parametrom \). Potom

e AN

g(t) = > e'——
=0

e (Aet)j
= [ e
L

— t t_
— ¢ )\6)\6 :e)\(e 1).

Teda

o= g'(0)= eA(et*”)\et‘ J=A

t—
Lo = g/l(o) — eA(et—l)(A262t+)\6t)’ . :)\2+)\’

t=

strednd hodnota p = p; = X\ a rozptyl 02 = py — p? = .

Priklad 1.4 Nech X je spojita nahodnéa veli¢ina s hustotou
fX(SU) = )\eiAxa

kde = > 0 (exponencidlne rozdelenie s parametrom \). V tomto pripade

W = / 2" Ne Mz
0

dr [
= )\<—1)nw/0 eiAmd.ﬁU

nd" 1 n!
= A1) WH‘V’

g(t) = /Oo e Ne M dx
0

)\e(t—)\)x o0 Y
B l t—A ]0 A=t

Teraz mozeme priamo overit, ze

An!
()\ _ t)nJrl

n!
3

t=0

pn = 9"(0) =




1.2 Vytvorujica funkcia

V praxi sa casto stretavame s pripadmi, kedy nahodna veli¢ina opisujtica nejaky
jav nadobuda iba nezaporné celociselné hodnoty. V tomto pripade sa casto, nie len
pre jednoduchost, pouziva miesto momentovej vytvorujicej funkcie vytvorujtca
funkcia ndhodnej veliciny.

Definicia 1.3. Nech X je ndhodna veli¢ina nadobtudajtca len nezaporné celoci-
selné hodnoty. Potom vytvorujicou funkciou pre X nazveme funkciu

W) = E(zX)zisz(X:j)).

Poznamka. Vytvorujucu funkciu mozeme najst v anglickej literattire pod néz-
vom probability generating function, alebo tiez ordinary generating function.
o

Vsimnime si, ze h(1) = 322, P(X = j) = 1 a teda vytvorujica funkcia, ako

mocninnd rada, je definovana urcite pre |¢| < 1. Plati tiez

hz) = g(log(z))

g(t) = h(e")
a teda funkcia h(z) obsahuje rovnaki informéciu ako g(t). Specidlne plati vzfah
h(1) = g(0) =1

A (1) = g)(0),

pre n prirodzené. Podobne ako momentova vytvorujuca funkcia opisuje momenty,
vytvorujica funkcia opisuje jednotlivé pravdepodobnosti px(j) = P(X = j):

px(j) = koeficientpriz’ vh(z)
h(j)(())
!

Rovnako ako pri momentovych vytvorujucich funkciach je vytvorujtaca funkcia a
rozdelenie ndhodnej veli¢iny jednoznac¢ne urcené.

Veta 1.3. Nech X a Y siu nahodné veliciny nadobudajice len nezdporné celoci-
selné hodnoty a hx a hy su ich vytvorujice funkcie. Ak hx = hy , potom X a 'Y
maju rovnaké rozdelenie.

Dokaz. Tvrdenie plynie z vety [T a vzfahu h(z) = g(log(z)). O

Priklad 1.5 Predpokladajme, Ze pozname momenty nejakej diskrétnej ndhodne;j
veliciny X dané hodnotami



Ho = 17
1 2k

K = 54‘2, pT@kZl.

Potom momentova vytvorujica funkcia X je

9(t) = > =7
= k!
Ltk 1. & (2)k
2K 4 K
N U VRN
= 4—|—2€ +4e
Teda pri volbe z = €' dostdvame
1 1 1
h(z) =-+ = —22.
(2) 1 + 2z+ &

Preto X nadobtida hodnoty {0, 1,2} s pravdepodobnostami {1/4,1/2,1/4}.

1.3 Charakteristické funkcie

Charakterictické funkcie ndhodnych veli¢in st uzitoénym nastrojom v pripadoch
k

kedy rada momentov » 77, f% nekonverguje, alebo aj v pripadoch kedy samotné

momenty nie s konecné.

Definicia 1.4. Nech X je ndhodné veli¢ina. Potom funkciu

Ux(r) = E(e™),

kde 7 je realny parameter, nazyvame charakteristickou funkciou nahodnej veli-
¢iny X.

Poznamka. Nech X je ndhodné veli¢ina, px(7) je jej charakteristickd funkcia
a gx(t) kde |t| < h pre nejaké h > 0 je jej momentova vytvorujica funkcia.
Potom px(t) = gx(it) pre [t| < h.

Veta 1.4. Nech X a Y su ndahodné veliciny a px a py su ich charakteristické
funkcie. Potom X a'Y majiu rovnake rozdelenie.

Dékaz. Viz [6], Veta 15.9. O



Priklad 1.6 Nech X, X5, ..., X,, st nezavislé ndhodné veli¢iny s Cauchyho roz-

delenim a hustotou 1

o) = vy
Budeme hladat rozdelenie ndhodnej veli¢iny A, = &1zttt

Poznamenajme najprv, ze

I‘Q

po = B(X}) = /_OO mdﬂ?

a ked%e intergal na pravej strane diverguje, FX? neexistuje. Napriek tomu mo-
zeme definovat charakteristickt funkciu ¢x, (7) vztahom

— iTT dr.
SOXl(T) [ooe 7_((1 +.’L‘2) x

Z ¢oho teda dostavame, ze

ox, (7)=...=px, (1) = eIl

Z nezavislosti potom

¢X1+X2+...+Xn (7‘) — (6_‘7—')” — e_n‘T|

a kedze
©A,(T) = Ox14Xo4..4+x,(T/7),

dostavame

Teda ¢4, = px, a to pouzitim vety vedie k zaveru, ze fa, = fx, a teda A,
ma tiez Cauchyho rozdelenie s hustotou f(x).

1.4 Vlastnosti vytvorujucich funkcii

V tejto Casti spomenieme niekolko vlastnosti momentovej vytvorujicej funkcie,
ktoré st uzitocné pri stadiu ndhodnych velic¢in.

Veta 1.5. Nech X je ndahodnd wvelicina s momentovou vytvorujicou funkciou
gx(t). Nech' Y = aX 4+ b a nech gy(t) je jej momentovd vytvorujica funkcia.
Potom

gy (t) = e gx(at).

10



Dokaz. Pouzitim elementarnych tprav a vlastnosti strednej hodnoty dostavame:

gv(t) = B(e™)
— E<€t(aX+b)>
— eth(etaX)

= egx(at).

Veta 1.6. Nech X1, X, ..., X, st nezdvislé nahodné veli¢iny.

Nech gx,,9x,,---,9x, Su postupne ich momentové vytvoruguce funkcie. Potom
pre Z = X; + Xo+ ...+ X, plati gz(t) = gx,()gx,(t) ... 9x, (1), kde gz je
vytvorujica funkcia ndhodnej veliciny Z.

Dokaz. Poznamenajme najprv, ze ak X, X, ..., X, s nezavislé, potom aj
el X1 etXz ot Xn i1 nezavislé a tiez, Ze pre nezévislé veli¢iny X, Xs, ..., X,, plati

EX 1 X,... X, =EX\EX,y...EX,.
Vyuzitim tychto vlastnosti dostavame pre momentovi vytvorujicu funkciu veli-

¢iny Z vztah

ga(t) = B() = B/t
= E(e"E(™?) .. B(e™)
= 9xy (t)ng (t) - 9x, <t>

Priklad 1.7 Nech X a Y st nezavislé diskrétne nahodné veli¢iny s binomickym
rozdelenim

) n oy
px(J) = <;>zﬂq1 ’
kde 7 €0,1,2,...,n; a
. n i
pr)==<;>p%72],

kde 7 € 0,1,2,...,n9 kde p € (0,1) a ¢ = 1 — p. Chceme vypocitat rozdelenie
Z=X+Y.

Vieme ze
hX(z) — ZzJ'(n})qumj
j=0 \/J
= (pz+q™
hy(z) — sz<n‘2>qun2j
=0 \J
= (pz+q)"

11



Preto

hZ(Z) = hx<z)hy(z) = (pz + q)n1+n2

ni+n2

_ Z (Tn jn2> (pz)jqnlJrnzfj’

J=0

z ¢oho vidime, Ze koeficient pri 27 je pz(j) = ("137"2) P27 teda Z mé bino-
mické rozdelenie s parametrami n; + ny a p.

Pre nazornost, ukidZzeme aj tvar momentovej vytvorujucej funkcie:

gx(t) = (pe' +q)™
gy(t) = (pe' +q)™
gz(t) = (pe' +q)m™™

Preto
9z(t) = gx (t)gy (t) = (pe’ + ¢)™+

Priklad 1.8 Nech X a Y st nezévislé diskrétne ndhodné velic¢iny s negativnym
binomickym rozdelenim s parametrami (nq,p) a (nq, p). Teda

ng+k—1Y\ ,
px(k) = <1 " )p gt

no+k—1Y\ ,
py(k) = <2 N )p 2qF,

kde £ = 0,1,2,... a ¢ = 1 — p. Budeme hladaf rozdelenie ndhodnej veli¢iny
Z=X+Y.

. . z ’ n+k—1Y.
Najprv si upravime vyraz ( ; )

k k!
[—(—n —k+1D][-(—n—k+2)]...[-(—n)]
k!

<n+k—1> _ (k-1 +k-2)...(n)

Teraz vypocitame vytvorujicu funkciu X a Y.

(i +k—1\ ,
hx(z) = Z(l ! >p g ok

k=0
SO C e e

12



= () e

- (=)

kde tretia rovnost vyplyva z Taylorovho rozvoja funkcie (1 + z)". Podobne

hy (z) = <ﬁ>n2 .

Z nezavislosti X a Y teda dostavame pre vytvorujicu funkciu ndhodnej veliciny
7 vztah

hate) = o) = (2]

Vidime teda, ze Z méa negativne bnomické rozdelenie s parametrami n; + no a p.

Teraz si ukdzeme zaujimavejsie priklady vyuzitia a sily vytvorujuicich funkcii.

1.5 Hlava alebo znak

Peter a Martin hrajt hru s ndzvom hlava alebo znak. V tejto hre je minca hode-
né v slede niekolkokrat za sebou. Vzdy ked padne hlava Peter vyhra 1 cent od
Martina a naopak, vzdy ked padne znak, Martin vyhra 1 cent od Petra.

Zaoberajme sa otazkou, kedy sa Peter dostane prvy krat do vedenia. Nech X
reprezentuje vysledok k-teho hodu v hre, teda

Y, — +1, ak k-ty hod je hlava,
71 —1, ak k-ty hod je znak.

Teda X} st nezavislé ndhodné veliciny nadobudajtci len dve hodnoty —1 a 1.
Definujme Sy = 0 a pre n > 1 definujme

S,=X1+Xo+ ...+ X,.

Potom S,, opisuje Petrov majetok po n hodoch mincov a teda Peter je prvy krat
vo vedeni po n pokusoch ak S, < O pre 1l < k <na S, = 1. To sa moze stat
ak n = 1, v tom pripade sa nutne S; = X; = 1, alebo ak n > 1, a teda v tom
pripade S; = X; = —1. V druhom pripade sa nutne S, = 0 pre k =n —1 a
mozno pre iné k medzi 1 a n. Najmensie takéto k oznac¢me m. Teda S,, =0 a
Si < 0prel <k < m.V tomto pripade Peter v prvom pokuse prehra, za dalsich
m — 1 pokusoch sa dostane do podciato¢nej pozicie a po dalSich n — m pokusoch

13



sa dostane do vedenia. Nech p je pravdepodobnost, Ze padne hlava a ¢ = 1 —p
ze padne znak. Nech r,, je pravdepodobnost Ze Peter je prvy krat vo vedeni po n
pokusoch. Potom vidime ze

r, = 0, ak n je parne,
r o= p (= pravdepodobnost hlavy v jednom pokuse),

rn = q(riTp_o+r3rp_a+ ...+ 1p_or1), ak n > 1, n neparne

Nech T je ndhodna veli¢ina oznacujica pocet pokusov potrebnych pre Petra aby
sa dostal do vedenia. Zavedieme vytvorujicu funkciu hr(z) pre T

hr(z) =Y 2"
n=0

Pouzitim vysSie uvedenych vztahov moézeme vyjadrit hr(z) ako

hr(z) = pz+Y 2"

n=1
(o] n
_ n+1
= pz+ Y 2" reray

= pz+qz Z Z T k2"

n=1k=1

= pz+ qz(z Tp2")?

n=0

= pz+qz(h(2))”.
Vyriesenim tejto kvadratickej rovnice dostavame:
1 E V1T —dpgz? 2pz
N 2qz 1T I = dpg?

Z tychto dvoch rieseni potrebujeme to, pre ktoré je mocninna rada konvergentna
(napr., Ze konverguje pre z = 0). Preto volime

1— /1 —dpgz* 2pz
2qz 141 —4dpg?

Teraz sa mdzme pytat: Aké je pravdepodobnost Ze bude Peter niekedy vo vedeni?
Tato pravdepodobnost je dand vztahom

hT(Z)

hT(Z) =

> 1 —+/1—4pq
> = hr(l) = —F——
n=0 q
1= /1—2pg —2p(1 - p))
_ o
1—\/=2pg+ 1 — 2p + 2p?)
_ >
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L= /=2pg+ (1 - p)* +p?

2q
1= p*—2pg+¢*
_ 7
_ 1-Ip—q|
2q
_ [ pla, akp<gq
1, akp>q’

teda Peter si moze byt isty Zze sa dostane do vedenia ak p > ¢. Tiez nés ale urcite
zaujima ako dlho mu to bude trvat, teda aké je ocakéavana hodnota T? Pouzitim
vytvorujucej funkcie hr(z) dostavame

1/(p—q), akp>gq

g o )

B =t = { 0D A

Tento vysledok hovori, Ze ak je p > ¢, potom moze Peter ocakéavat, ze sa dostane
do vedenia po priblizne 1/(p — q) pokusoch, ale ak p = ¢, moze ocakavat, ze si
pocka dlhu dobu.

1.6 Spravodlivy par kociek

Dostali sme moznost zahrat si hru Craps. V tejto hre sa hadze dvoma kocka-
mi a stcet hodenych ¢isel ovplyviiuje vysledok (viac informacii o tejto hre mozno
najst v angli¢tine na http://en.wikipedia.org/wiki/Craps). Poznamenajme, Ze be-
7nou hracou kockou budeme rozumiet pravidelnt Seststenni kocku s ¢islovanim
1,...,6 as pravdepodobnostou hoddenia jednotlivych ¢isel %. Na vyber sme do-
stali z dvoch parov hracich kociek. V prvom pare maju obidve hracie kocky tvar
beznej kocky, no ¢isla na jednotlivych stenach niest bezné: na prvej kocke st
¢isla 1,2,2,3,3,4 a na druhej 1, 3,4, 5,6, 8. Druhé dve hracie kocky maju naopak
¢islovanie ako bezné hracie kocky, no ich tvar nie je pravidelny.

S ktorym parom kociek by sme mali hrat, aby bola hra spravodliva? Teda,
v re¢i matematiky, ktory par kociek ma rovnaké rozdelenie stc¢tu hodenych cisel
ako dve bezné hracie kocky?

Oznac¢me X a Y ¢isla hodené na dvoch beznych hracich kockach. Potom vytvo-
rujuca funkcia ich stactu je

g9(2) = E(*) =E(")E(z")
1
— (6(21+22+Z3+24+Z5+26))2
2
= %(1 + 224+ 327 4+ 42° 4+ 52* + 625 + 525 + 427 4+ 328 4 227 + 219)

kde druhd rovnost vyplyva z nezévislosti X a Y.
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Teraz spocitajme vytvorujucu funkciu sactu ¢isel A; a A; hodenych na prvom
pare hracich kociek ktoré mame na vyber:

gi(z) = E(zM)

1
(z+22—|—z2—|—z3+z3+z4)6(z+z3+z4+z5+z6+z8)
2

N O =

- %(1 + 22+ 322 +42° 4+ 521 +62° + 525 + 427 + 325 + 227 4+ 219)

= 9(2)
teda vidime, Ze rozdelenie stuc¢tu je rovnaké ako na beznych kockach.
Rozlozenim g(z) na séin dostavame g(z) = 5=22(1+2)?(1—2+22)?(142+22)%

Ak by mal maf sucet B; a By hodnot hodenych na druhom péare kociek rovnaké
rozdelenie ako na beznych kockdch muselo by platit

g2(2) = B8 = BE(ZPYE(:P?) = i,22(1 +2)3(1 — 24+ 22)*(1 + z + 22)2

36
KedZe kocky v druhom pare maju ¢islovanie ako bezné kocky, musia obidve
vytvorujtce funkcie E(2P') a F(2P?) obsahovat mocninu 2" pre n = 1,2,...,6.

Za podmienky, Ze pre kazdu vytvorujucu funkciu g urcite musi platit g(1) = 1,
dostavame jediné dve moznosti ako by mohli momentové vytvorujtice funkcie vy-
zerat:

(i)

E(ZP) = %z(l +2)(1 — z + 2%)?
BE(zP) = 1—182(1+z)(1+2+22)2

(i)

E(%) = E(z%) = éz(1+z)(1—z+22)(1+z+z2)

Po roznésobeni F(251) v moznosti (i) dostdvame F(2P1) = 1 — 2z + 2% +
23 — 24 + 25, KedZze pravdepodobnost je vidy nezaporné ¢islo a vo vytvorujicej
funkcii je pri kazdej mocnine 2" pre n = 1,2,...,6 koeficient, ktory predstavuje

pravdepodobnost, Ze na kocke spadne prave ¢islo n, tato funkcia urcite nie je
vytvorujuca funkcia. Teda jedinym riesenim je

1
E(ZP) = B(Z%) = 62<1+2)(1_2+22)(1+2+22)
1
= 6(z+22+z3+z4+25+z6)

¢o by znamenalo, Ze maju obe kocky tvar beznej hracej kocky a to nemaja. Z toho
teda plynie, Ze pokial mame dve kocky s beZznym ¢islovanim ale nepravidelnym
tvarom, ich stdet nemoze maf rovanké rozdelenie ako sucdet beznych kociek. Ak
by sme teda chceli hrat spravodlivl hru, mali by sme si vybrat prvy par kociek.
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2. Vetviace procesy

2.1 Historické pozadie

V tejto kapitole aplikujeme tedriu vytvorujucich funkcii na dolezita oblast v
teorii pravdepodobnosti s ndzvom vetviace procesy. Vznik tedrie vetviacich proce-
sov sa Casto spaja s problémom zverejnenym Francisom Galtonom v Fducational
Times roku 1873.

Problém 4001: Majme narod s N dospelymi muzmi, kazdého s inym priez-
viskom. V kazdej generacii tejto populacie nemé a, percent dospelych muzov
ziadneho muzského potomka ktory by sa dozil dospelosti , a; percent dospelych
muzov mé jednoho takéhoto potomka, ay percent dvoch a tak dalej, az a5 percent
ktory maju piatich.

Najdite (1) aky pomer priezvisk zanikne za r generacii; a (2) kolkokrat sa
v populacii bude nachadzat m Tudi s rovnakym priezviskom.

Prvy pokus o vyriesenie tohto problému zverejnil Reverend H.W.Watson. Kvo-
li algebraickej chybe v jeho vypoctoch ale nespravne prisiel k vysledku, Ze rodné
meno vzdy zanikne s pravdepodobnostou 1. Av§ak metdédy ktoré pouzil pri rieSeni
boli, a stale si, zakladmy pre spravne riesenie tohto problému.

Dnes vetviace procesy neslizia len ako model pre rast populacie, ale casto sa
pouzivaji ako modely v mnohych fyzikalnych procesoch ako napriklad chemické
a nuklearne retazové reakcie.

2.2 Problém vyhynutia

Vratme sa teraz k prvému problému zverejnenému Galtonom, teda k najdeniu
pravdepodobnosti vyhynutia pre vetviaci proces. Za¢neme prvou 0-tou generaciou
s jednym dospelym muZzom. V prvej generacii mozeme mat 0, 1,2, 3, ... muzskych
potomkov ktory sa doziju dospelosti (dalej uz len potomok) s pravdepodobnosta-
mi po, p1, Po, - - .- Ak v prvej generacii mame k potomkov, potom v druhej generacii
ich bude X; + X5 + ... + Xj, kde X, X, ..., Xi s nezavislé ndhodné veliciny,
kazda s dikrétnym rozdelenim P(X = j) =p;, kde j =0,1,2,....

Priklad 2.1 Predpokladajme, Ze po = 1/2, p; = 1/4 a p; = 1/4. Poznamenayj-
me, Ze pri urcovani pravdepodobnosti jednotlivych vetiev pouzivame vlastnosti
suctu nezavislych ndhodnych veli¢in. Napriklad, ak v prvej generacii st dvaja po-
tomkovia, potom pravdepodobnost, Ze budi dvaja potomkovia v druhej generacii
je

P(X14+ X5 =2) = pop2+ p1p1 + p2po
11 11 11 5
2 4 4 4 4 2 16
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Teraz sa budeme zaoberat pravdepodobnostou, Ze nas proces vymrie, teda ze
v nejakej generacii nie su ziadny potomkovia.

Nech d,, je pravdepodobnost, Ze proces vymrie do m-tej generacie. Samozrej-
me dy = 0 a z obrazku vidiet, ze d; = 1/2ady, = 1/2+1/8+1/16 = 11/16 .
Z definicie d,, je jasné, ze

Teda d,,, konverguje k limite d (vid [5], Veta 2.7.), kde 0 < d < 1 a d je pravdepo-
dobnost, Ze proces nakoniec vymrie. Prave tito hodnotu chceme zistit. Za¢neme
tym, Ze si vyjadrime pravdepodobnosti d,, z hladiska vSetkych moznych vysled-
kov vzhladom k prvej generacii. Ak je v prvej generacii j potomkov, potom, aby
proces vymrel, musi kazda z tychto linii vymrief pocas m — 1 generécii. Kedze
pokracuju nezavisle na sebe, je tato pravdépodobnost rovna (d,,_1)™. Preto

A = po + Prdm—1 + pa(dm—1)* + p3(dm—1)* + . .. (2.1)
Nech h(z) je oby¢ajna vytvorujuca funkcia pre X;:
h(z) = po + p1z +p22® + ...
Potom pomocou h(z) moZzeme prepisat vztah 21 v tvare

dy = h(dp_1). (2.2)

Pretoze d,, — d, dosadenim do vztahu vidime Ze hodnota d ktort hladame
musi spliiovat rovnost

d = h(d) (2.3)

Jednym rieSenim tejto rovnosti je vidy d = 1, kedze
L=po+pi+p+....

Préave tu spravil Watson chybu. Prepdokladal, Ze 1 je jediné riesenie rovnosti 2.3
Uvedomme si najprv, Ze rieSenia tejto rovnosti reprezentuja priesecniky grafov

y==z
y="h(z) =po+p1z+p2Z+....
Podme sa teda blizsie pozriet na graf y = h(z). Vieme, ze h(0) = po a tiez ze

W (2) = p1 + 2paz + 3ps2® + . .. (2.4)

R"(2) = 2py + 6p3z + 12pg2® + . . ..

Vidime, Ze pre z > 0 je h'(z) > 0 a h”(z) > 0, teda, Ze pre nezaporné z je funkcia
y = h(z) neklesajica a konvexna. Preto jej graf moze pretat graf funkcie y = =

18



najviac v dvoch bodoch. Pretoze vieme, Ze sa musia pretat v bode (1,1), mozu
nastat iba tri pripady:

V pripade (a) mé rovnost d = h(d) korene d a 1, kde 0 < d < 1. V pripade
(b) mé iba jeden korenn d = 1 a v pripade (c) mame opif dva korene 1 a d,
kde d > 1. Kedze hladdame iba rieSenia 0 < d < 1, vidime, Ze v pripadoch (b)
a (c) je nasim jedinym rieSenim ¢islo 1. V tychto pripadoch teda proces vymrie
s pravdepodobnostou 1. V pripade (a) mame stéle mozné riesenia dve.

Zo vztahu 2.4 vidime, ze

R(1)=p1+2ps+3p3+... =k,

kde k je o¢akavany pocet potomkov jedného dospelého muza. V pripade (a) méame
h'(1) > 1, v pripade (b) A'(1) = 1av (c) #'(1) < 1. Tieto tri pripady koresponduji
s pripadmi kedy k£ > 1, £k =1 a k < 1. Predpokladajme teraz k > 1. Pripomernime,
ze do = O, d1 = h(do) = Po, dg = h(dl), Ce dm = h(dm_l).

Z konvexity funkcie y = h(z) vieme, ze body (d;, h(d;_1)) lezia nad grafom
funkcie y = z a teda musia konvergovat k prvému prieseéniku kriviek grafov
tychto funkecii, teda ku korenu d < 1. To vedie k nasledujicej vete.

Veta 2.7. Predpokladajme vetviaci proces s vytvorugicou funkciou h(z) pre pocet
potomkov daného rodica. Nech d je najmensi koreni rovnice z = h(z). Nech k je
priemerny pocet potomkov jedného rodica. Ak k <1 potom d =1 a proces vymrie
s pravdepodobnostou 1. Ak k > 1 potom d < 1 a proces vymrie s pravdepodobno-
stou d.

2.3 Problém distribucie potomkov

Uvazujme teraz druhy problém zverejneny Galtonom, teda distribiciu Z,
potomkov v n-tej generacii. Presnti podobu distribtcie pozname len vo velmi Spe-
cidlnych pripadoch ale moéZzeme opisat limitné spravanie Z,, kde n — oo. Nech
hn(z) je vytvorujica funkcia pre Z,. Najprv ukdzeme, Ze vytvorujicu funkciu
hn(z) moZeme ziskat pomocou pociatocnej vytvorujucej funkcie h(z) pre aky-
kolvek vetviaci proces. Ak Z, = k, potom Z,.; = X; + Xo + ... + X}, kde
X1, Xo, ..., X s nezavislé ndhodné veli¢iny s vytvorujicou funkciou h(z). Po-
tom

hoyi(z) = BE(z7)
= Y E(7Zy = k)P(Z, = k)
k
_ ZE(ZX1+X2+---+Xk)P(Zn — k;)
= Y (h(2))*P(Z, = k).

k

Z definicie vytvorujucej funkcie je ale

a preto



Teda vytvorujica funkcia pre 75 je ho(z) = h(h(z)), pre Z3 je h3(z) = h(h(h(z)))
a tak dalej. Z toho vidime, ze plati

hn—i—l = h(hn(z)) (2'5)

Zderivovanim rovnosti dostdvame vztah

M1 (2) = B (hn(2)) 5, (2).

Ak teraz zvolime z = 1 a pouzijeme fakt, ze h,(1) =1 a b/ (1) = m,, kde m,, je
stredna hodnota poc¢tu potomkov v n-tej generacii, mame

Myl = M - My,

Teda my =m-m =m? ms =m-m? =m?>,..., a teda

m, = m'".

Priklad 2.2 Pre vetviaci proces z prikladu mame

1 1 1,
ha(2) = h(h(2))
1 171 1 1, 171 1 1,
= —+—[—+—z+—z}+—[—+—z+—z}

2 412 4 4 412 4 4
1 1 9

= —+—z+—22+iz3+iz4
16 8 64 32 64
Pri jednotlivych mocninach z vidime pravdepodobnosti pre pocet potomkov v
druhej generacii.

Je samozrejmé, ze pre vyssiu ako druhi generacie by sme pomocou tejto metody
funkciu h,(z) len velmi fazko vyjadrili. Je tu ale jeden $pecidlny pripad kedy to
ide.

Priklad 2.3 Predpokladajme, ze pravdepodobnosti py, p, . .. tvoria geometrickt
radu: p, =bc* 1 k=1,2,..., kde0<b<1—-ca

po = l—=—pr—p2—...
= 1—b—be—0bc®—...
b
= 1-— .
1—c¢

Potom vytvorujtca funkcia h(z) pre toto rozdelenie je

h(z) = po+piz+pe2®+ ...
+ bz 4 bez? + b2 + .

= 1- b
1—c¢

_ 1 b bz .
l—c 1-—cz
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Po zderivovani dostavame

bcz b b
h/ = =
(2) (1 —c2)? Tz cz (1 —cz)?

a teda
b

(1—op

Vieme, ze ak m < 1 tak proces urcite vymrie a d = 1. Aby sme nasli pravdepo-
dobnost Ze proces vymrie ak m > 1 musime néjst koreni d < 1 rovnice

m=n(1)=

b bz
& (z) l—¢c 1—c¢cz

To vedie k rieseniu kvadratickej rovnice. Vieme, ze jeden koreni je z = 1. Vyrie-
Senim prislusnrj rovnice dostaneme druhy koren v tvare
1-b—c
d=——.
c(l—c¢)

Plati, ze d < 1 ak m > 1. V tomto pripade je mozné najst rozdelenie Z,,. Vytvo-
rujuca funkcia pre m # 1 je:

1—d ] L [,j;i‘d]zz.
T ST

mn—d

hn(z)zl—m"[

Jej vypocet mozno najst v [8] na strane 9.
Nakoniec, koeficienty pri mocninach z davaju rozdelenie Z,,:

P(Zy=0) = 1—m" 1—d :d(m - 1)

mr —d mr —d
a 2
1-4d m* —1\/!
P(Z,=4)=m" .
pre 5 > 1.
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Z.aver

V tejto préaci sme sa snazili ukdzat silu a vyuzitie roznych druhov vytvoruji-
cich funkcii. Zaviedli sme si zakladné pojmy a ukazali niektoré dolezité vlastnos-
ti, ktoré sme demonstrovali na jednoduchych prikladoch. Nasledovali zaujimavé
priklady, tykajice sa hadzania mincou a kockovej hry Craps, kde sme silu vytvo-
rujucich funkcii naplno vyuzili.

Dalej sme si spomenuli problémy, ktoré stoja za vznikom vetviacich proce-
sov, doblezitej oblasti v tedrii pravdepodobnosti. Nasledne sme ukézali aplikaciu
vytvorujucich funkcii na dané problémy.

Vytvorujuce funkcie maji mnoho dalsich vyuziti, ktoré nie st spomenuté v
tejto praci a o ktoré by sa dala praca rozsirit. Vyuzivaju sa napriklad pri do-
kaze centralnej limitnej vety, pri stidiu ndhodnych vektorov alebo nédhodnych
prechadzok, dalSej ddlezitej oblasti v tedrii pravdepodobnosti.
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