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Uvod

Odkedy na zaciatku sedemdesiatych rokov dvadsiateho storoc¢ia Benoit Mandel-
brot predstavil koncept fraktalov, ukazalo sa Studium a analyza tychto neline-
arnych objektov velmi doélezitym (|3] str. 1) tak pre matematiku samotni ako
aj v roznorodych aplikacidch. Niektori matematici uprednostiuji pristup, kedy
sa pojem fraktdl nepokisame definovat, podobne ako je v biol6gii problematické
definicia zivota (vid napr. [1] str. xx), ale radSej sa snazime ziskat ,,cit“ pre tento
typ objektu. V [1] sa na str. xiv uvadza, Ze mnohé fraktalne mnoziny st samopo-
dobné, vykazuju ,,jemna Struktiaru‘, ktorej detaily st komplikované, ¢asto sa daju
definovat pomerne priamym sposobom a ziskat rekurzivnou procedirou, geomet-
ria (aj lokdlna) fraktalnej mnoziny nie je lahko popisatelna klasickymi metédami
a ich ,,velkost” nie je kvantifikovana zvycajnym mierami: hoci ide ¢asto o istym
sposobom velké mnoziny (napr. nespocitatelné), ¢asto kazda prijatelné definicia
miery, na prvy pohlad vhodna pre dany typ mnoZiny, dava nulu.

Mnohé ,typické“ a dolezité fraktaly st prave samopodobné ¢i kvazi samo-
podobné (napr. Juliova mnozina — vid [1] str. xvii) mnoZiny a samopodobnost
a suvisiaci pojem iterovanych funkcionalnych schém st prirodzenym a efektivnym
sposobom ako generovat fraktaly. Tymto pojmom sa venujeme v kapitole 1.4.
Uéinnym nastrojom ako pracovat so samopodobnymi mnozinami je Banachova
veta o pevnom bode, ktortt uviddzame a dokazujeme v kapitole 1.1. K fraktalom
mozeme pristupovat aj ako k limite postupnosti mnozin, na ¢o vSak potrebuje-
me néjstoj, ktorym by sme mohli popisat vzdialenost a konvergenciu mmnozin.
V nasom pripade na tento tcel volime Hausdorffovu metriku, ktorej sa venujeme
v kapitole 1.2.

Dalsim uzito¢nym nastrojom pri studiu samopodobnych a fraktalnych mnozin je
(fraktalna) dimenzia v réznych podobéach, vyznamoch a rozsireniach tohto pojmu.
V kapitole 1.3 predstavujeme Hausdorffovu dimenziu, ktora je klasickou zéstup-
samopodobnymi mnozinami spominame v kapitole 1.4 aj podobnostnt dimen-
ziu. V kapitole 2.2 pripominame dalsiu tradiént dimenziu: mriezkovu, ktora sa
v anglicky pisanej literatire objavuje pod intuitivnym nazvom box-counting di-
mension. Tento pristup sluzi ako odrazovy mostik pre rozsirenia prezentované
v [3], ktorych prezentacii sa venujeme v kapitolach 2.3 a 2.4. Prvé zovSeobecnenie
definuje fraktalnu dimenziu nad Iubovolnym priestorom pripastajucim fraktalnu
Struktiru. Samotna myslienka fraktélnej struktury stuvisi s diskretizaciou vysled-
nej fraktélnej mnoziny ¢i v tomto pripade celého priestoru pomocou postupnosti
urovni fraktalnej struktury. Pri tejto definicii nezohladiiujeme ,,velkost* prvkov
urovni fraktalnej struktary. Ked sa snazime vysporiadat s touto vlastnostou v ka-
pitole 2.4, potrebujeme uz zaviest funkciu, ktora bude bodom priestoru priradzo-
vat vzdialenost a tak mnozinam diametre.

Myslienky prezentované v kapitole 2 mozno kombinovat s Hausdorffovym pristu-
pom a dalej ich rozsirovat. O takomto zovSeobecneni pojednava [4].

Vdaka tymto rozsireniam mozeme fraktalnu dimenziu uvazovat a pocitat aj
tam, kde to pri klasickych pristupoch nebolo mozné. V kapitole 3 prezentujeme
pouzitie a vypocet fraktalnej dimenzie jazyka definovaného pomocou regularneho
vyrazu. Pri vyklade postupujeme podla [3], kap. 5.1 a 5.2.



Ak sa zameriame iba na samotny kalkulus, alebo ak prijmeme myslienku dalSie-
ho zovSeobecnenia pojmu fraktalna Struktira, kedy sice stale budeme pozadovat
zjemnujuce sa pokrytia, no sme ochotni vzdat sa vlastnosti, aby sa v kazdom bode
priestoru jednalo o ,,b4azu otvorenych okoli“ (tento pojem by stratil zmysel), moze-
me sa oprostit od potreby mnozinovej funkcie spravajicej sa ako vzdialenost. Pri
druhej zovSeobecnenej verzii fraktélnej dimenzie budeme vsak stale potrebovat
sposob ako priradit mnozindm ich diametre na jednotlivych trovniach ,,fraktéalne;j
struktary®.

Poznamenajme este, ze v literatire boli vety, ktoré uvadzame v tejto praci,
¢asto formulované iba pre priestor R™ a na mnohych miestach boli uvazované iba
podobnosti. Tieto definicie, tvrdenia a ich dokazy sme rozsirili tak, aby pracovali
s metrickymi priestormi (niekedy bolo nutné pozadovat ich tplnost) a so vSeobec-
nejsimi kontrakciami. Vacsina literatury definuje iterované funkciondlne schémy
a samopodobné mnoziny prave pomocou kontrakcii a pre pripad, ked s pouzité
podobnosti, vyhradzuje termin striktne samopodobnych mnozin, takze sme sa
nedostali ani do kolizie s bezne pozivanym nazvoslovim.

Taktiez sme zaradili komentéare, poznamky, vysvetlenia a priklady poukazujtce
na suvislosti a snaziace sa lepSie ozrejmit dani situdciu a motivaciu nasich tvah
a konania.

Pri niektorych terminoch sme sa nestretli s prekladom do slovenciny alebo do
¢estiny, a tak sme zaviedli vlastné nazvoslovie. V takychto pripadoch explicitne
uvadzame aj anglicki podobu daného pojmu.



1. Zakladné pojmy a tvrdenia

1.1 Banachova veta o pevhom bode

Mnohé vyznamné fraktaly spadaji do triedy samopodobnych mnozin, ku ktorym
je ¢asto vyhodné pristupovat ako k pevnym bodom (kontraktivnych) zobrazeni na
vhodnych priestoroch. Takéto pristupy su typicky inspirované prave Banachovou
vetou o pevnom bode alebo jej modifikdciami a preformulédciami. V tejto casti
zavedieme nevyhnutné pojmy a uvedieme a dokdZeme toto Siroko uplatnitelné
tvrdenie, ktorého dokaz zaroven poskytuje navod ako skonStruovat pevny bod
zobrazenia.

Definicia 1. Nech je X topologicky priestor. Bod x € X mnazveme pevny bod
zobrazenia f: X — X, ak f(x) =

Poznamka. Pevny bod zobrazenia moZeme definovat aj pre X iba neprdzdnu

mnoZinu bez dalsej struktiry.

Definicia 2. Nech je (X, p) metricky priestor. Zobrazenie f: X — X nazveme
kontrakcia, ak existuje konstanta r € (0, 1) takd, Ze je pre vSetky x,y € X splnené
p(f(x), fy) < rp(x,y). Konstantu r budeme nazyvat kontraktivny faktor. Ak

€ (0,1) a p(f(x), f(y)) = rp(z,y), zobrazenie f: X — X nazveme podobnost
a konstantu r podobnostny faktor alebo koeficient podobnosti.

Poznamka. Pripomenme, Ze kontraktivne zobrazenia siu spojité, dokonca rovno-
merne Spojité.

Veta 1. (Banachova veta o pevnom bode) Kontrakcia f na dplnom neprdazdnom
metrickom priestore X md jednoznacne urceny pevny bod.

Dékaz. Zvolme Tubovolne zy € X (X je neprazdny). Pre n > 0 rekurzivne
definujme postupnost =, 1 = f(x,). Plati

P(Tni1, ) < p(f(20), f(Tn1)) S 1p(Tn, Tp1) < oo < 17"p(21,20) -

Pre m > n mame

\_/

Oznacme a = p(xy, o).

= = (1—rm) = (1—r")
P(T, ) < Z p(@ig1, ) < Z r'a = a — =
P —pm (1 —rmmm) r
1—7r 11— 1—r

Pre dany € > 0 najdeme dostato¢ne velké ng € N, aby ar™ /(1 — r) < e. Potom
pre m,n > ng mame p(r,,,r,) < £, ¢o dava, ze postupnost {x,},y je cauchy-
ovska. X je uplny, teda tato postupnost je konvergentna. Jej limitu oznacme .
f je spojité zobrazenie, takze f(x,) — f(x), no zaroven f(x,) = x,.1, odkial
f(z,) = z. Z jednoznacnosti limity mame f(z) = x, teda = je hladany pevny
bod.

Ak by boli x a y oba pevné body, potom p(x,y) < p(f(z), f(y)) < rp(z,y).
Metrika je nezdporna a 0 < r < 1, takZe nutne p(x,y) = 0, teda x = y, ¢im sme
dokéazali jednoznacnost. n



Dosledok 1. Nech je f kontrakcia na dplnom neprdzdnom metrickom priestore
X. Ak je xg € X lubovolny bod a pre vSetky n € Ny : x,.1 = f(x,), potom

postupnost {xy}, . konverguje k pevnému bodu zobrazenia f.

1.2 Hausdorffova metrika

Pri stidiu Specialne fraktalnych a samopodobnych mnozin je dolezité mat k dis-
pozicii nastroj umoznujuci popisat konvergenciu mnozin. Na tento tcel je velmi
vhodna Hausdorffova metrika. Aby sa jednalo skuto¢ne o metriku, budeme sa
musiet, — ako sa neskor ukaze, — obmedzit na Specialne triedy mnozin.

Definicia 3. Nech je (X, p) metricky priestor, A, B C X podmnoZiny X ar > 0.
Otvorené r-okolie mnoziny A definujeme ako

A(A)={yeX|TzeA:px,y) <r}.

V literature sa pre mnozinu A,(A) pouzivaji rézne konvencie a znacenia.
V anglickojazy¢nej literatire medzi inymi moézeme najst aj nazvy ako open r-
neighbourhood (napr. v [2] str. 66) ¢ d-parallel body (napr. v [1] str. 113). Vzhla-
dom na to, ze v praci vyuzivame pismend N a U, bezne pouzivané na oznacovanie
okoli, pri definovani inych pojmov, zaviedli sme toto ,,hybridné“ znacenie.

Definicia 4. Nech je (X, p) metricky priestor a A, B C X podmnoziny X. Haus-
dorffova funkcia je definovand nasledovne:

Dy(A,B)=inf{r | ACA,(B)ABCA,(A)},
pricom kladieme inf () = co.
Poznamka. Funkcia Dy nedefinuje metriku. Uvazugme (R, |.|). Plati:
e Du({0},(0,00)) = oo,
e Dy(0,{0}) =inf0 = oo,
e Dy((0,1),(0,1)) =0.

Z prikladov uvedengch vyssie vyplyva, Ze na ziskanie metriky je vhodné obmedzit
sa na neprazdne ohranicené a uzavreté mnoziny.

Oznacenie. Systém vSetkiyjch neprazdnych ohranicenych a uzavretych mnoZin met-
rického priestoru (X, p) oznacme KC(X).

Poznamka. V metrickych priestoroch ohranicené uzavreté mnoziny splyvaji s kom-
paktnymi mnoZinams, co vsak v topologickijch ¢i aj v niektoryjch menej vseobecnijch
priestoroch neplati. 'V celej prvej kapitole pracujeme iba s metrickymi priestor-
mi, takZe K(X) je systém vsetkych neprazdnych kompaktniych mnoZin metrického
priestoru (X, p). Dokedy nebudeme v dokazoch a v dvahdch pouZivat vety v baka-
larskom Studiu formulované pre (topologické) kompaktné mnoZiny, budeme prefe-
rovat uvahy vykondvané s doérazom na ohranicenost a uzavretost.



Veta 2. Nech je (X, p) metricky priestor a A, B € K(X), teda neprdzdne ohrani-
cené a uzavreté podmnozZiny X . Hausdorffova funkcia Dy je metrikou na mnoZine

K(X).

Dékaz. Priamo z definicie vyplyva, ze Dy(A, B) > 0 a Dy(A, B) = Dy(B, A).
A aj B su neprazdne ohranic¢ené a uzavreté, teda A U B je tak isto neprazdna
ohranic¢end a uzavretd mnozina. Potom existuje z € X a0 <r < oo, 72e AUB C
B(z,r), teda A C Ay, (B) a B C Ay,.(A), ¢o dava Dy (A, B) < oo.

Ak A = B, potom pre kazdy ¢ > 0 plati A C A.(B), z ¢oho Dy (A, B) = 0.
Teraz uvazujme A, B € K(X) splhajace Dy(A, B) = 0. Ak € A, potom pre
kazdy ¢ > 0 mame x € A.(B), takze dist(z, B) = 0. B je uzavretd, ¢o implikuje
x € B. Potom A C B. Analogicky B C A, teda celkovo A = B.

Uvazujme A, B,C € K(X). Nech je ¢ > 0. Majme a € A. Potom existuje
b e B,zep(a,b) < Dg(A, B)+e, adalej existuje c € C, ze p(b,c) < Dy(B,C)+e,
z ¢oho vyplyva, Ze mnozina A je obsiahnuta v (Dy (A, B) + Dy (B, C) + 2¢)-okoli
mnoziny C. Analogicky ziskame, Ze mnozina C' je obsiahnutad v (Dy(C,B)+
Dy (B, A)42¢)-okoli mnoziny A. Celkovo Dy (A,C) < Dy (A, B)+Dg(B, C)+2¢.
Téato nerovnost plati pre kazdy ¢ > 0, teda Dy (A, C) < Dg(A, B) + Dy (B, C),
¢im sme overili platnost trojuholnikvej nerovnosti. O]

Teraz uz mozeme pristipit k definicii Hausdorffovej metriky pomocou Haus-
dorffovej funkcie.

Definicia 5. Nech je (X, p) metricky priestor. Pre neprdzdne ohranicené a uzav-
reté podmnoziny X je Hausdorffova metrika dy definovand ako Hausdorffova fun-

Poznamka. Hausdorffovu metriku mozno pre A, B € K(X) definovat ekvivalen-

tne nasledujucim spdsobom:

dy(A, B) = max {sup inf d(a,b), sup inf d(a, b)} .

acA bEB beB acA

Vzhl'adom na predpoklady Banachovej vety o pevnom bode je pre nas vyhod-
né pracovat s dplnymi metrickymi priestormi, k ¢omu smeruji nadchadzajice
tvrdenia.

Uvedme pomocné tvrdenie z [2] str. 66:

Lema 1. Nech je {A,} postupnost neprizdnych ohranicengjch a uzavretych pod-
mnoZin metrického priestoru (X, p). Ak A, v Hausdorffovej metrike konverguji
k mnozine A, potom

A={re X |3 {z,};2, € Ay: 2z, = 2}
Veta 3. Nech je (X, p) dplng metricky priestor. Potom je KC(X) iping.

Dékaz. Majme cauchyovski postupnost {A,} v K(X). Potrebujeme ukazat, ze
{A,} konverguje. Nech

A={re X | Har};zp € Ap: xp — x}.

Ukazeme, ze A, konverguje k A.



Nech je € > 0 dany. Potom z cauchyovskosti existuje ny € N, Ze pre vset-
ky m,n > ng je splnené dy(A,,A,) < /2. Teraz potrebujeme ukézat, Ze
dpy(An, A) <e.

Nech x € A. Potom existuje postupnost {z;} spliiajica z; € Ay a 7 — =,
takze pre dostato¢ne velké k mame p(zy,x) < £/2. Kedze pre k > ng uz mame
di(Ag, A,) < €/2, existuje y € A, splhajici p(zy,y) < €/2. Potom p(y,z) <
p(y, xx) + p(xg, ) < €, ¢o dava A C A (A,).

Teraz predpokladajme, ze y € A,. Zvolme prirodzené Cisla k1 < ko < ...,
kde k; = n, tak, aby bolo pre vSetky m > k; splnené dH(Am,Akj) < 27¢,
Definujme postupnost {yx}, kde yx € Ay: pre k < n volime Tubovolné y, € Ay,
Yyn, =y a pre k; k; < k < kj;; volime y,, tak, aby p(yk,ykj+l) < 277¢. Potom je
postupnost {yx} zrejme cauchyovskd a v uplnom priesotre X konvergentna. Jej
limitu ozna¢me z. Iste z € A. Mame p(y,x) = lim p(y, yx) < €, teda y € A (A),
¢o dava A, C A.(A).

Teraz mame dy(A,, A) < &, ¢o implikuje, ze A,, konverguje k A.

Zo vztahu A, C A.(A) dalej vyplyva, Ze je A neprazdna mnoZina. Teraz je
uz ohrani¢enost a uzavretost zrejma, takze iste A € K(X). O

Tvrdenie 1. Nech je {A,} postupnost neprazdnych kompaktngch podmnoZin met-
rického priestoru (X, p) spliajica A; O Ay O ... Potom A, v Hausdorffovej
metrike konvergugi k prientku A = (), oy An-

Dékaz. Nech je e > 0 dany. Zrejme pre vietky n € N: A C A,,, teda A C A.(4,),
¢o déva jednu potrebnu inklaziu.
Z definicie vyplyva, ze e-okolie A.(A) mnoziny A je otovrena mnoZina. Potom
je systém
[X\ Au | n € N}U{AL(A4))

ovorené pokrytie mnoziny A;. Tato je podla predpokladu kompaktné, teda mozno
vybrat konecné podpokrytie, ¢o v tomto pripade znamend, ze pre vhodné ny € N
pre vSetky n > ng plati, ze A; C (X \ 4,)UA(A). Kedze A, C Ay, mame A, C
A.(A). Pre vietky n > ng mame dg(A,, A) < ¢, teda A, — A v Hausdorffovej
metrike. ]

Nasledujtuca veta je pouzitim Banachovej vety o pevnom bode a popisuje
dolezity a prakticky sposob, ako ziskavat samopodobné mnoziny a fraktaly, pricom
je zaroven dolezitym nastrojom pri ich studiu.

Veta 4. Nech je (X, p) uplng metricky priestor, I = {1, ..., m} koneénd indexovd
mnozina a nech su fi,..., fm kontrakcie na X, t. j. pre vSetky 1 =1,...,m a pre
vsetky x,y € X je splnené

p(fi(x), fi(y)) < cip(z,y),

kde c; € (0,1). Potom existuje jednoznacne uréend neprdzdna kompaktnd mnoZina
F, ktord je invariantnd vzhladom na f;, t. j. splia



Dalej na K(X) definujme pre kazdé K € K(X), ktoré pre vSetky i = 1,...,m
spliia f;(K) C K, transformdciu

fK) = U Fi(K)

a zavedme oznacenie f* pre k-tu iterdciu f, t. j. fO(K) = K aprek > 1: f*(K) =
F(f*1(K)). Potom plati

F=()f"K).

Doékaz. Prvu cast tejto vety dokazeme v kapitole 1.4 ako samostatni vetu pomo-
cou Banachovej vety o pevnom bode.

Pre dokaz druhej casti vety si vSimnime, ze f transformuje mnoziny z IC(X)
opat na mnoziny z K(X). Nech je K Tubovolna mnozina z K(X) pre vsetky
i = 1,...,m splhajica f;(K) C K. Potom mame f*(K) C f*(K), takze
{ fHK )} je klesajuca postupnost nepréazdnych kompaktnych mnozin, teda mé
neprazdny kompaktny prienik F = (2, f*(K). Navyse, pretoZe je této postup-
nost klesajtca, plati, ze f(F') = F, teda F je invariantnd mnozina z tvrdenia.

O

1.3 Hausdorffova miera a dimenzia

Zovseobecnenia pojmu dimenzia sa ukazuju ako uzito¢ny néastroj pri studiu ,,nety-
pickych® mnozin, ako st napriklad fraktély, ktorych dimenzia je typicky neceloci-
selnéa. Aby sme si lepSie uvedomili pévod a motivaciu niektorych myslienok, obja-
vujucich sa pri definovani réznych dimenzii, venujme sa na chvilu ilustrativnemu
prikladu na priamke a v rovine, ktory sa ¢iasto¢ne dotyka aj samopodobnosti,
s ktorou sa stretneme v dalSej podkapitole:

Usecku rozdelme na Styri rovnaké mensie tsecky. Koeficient podobnosti je
zrejme %. Ocakéavame, ze dimenzia tsecky bude 1. Plati —In4/ ln% = 1. balej
Stvorec rozdelme tak, Ze zo stredov stran budeme viest kolmice. Koeficient podob-
nosti stran takto vzniknutych mensich stvorcov vzhladom na stranu pévodného
Stvorca je % a pocet novych stvorcov je 4. Ocakavame, ze dimenzia Stvorca bude
2. Plati —In4/In1 = 2.

Takto motivovany pristup sa v zovSseobecnej podobe pouziva napriklad pri de-
finovani takzvanej podobnostnej dimenzie (vid [1] str. xix), o ktorej podrobnejsie
pojedname a zavedieme ju vo vicsej vSeobecnosti v kapitole 1.4 (vid [2] str. 106),
kde aj ukdzeme, Ze sme sa prave zaoberali jej Specidlnym pripadom. VSimnime si,
ze rovnako v definicii mriezkovej ako aj novych fraktalnych dimenzii, ktoré uve-
dieme v nasledujicej kapitole, je pritomny princip logaritmického pomeru poctu
pokryvajicich mnozin a skdly, s ktorou sivisia ich diametre. Pri Hausdorffovej
dimenzii sa tak isto objavuje pokryvanie skiimanej mnoziny ,testovacimi® mno-
zinami a Skdla, suvisiaca s ich diametrom, ibaze namiesto logaritmického pomeru
pouzivame sofistikovanej$iu manipuléciu s nimi, ktora zarucuje dobré teoretické
vlastnosti no nezriedka aj problematickost vypoctu tejto velmi doleZitej fraktal-
nych dimenzie.

Hausdorffov pristup mozno dalej zovSeobeciiovat a kombinovat aj s inymi mys-
lienkami. Fuzia s pristupom z kapitoly 2 sa da najst v [4].
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Definicia 6. Nech je (X, p) metricky priestor a U C X jeho neprdzdna podmno-
Zina. Diameter mnoZiny U definujeme nasledovne

diam U = sup {p(z,y) | z,y € U}.
Ak je {Ui},c; spocitatelny systém mnoZin s diametrom najviac 9, ktoré pokrjvaji

U, t. 3. UC U Ui, kde pre kazdé i € I: 0 < diamU; < 9, hovorime, Ze {U;}
je 6-pokrytie mnozZiny U.

il

Definicia 7. Nech je (X, p) metricky priestor, F' C X jeho podmnoZina a s > 0.
Pre lubovolni 6 > 0 definujeme

H;(F') = inf {Z diam® U; | {U;} je 6-pokrytie F} )

i=1

Poznamka. Nulovy diameter pokrijvajicich mnoZin v definicii 6-pokrytia vylu-
cujeme, lebo ak by sme tak neurobili, potom, — pretoZe pripustame aj s =0, —
by sme sa dostali do situdcie, kedy by sme sa potrebovali vysporiadat s vijrazom
L00¢ ktory sice moZeme ,nejako zadefinovat®, no potom musime obzvldst pozorne
skumat, ¢ sme takto ziskali riesenie vyhovujice vo vsetkych moznijch pripadoch.
Jedngm z moznijch pristupov je uvazZovat iba s > 0, kedy je vhodné wistil sa, Ze
neskor ,neprideme* o mnozZiny s Hausdorffovou dimenziou nula. Ako uvedieme
po zadefinovani tohto pojmu, spocitatelné mnoziny maju Hausdorffovu dimenziu
nulovi.

Ked ¢ klesa, trieda vhodnych pokryti mnoZiny F' sa zmenSuje, takze infi-
mum H; rastie a pre § — 04 dosahuje svoju limitu, teda nasledujica definicia je
korektna pre kazdu podmnozinu kazdého metrického priestoru.

Definicia 8. Nech je (X, p) metricky priestor, ' C X jeho podmnoZina a s > 0.
Potom je s-dimenzionalna Hausdorffova miera mnoZiny F' definovand nasledovne

Ako moézeme najst v [1] str. 25 a 26, dalej je mozné overit, ze H® je skutocne
miera na algebre borelovskych mnozin.

Nasledujtuce tvrdenie ukazuje, Ze sa S$pecidlne s-dimenzionalna Hausdorffova
miera v R® pri ,,nafukovani alebo ,zmensSovani* mnoziny sprava ako prislusny
s-dimenzionalny objem, no tuto skalovaciu vlastnost si zachovava aj pre necelo-
¢iselné hodnoty s.

Tvrdenie 2. Nech ' CR", s >0 a A > 0. Potom
H(AF) = NH(F),
kde \F' = {\x | x € F}.

Dékaz. Ak je {U;} 6-pokrytie F', potom je {\U;} \d-pokrytie AF', odkial ziskame,
ze pre kazdé d-pokrytie {U;} plati

W (AF) <) diam®(AU;) = A diam® U,

9



¢o po aplikacii infima (nemé vplyv na lava stranu) dava
S5ONF) < NHSOF).
Limitnym prechodom § — 0, obdrzime
HY(AF) < NHP(AF).

Pre opa¢nt nerovnost A nahradime 1/\ a mnozinu F' mnozinou AF. Postupujme
analoglcky ako v predoslom pripade: ak je {A\U;} d-pokrytie AF', potom je { Ui }
pokrytle F', 7z ¢oho

Hs)n(F) < dem ( ) dem Ui
Hin(F) < 3 HIOF)
1
H(F) < 3 H ()
NHA(F) < H](AF),
¢im sme dokézali tvrdenie. O

Uvedme tvrdenie, poskytujuce odhad spravania sa Hausdorffovej miery pri
o Cosi vSeobecnejsej transformacii, konkrétne pri Hélderovom zobrazeni.

Tvrdenie 3. Nech si (X, p) a (Y, o) metrické priestory, s >0, F C X a f: F' C
X — Y zobrazenie, ktoré pre vsetky x,y € F' splna

o(f(x), f(y)) < cp®(x,y),
kde si c >0 a a > 0 konstanty. Potom pre kazdé s > 0 plati
MO (f(F)) < /HA(F).

Dékaz. Nech je {U;} d-pokrytie mnoziny F'. Plati FNU; C U;, odkial diam f(FN
U;) < ediam®(U;). Oznacme € = ¢d®. Potom je {f(F NU;)} e-pokrytie mnoziny
f(F). Ziskavame

Z diam®*(f(F N U;)) < ¢/ Z diam®*/*(U;) = ¢/ Z diam®(
¢o dava
HIA(F(F)) < H(F).
Ked 6 — 0, tak aj e — 0., takze tymto limitnym prechodom obdrzime
HI(J(F)) < ¢/*H (F).
O

Z definicie H; je zrejmé, ze pre dani mnozinu F' a pre § < 1 je H;(F') nerastica
v s, takze podla svojej definicie je H*® taktiez nerastiica. V [1] str. 28 nachddzame,
ze plati aj nasledujice zrejmé tvrdenie.
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Tvrdenie 4. Nech je (X, p) metricky priestor, F C X jeho podmnozina, § > 0,
{U;} §-pokrytie mnozZiny F at > s > 0. Potom plati

Z diamt Uz S (5t_5 Z diam?® Ui7
co po aplikaciv infim ddva
H5(F) < 8" H3(F).

Z limitného prechodu 6 — 0, ziskame, ze ak H3(F) < oo, tak pre t > s
plati Hi(F) = 0. Takze (pre pevnt mnozinu F) dosahuje H*(F) ako funkcia s
bud iba hodnotu oo, alebo iba hodnotu 0, alebo existuje kriticky bod, nazyvany
Hausdorffova dimenzia mnoziny F', v ktorom dochadza k skoku z hodnoty oo na
hodnotu 0.

Definicia 9. Nech je (X, p) metricky priestor a F' C X jeho podmnoZina. Haus-
dorffova dimenzia mnoZiny F' je definovand ako

dimy(F) =inf{s > 0| H*(F) =0} = max {0,sup{s > 0 | H*(F) = oo} }.
Teda méame

00, ak s < dimg(F),
(0,00), ak s=dimg(F),
0, ak s > dimg(F).

H(F)

m

Uvedme niektoré zakladné vlastnosti Hausdorffovej dimenzie, pre pripad X =
R™ podrobnejsie rozoberané v [1] str. 29, ktoré mozu byt povazované za priznacné
pre , dobre sa spravajuce* dimenzie. Najskor ale zaradme eSte jednu definiciu.

Definicia 10. Nech je d mnozZinovd funkcia do (0,00), I indexovd mnoZina
a {Ai}c; systém mnoZin, na ktoryjch je funkcia d definovand. Hovorime, Ze fun-
kcia d je konecne / spocitatelne stabilna, ak je pre lubovolni koneéni / spocita-
telni indexovi mnozinu J C I splnené

U A; | =supd(4,).
JjeJ i€t
Tvrdenie 5. Plati:

1. Ak je F C R"™ otvorend mnoZina, potom dimy(F) = n.

2. Ak je F hladkd m-dimenziondlna varieta, potom dimgy(F) = m. gpecz’dlne
magi hladké krivky dimenziu 1, hladké povrchy dimenziu 2 atakdaley.

3. Ak E C F, potom dimg(F) < dimgy(F).
4. Hausdorffova dimenzia je spocitatelne stabilnd.

5. Ak je F spocitatelnd mnozina, potom dimpy(F) = 0.
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1.4 Samopodobné mnoziny

Mnoziny presnejsie Specifikované v tejto podkapitole, ktoré st zjednotenim svo-
jich obrazov, pri¢om zobrazujeme pomocou kontrakcii, nazyvame samopodobné
mnoziny. Ide o prirodzeny a Casto pomerne jednoduchy sposob ako generovat
fraktaly. Vlastnosti samopodobnosti zaroven vedu k dalsiemu sposobu ako de-
finovat jeden typ fraktalnej dimenzie. Uzitoénym néastrojom pri $tidiu tychto
mnozin je Banachova veta o pevnom bode.

Definicia 11. Nech je X metricky priestor a I = {1,...,m} konecnd indexo-
vd mnozina. Systém kontrakcit {f; | i € I, fi: X — X} nazyvame iterovany fun-
kcionélny systém a (X,{f; |1 € I}) nazgvame iterovana funkcionédlna schéma,
v skratke IFS. Neprdzdnu kompaktni mnoZinu K C X spliajicu K = J;o; fi(K)
nazyvame samopodobna mnozZina.

Poznamka. Neskor ukdZeme, Ze v uplnom metrickom priestore tdto neprdzdna
kompaktnd mnoZina existuje a je urcend jednoznacne. Zodpovedajicu samopodob-
ni mnozinu budeme nazyvat atraktor prislusnej iterovanej funkciondlnej schémy.

Typickym prikladom samopodobnej mnoziny je napriklad Cantorovo diskonti-
nuum alebo Sierpinského prach, o ktorych uvadzame viac informécii v Priklade 1.

Uvedme vetu, ktorej vysledky spolu s nasledujicou vetou budu viest k definicii
podobnostnej dimenzie.

Veta 5. Nech je [ = {1,...,m} konecnd indexovd mnoZina. Majme cisla ry, . ..
oy Tm, ktoré pre kazdé i € I spliaju 0 < r; < 1. Potom existuje jednoznacne
urcéené nezaporné cislo s splnajice

d =1, (1.1)

pricom s = 0 prdve vtedy, ked m = 1.

Dékaz. Uvazujme funkciu @: (0, 00) — (0, 00) definovant nasledovne

m

O(s) = er

=1

® je zrejme spojita funkcia a plati, ze ®(0) = m > 1 a lim, o, P(s) =0 < 1, teda
podla Vety o spojitom obraze intervalu existuje asponi jedna hodnota s taka, Ze
®(s) = 1. Derivacia funkcie ® je

m
S
E rinr;,
i=1

¢o je vzdy zaporné (r; < 1), takze ® je monotoénne klesajica funkcia, ¢o znamena,
ze existuje jediné s, Ze ®(s) = 1.
Dalej je pre m > 1: ®(0) > 1, takZze pre m > 1 je s # 0. O
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Obsah tvrdenia nasledujtcej vety je sucastou Vety 4, ktord mohla byt vy-
slovena a dokazana uz aj v kapitole 1.2 pomocou elementarnejsich prostriedkov.
(Dokaz vid napr. v [1] str. 114 a 115.) Uvadzame ju aj s dokazom rad3ej az na
tomto mieste, pretoze préave definované pojmy nam umoznuju jej elegantnejsiu
formulaciu a aj dokaz, v ktorom navySe dobre vynikne pouzitie Banachovej vety
o pevnom bode.

Veta 6. Nech je (X, p) dplng metricky priestor, I = {1,...,m} konecnd inde-
zovd mnozina a (X,{f; | € I}) iterovand funkciondlna schéma. Potom ezistuje
jednoznacne uréend neprazdna kompaktnd mnoZina K C X, ktord je invariantnd
vzhladom na tito iterovand funkciondlnu schému, t. j. spliia

K =JA(K), (1.2)

el
takze je jej atraktorom.

Dékaz. Uvazujme metricky priestor I(X) neprazdnych kompaktnych podmnozin
X s Hausdorffovou metrikou dy. X je tuplny, takze aj K(X) je uplny. Definujme
mnozinova funkciu F': K(X) — K(X) nasledovne

F(A) = fi(4).

i=1

Spojity obraz kompaktnej mnoziny je kompaktny a zjednotenie kone¢ne vel'a kom-
paktnych mnozin je opat kompaktna mnozina, takze kompaktnost A implikuje,
ze aj F'(A) je kompaktna mnoZina.

Dokéazeme, ze F je kontrakcia. Polozme r = max{ry,...,r,}. Iste r < 1.
Chceme ukazat, ze

du(F(A), F(B)) < rdu(A, B).

Nech je g > dy(A, B) dané. Majme x € F(A) Tubovolny prvok F(A). Potom
existuji ¢ € I a a € A také, ze x = fi(a). Pretoze ¢ > dy (A, B), existuje b € B,
7e p(a,b) < q. Potom bod y = fi(b) € F(B) splha p(z,y) < r;i p(a,b) < rq. Tento
vztah plati pre vSetky z € F(A), takze mnozina F'(A) je obsiahnuta v rg-okoli
mnoziny F(B). Analogicky ziskame, Ze mnozina F'(B) je obsiahnuta v rg-okoli
mnoziny F(A). Celkovo pre vsetky ¢ > dy(A, B) mame dy(F(A), F(B)) < rq,
takze dy (F(A), F(B)) < rdy(A, B).

Dokézali sme, Ze F' je kontrakcia na tplnom metrickom priestore (X)), takze
podla Banachovej vety o pevnom bode mé jednozna¢ne uréeny pevny bod. Staci
si uvedomit, Ze pevny bod mnozinovej funkcie F' je invariantna mnoZina zo znenia
vety, ¢o dokoncuje dokaz. O

Ak neprazdnu kompaktni mnozinu mozno pisat v tvare (1.2), pricom su f;
podobnosti a koeficienty podobnosti r; podobnosti f; spliiajii rovnost (1.1) pre
nejaké nezaporné cislo s, tak toto ¢islo nazyvame podobnostnd dimenzia tejto
neprazdnej kompaktnej mnoziny.

Poznamka. Vrdtme sa k dvaham zo zaciatku kapitoly 1.3. Pri sucasnom znacent
sme dimenziu v ilustrativnych prikladoch (empiricky) pocitali podla vztahu

Inm

§=——

Inr
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Podobnostni dimenziu z diskutovaného prikladu pocitajme podla vzorca 1.1:

m

m
125 rf:E r® =mr?®

i=1 i=1
. 1
r® = —
m
1
s = log, r® =log, —
m
Inm
s = —log, m = — .
Inr

Predogla veta spolu s désledkom Banachovej vety o pevnom bode poskytuji
navod, ako najst invariantni mnozinu:

Dosledok 2. Nech je X dplnyg metricky priestor, I = {1,...,m} konecnd indezxo-
vd mnozina a (X,{f; | i € I}) iterovand funkciondlna schéma. Majme lubovolni
neprdzdnu kompaktni mnozinu Ay C X a pre k > 0 induktivne definujme

Ak+1 = Ufl(Ak) :

iel

Potom postupnost { Ay} konverguje v Hausdor(ffovej metrike k invariantnej mno-
Zine tejto iterovanej funkciondlnej schémy.

Na zéver uvedme dva priklady charakteristickych samopodobnych mnoZzin.

Priklad 1. 1. Na R wvaZuyme zobrazenia
1
fl(:E) = gl’,
1 2

Cantorovo diskontinuum C, niekedy nazgvané aj ,strednotretinové® (angl.
middle third) Cantorovo diskontinuum, je atraktor iterovanej funkciondl-
nej schémy (R,{f1, f2}) a jeho podobnostnd dimenzia je rovnd logs2 =
In2/1n3.

2. Na R? wvazujme zobrazenia
(z,y) 1,1
€T —= —XT. —
a\xr,y 9" 23/ )

1 11
92<«T7y): §x+§7§y )

1 11 1
gs(x,y) = §x+17§y+§ .

Sierpinského prach je atraktor iterovanej funkciondlnej schémy
(R% {91, g2, 93}) a jeho podobnostnd dimenzia je rovnd logs 3 = In3/In 2.
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2. Nové pristupy k fraktalne;j
dimenzii

V tejto kapitole uvadzame niektoré z vysledkov prezentovanych v [3|, odkial pre-
berame aj definicie a tvrdenia, ak nebude uvedené inak. Po predstaveni potreb-
nych pojmov bude nasim hlavnym cielom zaviest nové typy fraktalnej dimen-
zie, ktoré prirodzenym sposobom zovseobechuju tradicné pristupy. Takto ziskame
moznost zaoberat sa fraktalnou struktdrou a dimenziou aj v takych oblastiach,
kde klasické pristupy nemali zmysel. TaktieZ uvedieme niekol’ko zakladnych vlast-
nosti novodefinovanych pojmov. V dalSej kapitole budeme ich pomocou pocitat
fraktalnu dimenziu jazyka. Autori [3] vo svojich dalsich pracach (vid napriklad
[4]) pontikaji zovseobecnenia pracujtce aj s ideami Hausdorffovej dimenzie.

2.1 Fraktalna struktira, samopodobnost a d'alsie
pojmy

Zacnime zavedenim pojmov nevyhnutnych pre d'alsiu pracu a pripomenutim uz
znamych poznatkov z kapitoly 1.4 venovanej samopodobnym mnozinam.

Oznacenie. Nech je I pokrytie X. Potom oznaéme St(z,I') = |J{A €T |z € A}
a Uygpr = X\U{Ael' |z ¢ A}. Ak je I’ = {I', | n € N} spocitatelny systém
pokryti X, potom oznac¢ime U,, = U,r,, Ur = {U,n|n €N} a St(z,T) =
{St(z,T,) | n € N}.

Definicia 12. Nech je X topologicky priestor. Prefraktalna Struktira na X je
taky spocitatelny systém pokryti (nazgvanych tirovne) T' = {T',, | n € N}, Ze pre
kazdy bod x € X je UX bdza otovrenyjch okoli bodu x. Ak je I', 11 zjemnenie I,
(oznacenie Iy < T,), ktoré md navyse ti vlastnost, Ze ak pre kazZdé x € A, Ze
Ael,, existuje BT, 1, Zex € BC A, hovorime, Ze I' je fraktalna Struktiira
na X.

Definicia 13. Ak je T' (pre)fraktdlna Struktira na topologickom priestore X, ho-
vorime, Ze (X,I') je zovSeobecneny (pre)fraktalny priestor, v skratke (pre)GF
priestor. Ak je z kontextu zrejmé, aki (pre)fraktalnu Struktiru wvaZujeme, hovo-
rime len o zovieobecnenom (pre)fraktdlnom priestore X.

Definicia 14. Ak je I fraktdlna struktira na topologickom priestore X a pre kazdé
r € X je St(x,T) bdza okoli bodu x, potom T' nazyvame hviezdicovita fraktélna
struktira. Ak je T' fraktdlna Struktira na topologickom priestore X a pre kazdé
n € N je I';, konecné pokrytie, potom I' nazijvame konecna fraktalna Struktira.

Vseobecne ak mé I',, pre vSetky n € N vlastnost V', hovorime, Ze I" je fraktalna
Struktura s vlastnostou V.
Pripomenme nazvoslovie a uz zname fakty:

Poznamka. Nech je I = {1,...,m} konecnd indexovd mnoZina a {f;|i € I}
systém kontrakcii definovanych z uplného metrického priestoru X do seba. Potom
existuje jednoznacne urcend neprdzdna kompaktnd mnozZina K C X splnajica
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K = Ue; filIKK). Thito mnoZinu nazjvame samopodobna mnoZina. (X, {f; |i €
I}) nazgvame iterovana funkcionalna schéma, v skratke IFS, a zodpovedajicu
samopodobnii mnozinu K atraktor tejto iterovanej funkciondlnej schémy.

Typickym prikladom samopodobnej mnoziny je napriklad Cantorovo diskon-
tinuum alebo Sierpinského prach (vid Priklad 1).

Definicia 15. Nech je [ = {1,...,m} konecnd indexovd mnozina a (X,{f; |i €
I}) iterovand funkciondlna schéma s atraktorom K. Prirodzena fraktalna strukti-
ra na samopodobnej mnozine K je spocitatelny systém pokryti T' = {T',, | n € N},
kde pre kazdé n € N: T, = {f(K) |w € I"}, kde w = wy...w, € I" a fI' =
fo,0...0 fu.

Poznamka. Prirodzeni fraktdlnu Struktiru mozno opisat aj induktivne nasledov-
nygm sposobom: I'y = {fi(K) |i €1} a Uy ={fi(A) | Ae Ty, iel}.

2.2 Klasicka definicia fraktalnej dimenzie nad euk-
lidovskymi priestormi

Jednou z ,klasickych® fraktalnych dimenzii je mriezkovd dimenzia, ktora podla
[3] sice neméa také dobré teoretické vlastnosti ako napriklad Hausdorffova a je
definovana len pre podmnoziny R? no na druhej strane je v mnohych pripa-
doch mozny priamo jej vypocet ¢i aspon pomerne nenarocny empiricky odhad.
O myslienkach, ktoré sa uplatiuji pri formulovani tejto dimenzie, sme Ciastocne
pojednali na zaciatku kapitoly 1.3.

Kvoli jednoduch$iemu vyjadrovaniu a vyssej konzistentnosti budeme v niekto-
rych situaciach limes superior nazyvat ako hornti limitu a limes inferior ako dolnt
limitu.

Definicia 16. §-kocka v R% d € N je mnozina tvaru (k6 (ki +1)8) x ... X
(kad, (kq +1)6), kde pre vSetky i € {1,...,d}: k; € Z.

Definicia 17. Horna mriezkova dimenzia mnoziny F C R? je definovand ako

dimp(F) = limsupw,
0—04 - IH(S

dolna mriezkova dimenzia mnoziny F' C R? je definovana ako

. . InNs(F)
dimg(F) = lim inf ==

a mriezkové dimenzia mnoziny F C R? je definovana ako

. . In Ng(F)
dimp(F) = lim —— ==

9

kde je Ns(F') pocet §-kociek pretinajicich mnozinu F'.

Definica pomocou d-kociek umoznuje nahliadnut motivaciu anglického néz-
vu mriezkovej dimenzie: boz-counting dimension. Hodnotu Ns(F') mozno ziskat
viacerymi sposobmi, ktoré davaju tu isti hodnotu mriezkovej dimenzie danej
mnoziny. Niektoré z nich uvedme s odvolanim sa na [1] str. 41 a na [3] str. 6.

16



Poznamka. V definicii mriezkovej dimenzie mozno Ns(F') ekvivalentne definovat
ako niektory z nasledujicih vyjrazov:

1. pocet d-kociek pretinajucich mnoZinu F,

pocet ((5 = %) -kociek pretinajicich mnozinu F', pricom n € N,
najmensi pocet mnozin s diametrom najviac 6 pokryjvajicich F,
najmensi pocet uzavretych gil s polomerom § pokryvajicich F,

najmendi pocet d-rozmernijch kociek so stranou dizky & pretinajicich F,

S v e

najuicsi pocet disjunktnijch gul s polomerom § a so stredom v mnoZine F.

Poznamka. Pri vgpocte (hornej / dolnej) mriezkovej dimenzie lubovolnej mnoZi-
ny F' priestoru X je postacujice pracovat s limitou pre § — 0, pomocou klesajicej
postupnosti {0, }, o splriagiicej pre vietky n € N: 6,41 > ¢d,, kde je ¢ € (0,1)
vhodnd konstanta.

2.3 ZovSeobecnena definicia fraktalnej dimenzie
vzhl'adom na I'ubovolnu fraktalnu Struktiru

Pri definovani fraktalnej dimenzie na priestore majicom fraktélnu struktaru je
prirodzenym krokom skumat vySetrovani mnozinu na jednotlivych arovniach tej-
to struktiry. Takto moézeme nahradit limitny proces cez diameter pokryvajicich
mnozin limitnym procesom cez rasticu ,hibku® fraktalnej struktary. Kvoli lep-
Siemu pochopeniu zvoleného tvaru vyrazu definujiceho prvia verziu fraktalne;j
dimenzie, vychadzajtcej z tejto myslienky a z definicie mriezkovej dimenzie, za-
¢nime nasledujticou definiciou.

Definicia 18. Prirodzena fraktalna Struktira na euklidovskom priestore R? je
definovand ako spocitatelny systém pokryti T = {T,, | n € N}, kde pre kazdé n €
N: T, = {(& By o (B ket 1 e {1,...,d} ki € Z}.

ony on ony on

Vsimnime si, Ze prirodzena fraktalna struktira na RY pozostéva z %—kociek.
Pamaitajic na definiciu mriezkovej dimenzie toto pozorovanie premietneme do
definicie fraktalnej dimenzie I nasledujicim spdsobom:

Oznacenie. Nech je (X,T') zovSeobecneny fraktdlny priestor a FF C X. Pre kaZdi
droven fraktalnej struktiry T' oznacme

AJF)={AeT, |ANF 0},

Definicia 19. Nech je (X,I') zovSeobecneny fraktdlny priestor. Pre kazdé n €
N oznaéme N, (F) pocet prvkov A,(F). Potom je horni fraktalna dimenzia I
neprdazdnej ohranicenej mnozZiny ' C X definovand ako

T In N, (F)

dimp(F) = li
imp(F) lgl—igp 2

Y

17



dolna fraktalna dimenzia I neprdzdnej ohranicenej mnoziny ' C X je definovand
ako

. .. In N, (F)
@f(F):hgggfm

a fraktalna dimenzia I neprdzdnej ohranicenej mnoziny F C X je definovand ako

In N, (F
dimb(F) = lim In No(F)

nsoo nln2

ak tato limita existuje.

Na zaklade tvah vyssie mozeme ocakavat, ze mriezkova a fraktélna dimen-
zia I budi na R? splyvat, teda Ze fraktalna dimenzia I rozsiruje a zovseobeciuje
mriezkovii dimenziu. Je to skutocne tak. Tento vyrok budeme formulovat ako
samostatné tvrdenie:

Veta 7. Nech je T' prirodzend fraktdlna Struktira na euklidovskom priestore R?
a F' C RY neprdzdna ohranicend mnoZina. Potom si (hornd / dolnd) mriezkovd
a (hornd / dolnd) fraktdlna dimenzia I ekvivalentné.

Uvedme niekol'ko zakladnych vlastnosti fraktalnej dimenzie I:

Tvrdenie 6. Nech je (X,T') zovseobecneny fraktdlny priestor. Potom plati:
1. M; a dim}. si monotdnne,
2. M§ je konecne stabilnd,
3. M; a dim}. nie si spocitatelne stabilné,
4. existuje spocitatelnd mnoZina F C X takd, ze dimh(F) # 0.
Teraz definujme pojmy, ktoré budi velmi dolezité pre nase dalsie avahy.

Definicia 20. Nech je I fraktdlna Struktira na metrickom priestore (X, p) a F C
X podmnozina X. Pre kazdé n € N definujeme diameter tirovne T'), fraktdlnej
Struktiry I' nasledovne

diam(T',,) = sup {diam(A4) | A € I',,}
a diameter mnoziny I’ na tirovni I',, fraktdlnej struktiry T' nasledovne
diam(F,T',) = sup {diam(A) | A € A, (F)}.

V pripade, ze diameter mnoziny s rasticou troviiou fraktalnej struktiry klesa
vhodnym spésobom, ziskavame tam, kde sit obe definované, horny odhad mriez-
kovej dimenzie pomocou fraktélnej dimenzie I.

Veta 8. Nech je I' fraktdlna Struktira na metrickom priestore (X,p) a F C X
neprdzdna ohranicend podmnoZina X . Predpokladajme, Ze existuje konstanta c €
(0,1) taka, Ze je pre vietky n € N splnené

diam(F, T q1) < cdiam(F,T,).

Oznacme konstantu . = —ﬁ‘l—z. Potom plati:
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1. dimp(F) < 7. dimp(F),
2. dimp(F) < 7. dimg (F),

3. ak navyse existuji mriezkovd aj fraktdlna dimenzia I mnoZiny F', potom
dimp(F) < v, dimp(F).

Désledok 3. Nech je I' prirodzend fraktalna struktira na samopodobnej mnoZine
K wvybavenej euklidovskou vzdialenostou. Potom si merovnosti z predchddzajice)
vety splnené, pricom je konstanta ¢ maximom kontraktivnych faktorov c¢; kontrak-
cii f; z iterovanej funkciondlnej schémy (X,{f;|i € I}), ktorej zodpovedajiica
samopodobnd mnoZina je K.

Do definicie fraktalnej dimenzie I vyznamnym spdsobom vstupuje fraktalna
struktiura, ktori pre jej vypocet zvolime, ale ako ukazuje nasledujica poznamka,
nezanedbatelni rolu hra aj to, Zze sa tato verzia fraktalnej dimenzie sprava, ako
keby boli vSetky prvky na kazdej fraktalnej urvoni rovnako ,velké*, ¢o v8ak
nemusi koreSpondovat s volbou fraktalnej struktury.

Poznamka. Nech je X podpriestor euklidovského priestoru. Potom je mozné zis-
kat rozne hodnoty jeho fraktdlnej dimenzie I v zdvislosti od fraktdlnej struktiry T,
ktori zvolime pre tento viypocet.

2.4 Druha verzia fraktalnej dimenzie na zovSeobec

nenych fraktalnych priestoroch

Pokiisme sa odstranit vlastnost fraktalnej dimenzie I, na ktorti sme narazili na

konci predchadzajicej podkapitoly a ktora vyplyva z jej definicie. Prirodzenym

sposobom, ako to urobit, je zohladnit diameter mnoZiny na jednotlivych drov-

niach fraktalnej struktury. Nasledne budeme venovat pozornost vlastnostiam toh-

to dalsieho typu fraktalnej dimenzie a jej suvislosti s uz znamymi dimenziami.
Najskor zadefinujme potrebné pojmy.

Definicia 21. Zobrazenie d: X x X — R{ definované na mnoZine X sa nazjva

vzdialenostna funkcia alebo vzdialenost na X, ak je pre kazdé x € X splnené
d(xz,xz) =0.

Poznamka. Diametre podmnozin, pokryti atakdalej vzhladom na vzdialenostni
funkciu si definované rovnakym sposobom ako pre metriku.

Teraz moZzeme pristupit k samotnej definicii dalSej verzie fraktalnej dimenzie:

Definicia 22. Nech je T' fraktdlna Struktira na vzdialenostnom priestore (X, d).
Pre kazdé n € N oznac¢me N, (F) pocet prvkov A, (F). Potom je horn fraktalna
dimenzia II neprdzdnej ohranicenej mnoZiny F' C X je definovand ako

11 In N, (F)

dimy, (F) =1
iy (F) = limsup — o m Ty

dolné fraktalna dimenzia II neprdzdnej ohranicenej mnozZiny F' C X je definovand
ako

' o In N,,(F)
dimy (F) = lim in — Indiam(F,T,,)
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a fraktalna dimenzia II neprdzdnej ohranicenej mnoZiny ' C X je definovand
ako

‘ . In N, (F)
II =1 ~
dimyp (F) = Tim —Indiam(F,T,)’

ak tato limita existuje.

V definicii fraktalnej dimenzie II sme mohli uvazovat aj diam(I',,) namiesto
diam(F,I',,), ¢o by vSak prinieslo isté nevyhody, ako ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad 2. Nech je T' konecnd fraktdlna struktira na euklidovskom priestore R?
definovand ako spoéz’tatelhy’ systém pokryti T = {T',, | n € N}, kde mdme pre kaZdé
neN:T, ={(& B x . x (& Mty e {1,...,d} k € {—n2",... n2"—
1}} U {Rd \ (—n,n) } Potom pre kaZdi podmnozinu F C R? a pre kazdé n € N
mdme diam([',,) = oo, no zdroven ezistuje ng € N, Ze pre vsetky n > ngy plati

diam(F,I';) < o0

Fraktalna dimenzia I a II budu iste splyvat, ked budeme uvazovat fraktalnu
struktiru T, ktord pre vietky n € N splita diam(F,T',,) = 5.
Dalej fraktalna dimenzia IT zovSeobeciiuje mriezkovt aj fraktalnu dimenziu I

na R? s prirodzenou fraktalnou struktirou.

Veta 9. Nech je T' prirodzend fraktdlna Struktira na euklidovskom priestore
RY. Potom pre neprdzdnu ohraniceni podmnozinu F C R? plati dimb(F ) =
dimf! (F) = dimp(F), pricom to isté plati aj pre horné a dolné dimenczie.

Uvedme niekol'ko zakladnych vlastnosti fraktalnej dimenzie II:

Tvrdenie 7. Nech je T' fraktdlna Struktira na vzdialenostnom priestore (X, d).
Potom plati:

11 . p P
1. dimp o dimf st monotonne,
—Ir .. . .
2. dimp nie je konecne stabilnd,
—I1I . IT . L .. , g
3. dimp a dimp nie su spocitatelne stabilné,
4. existuje spocitatelnd mnoZzina F C X takd, Ze dim (F) # 0.
Protipriklad na kone¢nu stabilitu je nasledujuci:

Priklad 3. Nech je I'y prirodzend fraktdlna Struktira na klasickom ,strednotreti-
novom* Cantorovom diskontinue Cy na intervale (0,1). Nech je T's fraktdlna
struktira na mnozine Cy = (2,3) urcend ako I's = {I'y,, | n € N}, kde pre kaz-
déneN:Ty, = {<22n, Y | ke {22, ...,3.22" — 1}}. Teraz na mnoZi-
ne C' = Cy U Cy wvazujme fraktdlnu §truktum F = {I',, | n € N}, kde pre kaz-
dén € N: T, = I'1,, Uly,. Potom dimy (Cy) = 22 g dim{/(Cy) = 1, no

11 In4 s
dimp (C) = &3 > 1.

Ak pripustime prirodzent hypotézu, ze diam(F,T,) — 04, je mozné najst
horny odhad pre mriezkovi dimenziu I'ubovolnej podmnoziny pomocou jej frak-
talnej dimenzie II tam, kde sti obe definované. Dokonca najdeme suvislost medzi
Hausdorffovou a fraktélnou dimenziou II.
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Veta 10. Nech je T' fraktdlna Struktira na metrickom priestore (X,p) a F C X
neprdzdna ohranicend podmnozina X. Predpokladajme, Ze diam(F,I',) — 0,.
Potom plati:

1. dimp (F) < dimpg(F) < dimy! (F),

2. ak existujii mriezkovd aj fraktdlna dimenzia II mnoZiny F', potom dimp(F) <
dimp' (F),

3. ak navyse predpokladame, Ze existuje konstanta ¢ > 0 takd, Ze je pre vsetky
n € N splnené diam(F,T,,) < ediam(F, T, 41), potom dimp(F) < ﬁ?(F)

Tato veta plati §pecialne pre samopodobné mnoziny s prirodzenou fraktalnou
struktirou. Posledny bod préave uvedenej vety sa da v takomto pripade formulovat
aj v inej podobe.

Dosledok 4. Nech je I = {1,...,m} konecnd indexovd mnoZina a (R, {f; |i €
I}) iterovand funkciondlna schéma so zodpovedagicou samopodobnou mnoZinou
K. Nech je T prirodzend fraktdlna Struktira na samopodobnej mnoZine K. Po-
tom pre podmnoZinu F' C K plati:

Ak existuje také i € I, Ze f; je bilipschitzovské kontraktivne zobrazenie, potom
dimp(F) < m;I(F) Specidlne je tdto nerovnost splnend pre striktne samopo-
dobné mnoZiny, teda také samopodobné mnoziny, kde su zobrazenia f;, vystupujice
v iterovanej funkciondlnej schéme v ich definicii, podobnosti (no ich koeficienty
podobnosti mozu byt rozne).

Uvedme ale, Ze ani samopodobné mnoziny nevykazuji vo vztahu k fraktalne;j
dimenzii IT vzdy optimalne spravanie, ak nepredpokladame dalsie podmienky
navyse.

Poznamka. V euklidovskej rovine s prirodzenou fraktdlnou Struktirou I' existuje
samopodobnd mnoZina K, pre ktori dimp(K) # dimf (K).
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3. Aplikacia na obor slov

V tejto kapitole sa budeme venovat aplikacii novych pristupov k fraktalnej dimen-
zii v oblastiach, kde mriezkova dimenzia nema zmysel. Zameriame sa na fraktélnu
dimenziu jazyka generovaného pomocou regularneho vyrazu.

S prekladom anglického vyrazu domain of words sme sa nestretli v literatire
pisanej po slovensky alebo po ¢esky, takze bolo potrebné zaviest vlastné nazvo-
slovie: pouzivame termin obor slov.

3.1 Fraktalna struktiara a obor slov

Nech je ¥ kone¢na neprazdna abeceda (mnozina). Ozna¢me %°° systém kone¢nych
(U,en &) a nekoneénych (EN) postupnosti (nazyvanych slova) nad . Prazdne
slovo oznacme ¢.

Oznacenie. Nech x,y € X*°. Ak je x prefitom y, pouZijeme oznacenie x C y.
Spoloény prefix x ay oznacime xMy. DIZku slova x oznacime l(x), pricom kladieme

l(e) =0.

Teraz mozeme na L.°° definovat vzdialenostni funkciu (vzdialenost) d nasle-
dovne:

1. d(z,y) =0, ak z C v,
2. d(z,y) = 27™) inak.
Oznacenie. Nech w € ¥X". Mnozinu prefixrov w oznacime
wE:{uEEkHﬂgn,uEw}

a mnoZinu slov (konecnijch & nekonecnijch), ktoré zacinaji na w, alebo si prefi-
Tom w, oznacime
C
w? = {wu | u € T} UwE.

Podla [3] str. 22 funkcia d indukuje fraktalnu strukttru na £, ktora mozno
opisat pomocou urovni, t. j. I' = {I';, | n € N}, kde

L, ={w*|weX}u{uwt|weXk<n}.

Navyge pre kazdé w € X" plati w# = By (w,2™) a pre kazdé w € ¥, kde
k < n, plati w= = Bg-1(w,27"). Pouzili sme oznacenie d~(z,y) = d(y, z).

Potom je jazyk L definovany ako podpriestor ¥. Zvycajne je definovany po-
mocou formalnej gramatiky. Ako $pecidlny pripad moézeme uvazovat jazyk gene-
rovany regularnymi vyrazmi.

KedZe mame fraktalnu Struktaru a funkciu urcujiucu vzdialenost, pomocou
ktorej mozeme ziskat diametre mnozin (na drovniach tejto fraktélnej struktiry),
mozeme pocitat fraktalnu dimenziu Iubovolného jazyka.
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3.2 Fraktalna dimenzia jazyka generovaného re-
gularnym vyrazom

Uvazujme regularny vyraz (004 1), skonstruovany retazenim 00 a 1 po sebe
(asponi jedenkrat). Nas hlavny zamer spociva vo vypocte fraktalnej dimenzie toh-
to jazyka L C % generovaného pomocou predchédzajiceho regularneho vyrazu.
V nasledujucom vypocte aplikujeme model fraktalnej dimenzie I. Najskor si uve-
domme, ze jazyk L mdze byt opisany ako nasledujica mnozina:

L = {1,00,11,100,001,111,0000,0011, 1001,1100, 1111, ...} .

Nech je T' fraktalna struktara z predchadzajicej podkapitoly. V [3| autori pou-
kazuji na to, ze tato fraktalna Struktura je generovana funkciou d. Pri vypoc-
te fraktalnej dimenzie I nie je pre nas podstatné, ako sme fraktalnu struktaru
ziskali, dolezité je, ze ju vieme definovat. Sta¢i nam iba to, ze mame definova-
né urovne fraktalnej struktiry a sme schopni urcit pocet ich prvkov. Takym-
to sposobom mozeme uvazovat, iba ak sa zameriame na puhy kalkulus, alebo
ak sme ochotni pripustit zovSeobecnenie pojmu fraktalna struktira, pri ktorom
by sme sice stale pozadovali zjemnujice sa pokrytia, no uz by sme nevyza-
dovali niektoré iné vlastnosti, najmé bazu otvorenych okoli bodu, pre ktorych
ziskanie je funkciu d vhodné pouzit. Nasledujicim spésobom vypocitame frak-
talnu dimenziu I jazyka L bez zohladnenia funkcie d iba s vyuZzitim fraktalnej
struktary I' = {T, | n € N}, kde st prvé trovne tvaru: I'y = {1#,0%#} T, =
{10%,11%,00%,15} , T3 = {000%,001%, 100%, 111#,110%, 00, 115,15} ... Da-
lej si v8imnime, ze Ny(L) = 2,Ny(L) = 3+ 1,N3(L) = 5+ 3, Ny(L) = 8 +
6, N5(L) = 13 + 11 atakdalej, kde je prvy sé¢itanec po¢tom prvkov prislusne;
trovne tvaru w? a druhy séitanec poc¢tom prvkov kazdej tirovne tvaru wt.

Ak oznac¢ime {f,,}, .y Fibonacciho postupnost, kde fi = fo =1a f, = f_1+
fn_o pre vSetky n > 3, potom pre vSetky n € N ziskame

L) - fn—i—? + Zfz
=2

Fibonacciho postupnost pre n > 2 spliia

Zfz fn+2

takze pre vSetky n € N dostaneme

Nn(L) = fn+2 + [(fn+2 - 1) - 1] =2 (fn+2 - 1)'

Pre prvky Fibonacciho postupnosti pre vsetky n € N plati f, = ”(p:gn
o = 1+2\/5 af= 172\/5.

Teraz pocitajme fraktalnu dimenziu I jazyka L:

. InN,(L) . In[2(fnie —1)] . In24+In(fpe—1)
lim —————= = lim = lim —
n—oo nln2 n—00 nln?2 n—00 nln?2
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Qpn+27ﬁn+2
. In (fn+2 - 1) . In fn+2 . In »—p

= lim ——™ 2 — |lim = lim —F— =
n—00 nln2 n—oo M ln2 n—00 nln?2

n+2 _ oand2) _ _
i B ) —In(p—B) _
n— o0 77,11’12

. In (¢n+2 _ Bn+2)
= lim =
n—o0 n lIl 2

n+2
ﬁ n+2
n (- ()7
n—00 ’I’LIHQ
n+2
In (1 = <§) ) + In "2
= lim =
n—o00 nln2
3 n+2
ln(1—<;) )+(n+2)lngp
= lim =
n—00 nln2
~In(1-0)

li 1 2 1 =
nln?2 +ng{>lo +E 082¥ =

= log, ¢.

Pri vypocte sme vyuzili, ze ‘g) < 1.

Pri vypocte fraktalnej dimenzie II si uvedomme, Ze nam staci mat funkciu,
ktoréa na kazdej tirovni mnozine priradi nezdporné realne ¢islo, nazyvajme ho dia-
meter. Toto vyssie difenovana funkcia d splha. Z tvaru jednotlivych fraktalnych
drovni je zrejmé, ze kazda obsahuje aspon dve slova s roznymi zaciatkami, teda
s prazdnym spolo¢nym prefixom (napriklad slova za¢inajice na 0 a na 1). Oznac-
me tieto slova z a y. Potom d(z,y) = 2° = 1, ¢o je maximalna mo7n4 hodnota d,
teda pre vsetky n € N mame diam(L,I',) = 1, takze

lim ln'Nn(L) = lim M = lim M = 00.
n—oo —Indiam(L,I';,) n—oc —Inl n—00
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Zaver

V préci sme najskor predstavili zakladné pojmy a néstroje suvisiace a potreb-
né pri $tiudiu samopodobnych mnozin a fraktalov. Banachova veta o pevnom
bode a Hausdorffova metrika nam umoznili popisat konvergenciu mnozin a samo-
podobné mnoziny, tzko spété s iterovanymi funkcionalnymi schémami, vnimat
ako pevné body mnozinovych zobrazeni. Po oboznameni sa s viacerymi klasicky-
mi pristupmi k dimenzii vhodnej na popis fraktalov (Hausdorffova, podobnostna
a mriezkova dimenzia) a po zavedeni fraktalnej struktiury a zovseobecneného frak-
talneho priestoru sme mohli upriamit pozornost na zovSeobecnenia pojmu frak-
talna dimenzia a na ich vlastnosti, popisané v [3]. Takto sme sa dostali do situécie,
ked bolo mozné uvazovat a pocitat fraktalnu dimenziu na I'ubovolnom priesto-
re pripustajucom fraktélnu Struktaru ¢i s inymi vlastnostami na vzdialenostnom
priestore vybavenom takouto Strukturou. Pouzitie tychto novych pristupov sme
demonstrovali vypoc¢tom fraktalnych dimenzii jazyka v kapitole 3, kde sme nara-
zili aj na inpiraciu pre d'alsie mozné vSeobecnejsie pristupy.
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