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Uvod

Finan¢éné data mozno ¢asto najst v podobe ¢asovych rad. Standardné metédy
pre odhad parametrov linearneho autoregresného modelu finan¢nych casovych
rad pouzivaji metédu maximélnej vierohodnosti zalozenii na predpoklade nor-
mality ndhodnych chyb. Existujui vsak aj alternativne nestandardné metéddy s
predpokladom exponencialneho rozdelenia chyb a nezapornosti rady, ktorym sa
praca venuje podrobnejsie.

Text prace je rozdeleny na dva celky. Prvé styri kapitoly predstavuja toretic-
ku cast, piata kapitola je prakticka s aplikdciami na redlnych finanénych datach
ziskanych z [7].

Teoreticka cast sa da dalej rozdelif na polovicu, dve kapitoly venujeme pre jed-
norozmerné a dve pre viacrozmerné casové rady. V prvej kapitole sa ststredime
na Boxovu-Jenkinsovu metodolégiu, definiciu zakladnych pojmov, popis autore-
gresnych procesov, ukdzeme postupy pouzivané pri identifikacii modelu, odhade
parametrov a diagnostike modelu. V tejto ¢asti budeme vychédzat najmi z lite-
ratary [6] a [9].

V druhej kapitole ukédzeme typy odhadov pre nezadporné procesy AR(1) a AR(2)
podTla klasickej literattury (opéf [6] a [9]) a nestandardnejsich podielovych odha-
dov podla [2] a [3].

Tretia kapitola je venovana vektorovej autoregresii a je zobecnenim kapitoly 1
pre mnohorozmerné ¢asové rady. Opét definujeme zékladné pojmy, priblizime vi-
acrozmerné autoregresné procesy a ukazeme postupy pre ich identifikaciu, odhady
parametrov a diagnostiku podla [6] a [9)].

Vo $tvrtej a poslednej teoretickej kapitole sa budeme venovat odhadom v ne-
zapornych mnohorozmernych casovych radach opit klasickym postupom podTla
[9] a dalej nestandardnym podla [4],[12] a [13].

V poslednej piatej kapitole a sice praktickej casti aplikujeme vysSie popisané
modely na déta z [7] za pomoci Time Series balika programu Mathematica ([10],
[11]) a statistického softvéru NCSS a vyhodnotime ich klady a zapory a vhodnost
pouzitia na dané data.



1. Boxova-Jenkinsova
metodologia

1.1 Zakladné pojmy

Nahodny proces je mnozina {y;,t € T} kde y, st nahodné veli¢iny. Prvky z
mnoziny T sa obvykle interpretuju ako ¢as. Ozna¢me Z mnozinu celych ¢isiel a N
mnozinu prirodzenych ¢isiel. V pripade, ze plati T'= Z alebo T' = N + 0, vravi-
me o ndhodnom procese s diskrétnym ¢asom alebo ¢asovej rade. Nadalej budeme
uvazovat len procesy s celoc¢iselnymi ¢asmi.

Rozlisujeme stacionaritu ndhodného procesu

e striktnii - pravdepodobnostné chovanie prislusného stochastického proce-
su je invariantné voc¢i posunom v case, tj. pravdepodobnostné rozdelenie
vektoru (v, ...y, ) je rovnaké ako rozdelenie vektoru (v, tn, ..., Yt,+n) Dre
Tubovolné h, kde ¢, ..., t;,, h st celé.

e slabt - tu staci, aby bol prislusny proces invariantny voc¢i posunom v case
len v ramci momentov do druhého radu, tj. pre kazdé s,t € Z

E(y;) = u = konst; cov(ys, y¢) = cov(Ysik, Yirk) Dre k € Z. (1.1)
Nadalej budeme slabt stacionaritu nazyvat len stacionaritou.

Biely Sum ¢; je postupnost nekorelovanych ndhodnych velic¢in,
tj. cov(es, ;1) = 0, k # 0. Spravidla predpokladame Fe; = 0, vare; = o2 pre
vsetky t.

Linearny proces je

Y = p+ Z Vj€r—j, (1.2)
=0
kde ¥y = 1, € je biely Sum s nulovou strednou hodnotou a 2;’;0 1/1]2 < 00.
Autokorela¢na funkcia (ACF) pre oneskorenie k sa definuje ako

pk:E:lZ’ k‘:7—170’17 (13>
Yo Uy

kde v, je autokovariancna funkcia pre oneskorenie k

Ye = cov(Y, Yi—k) = E(ye — ) (Ye—r — p), k= ...,—1,0,1,... . (1.4)

Pre pozorovanu stacionarnu ¢asovu radu vy, ..., 4, odhadujeme autokorelac¢nii

funkciu ako

o= k=01, n—1, (1.5)
Co



kde ¢, je odhad autokovariancénej funkcie

1 n
cr = ﬁt_zk;rl(yt—y)(yt_k—g),k:O,l,...,n—1 (1.6)

g:

S|

Z Yt
t=1

Parciadlna autokorela¢na funkcia (PACF) znacena ako pyy je definovana ako
parcialny korelac¢ny koeficient medzi y; a y;_x pri pevnych hodnotach
Yt—k+1, -, Yt—1 vid napriklad [1]. Zrejme je poo = 1 a p11 = p1.

V praxi pouzivame rekurentny vypocet odhadu

Tk—zk_lm T
j=1"k=1, —Jj
1 =7"T1, Tkk = k—1 pre k> 17 (17)

1=2 i k1575

kde
Thj = Th—1,j — Tk * Th—1k—; Pre j =1,...,k — 1 (1.8)
1.2 Autoregresné procesy

Nadalej budeme v kapitole 1 uvazovat ¢asové rady s nulovou strednou hodnotou.
Autoregresny model radu p znaceny ako AR(p) mé tvar

Ye = P1Ys1+ o T OpYrp €ty G e — P1Y1 — o — OpYrp = P(B)yr = €&, (1.9)
kde ¢, ..., p, st parametre, p(B) = 1—p1 B—...—p, B je autoregresny operator a

B je operator spitného posunutia definovany predpisom B*y, = y,_1; k= 1,2, ...

Proces AR(p) je stacionarny, ak vSetky korene z1, ..., z, polynému ¢(z) lezia mimo
jednotkového kruhu v komplexnej rovine. Proces ma v tom pripade rozptyl

2

o
7 = L—@ip1 — . = 0ppyp (110)
Autokorela¢n funkcia procesu AR(p) spliia diferenént rovnicu
Pk = P1Pk—1 + Papi—2 + ... + ©ppir—p Pre k > 0. (1.11)
Jej rieSenie mozno vyjadrit v tvare
Pk :alsz+...+apzp_k pre k > 0, (1.12)

kde 2, ..., 2, st navzajom rozne korene polynému ¢(z) a ai, ...,y s pevné ko-
eficienty. Ak zapiSseme (1.11) len pre k = 1, ..., p, potom dostaneme tzv. ststavu



Yule-Walkerovych rovnic pre vyjadrenie parametrov ¢y, ..., ¢, pomocou autoko-
relacii py, ..., pp alebo naopak.

Parcidlna autokorelac¢na funkcia procesu AR(p) mé bod useknutia ko (bod, od
ktorého graf PACF nevykazuje aktivitu, to znamend py, je takmer 0 pre k > ko)
rovny radu modelu p.

Autokorelacna funkcia p; je bez bodu useknutia a mé tvar linedrnej kombinacie
geometricky klesajucich postupnosti, a sinusoid s geometricky klesajicou ampli-
tadou.



Speciilne pripady st
Proces AR(1) definovany predpisom

Yt = P1Ye-1 + €. (1.13)

Je stacionarny pre |¢;]| < 1. V tom pripade mé nulovu stredntt hodnotu, rozptyl

2

2 o g
il (1.14)
a autokorelac¢nt funkciu
pr = Y pre k> 0. (1.15)
Proces AR(2) definovany predpisom
Y = P1Yr—1 + P2Yr—2 + €. (1.16)
Je stacionarny pre
901+(,02<1, (,02—901<1, —1<(,02<1 (]_]_7)
Vtedy ma AR(2) rozptyl
2
9 o
ol = 1.18
Y 1= p1p1 — pap2 ( )

a autokorelac¢nt funkciu

11 — a2k (] 2k
o BT O E  ug
(21 =2z )1 +212)

kde z1, z2 st navzdjom rdzne korene polynému ¢(z).

1.3 Identifikacia modelu
Identifikacia pomocou tvaru ACF a PACF

Model identifikujeme na zaklade obecnych poznatkov o tvare autokorelacnej a
parcialnej autokorelacnej funkcie procesov. Graf ACF a PACF nazjvame korelo-
gram. Identifika¢ny postup spociva v analyze grafického zaznamu odhadnutého
korelogramu a parcidlneho korelogramu modelovanej ¢asovej rady, kedy sa snazi-
me tejto rade priradit najvhodnejsi typ modelu. Napriklad charakteristiky staci-
onarneho modelu AR(p) st nasledovné:

pr: v tvare krivky U (tvar linedrnej kombinécie geometricky klesajtcich postup-
nosti, alebo tvar sinusoidy s geometricky klesajicou amplitidou), neexistuje bod
useknutia kg, prr: ko = p.

V pripade nejasnosti mozeme testovat potenciadlny bod useknutia kg pomocou

6



Quenouilleovej aproximacie s kritickym oborom na hladine vyznamnosti 5 per-
cent

1
7| > 2\/; pre niektoré k > ko (1.20)

alebo pomocou Bartlettovej aproximacie s asymptotickym kritickym oborom na
hladine vyznamnosti 5 percent

ko
1
Tk > 2 - (1 + 227"?) pre niektoré k > kq. (1.21)
j=1

Niekedy sa pre kontrolu spravnosti identifikovaného modelu vyuzivaju tiez nerov-
nosti pre odhadnuté autokorelacie r;, ktoré by teoreticky mali platif za predpo-
kladu stacionarity modelu.

Identifikacia pomocou informacénych kritérii

Jedna sa o modernejsi pristup, ktory umoznuje identifikdciu modelu plne zauto-
matizovat bez subjektivneho zdsahu analytika. Jedno z kritérii na vyber modelu
moze byt napriklad rezidualna chyba (MSE)

n

MSE =3 (- )’ (122

t=1

kde ; st hodnoty odhadnuté modelom a ¥, st data, tj. preferujeme model s naj-
nizsou hodnotou MSE. Adekvatnejsie je vSak spolu s vyuzitim tedrie informacie
zaroven penalizovat zbytocne velké rady p a asto tak docielit konzistenciu odha-
dov. Najviac vyuzivané informaé¢né kritéria st AIC (Akaike information criterion)

2
AIC(p) =In 62+ 2 (1.23)

n
a BIC (Bayes information criterion)

o plnn

BIC(p) =In 6, +

1.24
” (124
kde &z je odhadnuty rozptyl bieleho Sumu procesu AR(p). BIC poskytuje silno
konzistentny odhad radu modelu, ale s velkym rozptylom, AIC ndm dava naopak
nekonzistentny, ale eficientny odhad radu modelu. Spominané vlastnosti odhadov
st definované napr v [I]. Preferujeme model s najnizsim AIC, resp. BIC.



1.4 Odhad parametrov

OLS metoda

OLS (z angli¢tiny Ordinary Least Squares) metéda alebo metéda najmensich
stvorcov je pravdepodobne najcastejSie vyuzivany pristup k odhadovaniu v sta-
tistike. Pri AR(p) modeloch moZzeme za predpokladu cov(y;, €;) = 0 pre vSetky ¢
pouzit klasicky odhad metédou najmensich stvorcov (OLS odhad) spocivajice;

v minimalizacii
Z €& = Z (Y = 1011 — - — Ppli—p)°
t=1 t=p+1
Odhad je nestranny a konzistentny. V modeli AR(1) dostdvame OLS odhad pa-
rametru ¢; v tvare

(,51 =T. (125)

Niekedy sa namiesto Stvorcov voli iny tvar optimalizacného kritéria, napriklad
namiesto druhych mocnin volime absolitne hodnoty (LAD, Least Absolute De-
viations, metéda najmensich absolutnych odchyliek), Stvorce s réznymi vahami
(WLS, Weighted Least Squares, vaZend metéda najmensich Stvorcov), exponen-
cidlne vyrovnavanie, atd. Niekedy ucelovo volime obecnejsiu funkciu G s vhod-
nymi vlastnostami, napriklad v pripade ked data obsahuji odlahlé pozorovania
skreslujuce vysledok analyzy. Vhodnou volbou G tak mozme vypocet vo¢i nim
zodolnif. Uvedené postupy st popisané v [6].

ML metdda

ML (z angli¢tiny Maximum Likelihood) metédu alebo metédu maximalnej vie-
rohodnosti mozno pouzit pre vSeobecny stacionarny AR(p) model

Y = O1Ye—1+ - T OplYs—p + €

kde biely Sum tvoria nezdvislé rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny z N (0, 0?) kde
zdruzend hustota € = (€1, €a, ..., €,) je

1 n
2y _ 2\—n/2 _ 2
f(e|lo, p, 0%) = (2mo) " exp [ 52 5 et] : (1.26)

t=1

Nechy = (y1,¥2, ..., Yn)" a predpokladajme pociatoéné podmienky y. = (y1—p, ..., Y1, Yo)'-

Mame podmienent logaritmick ML funkciu

In L. (¢, u,0%) = —g In(2r0?) — % (1.27)

kde

S.(p, 1) =D e, 1 y) (1.28)

t=1
je podmienend funkcia stuctu Stvorcov. Hodnoty ¢, i, ktoré maximalizuja funk-
ciu (1.27), nazyvame odhady metédou podmienenej maximalnej vierohodnosti.
PretoZe In L,(p, 1, 0?) pracuje s ddtami len prostrednictvom S, (p, u), st tieto
odhady rovnaké ako odhady pomocou podmienenej metédy OLS z minimalizacie
podmieneného suctu Stvorcov S.(p, ). VSimnime si, Ze neobsahuji parameter

o



1.5 Diagnostika modelu

Kontrola stacionarity

Kontrolujeme, ¢i model spliia podmienku stacionarity, tj. ¢i st korene jeho odhad-
nutého autoregresného polynému mimo jednotkového kruhu v komplexnej rovine.
Mozme tiez rozdelit radu na viac tisekov a testovat medzi nimi zhodnost odhadnu-
tych trovni, autokorelécii, rozptylov, alebo vyssich momentov ako napr. Sikmost.

Kontrola struktary ARMA

Touto kontrolou je zhoda korelacnej struktiry odhadnutej z dat (ACF a PA-
CF) s teoretickou korelacnou $truktirou pouzitého modelu, ktory verifikujeme.
Inou kontrolou méze byt testovanie nekorelovanosti pre vypodcitany biely Sum po-
mocou Q - testov (vid dalej).

Graficka analyza bieleho Sumu

Dolezitym néastrojom je vypocitany biely Sum € z odhadnutého modelu caso-
vej rady. Jeho graficky vystup, histogram, odhadnuty korelogram a pod. mézu
indikovat pripadné vady modelu. Obvykle ocakéavame biely $um s nulovou stred-
nou hodnotou, konstantnym rozptylom, nekorelovanostou a normalitou.

Testovanie nekorelovanosti pre biely Sum

Nekorelovanost vypocitaného bieleho Sumu moéZeme za predpokladu normality
testovat priamo pomocou testu zalozenom na aproximaécii (1.20), kde pracujeme
s odhadnutymi autokorelaciami vypoéitaného bieleho Sumu 74 (é;). Nulova hypo-
téza nekorelovanosti mé zrejme kriticky obor na hladine vyznamnosti 5 percent

1
Irk(é)] > 2\/; pre k =1,2, ...

Casto vyuzivané su @) — testy, ktoré testuji vyznamnost prvych K autokoreldcii
odhadnutého bieleho Sumu. K sa voli vopred s odportcanou vyskou K = /n,
kde n je dl7ka danej rady. Sti¢asne dochadza k overeniu struktiry AR(p), pretoze
testova (-statistika ma za platnosti nulovej hypotézy, ze povodna rada sa riadi
modelom AR(p), asymptoticky rozdelenie x?(K — p). Pritom ako Q-Statistika sa
v praxi najcastejsie pouziva Bozova-Pierceova Statistika s kritickym oborom

K
Q=n) (r(@)” = xi oK —p) (1.29)
k=1
a testovo silnejsia Ljungova-Boxova Statistika s kritickym oborom
SN
Q" =nn+2) ) —— (r(&))” = Xi_a(K —p). (1.30)
k=1



2. Odhady v nezapornych
casovych radach

2.1 Nezaporny proces AR(1)
Majme AR(1) proces y; zadany ako

Yt = QY1+ €&, (2.1)

kde €, ..., €, st nezavislé rovnako rozdelené nezaporné ndhodné velic¢iny, Ee? < oo,
0<p<1lay >0 (* je dand nezavisld na e, ...,€,. Nech F je distribu¢na
funkcia bieleho Sumu ¢;. Vzhladom k tomu, Ze y;/y;—1 = ¢ + €/y-1, & > 0,
t =2, ..n,jezrejme ¢ < y,/y,_1 pre t = 2,...,n. Preto moZno ako jednoduchy
odhad parametru ¢ navrhnuat

(2.2)

K odvodeniu silnej konzistencie odhadu ¢* pouzijeme Borel-Cantelliho vetu (vid
[8], strana 135).

Najprv pripomenme pojmy limes superior a limes inferior pre postupnosti na-

hodnych javov B,,.

limB,, je limes superior postupnosti B, tj. imB, = lim (sup Bm) a imB,,
n—0o0 m>n

znamena nastanie nekone¢ne mnoho javov B,.

Analogicky limB,, je limes inferior postupnosti B, tj. imB, = lim (inf Bm)

n—oo \ m>

Borel-Cantelliho veta [8] ndm vravi: Bud B,, postupnost javov. Potom

i P(B,) < oo = P(limB,,) = 0. (2.3)

n=1

Tvrdenie 1: Odhad ¢* je silno konzistentny, t.j. ¢* — ¢ skoro uréite (s.u., vid
[1]) pre n — oo prave vtedy, ked F(d) — F(c) < 1 pre vSetky 0 < ¢ < d < 0.

Dokaz: Predpokladajme ¢ < 1. Definujeme ¢} ako v (2.2). Vyssie sme spo-
minali, Ze y;/y;-1 = ¢ + €/y;—1 pre t = 2,...,n. Preto ¢! = min(p + M,,) kde
M, = min(ea/y1, €3/Y2, ..o, €n/Yn—1). Potom ¢* % ¢ prave vtedy ked M, % 0.
Uvazujme n > 0. M6zme pisat

[
= Ple; > n(€ej_1+ @ej_o+ ... + ¢ eg + ¢ y1);2 < j < n] vzhladom k (*)
< P[Ej > 7”]€j,1;2 S] < n] < P[€2]’ > 7”]62]‘,1;1 <5< n/Q]
= Pley > ney|™?,

kde [z] je najvicsie celé ¢islo mensie nez x.

10



Ak Pley > nep] < 1, potom

ZP[Mn > < ZP[EQ > ney | < 0.
n=2

n=2

Ak polozime v Borel-Cantelliho vete B, = [M,, > |, dostavame, Ze pre vSetky
dostato¢ne malé n sa pripady [M,, > n] vyskytni len koneéne mnoho krat, z
¢oho plynie pozadovany dosledok M, =% 0.

Pripad P[es > ne;] = 1 pre niektoré n > 0 nastava prave vtedy, ked existuji
konstanty 0 < ¢ < d < oo také, ze Plc < ¢; < d] = F(d) — F(c) =1 (vid [5]).
Aby sme si uvedomili, preco nie je ¢* konzistentny pre Plc < ¢; < d] =1 pre
kladné konstanty ¢ a d, ukdzme najprv, ze

c

M, >cmin(l/y;1<53<n—-1)> > 0.

Mame

Y =€ + €1+ ...ng_2€2 + goj_lyl
<d1+ @+ ..+ )+ ¢y
d1— iy
— ( ¥ >+¢j—1y1
L—¢
<y +d/(1—¢), pretoze 0 < p < 1

Takze lim,, (M,,) > 0 z ¢oho lim,, (%) > ¢, ¢im dokaz konci.

Ak majui ¢, exponencidlne rozdelenie, tj. ¢, ~ Ex(a) kde hustota Fx(a) je f(e) =
a texrp(—e/a) pre € > 0, potom funkcia maximélnej vierohodnosti s, ..., y, pri
danom y; je

I — gt _ Yt — PYi—1 924
(-3 I 24
pre y— -1 >0, t=2,....n (2.5)

a nula inak. Potom ¢* definované v (2.2) maximalizuje vierohodnostna funkciu
(2.4) za podmienok (2.5), (vid [3]). Tato interpretacia ¢* umoziuje vyssie popi-
sanej metdde odhadov zovseobecnenie na AR procesy vyssich radov.

Predpokladajme, ze y; ~ Ex(u), p = gure Andél dokazal v ¢lanku [2], Ze pri
tychto predpokladoch je rozdelenie ¢* dané predpisom

P(p"<v)=0prev <y (2.6)
Plp*<v)=1—(1-y) [{v+ (1-—p)} {v2 +(1-—¢)(1 —H))}:c...
X {v"’z +(1—9)(14+v+.. +v"’3)} {v”fl +(1—-)A+v+.. +v"2) — cp}_l

pre v > . Tento vysledok mézme pouzif na vypocet vychylenia ¢*, kvantilov
©* a konfiden¢nych intervalov pre .

Simulacie potvrdili, ze ¢* je podstatne lepsi odhad ako odhad OLS metédou, ak
rozdelenie bieleho Sumu nie je normalne. ©* mozno teda povazovat za jednoduchy
neparametricky odhad koeficientu ¢ v modeli AR(1).
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2.2 Nezaporny proces AR(2)

V tejto Casti generalizujeme predosli metédu na odhad parametrov AR procesov
druhého radu.

Nech ¢; st nezaporné, nezavislé, rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s distri-
bucnou funkciou F. Predpokladajme Ze Ee} < oo a ze F(d) — F(c) < 1 pre
vietky 0 < ¢ < d < oo. Nech ¢; > 0 a ¢y > 0 st také koeficienty, Ze polyném
1— 12 —p92? = 0 m4 vietky korene mimo jednotkového kruhu. Nech y; je AR(2)
proces definovany ako

Y = P1Y—1 + Pale—2 + €. (2.7)

Priame zobecnenie vzorca (2.2) vedie ku skiimaniu podielov

Ye 01 + Y2Yt—2 + Et.

2.8
Yt—1 Yt—1 ( )

Ak je n dostato¢ne velké, potom mozme s velkou pravdepodobnostou ocakévat,
ze existuje miniméalne jedno t také, Ze y;_o a € st malé a y;_; je velmi velké.

Tvrdenie 2:

¢ = min (i) (2.9)

2stsn \ Yi-1

je silno konzistentny odhad pre ;. Dokaz mozno najst v ¢lanku [3]
Podobne dostaneme:

Yo _ P1Yi—1 + €
Yt—2 Yt—2
©1(P1Yi—2 + ©2yr—3 + 1) + €
:1(<P1t2 Y2Yi—3 tl) t_{_go2
Yt—2
P1P2Yt—3 + Y1641 + €

Yi—2

+ 2

= 3+ 91 + (2.10)

Tvrdenie 3:

! . Yt

= —_ 2.11
Py = min (yt_Q) (2.11)

je silno konzistentny odhad pre s + ¢ a

05 =2 — 1 (2.12)
je silno konzistentny odhad pre 5.
Dokaz mozno najst v ¢lanku [3].
Odhady ¢} a 3 mozme povazovat za prirodzené zovseobecnenie odhadu ¢* de-
finovaného vztahom (2.2) pre AR(2) procesy. Aj ked mé ¢* uspokojivé limitné

spravanie, ¢} a @3 st malo prakticky vyuzitelné, pretoze, ako uvadza Andél v [3],
konvergencia v tvrdeniach 2 a 3 je extrémne pomala.
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V predoslej casti sme uviedli, ze ¢* je odhad metédou maximalnej vierohod-
nosti pre ¢ v modeli AR(1), ak ¢, ~ Ez(a) a y; je pevné. Na rovnakej myslienke
mozno zalozit odvodenie iného typu odhadov v nezdpornom AR(2) procese.

Nech v modeli (2.7) plati ¢, ~ Ex(a). Potom pre dané y; a y» je podmienend
vierohodnostna funkcia

I — g "2 exp (_ Z Yt — P1Ye—1 — 902%—2) (2'13)

a
t=3

pre
Yt — O1Y—1 — P22 >0, t=3,...,n (2.14)

a nula inak. Odhady pre ¢; a @2 maximalizuja

$1 Z Y1+ $2 Z Yi—2 (2.15)
t=3 t=3

za podmienok (2.14).

Ak je n velké, sucéty v (2.15) sa od seba prili§ neliSia, sta¢i teda maximalizo-
vat o) + @2 za podmienok (2.14) a ziskame odhady ¢ a ¢j .

Samozrejme, tento postup moézme aplikovat aj v pripade, kedy ¢; nemé exponen-
cidlne rozdelenie. Simulac¢né studie vedené Andélom potvrdili kvalitné fungovanie
odhadnutej procedury aj pre biely Sum s inym nez exponencidlnym rozdelenim.
Musia byt ale splnené vSeobecné predpoklady, ktoré sme stanovili vyssie. Doka-
7eme silnt konzistenciu o] a ¢ .

Tvrdenie 4: Nech n — oo, potom ] — ¢ s.u. a g5 — @y s.u.

Dodkaz: Definujme

M, = {(B1,52) : f1 > 0,82 > 0,y — f1ys—1 — Bayp—2 > 0 pre t =3, ..., n}.

Nech M je stvoruholnik s vrcholmi

(0,0), (¢1,0), (p1,92), (0,024 ¢}).

Je zrejmé, ze M3 D My O ... . Dokédzeme, ze M,, — M s.u. Nech p je priamka
dané rovnicou

Yt — Brye—1 — Bayr—2 =0 (2.16)

v rovine (B, 32). Ak ) = 0, potom B2 = y;/y; 2, ak B = 0, potom By = y;/y; 1.
Vsetky dalSie uvadzané konvergencie st s.u.

Zvazme pripad (i) @1 > 0,9 > 0. Pretoze podla tvrdenia 2 ¢} — ¢4, existuje
postupnost indexov t,, takych, ze

Ytn

Yt —1

— 1.
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Pouzitim (2.8) dostdvame

o+ il plvni
P2Ytn—2 T €, 0, odkial plynie

Ytp—1
Ytn=2 — 0.
Ytp—1
Pretoze podla (2.10)
Yt _ 02+ O1Yt,—1 + Etn’
Yt,—2 Yt —2
mame
Y — 00.
Ytp,—2

V tomto pripade p dosiahne priamku ¢ vid obréazok.

A
B
q
yt/yt—z
P2 + (P%
b
P2
”
0 ¥1 01+ P2/ 1 Ye /Y1 B

Pretoze podla tvrdenia 3 ¢, — 5 + ©?, existujii vzhladom k (2.10) indexy s,
také, ze

P1P2Ys,,_3 + P1€s, 1 + €sn,
y5n72

— 0.
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Potom mame

Sn— 68 — S
Yons g Smor g Sy, (2.17)
y5n72 y5n72 y3n72
Upravami dostavame
Sn ysn, + Esn ?/sn, + Esn 2
Y :(’01+902 2 :¢1+ﬂ901( 2 /@):
ysn—l ysn—l 901 ysn—l
— o+ P2 Yspa X P2 " Ysn_s + 195,y + €5, 01/ P2 _
SOI ysnfl gpl y5n71
1 - Sp— + Sn— + esn
:¢1+@+_ P2Ysna T P1P2Ysn 5 T P16sp
Y1 ¥ Ysna
o2y L —2(P1Ys, » + P2Ys, s T €5, 1) + 01025, 5 + P165,
= + = + — =
Y1 ¥ Ysn_a
2 1 —0109Ys, s — P3Ys,_s — P2€,_, + P1Ps,_, T P16,
=1+ —+— =
Y1 ¥ Ysna
1 — 3 Sn—3 €sp_ + 65n
:<,01+ﬂ+— (102yn3 ()02 n—1 90]- —

©1 V1 P1Ys, o T P2Ys, 3 + €54
=1+ v2/p1 + Qn,

kde

Q — ()0—1 9016871 - (pgysn_?) - ()026871—1
t T oo + P2l —3 + €5,

Pre menovatel (), plati

OTYsn_s + P1PWsn_g + PLEsry = P1Ysn_s-

Méme teda

2
_1 €Es, ©5 Ys,,—3 P2 €s,—1
1Qn| < ot + =

5 5 — 0 podla (2.17).
y3n72 <p1 y5n72 (101 y5n72

Na obrazku mozme vidiet ako sa priamka p priblizuje k priamke r.
Dalej dokaZeme, Ze ziadna z priamok (2.16) pre ¢t > 3 neprejde cez bod vo vntitri

M. Z (2.10) plynie y;/y;—2 > @2 + ¢3. Oznacme zvislt stradnicu priese¢éniku p a
q ako z. Jednoduchym vypoctom dostaneme

— Y
pifh= -2+
Yt—2 Yi—2
q:p1=¢1
Yt — P1lYt—1  P2Yr—2 T €&
Yt—2 Yt—2

Takze p nepretne M.
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Este je nevyhnutné ukézat, Ze

max (0 + f2)

(B1,82)eM

dosiahneme v 1 = 1, 2 = @o. Je zrejmé, ze maximum dosiahneme v niektorom
vrchole M. Pretoze

014+ P2 > O3+ @2, P14 pa > 01, @1+ Py >0,

dokézali sme, Ze maximum bolo dosiahnuté v bode (¢1, @2).

Dokazy ostatnych troch pripadov, (i7) @1 > 0, ps =0, (iii) ¢ =0,
w2 >0, (iv) 1 =0, pa =0, je mozné predviest analogicky.
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3. Vektorova autoregresia

3.1 Zakladné pojmy

Vicésinu definicii a postupov pre jednorozmerné rady mozme zobecnit pre viacroz-
merné rady, kde y; st m-rozmerné nadhodné vektory

Y = (ytb Y25 -+ ytm)/'

Slaba stacionarita (dalej len stacionarita) ¢asovej rady y; je definovana rovnako,

tj. prislusny proces je invariantny vo¢i posunom v ¢ase v ramci momentov do
druhého radu, t;j.

E(y;) = u = konst; (3.1)

cov(ys, yt) = E(ys — 1) (ys — ) = cov(Yssn, yern) pre lubovolné h, s, t € Z, (3.2)

takze
var(y) = 3y, = konst. (3.3)

Analogicky sa definuje tiez maticova autokovarianéna funkcia

Ly = cov(ye, Yi—r) = E(ye — p) (e — 1), k= ...,—1,0,1, .. (3.4)

a maticova autokorela¢na funkcia
or=D7VI,D7YV2 p=..—-1,0,1,.., (3.5)

kde D = diag¥,, = diag {var(yy), ...,var(yum)} a diag znadi diagonalnu maticu.

Prvok ;;(k) na pozicii (4, j) matice I'y = (v;;(k)) sa nazyva vzajomna kovari-
an¢na funkcia casovych rad y;; a y;;. Analogicky znac¢ime vzajomnu korela¢ni
funkciu p;;(k). Zrejme je

Te =Ty, pe=py (3.6)
(tj. vi(k) = v;i(=k) a pij(k) = pji(—k)). Odhad autokovariancnej funkcie na
zéklade pozorovanych hodndt yq, ..., y, je

n

1 :
Co==Y W—DW-r—0 k=01,...,n-1 (3.7)

t=k+1

a odhad autokorela¢nej funkcie
R,=D'?C,DV? k=0,1,...,n—1 (3.8)

diagonalna matica D mé diagonalu zhodnu s diagonalou matice Cj.

Okrem vzajomnej korela¢nej funkcie p;;(k) sa pouziva tiez vzajomna parcialna
korela¢na funkcia znacena ako p;;(k, k) a definovana ako parcidlny korela¢ny
koeficient medzi y;; a y;,— pri pevnych hodnotach y;_gi1, ..., %—1. Jej odhadom
je odhadnuty parameter é,](k‘k) v modeli s maticovymi koeficientami

vy =P(AD)y—1 + ... + Py + €, (3.9)
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kde viacrozmerny biely Sum ¢, je analégiou jednorozmerného bieleho Sumu, t;.
zlozky vektorov ¢; maji nulovi stredntt hodnotu, st v réznych ¢asoch navzajom
nekorelované, ale v rovnakom ¢ase mozu byt korelované s konstantnou pozitivne
definitnou rozptylovou maticou X

E(e) =0, E(ege,) =X pre s =1, F(es,) je nulova matica pre s # t. (3.10)

Nadalej budeme v kapitole 3 predpokladat procesy s nulovou strednou hodnotou.

Model (3.9) je prikladom viacrozmerného linearneho procesu, ktory mé ana-
logicky k jednorozmernému lineArnemu procesu obecny tvar

Y=+ Ve 1+ Vs o+ ...=(1+UB+UyB*+..)e, = U(B)eg, (3.11)

pri nasledovnej poziadavke na maticové koeficienty pre dosiahnutie stacionarity:
matice koeficientov ¥, kde s = 1, ..., m, musia byt $tvorcové spocetné v zmysle
ze kazda z m x m postupnosti ich prvkov v;; s je spocetna v stvorcoch tj.
Yol <ocoprei,j=1,2,...m

7,8

3.2 Vektorové autoregresné procesy

Vektorova autoregresia je zobecnenim jednorozmerného autoregresného procesu
(1.9). Vektorovy autoregresny model radu p znaceny ako VAR(p) m4 tvar

Y = (I)lytfl + ...+ @I;yt,p + €, (312)

alebo
(I — ®1B — eee — @po)yt = €t (313)

kde ¢; je m-rozmerny biely Sum. Postacujicou podmienkou stacionarity a linearity
procesu je, ze vSetky korene polynému

O(2) =1 — P12 — ... — D,2°| (3.14)

lezia mimo jednotkového kruhu v komplexnej rovine. Symbol | A| oznacuje deter-
minant matice A.

Autokovarian¢nd funkcia (3.4) spliia viacrozmernt verziu Yule-Walkerovych rov-
nic
Ty = ® Ty g+ ...+ ¥ Ty, pre k >0 (3.15)

To=®T) +...+ 2T +3. (3.16)

Specidlnym pripadom je

Model VAR(1) v tvare

Y =Py1+ & (3.17)
alebo (I — ®1B)y; = € (3.18)
Pre m =2 5
Y1 11 P12 Ye-1,1 €11
— T = 3.19
[ Ye2 ] [ P21 P22 ] [ Ye—1,2 ] [ €12 } ( )
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alebo

Y1 = On1le—1,1 + P12Ye—12 + €n
Y2 = P11 + P2av—12 + €. (3.20)

Podmienku pre stacionaritu modelu VAR(1) mozno formulovat tak, Ze vSetkych
m vlastnych cisiel matice ® lezi v jednotkovom kruhu v komplexnej rovine, ¢o je
ekvivalentné s tym, ze vSetkych m korenov autoregresného maticového polynému
®(2) = |I — ®.z] lezi mimo jednotkového kruhu v komplexnej rovine.

Tento proces mozme zapisat v tvare m-rozmerného linedrneho procesu

Y= p+ e+ Pey_q + PPepo + P g+ ., (3.21)
takze jeho rozptylova matica je

Ty = var(y) = X + &N + &?%(P?) + ... (3.22)
a autokovarian¢né funkcia splia

Tv = Elyey;_s]
= E[(Pyi—1 + et)y;—k]
= CI)Eyt—ly;_k; + Eety;—lg

P, +X =0 +%, k=0
_ 1 + ) 1 + ) 9 (323)
BTy = DTy, k> 1.
Pre £k =1 mame I'y = ®I'; a teda
® =T4I,! (3.24)
a
¥ =T, — I\, (3.25)

Model VAR(2) v maticovom tvare (4.11) mo6zme tiez rozpisat po zlozkach

Y1 = O11Yi—1,1 + P12¥i—12 + P11Yi—21 + P12Yi—22 + €
Y2 = G1Yr—1,1 + G22Yr—12 + ©21Yi—21 + P2oli—22 + €. (3.26)

3.3 Identifikacia modelu VAR

RAad p moZno sice identifikovat zobecnenim parcidlneho korelogramu pre viacroz-
merny pripad, ¢o je ale pomerne pracné. V praxi preto pouzivame identifikacné
postupy zalozené na Statistickych testoch alebo informac¢nych kritériach.

Statistickym identifika¢nym testom je najcastejsie LR-test s kritickym oborom

LR = n(In ‘ER‘ o ‘EU‘) > v (qm?), (3.27)
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kde 3p je odhadnuta rozptylova matica konstruovanad z odhadnutej rezidualnej
zlozky v obmedzenom modeli s nulovymi parametrickymi maticami ®; pre po-
slednych ¢ oneskoreni, pricom povodnému neobmedzenému modelu zodpoveda
odhad f]U.

Co sa tyka informaénych kritérii pre uréenie radu modelu VAR, pouzivaji sa ana-
logicky ako pri jednorozmernych casovych radach. Napriklad m-rozmerna verzia
kritéria AIC je

~

AIC(p) =In|%,

+om2L, (3.28)
n

kde p je rad AR, n dlzka rady, Efp odhadnuté rozptylova matica rezidualnej zloz-
ky v modeli VAR(p). Volime rdd p modelu VAR pri ktorom je hodnota AIC

minimalizovani.

3.4 0Odhad modelu VAR

Model VAR mézme odhadovat ML-metédou (tj. pomocou maximalnej vierohod-
nosti za predpokladu o type rozdelenia bieleho Sumu), ale tiez klasickou OLS
metodou. Za rutinnych podmienok st oba postupy asymptoticky ekvivalentné a
odhady maju asymptoticky norméalne rozdelenie.

Zlogaritmovana funkcia maximalnej vierohodnosti je za predpokladu normality
bieleho Sumu

n

1 /
In L(®,X|y) = —?ln(%r) g X — 5 ZetZ_let

2
t=1
1
= T er) - S s - a2 lS(d) (3.29)
2 2 2
kde
&=y — Py — .. — Py (3.30)
a

n

S(@) =) e, (3.31)

t=1

Ak by sme nemali k dispozicii y; pre t < 0, moézme alternativne zvolit podmienent
log ML funkciu

n—p

In Lo(®, Sly) = ——P 1 |(2m)5| - %trEls*(CI)) (3.32)

kde
Su(E) =) e (3.33)
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3.5 Diagnostika modelu VAR

V ramci diagnostiky modelu VAR sa v prvom rade kontroluje splnenie podmienky
stacionarity (3.14). Potom sa aplikuji diagnostické procediry na ¢asovi nekore-
lovanost vo vypocitanom bielom Sume.

Jedna z nich je Quenouilleova aproximéacia (1.21), kde sa vyska kritickej hodnoty
24/(1/n) na hladine 5 percent aplikuje na jednotlivé odhadnuté autokorelacie a

vzajomné korelacie vypocitaného bieleho Sumu, ktoré maji nenulové oneskorenie.

Dalsou je m-rozmerna metéda Q-testu s kritickym oborom (vid napr. (1.30))

K

1 oo s

Qu=n*Y ——tr (FkFgleFgl> > 2 (mX(K —p)) (3.34)
k=1

pre rozne volené K (skiSame najmi K =~ \/n )

Mozeme pouzit aj dalSie testy, napriklad LM test, test Jarque-Bera ako je uvedené
v [6].
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4. Odhady v nezapornych
mnohorozmernych casovych
radach

4.1 Nezaporny proces VAR(1)

Majme m-dimenzionalny proces y; = (Yi1, Ys2, ---, ytm)/ dany ako
Y =Py + & (4.1)

kde ® = (¢;;) je matica m X m a ¢ = (€11, €12, ..., €1n) st ndhodné vektory.
Zavedieme nasledovné predpoklady:

e P1. Stacionarita procesu y; vid kapitola 3.2.

e P2. Nahodné vektory ¢, st nezavislé, rovnako rozdelené, s distribu¢nou funk-
ciou F'.

e P3. Nahodné vektory ¢; maji konecné druhé momenty.

Tieto predpoklady nam zabezpecuju existenciu stacionarneho riesenia y; rovnice
(4.1), ktoré je mozné zapisat v tvare

=€+ Pepq + Pepg + ... (4.2)

Ozna¢me ®F = (gbgc)) Potom mézme (4.2) vyjadrit ako

Y = €4 + Z Z ng‘c)qfk,j i=1,...,m. (4.3)
k=1 j=1

Poznamenajme, Ze za platnosti predpokladov P1-P3 mame

< 00 (4.4)

Oznacme p; = Eyy,, 1 =1,...,m.

Ak st vSetky prvky matice ® nezaporné rovnako ako vsetky veli¢iny €, po-
tom je zrejme y;; > 0 pre vSetky ¢ a 2. Tieto postacujice podmienky vsak obecne
nie st nutné. Andél uvadza v ¢lanku [4] nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 5: Nech €1, ..., €, st nezavislé nezaporné nadhodné veli¢iny. Predpokla-
dajme ze P(e; < 0) > 0 prei = 1,...,m a pre lubovolné § > 0 a ze P(¢; =0) < 1
pre i = 1,...,m. Potom ma proces VAR(1) definovany v (4.1) vSetky zlozky ne-
zaporné prave vtedy ked st vSetky prvky ¢;; matice ® nezaporné.

Doékaz mozno najst v [4].
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Poznamka 1: Ak st vSetky velic¢iny €,; nezaporné, potom mozu byt vSetky pre-
menné y,; nezaporné napriek tomu, Ze st niektoré prvky ¢;; matice ® zaporné.

Poznamka 2: Ak st vSetky prvky ¢;; matice ® kladné, potom moézu byt vsetky
premenné y;; kladné, aj ked je niektora zlozka ndhodného vektoru ¢; zdporna.

Konkrétne priklady k poznamkam 1 a 2 ndjdeme v ¢lanku [4].

Dalej predpokladéme nielen P1-P3, ale aj nasledujtce P4-P7.
e P4. Vsetky prvky ¢;; matice ® st nezdporné.

e P5. Nahodné vektory ¢; maji len nezaporné zlozky.

e P6. P(eyy < z,..., €un < 2) > 0 pre vSetky z > 0.

e P7. Existuje ¢islo v > 0 také, ze pre kazdé n > 0 a pre kazdé i € {1,...,m}
Plen <myees€ricn <0y € > 7, €ip1 <1y eeey €4 < 1) > 0.

Ako sme uz spomenuli vyssie, P1-P5 zaistuju nezdpornost vSetkych premennych
Yti-

Poznamka 3: Nech m = 2. Ak plati P4, potom mé |® — \/| len realne kore-
ne, pretoze

1@ — M| = A — (¢11 + Pa2) A + D112 — 12

takze korene su

A1z = {¢11 + 622 & (611 — 22)° + 46120021 %} '

N =

Poznamka 4: Uvazme pripad m = 2. Nech &; st nezavislé rovnako rozdelené
nahodné veli¢iny s exponencialnym rozdelenim kdei =1,2,3at=...,—1,0,1, ....
Ak €1 = & + &3, €0 = Eo + &3, potom je splneny predpoklad P7, pretoze

Pl + &3 <&+ &s>7) >

> P(ftl < g,ft?, < g,fw >”Y) =
=P (&< 3) P (& <3)Ples>9) >0

pre kazdé n,v > 0. Ak €1 = &1 +&p, €2 = &, potom P(&1+&2 < 1,60 > ) =0
pre kazdé 0 < n < ~, a preto nie je predpoklad P7 splneny.

Tvrdenie 6: Definujme

¢:j = min (Y /Ye-1,5)

2<t<n
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pre i,j = 1,...,m. Potom pre n — oo a pre kazdé i, j € {1,...,m} plati ¢j; — ¢y
skoro urcite.

Dokaz: Najprv zvazme pripad ¢ = j = 1. Pretoze

m
Y1 = Z D18Yi—1,8 + €11,
G=1

dostévame

¢l = 11+ 2%121 (Z O18Yt—1,8 + €t1> JYi—11-
stzn \ 4

v

Pretoze y;—11 > €:-11, stacl ukazat, ze

2<t<n

min (Z G1pYt-1,8 + €t1> /€11 — 0 s.u. pre n — oo. (4.5)
B=2

Nech § > 0 je dand Iubovolne. Uvazujme ndhodné javy

Q= [(Z O18Yt—1,8 + 6t1> /Et—1,1 < 5] .

B=2

S vyuzitim (4.3) mozme pisat

len +Z¢1ﬁ <€t 15+ZZ¢5r€t kr)

k=2 r=1

+ Z P15 Z Z Qs(ﬁljﬂ)et—k,r < O€-11]-

B=2  k=n+1r=1
Ozna¢me A = 2m[l + (m — 1)(n — 1)]. Je zrejmé, ze Qr D Qin1 N Qinz, kde
Q1 ={€t—11 > 7, €1 < IV/A, p1pei-15 < Oy/A pre f=2,...,m;
qﬁl/g(b(ﬁi)et,k,r <oy/Apre f=2,.m, k=2 ..n, r=1..,m}.
Quna ={Zin < 67v/2},
kde

Ztn = Z ¢15 Z Z Qb(ﬁk;)etfk,r-

B=2  k=n+1r=1
Zo (4.4) vidime, ze existuje A > 0 také, ze

0< ¢g-§) < A pre vsetky i, j, k.
Potom P(Q¢n1) > 7, kde

)
T = Pleg < 0y/A)P (et 11> Y €-18 < AX pre B = 2, ...,m) )

(5 n—1
. {P (et_gm < A_X? prer =1, ...,m)} .
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Nase predpoklady implikuji Ze ani P(Qy,1) ani 7, nezalezia na t. Hodnota v moze
byt zvolend tak, aby m, > 0. Je lahko dokazatelné, ze EZ;, — 0 a varZ,, — 0
pre n — 0. Preto P(Qn2) — 1 a P(Q4n2) nezélezi na t. Nech w, je najmensie
celé cislo také, ze w,m, > 1, n = 2,3, .... Nech Sy obsahuje j5 trojic

(1,2,3), ..., (342 — 2,352 — 1, 3j2),
S3 obsahuje j3 Stvoric
(3j2 +1,3j2 + 2,352+ 3,352 + 4), ..., (372 + 473 — 3, ..., 3Jo + 473)

a tak dalej. Posledné ¢isla trojic, Stvoric atd. oznacime ako ty,to,... . Ak t; € S,
potom definujeme

Ai - QtiTLl? BZ - Qtin2‘

Nahodné javy Aq, As, ... st nezavislé,

iP(AZ-) > iwnﬁn = 00,
=1 n=2

javy A; a B; s nezavislé pre kazdé i a P(B;) — 1 pre i — 0o. Z vety 8.1 v ¢lanku
[4] dostavame, Ze s pravdepodobnostou 1 nastane nekonecne vela javov A; N B; a
preto aj nekone¢ne vela javov @Q);, odkial plynie (4.5). Dokaz pre ostatné odhady
¢;; je analogicky. V ¢lanku [4] je uvedené, Ze podobne ako v jednorozmernom
AR(2), aj tu je konvergencia podielovych odhadov zavedenych v tvrdeni 6 velmi
pomalé. Preto bola venované pozornost tiez vierohodnostnému pristupu.

Pre zjednoduSenie znadenia a ddkazov dalej ukdzeme procediru odhadovania
parametrov len pre pripad m = 2. Pre vysSie m je postup zrejme podobny.

Motivacia: Nech €1, €5 st nezavislé nahodné veliciny také, ze plati ey ~ Fx (A1),
€ro ~ Ex()\y). Potom je podmienené vierohodnostna funkcia s, ..., 3, pri danom
Y1

)\1_n+1 exp {_ Z(ytl — Q11,1 — ¢12yt—1,2)/)‘1} X

t=2

xAg"“ exp {_ Z(yt2 — OnYi—1,1 — ¢22yt1,2)/)‘2}

=2
pre
Y — P11li—11 — O12Yi—12 = 0, t=2,...,n, ©11 > 0,012 >0, (4.6)
Yiz — O21Yi—11 — P22¥i—12 = 0, t =2,...,n, @ > 0,022 > 0. (4.7)

Podmienend vierohodnost je maximalna pre také ¢q; a ¢1o, ktoré maximalizuju
n n

P11 Z Y11+ P12 Z Yi—1,2 (4.8)
t=2 t=2
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pod podmienkou (4.6) a pre také ¢o1 a ¢ag, ktoré maximalizuji

n n

S Y Yim11+ G0 Y Y1z (4.9)

t=2 t=2

pod podmienkou (4.7). Definujme
Ypp =n"" Z Y, Ypp =m0 Z Yea- (4.10)
t=1 t=1

Pre velké n mozno oc¢akavat, ze maximalizacia (4.8) a (4.9) bude takmer ekviva-
lentnd maximalizacii y2; 11 + y2y¢P12 a Y21 Pa1 + yoshao.

Tvrdenie 7: Nech ¢, ¢ je rieSenie tilohy linedrneho programovania

max ¢1,y°, + ¢1,1°,, za podmienky (4.6),
max ¢;1y21 + ¢2+23/227 za podmienky (4-7)

Potom pre vsetky 7,7 = 1,2 a n — oo plati, gb;; — ¢;; skoro urcite.

Dodkaz je podobny ako v jednorozmernom pripade tvrdenia 4. Podrobne je rozpi-
sany v [4]. Rovnako ako v jednorozmernom pripade potvrdili simulécie moznost
pouzitia uvedeného sposobu odhadovania aj pre biely Sum s inym rozdelenim.

4.2 Nezaporny proces VAR(2)

V ¢lanku [13] je navrhnuty vierohodnostny pristup pre najdenie odhadov para-
metrov v nezapornom AR(2). Majme teraz proces y; = (Yi1,Yi2 -, Yem) dany
ako

Y = Py 1 + Poyr o + €4 (4.11)

kde ®; = (¢;;) a D2 = () st matice m x m.
Nadalej budeme pokracovat s pripadom m = 2. Ak maji nezavislé zlozky bieleho

sumu ¢€; exponencialne rozdelenie s parametrami A;, Ay, podmienena vierohod-
nostna funkcia ys, ..., y, pri danych y;,ys je

t=3

n —1¢
AL +2 exp <)\—1 Z(ytl - ¢11yt71,1 - ¢12yt—1,2 — P11Yt—21 — 80123/1&2,2)) X

n —1 <
X +2 exp </\— Z(Z/tz - ¢21yt—1,1 - <Z522Z/t—1,2 — P21Yt—21 — <P22yt2,2)> .
2

t=3

Maximalizaciou tejto funkcie pod podmienkami

Y1 — P11Ye—1,1 — P12Y—12 — P11Yi—21 — P12Yi—22 >0, t=3,..,n
Yt2 — ¢21yt_1,1 - ¢22?/t—1,2 — P21Yt-21 — PYi-22 = 0, =3,...,n (4-12)
¢ij 2 07 Pij 2 07 Za] = 1727
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dostavame odhady parametrov ¢;;, ¢;;, 4,7 = 1,2. Podobne ako v pripade
VAR(1) moézme vyriesit problém linedrneho programovania maximalizaciou

(11 + 9011)@/2,1 + (¢12 + S012)?Jg,2> (4.13)
(021 + ©21)Yn 1 + (D22 + ©22)Up 2,

za podmienok (4.12), kde g7, a y;, si dané predpisom (4.10). Pri dostatocne
velkom n dostaneme takmer totozny vysledok ako pri maximalizacii povodnej
funkcie.
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5. Prakticka cast

V tejto ¢asti budeme modelovat dve ¢asové rady ziskané z [7]. Jedna sa o mesac-
né priemery kurzov mien USD/EUR a CAD/EUR za obdobie od prijatia Eura
prvymi ¢lenskymi $tatmi EU (Januar 1999) az do maja 2011 tj. s dlzkou 149 po-
zorovani. Povodné rady mozeme vidief na obrazku 5.1. Priemer rady USD/EUR

f

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
HeHER8ISRBEERNRI8S 83838385858 TN e RN ARRLISIRLTBRREEBR5E88535385392

Obréazek 5.1: Grafy povodnych dat EUR/USD vlavo a EUR/CAD vpravo

je 1.1959, priemer rady CAD/EUR je 1.4905. Data sme upravili logaritmickou
transformaciou, ¢im sme znizili rozptyl, v nasom pripade sa vSak po transfor-
macii nezachovala nezéapornost rady. Priemery po transformécii st 0.1650 pre
USD/EUR a 0.3967 pre CAD/EUR. Transformované rady st zobrazené na ob-
razku 5.2. Po transformécii sme este od rad odcitali priemer, ¢im sme dosiahli
nulovi strednt hodnotu.

0. 0.6;
] ]‘
J = 0.51‘ I .
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A 44 oY 14 %l
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1 3 o T 1Y dh I I
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021 i R ' ‘\ AT
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‘ ] el ‘\{
0.0 ¢ ¢ 0.3 o 8 4\
1 .'m I‘ 1 ‘\‘ ls Vi
B '
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0.9 38.1 75.4 112.6 1499 09 38.1 75.4 112.6 149.9

Obrazek 5.2: Transformované data EUR/USD a EUR/CAD
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5.1 Jednorozmerné procesy

Jednorozmerné modely sme analyzovali v softvéri NCSS. Pre analyzu kvality
predpovedi sme data skratili o 20 pozorovani tj. po september 2009 a nésled-
ne konstruovali predpovede do maja 2011. Porovnanie predpovedi jednotlivych
modelov so skutoénym priebehom nam ukaze kvalitu predpovedania u kazdej
metody.

5.1.1 USD/EUR

Pre analyzu dat sme pozorovali autokorelacie a parcidlne autokorelacie rady
USD/EUR. Hranica vyznamnosti pre ACF a PACF pre n = 149 vysla 0.16385
(podla 1.20), prekrodili ju prvé dve hodnoty PACF, ktora je teda useknuté v bo-
de 2, takZe najvhodnejsi sa javi model AR(2). Vysktsame najprv model AR(1).

Partial Autocorrelations of data (0,0,12,1,0)
1.0,
0.5
0.0/ ““‘H‘”‘“‘H“‘ o ‘\“M‘”\“

-0.5]

M

Obréazek 5.3: PACF rady EUR/USD

Odhad ¢ podla NCSS metédou maximalnej vierohodnosti je 0.9853, podmienka
stacionarity je teda tesne splnena. P-hodnota testu nulovosti parametru ¢ vysla
nulova, MSE=6.36226E-04. AIC (vid 1.23) ndm dava hodnotu -14.69. Na obrazku
5.4 vidime vyrovnant radu s predpovedami a detail 95 percentného konfidencéného
pasu predpovedi s porovnanim oproti skutocnému vyvoju. Zda sa, ze model pred-
povedal budiicnost relativne tspesne s jedinym pozorovanim mimo konfidenéného
intervalu. Bodové predpovede st menej presné, rady sa pridizaja len prvych 5
predpovedanych hodnét. Vidime vyznamna prvit ACF (na obrazku 5.4) aj PACF
rezidui, ¢o ndm znova naznac¢uje vhodnost iného modelu nez AR(1).
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Data-MEAN Chart
datao vs C14
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Obrazek 5.4: Predpovede vs. realita AR(1), autokorelacie rezidui AR(1),AR(2)

Pre model AR(2) mame odhady ¢; a ¢, podla NCSS 1.3103 a -0.3198, ktoré
takmer nespliiaji podmienky stacionarity (1.17). P-hodnoty testu nulovosti ¢; a
ws mame 0 a 0.00012, MSE=5.76713E-04, AIC= -14.87. Na obrazku 5.5 mame
opiat vyrovnani radu s predikciami a detail predpovedi oproti redlnej rade. V
tomto pripade st rezidud nekorelované (obrazok 5.4), ¢o nam spolu s niz$im
MSE a AIC potvrdzuje vii¢siu vhodnost modelu AR(2) pre nase data. Model mal
presnejsie predpovede oproti modelu AR(1).
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datao vs C14
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Obréazek 5.5: Konfidenéné intervaly predpovedi a redlny priebeh AR(2)

5.1.2 CAD/EUR

V tomto pripade je zrejme vhodny proces AR(1), pretoze PACF je useknuté v bo-
de 1 a hranicu vyznamnosti (0.1638) prekracuje len prva hodnota tabulky PACF-
vid obrazok.

Partial Autocorrelations of log (0,0,12,1,0)
1.0

0.5]
0_0: ‘HH“\“““\“H\W\‘ “‘\

0.5

Partial Autocorrelations

b

Obréazek 5.6: PACF rady EUR/CAD

Odhad parametru ¢, je 0.9508578, ¢o znamena, 7e model spliia podmienku sta-
cionarity, p-hodnota testu nulovosti je nulova, MSE=5.15731E-04, AIC=-15,11.
Detail predpovedi s pévodnou radou je na obrazku 5.7.
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In-MEAN Chart
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Obrézek 5.7: Konfiden¢né intervaly predpovedi a realny priebeh AR(1)

Rezidué st nekorelované (vid obrézok 5.8). Bodovy odhad je relativne presny len
pre prvych 8 predpovedi, kde priliecha k redlnym datam, dalej sa ale predpovede
od reality odchyluji a od ¢asu 139 je dokonca viicsina dat mimo konfidenéného

intervalu.
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Obrazek 5.8: Autokorelacie rezidui AR(1)
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5.2 Nezaporné jednorozmerné procesy

V tomto pripade sme koli nezapornosti pracovali s povodnymi radami neupra-
venymi logaritmickou transforméaciou. Odhad parametru pre model AR(1) podla
(2.2) vysiel ¢}, gp = 0.9271 a @f 4, = 0.9479, takZe stacionarita je v tomto pripa-
de pre oba splnena. Pretoze odhady, grafy a vysledky st velmi podobné odhadom
metédou maximélnej vierohodnosti z NCSS, dalej sme ich neanalyzovali.

Pre AR(2) model rady USD sme odhady dostali metédami (2.9), (2.11) a (2.12).
Ciselne % = 0.927 a @3 = 0.026. Rovnako ako pri pouziti klasickej Boxovej-
Jenkinsovej metodolégie implementovanej v NCSS mame pre obe rady tesne
stacionarny model. Na skratenych radach sme vyskusali, ako bol schopny pro-
ces predpovedat budicnost (vid obrazok 5.9). Bodové predpovede dopadli do-
statocne, ale model s parametrami odhadnutymi klasickymi metédami opticky
vystihol trend dat presnejsie.

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
SEARARYIILIREERRER 5SS nn NSNS

Obréazek 5.9: Pévodné déata a predpovede modelu AR(2)
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5.3 Mnohorozmerné procesy

Mnohorozmerné procesy sme spracovali v Time Series Pack rozsireni pre softvér

Mathematica. V nasom pripade sa jednalo o dvojrozmerny proces, ktorého vek-
tory boli forexové data EUR/USD a EUR/CAD z obrazku 5.1. Testovali sme
modely VAR(1) a VAR(2), pre ktoré sme odhadovali matice parametrov ® a X.

Kovarian¢éné matice I'y k =0, ..,3 (vid 3.7) vysli

FOZ 7F1: 7F2: 7F3:

0.003 0.005 0.003 0.005 0.003 0.004

a korelaéné matice py k =0, ..,3 (vid 3.8) vysli

(1 028\ . (0982 0270\ . (0955 0254\ . (093 0243
Po=10283 1 )P = \o.272 0917)°7 7 (0253 0829)°7 = \0235 0.738

Pre nase data bol Hannan-Rissanenovym optimaliza¢nym algoritmom odporuce-
ny model AR(1) ([II] strana 95). Podla klasickych vypoctov Yule-Walkerovymi
rovnicami vyslo

6 _ (0984 —0.02) & _ 9.853E —4 267E —4
700006 0913 )7t \ 2678 -4 786E—4)"

Vlastné ¢sla matice ®; st (0.982,0.915), podmienka stacionarity je teda spl-
nend (vid kapitola 3.2). Pretoze Y je viade v rade 1074, je aj AIC(1) nizke,
¢o znaci dobru kvalitu modelu. Vyskusali sme aplikovat vstavani funkciu Yule-
Walkerovych rovnic aj na rad dva. Odhady st

&, — (1.241 —0.047) &, = (—0.261 0.026) ¥, = (9.21E —4 241F - 4) ‘

0.099 0.954 —0.095 0.046 2418 —4 7.73E —4

Podmienka stacionarity podla (3.14) je opét splnend, korene polynému | — Pz —
®,22| st (1.029,1.111, 3.867, 15.553), tj. vSetky mimo jednotkového kruhu v kom-
plexnej rovine. ¥y mé spolu s AIC(2) (podla 3.27) hodnoty este o malo niZsie nez
5, a AIC(1), ¢ znamend viicsiu vhodnost modelu VAR(2), ktoy vyuziva viac
informacii o datach (ide viac do minulosti). Ked si ale vS§imneme odhady parame-
trov, pozorujeme v modeli VAR(1) takmer nulové mimodiagonalne prvky v 3.
To vzhladom k (3.20) znamend, ze hodnota kazdého z menovych kurzov zavisi
len na jeho vlastnej minulosti, nie na minulosti druhého menového kurzu. Staci
teda pouzit k modelovaniu dva jednorozmerné AR(1) procesy.

V modeli VAR(2) sa ®; sprava rovnako ako vo VAR(1) a ®, mé vyrazne od-
lisny od nuly len prvok na mieste (1,1), to znamena vzhladom k 3.26, ze pre kurz
EUR/CAD sa model redukuje na AR(1) a pre kurz EUR/USD dostavame AR(2),
¢o potvrdzuje vysledky z kapitoly 5.1.
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5.4 Nezaporné mnohorozmerné procesy

Podielovou metédou podla tvrdenia 6 sme vypocitali odhady parametrov modelu

VAR(1)
> — 0.927 0.776
1= 0763 0.948) -

Vlastné ¢isla matice (1.707, 0.776) nelezia v jednotkovom kruhu komplexnej ro-
viny, takze podmienky stacionarity nie st splnené. Tento jav je pravdepodobne
sposobeny uz spominanou pomalou konvergenciou a rozsah dat nie je dostatoc¢ny.
Preto bol pre odhad modelov VAR(1), VAR(2) pouzity vierohodnostny pristup
pre nezaporné dvojrozmerné casové rady.

V pripade VAR(1) vysiel po aplikicii tvrdenia 7 v programe Mathematica od-

had
ot 0.851 0.091
1 0 0.948 ) -

Podmienka stacionarity je splnen, vlastné ¢isla st (0.948,0.851). Podobne ako v
kapitole 5.3 st vyrazne nenulové len diagonalne prvky.

V modeli VAR(2) sme dostali pouzitim (4.13) a (4.12) odhady ®; rovnaké ako v

modeli VAR(1) a
00
-

To znamen4, Ze aplikicia linedrneho programovania identifikovala model VAR(1).
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Z.aver

Na zéaver by sme chceli zhrnit vysledky naSej prace. Podrobne sme sa venovali
autoregresnym procesom prvého a druhého radu, jednorozmernym a dvojrozmer-
nym, ktoré sme po definovani, tvrdeniach a dékazoch v teoretickej ¢asti aplikovali
na nase forexové data v praktickej casti. Nasledne sme analyzovali kvalitu mode-
lov a porovnavali klasické metédy s netradi¢nymi odhadmi pomocou podielovych
kritérii a linedrneho programovania.

Na finanéné data EUR/USD sa najviac osved¢il model AR(2), ktory vykazo-
val najnizsie hodnoty MSE a AIC a vyzeral opticky vhodnejsie ako model AR(1)
(aj na dlzku 20 predpovedi konfiden¢ny interval odhadov pokryl redlny vyvoj),
avsak rozdiel nebol velky.

Na déta EUR/CAD sa naopak najviac hodil model AR(1).

Po testovani viacrozmernych modelov v Time Series Packu softwaru Mathematica
pomocou vstavanych funkcii sa ukazal kvalitnej$i model VAR(2), ktory pracuje s
datami dalej do minlosti.

Vzhladom k hodnotdm prvkov odhadnutych matic sa modely VAR(1), VAR(2)
redukovali na jednorozmerné autoregresie, navyse pre kazda radu zvIast. Pre nase
data je teda postacujuci jednorozmerny pristup. Konstrukcia odhadov pomocou
linedrneho programovania v nezapornych radach viedla na model VAR(1) zloZeny
z dvoch separatnych AR(1).
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