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1. Uvod

1.1 Seznameni s problémem

Management spolecnosti stoji pred tikolem naplanovani vyrobniho pro-
cesu. Cilem je najit realizovatelny plan casti vyroby a pfislusnych mnozstvi
jednotlivych produktt, ktery pokryje poptavku a bude spliovat dalsi pri-
padné podminky. Z ekonomickych divodii nestaci jen najit takovy plan,
ale je tfeba vybrat ten nejlepsi. Produkce je posuzovana funkci scitajici
naklady na vyrobu a uskladnéni. Obecné lot-sizing zahrnuje urcovéani opti-
malni velikosti vyroby (pfipadné dodavek, objednéavek) a jejich nacasovani
uspokojujici poptavku na néjakou danou dobu do budoucna a to za tcelem
minimalizace nakladi. Existuje celd fada lot-sizing modeli a casto se daji
formulovat jako tilohy (celo¢iselného) linedrniho programovéani. Resit veliké
ulohy pomoci linedrniho programovani mize byt ¢asové velmi naro¢né az ne-
mozné, proto matematici hledaji rychlejsi algoritmy nebo rizné heuristiky,
které se dokazi optimalnimu feseni alespon priblizit.

Lot-sizing modely jsou dnes uzitecné napiiklad pro spolecnosti, jakymi
jsou napt. farmaceutické firmy, sta¢irny nealkoholickych napoji, kosmetické
firmy, vyrobci nabytku atd., které nevytvaii neustale jeden a tentyz vyro-
bek, ale jednotlivé vyrobky produkuji v ur¢itych davkach, sarzich a své zbozi
naskladni. Dalsi vyrobu zapoc¢nou az néjaky druh zbozi za¢ne dochézet.

1.2 Klasifikace lot-sizing modeli a zakladni
terminologie

Lot-sizing modelem nazveme tlohu hledani ekonomicky nejvyhodnéjsiho
planu produkce. V této sekci uvedeme ty nejcastéjsi charakteristiky uzitecné
pri rozliSovani jednotlivych modeld.

e Planovaci horizont: Koneény nebo nekonec¢ny.

e Casova stupnice: Mtize byt bud spojité nebo diskrétni. Diskrétni stup-
nici rozdé€lujeme na rovnomérnou a nerovnomernou.

e Dostupnost jednotlivych parametri: Pokud zname vSechna potfebna
data a parametry (nejc¢astéji napf. poptavka), mluvime o modelu deter-
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ministickém. Naopak o stochasticky model se jedna v pripadé, ze mu-
sime néjaky parametr predpovidat.

e Ucelova funkce: Vétsinou tucelovou funkcei lot-sizing modelu byva mi-
nimalizace souc¢tu vsech naklad, nicméné obcas ji 1ze definovat napf.
jako maximalizaci zisku, minimalizaci ¢asu.

e Naklady: V lot-sizing modelech existuji hlavné dva zakladni typy. Na-
klady na uchovavani, skladovani (holding costs, inventory costs) a jisté
ptipravné naklady (setup costs). Skladovaci nédklady obvykle vyjadiuje
linearni funkce zavisla na mnozstvi vyrobkt na skladé. Tyto naklady
zahrnuji rizné skladové operace jako napft. pronajem, pojisténi, dané
nebo zastaravani.

S kazdym vyrobnim procesem jsou navic spojeny naklady na piipravu
vyroby, mezi které patifi rizné vydaje napr. na prenastavovani a Cis-
téni vyrobnich strojt.

Nesmime zapominat ani na samotné vyrobni naklady, ty ale byvaji cas-
to povazovany za konstantni v case, a tedy pro tucely hledani optima
nezajimavé.

e Kapacita: Mnozstvi, ktera je schopen vytvorit vyrobni zdroj v jed-
notlivych periodach, mohou byt omezena (capacitated) nebo neome-
zena (uncapacitated). Stejné tak muze byt omezena kapacita skladu
at uz shora nebo zdola.

e Pocet vyrabénych produkti: Rozlisujeme mezi jednim (single) a vice
nez jednim (multi).

e Neuspokojena poptavka: Ve vétsiné modeli se chee, aby bylo vyhovéno
poptavce, existuji ale modely, kde tomu tak neni. Neuspokojena po-
ptéavka po zbozi mize byt odlozena na dalsi obdobi (backlogging) a to
za urcity trestny poplatek v tcelové funkci nebo jednoduse ztracena
(lost sales). Backlogging mtizeme uvazovat napi. v modelu vyrobce au-
tomobili nebo kvalitniho nabytku, kdy je zakaznik ochoten si néjakou
dobu pockat na své zbozi. Naopak tieba zakaznici vyrobce potravin
v pfipadé, Ze nedostanou, co chtéji, jdou jinam (lost sales).

Poznamenejme, ze model nemusime nutné definovat pfimo ve vyrobnim pro-
stfedi, ale také pro pfipad, kdy zbozi nevyrabime, ale objednavame od doda-
vatele. Kromé uchovavacich nakladt pak namisto pripravnych naklad uva-



zujeme vydaje za uskuteénéni objednavek (ordering costs), napf. prepravni
naklady. Obdobné se nepouziva pojem backlogging, ale backordering.

1.3 Historicka zminka

Nejstarsim a také pravdépodobné nejznaméjsim lot-sizingovym modelem
je model EOQ (Economic order quantity, Harris [4], 1913), ktery v ¢eském
yobjednavacim“ prostfedi mizeme formulovat nasledovné:

2DS
EOQ=y"p

kde

EOQ = optimalni velikost objednavky,
S = néklady na jednu objednavku (K¢),
D = celkova ro¢ni poptavka po produktu (ks),
H = ro¢ni naklady na skladovani jednotky zbozi (K¢é/ks),

za platnych predpokladii: jeden druh zbozi, konstantni a zndma vysSe poptav-
ky, konstantni jednotkové nakupni naklady a konstantni jednotkové preprav-
ni néklady, neomezeny planovaci horizont a spojita casova stupnice.

Na nékolik desitek let se EOQ modelu nedostalo prilis velkého uzna-
ni i tfeba kvili probihajicimu obdobi velké hospodaiské krize. Po druhé
sveétové valce se zacCaly firmy potykat s nadvyrobou a musely optimalizo-
vat své vyrobni plany, coz také vedlo k odvozeni dalsich modeld. Zasadni
krok vpred ucinili Wagner a Whitin [7] v roce 1958, kdy uvazovali model
se znamou proménlivou poptavkou, a ten fesili pomoci algoritmu dynamic-
kého programovani. Jejich legendarni ¢lanek, ktery vyznamné ovlivnil dal-
$1 vyzkum, podrobné rozebereme v druhé kapitole. Kviili slozité rekurzivni
struktufe jejich algoritmu a tehdejsim vysokym vypocetnim naroktim se dalsi
vyzkum ubral smérem k vylepsovani algoritmu a hledani heuristik ptiblizu-
jicich se k optimalnimu reseni. Dalsi generace modelt jiz kombinuji rizna
kapacitni omezeni, obecnéjsi nakladové funkce (backordering), pocet druhu
zbozi, spojitou ¢asovou stupnici atd.



2. Wagner-Whitin model

Pti nekonstantni poptavce ¢i dokonce nekonstantnich skladovacich na-
kladech nejsou splnény predpoklady EOQ modelu, a tedy pii jeho pouziti
nedostaneme optimalni feseni. Takovy problém popsali a navrhli algoritmus
Wagner a Whitin v ¢lanku [7], ktery si nyni pfedstavime.

2.1 Matematicka formulace

Opét predpokladejme, Ze vyrobni (ndkupni) naklady jsou konstantni
po cely planovaci horizont, ktery se sklada z N obdobi (period).
Vcaset = 1,2,..., N, oznacme:

d; = poptavané, pozadované mnozstvi (pfedem znamé),

i; = naklady na uchovéni jednotky zbozi z t-té do (¢ + 1)-ni periody,
sy = pripravné naklady,

x; = vyrobené (objednané) mnoZstvi.

Pfi¢emz viechny poptévky a naklady jsou nezaporné. Ukolem je najit plan
x>0t =1,2,...,N,

takovy, ze vyhovi vS§em poptavkam a to za minimalnich celkovych nakladi.
Na kapacitu vyroby pfitom neklademe zZadna omezeni. Abychom dostali pri-
mo problém celociselného linearniho programovani, musime tlohu ptepsat

do tvaru
N

min E 5¢by + 14yy,
t=1

za podminek

Yio1 + T — Yy = dy, t=1,2 N
xy — Mby <0, t=1,2,....N

xy > 0, t=1,2,...,N,

Y > 0, t=1,2 N

by € {0,1},t=1,2 N
ﬂft,thZ, t 1,2 N

kde d;, i, s¢, x; jsou definovany jako vyse a navic



b = 1, v Case t se uskuteéni vyroba (objednavka),
"7 o, jinak,
y; = mnozstvi uchovavaného zbozi zbozi z t-té do (¢ + 1)-ni periody,

Yo = 07
M > 0 je dostatecné velké ¢islo.

Cislo M musi byt vétsi nez maximalni velikost vyroby, v nasem neomeze-
ném pripadé postaci naptiklad M > Zivzl dy. Druhd podminka pak zajisti
pozadavek:

r>0=b=1 t=1,2,...,N.

Jednim ze zpiisobti FeSeni je prozkouseni viech 2V~! kombinaci (za pted-
pokladu, Ze v prvnim obdobi vyrdbime resp. objednavame). Efektivnéjsi
algoritmus lze ziskat vyuzitim dynamického programovani. Necht I; znaci
mnozstvi zbozi na skladé pti vstupu do t-tého obdobi a I; vychozi mnozstvi
zbozi na skladé. Potom pro obdobi ¢t € {1,2,..., N} plati

t—1 t—1
L=L+)Y z;—» d;j >0. (2.1)
j=1 j=1

Nyni podle [7] a [2] miZzeme definovat rekurzivni funkei pfedstavujici mini-
malni néklady za obdobi t az N pro dané mnozstvi zbozi na skladé I = I,
jako

fi(l) = g}g& [ip—11 4+ 0 (x1) s¢ + fin (I + 2 — dy)], (2.2)
T+a:>ds
kde
0, kdyzz, =0
Se)y =4 T (23)
1, kdyz z; > 0.
V obdobi N mame
fN([) = ;’I]\lrlg%) [Z'N,1[ + 6 (LL‘N) SN] . (24)
I+It;dN

Postupné ziskdme f; jako funkci I, a tedy f; (/1) bude hledanad optimélni
hodnota. Spocitat pfimo optimalni hodnotu z takto definované funkce f;
muze byt velmi obtizné. Proto se budeme snazit vyuzit vlastnosti problé-
mu, abychom bez ztraty optimality feseni vyrazné omezili mnoziny hodnot,
kterych mohou nabyvat jednotliva I, a x;. K tomu budeme potfebovat né-
kolik tvrzeni. Navic predpokladejme, ze d; > 0 je zbytek poptavky v case 1,



na ktery jiZz nestaci poc¢atecni zasoby I, a poté polozme I; = 0'. Nasleduji-
cich pét tvrzeni pak lze véetné diikazi nalézt v ¢lanku [7].

Tvrzeni 1. Ezistuje optimalni plan takovy, Ze I;x; = 0 pro vSechna
te€{1,2,...,N}, kde I; znaci zboZi na skladé vstupugjici do periody t.

Diikaz. Ziejmé I x; = 0. Mé&me optimalni plan a t € {2,3,..., N} takové,
ze Lz, > 0. Potom lze zménit plan tak, ze zbozi I, nebudeme pienaset
do casu t, ale rovnou zafadime do x;. Nevzniknou tak zadné dalsi naklady
za pripravu vyroby (objednéavky). Naopak se usetii naklady ¢, > 0. [

Tvrzeni 2. Eristuje optimdlni plan takovy, Ze pro vSechnat € {1,2,... N}
plati

k
x; = 0 nebo wt:Zdj pro néjaké k € {t,t+1,...,N}.

J=t

Driikaz. Protoze vSechny poptavky d; musi byt splnény, jakékoli jind hodnota
néjakého x; implikuje existenci periody t* takové, ze I-xy > 0, ale podle
tvrzeni 1 staci uvazovat pouze takové plany, ve kterych takova moznost
nenastava. [

Pti hleddni minima ve (2.2) se miiZzeme omezit pouze na hodnoty x; dané
tvrzenim 2. Je-li [; = 0, pak staci otestovat dohromady N (N +1)/2 hodnot
xy,t =1,..., N, k nalezeni feseni problému o N periodach.

Tvrzeni 3. Existuje optimalni pldan takovy, Ze je-li poptdvka dy uspokojena
néjakym -, t < t*, pak také poptdvky d,,t =t +1,...,t" — 1, jsou
uspokojeny x,.

Diikaz. V planu, ktery by nespliioval podminku z tvrzeni, je [+« > 0, a tedy
Ipxp > 0, nebo existuje t' € {t** +1,...,t"— 1} takové, ze xy > 0,
a potom Iyxy > 0, ale opét podle prvniho tvrzeni stac¢i uvazovat pouze
ta FeSeni, ve kterych I;x; = 0 pro v8echna t € {1,2,...,N}. O

Dalsi tvrzeni ika, kdy je mozné rozdélit nas problém na dva mensi.

Tvrzeni 4. Necht pro néjaké obdobi t € {2,3,...,N} plati I, = 0. Pak je
optimdlni Tesit samotny problém pro obdobi {1,... t— 1}.

'Pokud I; > di, pak za prvni index povazujeme nejmensi ¢ takové, ze I; < Z:Zl d-,
ve kterém odstartujeme pozdéjsi algoritmus.



Diikaz. Podle (2.2) pro model o N periodach je v obdobi ¢t — 1
ft—l(l) = Im111>10 [it_gf + ) (ZL’t_l) St—1 + ft(O)] (25)

I+xi 1=di—1

a pro model o t — 1 periodach podle (2.4) plati
g—1(I) = min  [iz—of + 9 (24_1) St-1] . (2.6)

rt—-12>0
IH4xi_1=di—1

Tyto funkce se lisi pouze konstantou f;(0). Tedy co je optimalni pro (2.5),
je optiméalni i pro (2.6) a z rekurzivni struktury modelu plyne tentyz zavér

vvvvvv

i pro vSechna drivéjsi obdobi. O

Nyni mtizeme nabidnout alternativni formulaci ke (2.2). Necht F'(¢) znaci
minimalni naklady za obdobi 1,...,t. Potom

: t—1 t . .
Pt) = i s+ Do 2ot e + F( = 1) T =1,
0, £=0.

(2.7)

Tedy miniméalni ndklady pro prvnich ¢ obdobi se skladaji z pfipravnych
nakladi v case j € {1,...,t}, skladovacich nékladi pro pokryti poptévek
dp, k = 5+ 1,...,t, a hodnotou samotné optimalni strategie v obdobich
{1,...,7 — 1}. Tvrzeni 2,3,4 ndm zaruci nalezeni optimalniho planu tohoto
typu. Minimum v (2.7) nemusi byt nutné jednozna¢né urceno, a tedy muze
existovat i vice optiméalnich fesSeni.

N 24

jsme schopni efektivné vynechavat nevhodna obdobi pro vyrobu.

Tvrzeni 5. (o planovacim horizontu)

Pokud se minima v (2.7) pro obdobi t* nabjvd v jo =t~ < t*, potom v (2.7)
pro obdobi t > t* staci wvazovat pouze t” < j < t. Specidiné je-li t™* = t*,
pak staci uvaZovat pouze takovée plany, kde xp > 0.

Diikaz. Bez ztraty optimality se omezime na plany specifikované ve tvrzenich
1-4. Méjme plan, ve kterém poptavka d; je uspokojena x;«, kde

P < < <

Pak podle tvrzeni 3 je d;+ také uspokojena x;+«. Ale podle predpokladu vime,
ze naklady se nezvysi preplanovanim tak, aby poptavka d;« byla pokryta
az Lpxx > 0. ]



2.2 Priklad

Uvazujme nasledujici vymysleny piiklad. Vyrobce uvadi na trh vyrobek
a na rok dopredu ocekava poptavku a néaklady pri stejném znaceni v jed-
notlivych meésicich ¢ podle tabulky 2.1. Vyrobni naklady na jednotku jsou
konstantni.

t1(2,3,/4|5|6/|7|8]9]10]11]12

dy || 30140 | 50 |45 35|29 |30|28|25|10 |21 |26
s¢ || 90 | 50 | 50 | 50 | 70 | 70 | 70 | 70 | 50 | 50 | 50 | 50
wy|y1l|1}1}1 11111111

Tabulka 2.1: Priklad Wagner-Whitinova problému

Pocitejme podle (2.7).

F(1) = s; = 50,
= min {s1 + i1da, s2 + F(1)}
= min{50 + 1 - 40, 50 + 50}
= min{90, 100} = 90,
F(3) = min{81 + ildg + (Zl + 22) d3, So + i2d3 + F(l), S3 + F(2)}
= min{50 + 140+ 2- 50,50 + 1 - 50 + 50,50 + 90}
— min{190, 150, 140} = 140.

kS
—
[\)
N—r
|

Nyni jiz lze podle tvrzeni 5 (piipad ¢~ = t* = 3) prohlasit, Ze v nasem
optimalnim planu se bude vyrabét v ¢asech 1 a 3 a tim se problém redukuje
pouze na obdobi 3 az 12.

F(4) = min {83 + i3d4 + F(2), S4 + F(g)}
= min{50 + 1 - 45 + 90,50 + 140}
— min{185,190} = 185.

Déle jiz ve vypoctech pokrac¢ujme v tabulce.



t Posledni mésic, ve kterém se vyrabi (tj. hodnota j ze (2.7))
1 [ 2] 3 [ 4[5 ] 6 [ 7] 8] 9 ]10]11]I12
1 50
2 | 90 | 100
3 || 190 | 150 | 140
4 185 | 190
5 255 | 225 | 255
6 283 | 284 | 295
7 373 | 344 | 325 | 353
8 381 | 381 | 395
9 431 | 420 | 431
10 440 | 441 | 470
11 503 | 483 | 491 | 490
12 561 | 543 | 516 | 533

Tabulka 2.2: Tabulkové feseni piikladu

Opét ho jné Vyuiivéme tvrzeni 5. J akmile se v néjakém radku na,byde minima
zvyraznéna c:1sla v fadcich udéavaji jednotliva F(t). Tedy optlmalmm feSenim
problému je F'(12) = 516 penéznich jednotek.

e Hodnoty v tabulce se daji ziskat dosazovanim ¢ a j do (2.7) nebo lze
vyuzit znalosti predchoziho fadku. Na t-tém misté v thlopricce lezi
vzdy s; + F(t — 1) a ¢isla ve sloupcich pod sebou se lisi pouze o soucet
prislusnych uchovavacich nakladi.

e Proto lze z tabulky 2.2 také snadno vy¢ist plan x,. Necht I, ,,, m < n,
znaci celkové naklady v optimalnim planu na skladovani z ¢asu m do n.

Ziejmé
F(12> = S11+F( )+110127
F(10) = sg + F(7) + Ig 10,
F(?) == 86+F<5)+167,
F(5) = sq4+ F(3) + Iy5,
F(3) = s3+ F(2),
F(2) = s1+ 119

F(12) se sklada z sy, s3, S4, S¢, S a s11, tedy vyroba probéhne v obdo-
bich 1,3,4,6,8,11. Z tvrzeni 1 a 2 dopocteme
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71 = 30 + 40 = 70,
373:50,

xy = 45 + 35 = 80,

xg = 29+ 30 = 59,

g = 28 + 25+ 10 = 63,
T = 21+ 26 = 47.

e V nejhorsim piipadé se mize stat, ze vyplnime cely levy dolni roh
tabulky. Jsou-li N x N jeji rozmeéry, budeme potfebovat maximalné
N(N + 1)/2 vypocti. Algoritmus (2.7) je pak v nejhorsim pfipadé
stejné efektivni jako (2.2) s vyuzitim tvrzeni 2.

e Budeme-li fesit stejny problém jen pro prvnich osm mésicii, pak ziejmeé
existuji 2 rizna optimalni feseni.

e Princip fungovani algoritmu lze také ukazat na teorii grafi. Disledkem
tvrzeni 1 je moznost prevést tllohu na problém hledani nejkratsi ces-
ty v orientovaném grafu, jehoz vrcholy predstavuji jednotliva obdobi
a hrany (i,7), ¢ < j, se oceni podle vzorce

7—1 k
Wij = S + Z Z thk

k=i+1t=i+1

Ohodnoceni hrany (7, j) zahrnuje pfipravné naklady v obdobi i a sou-
¢et potrebnych skladovacich nakladd pokryvajici poptavku az do ob-
dobi j — 1. Logicky tak ptribyde jeden pomocny cilovy vrchol. Omezme
se v nasem prikladu na prvnich 6 mésici. Pfislusny graf mame na ob-
razku 2.1 a pouzitim vhodného algoritmu nejkratsi cesty dostaneme
vyznacené optimalni feSeni. Optimalni hodnotu tcelové funkce ziska-
me seCtenim ohodnoceni téchto hran.
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Obréazek 2.1: Reseni problému metodou nejkratsi cesty v grafu

2.3 Algoritmus

V ¢ase t, t =1,2,..., N, mize algoritmus podle [7] vypadat nasledovné:

1. Pro kazdé j € {1,2,...,t} uvazte moznost vyroby v ¢ase j takové,
ze pokryje poptavky d;, dji1, ..., d;.

2. U téchto t riznych strategii urcete celkové naklady dané souctem skla-
dovacich a pripravnych naklad spojenych s vyrobou v case j a diive
vypoctenych optimalnich nakladt za obdobi 1 az 5 — 1.

3. Vyberte tu, ktera ma tyto nadklady nejnizsi, a oznacte ji za optimalni
pro obdobi 1 az t.

4. Pokud t < N, ptrejdéte k ¢ + 1.

Pro plné vyuziti tvrzeni o planovacim horizontu si staci pamatovat argument
minima a z pfedchoziho kroku a v 1. nechat j probihat {a,a +1,...,t}.
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3. PCLSP model

V této kapitole si ukazeme priklad, jakym smérem se ubird soucasny
vyzkum na univerzitni vysoké skole Molde v Norsku. Predstavime si specialni
algoritmus ze ¢lanku [5] fesici jednoduchy lot-sizing problém maximalizace
zisku s omezenou produkei nazvany PCLSP (Profit maximizing capacitated
lot-size problem) za pfedpokladu, Ze ceny zbozi jsou pevné dany a ptipravné
naklady jsou zanedbatelné. Za takovych predpokladti se problém v praxi
nemusi nevyskytovat ptilis ¢asto, a tak hlavni motivaci k jeho feseni bude
fakt, zZe se miize objevit jako Casty subproblém pfi feSeni samotného PCLSP
modelu. Poradné vyuziti algoritmu pro feseni PCLSP by podle [5] mélo byt
predmétem dalsiho vyzkumu.

3.1 Predstaveni problému

PCLSP byl odvozen od CLSP (Capacitated lot-size problem) modelu,
ktery ve své nejjednodussi podobé obnasi minimalizaci celkovych nakladi
vyvazovanim piipravnych a skladovacich nékladi za jistych podminek ome-
zeni produkce. Takovy problém je obtiznosti NP, jak ukazali Bitran a Yana-
sse [3], a proto se hledaji rizné alternativni pfistupy feseni. Jakmile v modelu
v né¢jakém obdobi ma dojit k prekroceni kapacity produkce, vyroba se mu-
si presunout do jiného obdobi. Z praktického hlediska vsak existuje vice
moznosti. Vyrobce miize navysit kapacitu produkce, nechat zdkazniky cekat
nebo zménit ceny zbozi. Pravé posledni moznosti se zabyva PCLSP model.
Jednim z divodt naroc¢nosti feSeni CLSP modelu je pevné dana poptavka,
v PCLSP modelu je s ni mozné zménou cen hybat. Uc¢inime silny predpoklad
monopolistického trhu, poptavkové funkce potom volime linearni.

Nyni se uz podle [6] podivejme na verzi PCLSP modelu se zanedbatel-
nymi piipravnymi naklady pro jeden druh zbozi.

T
max Z = Z (o — By - pe) pe — huly — o], (3.1)

t=1
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za podminek

mry < Ry, t=1,....T, (3.2)

v+ L o —Li=a;,— 06 -p, t=1,...,T, (3.3)
>0, t=1,...T, (3.4)

L>0, t=1,...T, (3.5)

Y >0, t=1,...,T, (3.6)

t
s proménnymi (z¢, Iy, p;) a nezdpornymi parametry (T, oy, By, hy, ¢p, ag, Ry):

x; = vyrobené mnozstvi v obdobi ¢,

I; = mmnozstvi zbozi skladovaného z ¢-tého do (¢ + 1)-ntho obdobi,

p; = cena jednotky zbozi v obdobi ¢,

T = celkovy pocet obdobi,

ay = konstanta v linearni poptavkové funkci v obdobi t,

(; = smérnice primky v linedrni poptavkové funkci v obdobi ¢,

h; = néaklady na uchovani jednotky zbozi z t-té do (¢ + 1)-ni periody,
¢; = jednotkova vyrobni cena v obdobi ¢,

a; = spotfeba omezeného zdroje v obdobi t,

R; = mnozstvi dostupnych zdroji v obdobi ¢.

3.2 Zjednodusujici predpoklady

Podle [5] uvazujme nésledujici zjednoduseni problému.

3.2.1 Omezeni produkce

Bez Gjmy na obecnosti lze nerovnost (3.2) nahradit 2, < Ry, kde R, = f—:.
3.2.2 Pevné ceny
Za predpokladu, ze ceny py,...,py jsou dany, feknéme pq, ..., py, ucelovou

funkci (3.1) pfepiseme jako:

[hely + cixg] (3.7)

T T
[
=1

T
max Z = Z (o — Gy -ﬁ)ﬁt—z hid; + ez = C'—
t=1

t=1 t
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neboli

T
min Z ht-[t ‘I— CtIt (38)

Dodateéné polozenim Dy = a; — 3, - p; lze problém (3.1)—(3.6) definovat jako
ulohu linearniho programovéani:

T
min Z = Z [ht[t + Ct.Tt] R (39)
t=1

za podminek

<R, t=1,....T, (3.10)
w4+l —1L, =D, t=1,...,T, (3.11)
>0, t=1,...,T, (3.12)

L,>0, t=1,...,T. (3.13)

3.2.3 Rozumné predpoklady na vyrobni a skladovaci
naklady

Protoze lot-sizing problémy tohoto typu obvykle nemivaji prilis velky pla-
novaci horizont, je celkem logické predpokladat

01202:...:cT:cah1:hgz...:hT:h. (314)

Potom muzeme ucelovou funkei v (3.9) vyjadrit:

T T T
Z[ht[t—i—ctxt] = hZIt+CZ$t. (315)
t=1 t=1

t=1

Déle je zfejmé, Ze sec¢tenim levych a pravych stran rovnosti (3.11) dostaneme

T T
Y o=Ir—I+» D (3.16)
t=1 t=1

Prava strana rovnosti (3.16) je konstantni, i a ¢ taktéz. V dusledku toho
muzeme opét preformulovat tcelovou funkci jako:

T
min Z=» I, (3.17)
t=1
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neboli chceme minimalizovat celkové skladované mnozstvi. Nyni pfi vyne-
chani podminky (3.10) je optimalni feseni zbylého problému jasné:

wf=Dialf =0 t=1,...,T (3.18)

Vezmeme-li zpét v tvahu podminku (3.10) je opét jednoduché si uvédo-
mit, ze pro ucelovou funkei (3.17) se optimalni FeSeni sestroji nasledovné:
P1i jakémkoli prekroceni kapacity R, se nejmensi nutné mnozstvi prenese
do vyroby v predchozich co nejblizsich obdobich.

3.2.4 Algoritmus

Algoritmus ze ¢lanku [5] pro optimélni feSeni problému (3.9)—(3.13) za ptred-
pokladu parametrti podle (3.14) miuze byt formulovan takto:

1. Polozte z} = Dyt=1,...,T.
2. Pokud z} < R, Vt, pak konec. (z} je optimalni.)
3. Pokud pristi obdobi bude T+ 1, pak konec.

4. Najdéte dalsi obdobi 7, kde x* > R., anechte vyrobit mnozstvi xi—f%T
v predchozich nejbliz§ich moznych obdobich. (Pokud to nelze, problém
nema pripustné feseni, konec.)

*

v *x r N * 7 27 7 o
5. Polozte zF = R, a pfenastavte {z_,, 2% ,, ...} odpovidajicim zpuso-
bem.

6. Jdéte na 3.

3.3 Obecnéjsi struktura naklada

3.3.1 Konstantni vyrobni naklady
Pokud predpokladame
¢1 =Cy=...=cp =c aobecné ceny hy,...,hp, (3.19)

pak obdobné jako v (3.15)—(3.17) dostaneme mirné pozménénou ucelovou
funkci

T
min Z =Y hl,. (3.20)
t=1
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Nastésti nova ucelova funkce s sebou neptinasi zadné zmény algoritmu ze sub-
sekce 3.2.4. Ziejmé stale plati FeSeni (3.18) pii vynechani podminky (3.10).
Podobné pii preplanovavani vyroby kvili podmince nemé smysl rozsitovat
vyrobu pfes vice obdobi nez je nutné, vedlo by to pouze k navysSeni naklad
na skladovani. V disledku toho se tcelova funkce (3.20) také minimalizuje
pomoci algoritmu 3.2.4.

3.3.2 Nerostouci vyrobni naklady

Za situace
€1 > co > ...> cp aobecnych cen hy,..., hy, (3.21)

je TeSeni (3.18) stale optimalni pro problém bez omezeni kapacity a je vidy
nejlevnéjsi zvolit nejblizsi mozna obdobi, kam pfesunout vyrobu. Algoritmus
3.2.4 tedy zaruci optimalni feseni vSech pripadt kromé téch, kdy néjak rostou
vyrobni naklady. Takova situace by se méla vyskytovat jen ztidka, vétSinou
je vyrobce spis schopen vyrabét levnéji v case.

3.3.3 Wagner-Whitin costs
Predpokladejme nyni
ht+Ct—Ct+1ZO7t:1,...7T. (322)

Tento predpoklad byva v odborné literature oznacovan jako Wagner-Whitin
costs. Pfepisme rovnost (3.11) do tvaru

Ty = bt -+ ]t - -[t—l (323)
a dosadme za z; do ucelové funkce (3.9). Dostaneme
Z = Z |:htIt + Ct (bt + [t — Itfl):| . (324)
t=1
Necht ,=“ oznacuje znamou relaci rovnosti ,az na konstantu“. Poéitejme

T T T
Z < Z [ht[t + CtIt] — th[tfl < Z It (ht + ¢ — Ct+1) ’ (325)
t=1 t=1

t=1
=Y 1o o1l

c~T
=> g ct+1lt
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nebot ¢, by a D, jsou konstanty, poc¢atecni naplnéni skladu Iy je dano, Iz = 0
a polozime hp,; = 0. Tedy tcelovou funkci Z 1ze nahradit:

T
min Z =Y "l (3.26)
t=1

kde hy = by + ¢; — ¢i41 > 0 a hyq = 0. Porovname-li éelové funkee (3.26)
a (3.20), lze nas algoritmus pouzit i pro piipad spliiujici Wagner-Whitin
costs.

V ¢lanku [5] lze také nalézt predpoklad it = konst. Tedy
cg=c-h, ceR, t=1,...,T. (3.27)

Potom R
ht = ht +c- ht — C- ht+1. (328)

Bez delsiho odvozovani je v [5] uvedena ucelova funkce (3.26) s tim rozdilem,
ze X

hi =hy+c-hy+c-hyq. (3.29)
V takovém ptipadé by nemohlo byt hy zaporné a bylo by mozné rovnou
pouzit nas algoritmus. Ukazme si maly protipiiklad, ve kterém neni splnén
predpoklad Wagner-Whitin costs, podle tabulky 3.1.

t 1| 2] 3 || > hd+ ey
ol 1133

he | 1] 3] 3

R, | 50 | 40 | 30

D, | 30|35/ 40

z: | 35 | 40 | 30 280

z: |50 | 25 | 30 265

Tabulka 3.1: Priklad nespravného pouziti algoritmu

Ziejmé - = 1. Pomoci algoritmu dostaneme z;, pfitom optimalnim fesenim
je zy.
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3.4 Vice vyrabénych produktu

Jednodruhovy problém linearniho programovani (3.9)—(3.13) je snadno
rozsititelny na pfipad vice druhi zbozi.

T
min Z = Z Z [hit[it + Citxit] s (330)
i=1 t=1
za podminek
I
Y awza <R,  t=1,....T, (3.31)
=1
T+ Ly — Ly =Dy, t=1,...,T, i=1,...,1, (3.32)
ry >0, t=1,...T, i=1,...,1 (3.33)
I,>0, t=1,....,T,i=1,....1I (3.34)

Objevuje se nam tu novy index ¢ znacici jednotlivé vyrobky a jejich celkovy
pocet je I. Navic predpokladame spolecny zdroj vyrobnich prostiedki v ob-
dobi, coz vede k podmince (3.31). Kone¢né a;; znaci spotiebu vyrobnich pro-
stfedkti pro produkt ¢ v ¢ase t. Vratime-li se zpét k ptivodnim predpokladim
konstantnich vyrobnich a skladovacich nakladi, je zfejmé, Ze po vynechani
podminky (3.31) nam ztstane problém strukturélné podobny jednodruho-
vému pripadu. Proto staci aplikovat jen lehce pozménény algoritmus ze sub-
sekce 3.2.4.

Necht kapacita vyrobniho zdroje je prekro¢ena v obdobi 7. Je tfeba jen
rozhodnout, ktery produkt ve volném obdobi zac¢it vyrabét jako prvni. Ziej-
mé je nejefektivnéjsi vzdy zvolit produkt s nejmensim pomérem Z—L: Takto
postupné ,opravime“ vSechna problematicka obdobi. Nejjednoduééfzpﬁsob,
jak algoritmus naprogramovat, je postupovat odzadu. Z obdobi t staci pre-
sunout nejnutnéjsi mnozstvi nejvyhodnéjsich polozek do t —1 a prejit k t —1.
Bude-li nakonec v prvnim obdobi prekroc¢ena kapacita, loha nema reseni.
Jaké problémy mohou nastat v pfipadé jiné implementace si ukazeme na pfi-
kladech. Bohuzel je tato procedura prilis jednoducha pro obecnéjsi pripady
nakladi, ale jak jiz bylo feceno, pro kratky ¢asovy horizont jsou konstantni
naklady rozumnym ptredpokladem.
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3.5 Piiklady

3.5.1 Jednodruhovy pripad

Podivejme se na jednoduchy jiz upraveny ptiklad podle tabulky 3.2.

t 112131456 | 7]8]9]10
(1711|111 ]1|11]|1
hy ' 1|2 1|1 (1|1 |111]1
R, |50 |50 |39|36|37|42|39|43|34|29
D, || 34|34(35|42|26 |45 |27 |34 |27 |54

Tabulka 3.2: Ptiklad jednodruhového PCLSP

Ziejmé poptavka D, prevysuje kapacitu vyrobniho zdroje R, pro obdobi
t = 4,6,10. Naklady ¢; a h; jsou konstantni, staci tedy podle naseho algo-
ritmu zvolit z; = Et, t=1,2,...,10, a v problematickych obdobich vyro-
bu pfeplanovat do nejblizsich predchozich obdobi. Vyrobu tedy presuneme

do diivéjsich obdobi podle Sipek z diagramu na obrazku 3.1.

\49 [6]—~[5] [10]-7=>][9]
N\

2 9

N\ N

Obrazek 3.1: Preplanovani vyroby

A docilime tak optimalniho feseni x; z tabulky 3.3.

t 112134567 |8]9

10

Ry || 50|50 39|36 |37 |42 (39|43 |34
D, || 34|34|35|42|26 |45 |27 |34 |27
xe || 341136393629 |42 |36 |43 | 34

L0216 |03 |0]9 18|25

29
54
29

Tabulka 3.3: Optiméalni feseni prikladu
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3.5.2 Vicedruhovy pripad

Méjme tlohu o 4 planovacich obdobich a 3 druhy zbozi vyrabéné ze spolec-
ného vyrobniho zdroje s vlastnostmi:

(llt:L hltzl,tzl,...,4,
agtz?)7 hgtzl,t:]_,...,47
(th:g, hgt:2,t:1,...,4.

Necht kapacita zdroje je 50 ve vSech obdobich, vyrobni néklady kazdého
vyrobku jsou konstantni a poptavky volime podle tabulky 3.4.

obdobi 1 2 3 4

druh 1 || D131 =0 | D12 =16 | D13 =21 | D14 =20
druh 2 | Doy =0| Doy =2 | Doz =3 | Doy =2
druh 3 | D3y =0 | D3y =6 | D33 =10 | Dyy = 11

Tabulka 3.4: Pfedpokladané poptavky

Za témito ¢isly si kazdy mutze predstavit néjaky oblibeny druh podnikéani
od vyrobce metrového textilu az po majitele piskovny. Diilezité je, aby jeho
produkty byly v ramci moznosti nekonecné délitelné, mél miniméalni nakla-
dy na pfipravu vyroby a na vyrobu pouzival jeden spole¢ny zdroj (piistroj,
pracovnik).

A

Polozme x;; = Dy;.

Ry =50| R, =50 | R3 =50 | Ry =50

T11 — 0 T12 — 16 T13 — 21 T14 = 20

.7321:0 $22:2 ZE23:3 l’24:2

T3] = 0 T39 = 6 T3z = 10 T3y = 11
> Gty 0 40 60 59

Tabulka 3.5: Prvni krok algoritmu

his

Q¢

hye 1

) — )
Aot 3

21

h

2
as¢ 3 ’

Kapacita je prekrocena v obdobi 3 a 4. Spoc¢teme podily

Nejvyhodnéjsi je tedy presouvat polozky druhu 2, pak 3 a nakonec 1.



Zac¢néme s preplanovanim odzadu popsanym algoritmem.

R =50| R, =50 | R3 =50 | Ry =50

Tr11 = 0 T12 = 16 13 = 21 T14 = 20

To1 =0 | ZTop =2 | 23=5 | 224 =0

31 =0 | 30=6 | 233 =11 | 234 = 10
> ainxi 0 40 69 50

A7 nakonec dojdeme k optimalnimu feSeni.

Tabulka 3.6: Druhy krok algoritmu

Ry =50| Ry =50 | R3=50 | Ry =50
T11 = 0 T12 = 16 T13 — 21 T14 = 20
1121:3 .1722:4 ZE23:0 I24:0
T31 = 0 T332 = 7% €T33 = 9% T34 = 10
> apxy 9 50 50 20

Tabulka 3.7: Optimalni feseni prikladu

Snadno se dopoc¢tou vzniklé naklady.

44

3
Kdybychom postupovali podobné jako v jednodruhovém ptipadé postupné
presunem do nejblizsich volnych, ziejmé 10, co prebyva ve tfetim obdobi,
presuneme do rezervy téze velikosti v pfedchozim obdobi a ¢tvrté obdobi
vyrovname s prvinim. Dostaneme feseni z tabulky 3.8

(3)+(5+§.2)+(2+1~2)

R1:50 R2:50 R3:5O R4:5O
211 =0 | 212 =16 | £13 =21 | x14 = 20
Top = 2 Tog =D Z93 =10 Tog =0
T3l = 1 T39 = 6% T33 = 9% T34 = 10
> apxy 9 50 a0 20

Tabulka 3.8: Ukazka nespravného feseni problému
s naklady %, coz neni optimalni. Méné vyhodné druhy je potieba pfesouvat

co nejméné a pres nejkratsi tseky. To nam tento postup nezaruci, ani kdy-
bychom ho zkouseli odzadu.
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4. Numericka studie

Prokazani efektivity lot-sizingovych algoritmit se casto provadi pomoci
numerické studie. Na nahodnych datech se testuje jejich rychlost a srovna-
vé se s néjakym osvédéenym zptisobem FeSeni (optimaliza¢ni tloha FeSena
komerénim softwarem).

Predstavané algoritmy byly naprogramovany v jazyce Free Pascal a jejich
rychlost srovndme optimaliza¢nim néstrojem Gurobi [8] nejnovéjsi verze 4.5
na pocitaci s dvoujadrovym procesorem AMD Athlon™ QL-62 2GHz, pa-
méti 3GB a 64-bitovym opera¢nim systémem Windows 7. Jednim z davodi
volby softwaru Gurobi byla jeho obstojnd rychlost. Po vyladéni' parametrii
feseni bylo casto dosazeno nejrychlejsiho Casu feseni ve srovnani s jinymi
komer¢énimi optimalizatory, zejména v piipadech linedrniho programovani
byly vysledky skvélé, u velkych celociselnych tloh horsi, ale v ramci moz-
nosti porad srovnatelné. Posledni dobou je navic Gurobi jeden z nejrychleji
se vyvijejicich programt v této oblasti. Neméné dulezitym faktem pii vy-
béru byla legalnost pouziti, akademickou licenci pro védecké ucely si muze
obstarat kazdy student jakékoli ovérené vzdélavaci instituce.

Zpisob, jakym studii provedeme, je nasledujici. Nejprve se vygeneru-
je uloha, vyTesi se algoritmem a zaznamené se doba feSeni. Tutéz tlohu
pak jako soubor formatu lp predame optimalizatoru, nastavime potiebné
parametry, spustime vhodnou metodu feseni a porovname vysledné ¢asy?.
Takovy zpisob predavani byl zvolen, protoze je velmi jednoduchy a hlavné
univerzalni pro riizné fesice optimaliza¢nich tloh. Pouziti néjakého modelo-
vaciho jazyka by nas pouze zdrzovalo. Navic pro ziskani piiblizné priamérné
hodnoty casu feseni je potfeba pokus se stejnymi parametry nékolikrat opa-
kovat (nejlépe ne hned po sobé kvili minimalizaci dalsich vlivil). Moderni
optimaliza¢ni nastroje jsou vybaveny fadou zjednodusujicich procedur a do-
by fesSeni ,jofezanych® tloh se mohou velmi lisit. U vétsiny tloh provedeme
toto opakovani alespon desetkrat, v piipadé podezielych vysledki i vicekrat.
O veskeré generovani, spousténi, zaznamenavani informaci a opakovani po-
kust se stard pocitac¢ tak, aby tytéz pokusy bylo mozné kdykoli zopakovat.
Vybrané procedury a zdrojové kody lze nalézt v prilohach.

1Vétsina parametri je nastavena na ,automaticky® a pouze vybirdme vhodnou metodu
feSeni a zpusoby ofezavani.

2Uplynuly ¢as tzv. wall clock time, v soucasné dobé vicejadrovych procesort, ,turbo
boostiu* atd. CPU ¢as ztraci na vyznamu. Pro ¢isté srovnani algoritmi by moZna mél
svij smysl, ale to bychom pouze znevyhodnili Gurobi vyuzivajici dvoujadro
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4.1 Wagner-Whitin algoritmus

Algoritmus (v pfiloze A.1) porovnavame s ulohou celo¢iselného lineér-
niho programovani, kterou jsme uvedli jiz v druhé kapitole. Tu fesime jako
tlohu MIP (mixed integer programming) v programu Gurobi®. Abychom
se trochu priblizili redlnému problému, modelujeme poptavku d; Poissono-
vym rozdélenim, s; pak diskrétnim rovnomérnym rozdélenim.

d, ~ Po(\),
Z.t = 17

s, ~ R({40,45,50,55,60}).

Cislo n oznac¢uje pocet planovacich obdobi. Nésleduji dvé tabulky vysledki
pro rizné intenzity poptavky. V tabulkach jsou uplynulé casy v sekundéch.

n=1000 A=5 A=10 | A=15 | A=20 | A=25
Algoritmus || 0.00054s | 0.00045s | 0.00041s | 0.00039s | 0.00038s
Gurobi 17.802s | 17.142s | 8.368s 3.021s 1.910s

Tabulka 4.1: Primérné casy reseni Wagner-Whitinova problému

n=2000 A=5H A=10 | A=15 A =20 A =25
Algoritmus || 0.00083s | 0.00065s | 0.00058s | 0.00055s | 0.00051s
Gurobi 71.242s | 23.377s | 24.143s | 10.528s 7.194s

Tabulka 4.2: Primeérné casy feseni Wagner-Whitinova problému

ba zkouSet mnohem vétsi pocet obdobi, kdy vyrabét (napf. méné efektivni
vyuziti tvrzeni o planovacim horizontu), coz miZeme pozorovat na chova-
ni doby Teseni algoritmu. U Gurobi metody MIP to nemusi byt pravidlem,
jak doklada posledni tadek tabulky 4.2. Jiz z uvedenych tabulek se zda,
ze porovnavané metody jsou doslova nesrovnatelné. Presto pokud chceme
vidét néjaké dalsi zajimavé srovnani, zvolme A\ = 25 a zvySujme n.

3Parametry Gurobi MIP: Cuts=0, FlowCoverCuts=2, FlowPathCuts=2, PreCrush=1.
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A =25 n = 5000 | n = 10000 | n = 15000
Algoritmus || 0.00091s | 0.00159s 0.00227s
Gurobi 32.960s 157.601s 389.740s

Tabulka 4.3: Primeérné casy feseni Wagner-Whitinova problému

Ac¢ se volbou parametri podatilo snizit dobu feseni programem Gurobi témér
na polovinu, je stale velmi vysoka. Nutno poznamenat, ze takto formulovana
uloha MIP neni zrovna idealnim feSenim, pfesto po ni asi kdekdo sadhne diky
jednoduchému pouziti.

V druhé kapitole jsme ukéazali, Ze se problém da popsat také jako tiloha
hledani nejkratsi cesty v grafu. Nabizi se tfeba Dijkstriiv algoritmus nebo lze
dokonce nejkratsi cestu v grafu formulovat pfimo jako problém linearniho
programovani.

Véta. Je ddn orientovany graf G = (V, A) a pro kazdou hranu (i,j) € A
ohodnoceni w;; > 0. Hleddni nejkratsi cesty z vrcholu s € V dot € V
v grafu G je uloha linedrniho programovdani

Min E Wi,
(i.j)eA

za podminek
zij >0, V(i,j) € A,

1 1=35,
doowmi— Y, wi=q-l i=tVi:(i,j) €A
{j:(i,5)€A} {5:(3;))eA} 0 Jinak,

s proménnymi ;. KaZdé optimdlnt veseni (pokud existuje) md vSechny x;;
rovny 0 nebo 1, pritom mnoZina hran {(i,j) € A: x;; = 1} tvort nejkratsi
cestu z vrcholu s do t.

Diikaz. Lze nalézt v [1]. O

Pievedeme-li pro zajimavost s pomoci véty ptivodni tilohu az na problém
linedrniho programovani (LP)*, dosdhneme mnohem lepsich vysledki.

4Parametry Gurobi LP: Method=3, PreSolve=0, Cuts=0.
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A=25 A=D5
n = 5000 | n = 10000 | n = 15000 | n = 2000
Algoritmus || 0.00091s | 0.00159s 0.00227s | 0.00083s
Gurobi MIP || 32.960s 157.601s 389.740s 71.242s
Gurobi LP 0.544s 1.108s 1.849s 0.363s

Tabulka 4.4: Primeérné casy feseni Wagner-Whitinova problému

Nicméné porovnavani téchto ¢asti neni tak tGplné spravné. K sestaveni grafu
a ocenéni hran je totiz potieba obdobny pocet vypocetnich operaci jako
v samotném algoritmu (pfi efektivnim vynechévani zbyteénych hran).

4.2 PCLSP

V piipadé PCLSP se jedna rovnou o problém linearniho programovani,
muzeme tedy ocekavat srovnatelnéjsi vysledky.

4.2.1 Jednodruhova verze

Ulohy generujeme takto:

Rt ~ R({26, ce 755}),
Dy ~ R({22,...,55}),
c=1,

h =1.

Pricemz za R, zvolime néjaké vysoké ¢islo, aby nase tilohy mély vzdy feSeni,
a porovnavame pro rizny pocet planovacich obdobi n s metodou dualni
simplex®. Zdrojovy kéd algoritmu v piiloze A.2.

n =100 | n = 1000 | n = 10000 | n = 100000 | n = 10°
Algoritmus || 0.00049s | 0.00065s | 0.00213s 0.01768s | 0.17172s
Gurobi 0.001s 0.021s 0.379s 5.144s 63.634s

Tabulka 4.5: Pramérné ¢asy feseni jednodruhového PCLSP

Z tabulky 4.5 je vidét, ze algoritmus si vede v porovnani s Gurobi velmi
dobte, nicméné vyrazného rozdilu dosahuje az pii ilohach témér nesmyslné

velikosti.

5Method=1.
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4.2.2 Vicedruhova verze

V predchozim ptipadé jsme si definovali tlohy tak, aby nam i optimal-
ni feSeni vychazela celociselnd a snadno se programovalo, nyni tomu tak
jiz nebude. Do hry ndm navic vstupuje novy parametr m - pocet polozek.
A na ném také zavisi zptusob generovani uloh. Pro kazdy vyrobek tedy na-
hodné vybereme

ait € {172a3}a h’it S {1727374a5}7 Cit € {5767 778a9}a

konstantni pies vSechna obdobi. Ozna¢me a primér hodnot a;. Dale jedno-
duse vygenerujeme poptavky a kapacity s rozdélenim:

A

Dy, ~ R({20,...,59}),
Ry ~ R({20,...,59}) -a-m—+ R({0,...,10m — 1}),

R1:OO.

Ukazuje se, Ze nase tlohy maji opét z velké casti strukturu sité a je nejvyhod-
n&js pouzit simplexovou metodu s ofezavanim , NetworkCuts“%. Provedeme
srovnani napi. pro m = 10, m = 5 a planovaci horizont n. Zdrojovy kdéd
algoritmu v piiloze A.3.

m = 10 n =100 | n = 1000 | n = 10000 | » = 100000
Algoritmus || 0.00010s | 0.00105s | 0.01110s 0.11063s
Gurobi 0.009s 0.167s 3.919s 80.229s
m=>5
Algoritmus || 0.00006s | 0.00057s | 0.00597s 0.06121s
Gurobi 0.004s 0.075s 1.830s 34.641s

Tabulka 4.6: Primeérné casy feseni vicedruhového PCLSP

Zatimco u algoritmu lze pozorovat témeér linearni zavislost na n, doba feSeni
programem Gurobi roste se zvysujicim se n mnohonéasobné rychleji.

6Method=0, PreCrush=1, NetworkCuts=2.
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Obrazek 4.1: Graf zavislosti doby Teseni algoritmem
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Obrazek 4.2: Graf zavislosti doby TeSeni pomoci Gurobi
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Z.avér

zajimavy lot-sizing problém. Ctenaii uréité pomfize s pochopenim a snad-
nou implementaci prezentovanych algoritmi. Text lze brat také jako tivod
problémiim a pokrocilejsim algoritmim, které nezapadaji do ramce baka-
larské prace. Odvodili jsme rychlé algoritmy k nalezeni feseni probiranych
problémil. V zavéru préace jsme skrze numerickou studii prokazali vyhodnost
predstavenych algoritmi v porovnani v soucasnosti s jednim z nejrychlejsich
optimalizacnich software, i kdyz jako forméalni dikaz ji samoziejmé brat
nelze. Tézko uvadét néjaka procenta, o kolik je dany algoritmus rychlejsi,
protoze, jak jsme se presvédcili, velmi zalezi na typu a velikosti tilohy. Z ob-
razkd 4.1 a 4.2 lze alesponn usoudit mnohem klidnéjsi chovani funkce casu
feSeni algoritmu PCLSP v zévislosti na velikosti tlohy nez v pripadé feseni
optimalizacnim softwarem.

Celkem bylo ve studii vyTfeseno pres 300 tloh a od kazdého druhu je k dis-
pozici ukazkovy lp soubor na ptilozeném CD.
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A. P¥ilohy

A.1 Zdrojovy kod algoritmu Wagner-Whitinova
problému

const nmax=1000000;

var s,i,d:array[0..nmax] of integer;
n:longint;

function poisson_random(lambda:real):longint;

var 1,p,u:real;
k:longint;

begin
1:=exp(-lambda) ;
k:=0;
p:=1;
while p > 1 do
begin
u:=random;
p:=p*u;
inc(k);
end;
poisson_random:=k-1;
end;

procedure create_problem;
var j:longint;
begin

for j:=1 to n do

begin
s[j]:=60-5*random(5) ;
ifj1:=1;
d[j]:=poisson_random(25) ;
end;
end;

function inventory(l,j:longint):longint;
var k:longint;

begin
inventory:=0;

for k:=j to 1-1 do

inventory:=inventory+i[k]*d[1];
end;
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procedure solve_problem;
var 1,j:1longint;
cost:longint; //naklady
a:longint; //argument minima
o:array[0..nmax] of longint; //pomocna promenna - (radek z tab. 2.2)
argmins:array[0..nmax] of longint; //zapamatovani obdobi ve kterych vyrabime
x:array[0..nmax] of longint; //optimalni plan

begin
0[0]:=0;
cost:=0;
a:=1;

for 1:=1 to n do

begin

o[1]:=cost+s[1]+inventory(a,l);

for j:=a to 1-1 do o[jl:=o[jl+inventory(1,j);
cost:=maxlongint;

for j:=a to 1 do
if cost > o[j] then begin cost:=o[j];

a:=j;
end;

argmins[1] :=a; //pro pozdejsi rychle nalezeni planu
end;
writeln(’solved ’,cost);

//zpetne vycteni planu x
1l:=n;
a:=argmins[1];
for j:=1 to n do x[j]:=0;
repeat

for j:=a to 1 do x[al:=x[al+d[j];
ji=a;

a:=argmins[a-1];

1:=j-1;

until a=1;
for j:=1 to 1 do x[1]:=x[1]1+d[j];

end;
begin
n:=150000;

create_problem;
solve_problem;

end.
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A.2 Zdrojovy kod
PCLSP

const nmax=2000000;

var c,h,r,d:array[0..nmax] of longint;
n:longint;

procedure create_problem;
var i:longint;

begin

cl[1]:=1;

hl1]:=1;

r[1] :=maxlongint;
d[1]:=34;

for i:=2 to n do

begin
cl[il:=1;
hlil:=1;

r[i] :=55-random(30) ;
d[i] :=55-random(34) ;
end;
end;

procedure solve_problem;
var i,j,obj:longint;
x,inv:array[0..nmax] of longint;

function optimal:boolean;
var i:longint;
begin
optimal:=false;
for i:=n downto 1 do
if x[i] > r[i] then exit;
optimal:=true;
end;

begin
for i:=1 to n do x[i]:=d[i];

j:=1;
if not optimal then
while j<=n do

algoritmu

begin

while (x[j] <= r[j]) and (j<=n) do inc(j);
i:=j;

repeat

x[i-1):=x[i-11+x[i]-r [i];

x[i]:=r[il;

dec(i);

until x[il<=r[i]

end;
inv[0] :=0;

for i:=1 to n do inv[il:=x[i]+inv[i-1]-d[i];
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obj:=0;
for i:=1 to n do obj:=obj+x[il+inv[il;
writeln(’obj= ’,obj);

end;
begin
n:=1000000;

create_problem;
solve_problem;
end.

A.3 Zdrojovy kod algoritmu PCLSP pro vice
polozek

const nmax=100000;
const mmax=500;

type rank=record
r:real;
i:integer;
end;
var n,m:longint;
c,h,a,d:array[1..mmax,1..nmax] of longint;
r:array[1..nmax] of longint;
x:array[0..mmax,0..nmax] of real; //opt. plan
i:array[0..mmax,0..nmax] of real; //presouvana mnozstvi optimalniho planu
sum:array[0..nmax] of real; //soucet a_it*x_it
p:array[1l..mmax] of rank; //poradi vyhodnosti presouvani

procedure create_problem;
var p,q,0,]j:integer;
t:longint;
ap:longint;
begin
ap:=0;
for j:=1 to m do
begin
p:=random(3)+1;
ap:=ap+p;
o:=random(5)+1;
q:=random(5)+5;
for t:=1 to n do

begin
h[j,t]:=o0;
clj,tl:=q;
alj,tl:=p;
d[j,t]:=20+random(40);
end;

end;

for t:=2 to n do r[t]:=(random(40)+20)*ap+random(10%*m) ;
r[1] :=maxlongint;
end;
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function min(a,b:real):real;
begin

if a < b then min:=a else min:=b;
end;

procedure move(j:integer;t:longint);
//presune nejnutnejsi mnozstvi do predchoziho obdobi
var i,k:longint;

mp:real;

begin

if j > m then exit;

i:=p[jl.i; //zvolim j-ty nejvyhodnejsi
k:=t-1;

mp:=min(x[i,t], (sum[t]-r[t])/ali,t]);
x[i,k]:=x[i,k]+mp; sum[k]:=sum[k]+mp*ali,k];
x[i,t]:=x[i,t]-mp; sum[t]:=sum[t]-mp*ali,t];
if x[i,t]=0 then move(j+1,t);

end;

procedure quicksort(l,r:integer);
var i,j:integer;

piv:real;

pom:rank;
begin
i:=1l;j:=r;

piv:=p[(1+r) div 2].r;

repeat

while p[i].r < piv do inc(i);
while piv < p[jl.r do dec(j);
if i<=j then

begin
pom:=p[i];
plil:=pl[jl;
plj]:=pom;
inc(i);dec(j);
end;

until i>j;

if j>1 then quicksort(l,j);
if i<r then quicksort(i,r);
end;

procedure solve_problem;
var k,j,t:longint;
obj:real; //opt. hodnota ucelove funkce
begin
for j:=1 to m do
for t:=1 to n do
x[j,t]:=d[j,t];

for t:=1 to n do sum[t]:=0;
for j:=1 to m do
for t:=1 to n do
sum[t] :=sum[t]l+alj,t1*x[j,t];
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for j:=1 to m do

begin
pljl.r:=hlj,t]1/alj,t];
pljl.i:=j3;

end;

quicksort(l,m); //serazeni produktu podle vyhodnosti jejich presouvani

t:=n;
for t:=n downto 2 do
if sum[t] > r[t] then move(1,t);

if sum[1] < r[1] then
begin

for j:=j tom do i[j,0]:=0;
for j:=1 to m do
for t:=1 to n do il[j,t]:=x[j,t]1-d[j,t]1+il[j,t-1];
obj:=0;
for j:=1 to m do
for t:=1 to n do
obj:=obj+h[j,t1*ilj,tl+c[j,tI1*x[j,t];
writeln(’objective = ’,obj);

end
else writeln(’infeasible’);

end;

begin
n:=100000;
m:=10;
create_problem;
solve_problem;
end.
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