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Abstrakt: Kvantilova regresia je Statistickd metdda sliziaca na ur€ovanie zdvislosti medzi
premennymi, ktord bola navrhnutd uz v ¢lanku Koenker a Bassett (1978). Od tej doby
presla velkym rozvojom, ked’ boli Studované jej teoretické vlastnosti, a zarovei si nasla
radu praktickych aplikacii pri spracovani redlnych dat v najroznejSich oboroch. Kym
bezna metdda najmenSich Stvorcov popisuje vztah medzi jednym respektive viacerymi
kovaridtmi X a podmienenym priemerom odpovedajucej premennej Y danym X = x,
kvantilova regresia popisuje vztah medzi X a podmienenymi kvantilmi ¥ danymi X = x.
Tato praca obsahuje tedriu nevyhnutni pre pochopenie vztahu medzi Standardnou a
kvantilovou regresiou a umoziujucu zaclenenie takto ziskanych odhadov do vicsej
skupiny M-odhadov. Vypocet koeficientu pre jednotlivé kovaridty je prevedeny Frisch-
Newtnovym algoritmom, ktory patri k metddam linedrneho programovania. TaktieZ si
ukazeme, ako vedl'ajsi produkt tohto algoritmu, takzvané regresné poradie je vypocitané
a ako ho pouzit pre testovanie hypotéz. V druhej Casti budeme ilustrovat’ numericky

vypocet pre kvantilovi regresiu ako na vygenerovanych détach tak na déatach redlnych.

Kracové slova: kvantilova regresia, M-odhady, regresné poradie, regresné poradové skory

Title: Regression Quantiles
Author: Peter Rusnak
Department: Department of Probabilty and Mathematical Statistics

Supervisor: RNDr. Jan Kalina, Ph.D.,Institute of Computer Science, AS CR

Abstract: Quantile regression is a statistical method for specifying dependencies among
variables, which was introduced by Koenker a Bassett in 1978. Since that time it has
gone through a big development, when its theoretical properties have been under study,

and it also has found many practical applications for data processing in variety of fields.



While ordinary least-squares regression describes the relationship between one or more
covariates X and the conditional mean of a response variable Y given X = x, quantile
regression describes the relationship between X and the conditional quantiles of variable
Y given X = x. This work contains the theory necessary for understanding relationship
between standard and quantile regression and enabling include so received estimates to
bigger group of M-estimates. The computation of coefficients for particular covariates is
made by using Frisch-Newton algorithm belonging to methods of linear programming.
The so-called regression ranks are also obtained as a by-product of this algorithm and we
discuss their computational aspects and usage for hypothesis testing.In the second part,
we are illustrating numerical computation for quantile regression on theoretical data sets

as well as data sets from real world.
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Uvod

Hlavnou ulohou $tatistiky je priniest’ poriadok do spleti zdanlivo chaotickych udajov,
k ¢omu nam sluzi analyza dat. Vel'mi efektivnym spdsobom, ako analyzovat’ data, je
skamat’ ich metédami klasickej linedrnej regresie, akou je napriklad najCastejSie pouzi-
vand metdda najmenSich Stvorcov. Tato metdoda sliazi na odhadnutie parametrov
linearneho regresného modelu, prostrednictvom ktorého ziskame odhad podmienene;j
strednej hodnoty zavislej na hodnotach vysvetl'ujacich premennych (regresorov). Stredna
hodnota je sice dblezitym ukazovatel'om, ktory predstavuje “stredové” chovanie nahod-
nej veli¢iny, avSak neddva nam Zziadnu predstavu o tom, ako sa sprava podmienend
hustota na krajoch rozdelenia. To priviedlo panov G. Basseta a R. Koenkera k snahe
o zobecnenie obycajnych vyberovych kvantilov na linedrny regresny model.

Kvantilova regresiu mézme pouzit’ na preskitkamie sprédvania sa nezavislych premen-
nych (kovariatov) v kazdom kvantile skiimanej premennej, ¢o nam dava prilezitost’
pre ucelenejsi pohl'ad na priebeh a vztahy medzi stochastickymi premennymi, ako
pouzitie metdd klasickej linearnej regresie.

Tato praca si kladie za tlohu sprostretkovat’ vyklad zékladnych vlastnosti regresnych
kvantiov a demonstraciu takto ziskanych teoretickych vedomosti na vhodne zvolenych
prikladoch. Pred odvodenim tedrie regresnych kvantilov bude nutné zoznamit’ sa taktiez
so zakladmi regresie, robustnej Statistiky a optimalizacie.

V prvej kapitole si popiSeme teoretické zaklady stojace za kvantilmi, regresiou
a v kratkosti si teoreticky zhrnieme postup pri odhade metdédou najmensSich Stvorcov.
V druhej kapitole si popiSeme zakladné vlastnosti robustnych odhadov, Specidlne sa
budeme venovat’ M-odhadom. V tretej kapitole si zavedieme odhad regresnych kvan-
tilov, popiSeme zaklady linedrneho programovania, ukazeme si ako previest ulohu
odhadnutia regresnych koeficientov na ulohu linedrneho programovania a popiSeme si
ako ju teoreticky riesSit prostrednictvom Frisch-Newtnovho algoritmu. Taktiez
poukaZeme na rieSenie dudlnej ulohy, ktoré ndm vznikne pri rieSeni ulohy linedrneho
programovania, toto rieSenie nazveme regresné poradové skore a ukaZeme si jeho vyuZzi-
tie pri testovani hypotéz. V poslednej Stvrtej kapitole si ukdzeme vyuzitie nadobudnutych
znalosti na dvoch prikladoch, kde prvy bude demonstrativny na vhodne vygenerovanych

datach a druhy bude predstavovat’ pouzitie kvantilovej regresie na realnych datach.
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1. Uvod do kvantilov a regresnej analyzy

1.1. Kvantil pravdepodobnostného rozdelenia

Definicia kvantilov vychadza z jednoduchej optimalizac¢nej tlohy, ktord pojednava
o teoretickom probléme bodového odhadu, ktory je pozadovany pre nahodnu veli¢inu
s distribu¢nou funkciou F. Nech strata je popisand linearnou funkciou v zavislosti

od objemu financovanych prostredkov x:
P(x) = x(t - I(x < 0)) prenejaké T € (0, 1).
Nasou ulohou je najst x minimalizujuce oCakavanu stratu, a teda budeme sa snazit’

minimalizovat’

EpT(X—fc):(T—l)-fx (x—i)dF(x)+T-f(x—fc)dF(x).

Derivovanim v premennej x dostavame

(1—T)-fxdF(x)—T-de(x):F(fc)—‘r.

KedZe F' je neklesajiica funkcia, tak kazdy prvok mnoziny {x: F(x) = 7} minimalizuje
ocakdvanu stratu. Ak je tito mnoZzina jednoprvkova potom X = F~!(1) v opaénom
pripade zvolime za X najmen$i prvok mnoziny {x:F(x) =7}, aby bola dodrzana

dohoda, ze empirické kvantilova funkcia je zl'ava spojita.

Definicia : Nech F (y) = P(Y < y)je distribu¢na funkcia dané¢ho rozdelenia pravde-
podobnosti ndhodnej veliciny ¥ a a€(0,1). Potom kvantilova funkciu ndhahodnej
veli¢iny Y definujeme ako

O()=FYa)=inf{yeR:F(y) = e}

a Cislo y, = QO (@) sa nazyva a-kvantil rozdelenia s distribu¢nou funkciou ¥ (y).

a-kvantil y, rozdel'uje definicny obor nahodnej veli¢iny ¥ na dve Casti tak, ze plati

PY <yy) =« & PY =2y, =1-aq.
Kvantily pre niektoré Specidlne hodnoty @ st oznacené Specidlnymi ndzvami a ich
hodnoty pre najdolezitejSie rozdelenia st uvedené v tabul'kach:

° F‘l(i) sa nazyva dolny kvartil a oddel'uje zo Statistického suboru jednu

Stvrtinu.
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o F ‘1( ) sa nazyva medidn a rozdel'uje sibor na dve rovnako pocetné mnoziny.

Al =

o F ‘1( )sa nazyva horny kvantil.

1.2. Regresna analyza

Utelom regresnej analyzi je popisat vztah medzi skiimanou nihodnou veli¢inou
(ozna¢me ju Y) a zndmym nahodnym vektorom Z = (Z,, Z,, ... Z,), ktory sa na fiu
viaze. NaSim cielom bude urCit, na ktorych premennych z Z;, Z,, ..., Z, skimana
premennd Y zavisi, popisat’ vztah ako na nich zéavisi a predpovedat’ hodnoty Y, ak
mame k dispozicii pozorovania Z. Porovanie Y; nemusi priamo zavisiet na Z;, ale na
nejakej jeho transformdicii X; = f(Z;), X; € R, Na§ ciel dosiahneme prostred-
nictvom vhodne zvolenej funkcie (ozname ju g), ktord je funkciou “vysvetl'ujucich
premennych X, X;, ..., X; a vhodne aproximuje skimanu veli¢inu . tj. “Y = g (X)”.
V tejto praci sa budeme zaoberat’ najméa linedrnou regresnou analyzou a teda g bude

mat’ tvar
gX) = B Xy + B Xo + .o+ By Xy,
kde konstanty 5;, ..., B; € R predstavuju regresné koeficienty.

Model prisluchajici k takto zvolenej funkcii g nazveme linearny regresny model a jeho
tvar pre pocet pozorovani n > k odvodime ako:

Nechxy,, ...x;, ...predstavuje konkrétnych n hodndt nahodnej veli¢iny X;.

Nechxy,, ...x;, ...predstavuje konkrétnych n hodndt nahodnej veliCiny Xj.

Nech yy, ..., ¥, ...predstavuje konkrétnych n hodnot ndhodnej veliiny Y.

Kedze g (X) je "len vhodnou aproximaciou" Y tak existuju €;,...,€, také ,ze
y1=Brx, +Brxy + o+ Brxy, €,

Vo= Pi1x1,+ Baxy, + ...+ B xp, T €,

Yo = Bi1x1,+ Prxy, +... + Bi Xi, + €,
€1,---,€; predstavuju "chyby aproximacie" a pomocou regresnej analyzi sa ich budeme

snazit’ zmenSovat’ prostrednictvom vhodnych voleni funkcie g(X).

Ak o chybovom vektore € = (¢, ..., €,)7 budeme predpokladat, Ze jeho zlozky st

normalne rozdelené, vzajomne nezavislé ndhodné veli¢iny s nulovou strednou hodno-
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tou a rovnakym rozptylom o a teda e~ N,(0,,0%-1,). Potom hovorime o klasickom

linedrnom regresnom modely, ktorého tvar mézeme preformulovat’ ako:

ElY | X1ys ooos xkl,] = ,8] Xy, + ,82 Xy, + ...+ ,Bk Xk,
varlY | Xy, . X = o

Ulohou regresie je ziskat' nejaky odhad ,23 vektoru parametrov 5, za ucelom spocitania

A

V= XT.,@. Pomocou dobrého odhadu ,23 by sme mali ziskat' y,, ¢o najblizsie k y;.
Teraz si ukdzeme ako sa odhaduvaju regresné koeficienty v klasickom linearnom
modely pomocou najcastejSie pouzivanej metddy najmensSich Stvorcov.

Definicia: Odhad ,AB vektoru parametrov 8 definovany vzt'ahom

n

- . A2 .
B = argming g Z(yi - yl.) = arg mingcps (Y — xB) - (y —xB)

i=1
sa nazyva odhad metédou najmensich Stvorcov.

Minimalizovana funkia sa nazyva rezidualny sucet $tvorcov a ked’Ze nie je ohranicena

zhora tak [, ktoré ziskame ako rieSenie sustavy normadlnych rovnic (1), musi byt

minimom.

i T =0
M(y—Xﬁ) (Y —xp) = (D

Riesenie sustavy bude mat’ tvar

B = (XT-X)_] xTy.

Veta: Vlastnosti odadu ,Z’ ziskaného metodou najmensich Stvorcov:
1) EB=4
2 var B = 0’2(/\’T )_1
3) ,AB je konzistentny odhad
4) Ak e~ Ny(0,,02-1,), potom N'n (B -8 > N0, 2 (x" x) ")

Dékaz:vid [7] kapitola 13.

Veta: Nech platia vyssie wuvedené predpoklady a nech navyse plati, Ze
Y ~ N,,(x;é’, o? .I,,) potom pre rezidualny sucet Stvorcov SS, plati, Ze % ~ /l/nz_k~

Dékaz: vid' [7] Veta 13.6.
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2. M-odhady

Odhady ziskané linearnou regresiou st Specialnym pripadom M-odhadov, ktoré patria

k robustnym odhadom. Samotn4 metdéda najmensich Stvorcov je prili§ citliva k predpok-
ladom normality i1 k pritomnosti odl'ahlych pozorovani, a preto je ziadice Studovat aj

iné (robustné) odhady, ktoré by neboli natol’ko citlivé. Jednou z moZznosti st prave M-

odhady. Zéaroven je pravda, Ze sam odhad metddou nejmensich Stvorcov patri do

triedy M-odhadov. V tejto kapitole uvedieme zaklady teorie M-odhadov umoziujuce

zaclenenie nami pocitanych odhadov do vicSej Statistickej rodiny a ukazeme si

doélezité vlastnosti, ktoré na nich mézme aplikovat’.

2.1. Obecny M-odhad

Majme Statisticky model s ndhodnym vyberom y1,);,...,y, Z neznamej ndhodnej

veli¢iny Y. Ozna¢me 6 ako funkciu distribucnej funkcie ndhodnej premennej Y

(Statisticky funkcional) 8 = T(P), kde P je rozdelenie Y.

M -odhad parametru 6 ziskame ako rieSenie minimalizacnej ulohy
n
Zp(yi, ) :=min ,kdef e ®.
i=1
V tejto bakalarskej praci sa budeme zaoberat' prikladom, kde M-odhad je model
s posunutim 6 t.j. budeme hl'adat’ rieSenie minimaliza¢nej Glohy
n
Zp(yi —6):=min , kde 8 € 0. (2)
i=1
V pripade ak je funkcia p(-) diferenciovatel'na s absolutne spojitou derivaciou, tak
mozme tito minimaliza¢nu ulohu prepisat’ do tvaru hl’'adania rieSenia rovnice

L 8
> W(yi—6) =0, kde y(.) = — p(.).
Y(yi—6) e y(.) 69'0() (3)

i=1

Predpokladajme, ze p je konvexna funkcia, z toho vyplyva, Ze aj 7, p(y; —6) je
konvexna funkcia a teda existuje rieSenie minimalizacnej tlohy (3). AvSak toto rieSenie
nemusi byt uréené jednoznacne. Napriklad ak p je linearna funkcia, potom jej deriva-

cia i je konstantna funkcia a teda rovnica (3) nema rieSenie.

Potom rieSenie uréime ako

g := % @ +67),kde 6° =inf {9 iw(y,.—e) < o} g~ = sup {6 gw(yi—e) > 0}-

i=1
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2.2.Priklady M-odhadov

Z rovnosti (2) a (3) vyplyva, Ze M-odhad je urceny vol'bou funkcie p, alebo jej deriva-
cie ¥, ktorych vol'ba zédvisi od vlastnosti parametra, ktory chceme odhadnit’. Napri-
klad, ak ma byt parameter zaroven stredom symetrie s okolim v nule, tak je vhodné
volit’ parnu funkciu p a teda i je tak neparna funkcia. Tym, ze pozadujeme aby odhad
bol rozbustny, dostdvame ohranicenost’ influencnej funkcie a z toho vyplyvajicu

ohranicenost’ funkcie . Uved’'me si konkrétne priklady takychto funkcii p.

Huberova funkcia

S <k
prx) = k
ke =4) =k
kde k =co a ¢ je nejakd konstanta. Empiricky bolo urcené, Ze najvyssiu efektivitu
Huberovej funkcie dosiahneme pre c=1.345.

Prislusna funkcia ¢ bude mat’ tvar:

X xl <k

Vul) = { kosgn(x) . x|z k

5 0 ] >
Obrazok 1. Graf Huberovej funkcie a k nej prislusnej funkcie 5

Andrewsova funkcia
Tato funkciu si uvedieme ako priklad toho, Ze nie vSetky volby funkcie p su kon-
vexné, ¢o sposobuje, Ze )}, p(y; — ) moze nadobudat’ okrem globalnych extrémov aj
extrémy lokalne.
() = { —k-cos;t Xl <k-m
Tk ks ken
sin®  ..|lx|<k-n

Y 4(x) :{ k

0 .lxI>k-m
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P4

0.5 05F ‘/’A

—0/5+

-1.0F

Obrazok 2. Graf Andrewsonovej funkcie a k nej prislusnej funkcie ¢ 4

2.3. M-odhad regresnych parametrov
M-odhad regresnych parametrov je definovany ako riesenie 8 = (8B, ..., B;)7 mini-
malizujice sucet funkcii rezidui t.j. rieSi minimaliza¢na tlohu

-1 %5 B

ip[L] := min,
i=1 o

kde & predstavuje odhad smerodatnej odchylky.

V pripade ak je funkcia p(-) diferenciovatel'na s absolutne spojitou derivaciou, tak
mozme tito minimaliza¢nu ulohu prepisat’ do tvaru hl'adania rieSenia rovnice

(i X, By

Sy

i=1 o
Existuje vel'a pouzivanych funkcii ¢ , ktoré vedu k r6znym M-odhadom napriklad tie

uvedené v 2.2.

M- odhad s monotdénnou funkciou ¢ je doporuceny k pouzitiu, ak nahodné chyby
v regresnom modely maju rozdelenie s chvostami, ktoré su tazsie ako chvosty normal-

neho rozdelenia, ale nie st tazsie ako chvosty dvojite exponencialneho rozdelenia.

2.4. Vlastnosti M- odhadov

Napriek tomu, ze M-odhady vznikli ako robustné odhady klasickych metod, st
robustné len voci odlahlym hodnotdm odozvy. Pritom st velmi citlivé (nerobustné)
voci pritomnosti odlahlych hodnét v regresoroch (vid' [5]), takze ma zmysel ich
pouzivat’ len v pripade kontaminacie vysvetlovanej premennej. Vlastnostami M-
odhadov budeme rozumiet’ popisanie vplyvov tychto kontaminicii na hodnotu

odhadov.
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Definicia: Nech # je systém vsetkych pravdepodobnostnych mier na priestore (X,B),
kde X je uplny, separabilny metricky priestor a B je o-algebra borelovskych pod-
mnozin X a nech Pe®. Povieme, ze Statisticky funkcional 7' je diferencovatelny

v Gateauxovom zmysle podla P v smere Q, ak existuje limita
T -tP+t-Q)—-T(P)
t

To(P) = limg

hodnota tejto limity predstavuje Gateauxovu derivaciu podl'a P v smere Q.

Definicia: Nech ¢...,¢, je nahodny vyber z ndhodnej velicny Y. Potom empirickou

(vyberovou) distribu¢nou funkciou pre y € R nazyvame funkciu

] n
Fo) == " T (0.
n k=1

Oznacme P, ako empiricku distribu¢nu funkciu prisluchajicu vektoru (y;...,y,):

1 n
P,,:;;(S,

Pre d’alSie pocitanie v tejto praci budeme predpokladat’, ze P, konverguje k P, resp. je

v istom okoli P a plati

T(P,) - T(P) = i iTéy,(P) +op{n?) pren - co.

i=1

Tato rovnost’ ndm umoziuje iZI’.’zl T5,(P) chapat’ ako chybu odhadu 7(P) pomocou
T(P,) a Ts, ako prispevok i-teho pozorovania k tejto chybe. To nas privadza

k myslienke definicie influen¢nej funkcie .

Definicia: Gateauxovu derivaciu T' podla rozdelenia P v smere 6,, y € Y nazyvame

influen¢na funkcia funkcionalu 7 v rozdeleni pravdepodobnosti P a piSeme
T((I —€)P+edy) —T(P)

IF(y, T, P) = T5(P) = limey

€

Pri kvantitativnych charakteristikdch robustnosti nas bude zaujimat’, aky velky vplyv
na funkciondl 77 ma "kontaminicia" rozdelenia P, ktord vznikne pridanim novych
pozorovani ¥,.1, Vni2,--- - Pri globdlnej citlivosti nds bude zaujimat’ aky maximalny

vplyv by mohlo mat’ nové pozorovanie y,,; na funkcional 7.
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Definicia: Nech 7' je Statisticky funkciondl a P je rozdelenie pravdepodobnosti na
(Y,8B). Potom globalnou citlivostou funkcionalu 7' pre rozdelenie pravdepodobnosti P
nazyvame hodnotu

Pre lepsie pochopenie si uved’'me i diskretizovanu formu influencnej funkcie. Pridajme
dodato¢né pozorovanie y,,; k pozorovaniam (y;...,y,). Potom vplyv tohoto pozorova-
nia mo6zme vyjadrit’ ako

I(T, yne1) = Toe1 V15 Y25 s Vs Vi) = D15 Y25 ey Vi) 4

Citlivostou funkcionalu 7, na pridanie d’alSicho pozorovania, tu rozumieme cislo
S(Ty) = sup,, [[(T,, y)l.
Predved’me si to na vypocte globalne;j citlivosti strednej hodnoty
T(P)=EpX , T,=X , Ty = Xpu1,

potom 7,1 mo6Zme vyjadrit’ ako

1 —
Tn+l—n+1(n'X+y)
az(4) tak dostdvame
_ _ 1 . . 1 -
I(T, = - X -X = ‘X - - X = (y—-X
(In ) n+1 (n +y) n+1 (n e +y) n+1 (y )’

prechodom k suprému cez vsetky Y ziskame

S(X) = : -sup,, [y - X]| = .

n+1
A teda globalna citlivost’ je rovna nekone¢nu, ¢o znamend, Ze priemer nie je robust-
nym odhadom strednej hodnoty. Tu sa ukazuje, ze M-odhady nemusia mat vzdy
vyhodné robustné vlastnosti. A teda triedu M-odhadov tvoria nielen odhady, ktoré su
robustné, ale patria tam aj iné odhady (napr. priemer), ktoré robustné vlastnosti

nemaju. Vo vSeobecnosti plati, ze ak influencna funkcia nie je obmedzend, potom

odhad prislusného parametru nie je robustny.

Pri lokalnej citlivosti nas bude zaujimat’ vplyv relativne malych zmien, pri nahradeni

pozorovania x pozorovanim y, na hodnotu funkcionalu 7.

Definicia: Nech 7' je Statisticky funkciondl a P je rozdelenie pravdepodobnosti na
(Y,8B). Potom lokalnou citlivostou funkcionalu 7' pre rozdelenie pravdepodobnosti P

nazyvame hodnotu
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WF(x,T,P)—IF(y.t. )l
llx=yll

7 :Supx,yey,x;&y
Rovnako ako pri globalnej citlivosti sa pri stanoveni odhadu snazime docielit, ¢o
najmensiu hodnotu lokéalnej citlivosti. AvSak pri dosiahnuti velkych hodnot (resp.
nekonecna) si musime uvedomit, Ze zmena influen¢nej funkcie je merana vzhl'adom
k rozdielu pozorovani x a y a tak samotnd zmena influencnej funkcie moze byt
nepatrna.
Dalej by nas mohlo zaujimat’, kol’ko minimalne pozorovani v nagom ndhodnom
vybere by sa muselo zmenit, aby novy odhad funkcionilu zaloZzeny na takto

upravenom nahodnom vybere bol 'ubovol'ne vzdialeny od nasho pdvodného odhadu.

Definicia: Nech 7 je Statisticky funkciondl a P je rozdelenie pravdepodobnosti na
(Y,8B). Oznaéme Y°=(yy, ...,y,) ndhodny vyber z nahodnej veli¢iny ¥ a k nemu pri-
slusni hodnotu funkcionalu 7' (YO) Nech H™ je mnozZina vSetkych m-prvkovych

podmnozin mnoziny {1,...,n}. Ozna¢me:

v =Y = (3 e )

Y=y preiefl, .,n\h, 3, €Y jelub.preieh, he H")
Dalej oznaéme m(T , Y%) najmensie celé ¢&islo spliujiice

SUPyn ¢ oy |7y - 1(Y)|| = 0.

Potom bodom zlyhania funkcionalu 7' vo vybere Y° nazyvame &islo
m(T , YO)
&(T. 1) = | ——= |

n
Ak cislo m(T , Y%) nezavisi na pociatoénom nahodnom vybere Y° potom bodom

)

zlyhania budeme rozumiet’ limitu
e(T) = lim,,_o, €,(T).

Bod zlyhania ndm tak urCuje minimalny podiel potrebnych novych pozorovani. Vo
vSeobecnosti pozadujeme, aby tento pomer bol o najvacsi (ale maximalne %). Z pri-

kladu o strednej hodnote a z rovnosti (5) dostdvame, Ze ak je influenc¢na funkcia

neobmedzena, tak bod zlyhania je rovny nule.

Existuju aj iné robustné odhady parametrov v linedrnom regresnom modely ako len M-
odhady. Ako priklad uvedme R-odhady (vid’ [6]), ktoré sa ziskaji inverziou testov
hypotéz o regresnych parametroch zaloZenych na poradi (regression ranks). Blizsie sa

im budem venovat v kapitole 3.3.
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3. Regresné kvantily

3.1.Regresny kvantil ako M-odhad
Regresny a-kvantil pre a€(0,1) potom mo6zme definovat ako jedno* z rieSeni mini-

malizacnej ulohy, kde za stratovu funckiu p vezmeme tzv. check function:

()_{ a-u u=0
P =V =) u o u<0’

respektive si ju mézme vyjadrit’ ako

Pa) = (@=1) 1T o)@)+@-u-Tig ) =u- (=T _upw).

Pre grafické znazornenie si moézme vykreslit’ stratové funkcie pre ¢asté vol'by a:

] 0.5¢
6F 04l
D F 03k Pos
3F 02F
] 0.1F
A Po.2s
10 “05 05 10 -10 “05 05 10
Obrazok 3. Grafy stratovych funkcii p pre @=0.25 resp. =0.5
Minimaliza¢na tloha tak bude mat tvar
min BeRk Z Pal\yVi — Xi ), (6)

¢o si mézme charakterizovat ako sucet rezidui prenasobenych a v pripade, ze su
kladné a 1-a ak st zédporné. Tato minimalizacna illoha ma aspon jedno rieSenie, pre-

toze plati

hm S —"X’Zp“ X; )—hrnyx _Hx)pra X; )_oo.

£

minimaliza¢nd tloha moéze mat’ viac rieSeni ako len jedno, ked’ze minimalizujeme
sucet po Castiach linearnych, konvexnych, spojitych funkcii a teda tento stcet je po

Castiach linearna, konvexné a spojita funkcia .
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3.2.Regresny kvantil ako rieSenie ulohy linearneho

programovania
Linearne programovanie sa zaobera rieSenim uloh na viazané extrémy linedrnych
funkcii na mnozinach, ktoré¢ s uréené viazobnymi podmienkami v podobe linearnych
rovnic a nerovnic.
Nasou tlohou bude najst’
n
n _ -
B = argmin g_p Zpa(yi - X; ,8) .
i=1

Majme teda mimimaliza¢n(i ulohu
n
- T
min g g Zpa(yi - X; ,8)
i=1

Tuto ulohu si mézme previest’ na ulohu linedrneho programovania

minge e (- IF- €+ -a)- 1] €T |XB+e' - =y, (e,)eRY").  (7)
Zaved’'me si oznacenia:
€ pre zapornu Cast’ vektoru residua y-X:f a €* pre kladnu Cast’ residua y-X £ t.].

B {—El' ..<0 " {Ei .. €>0 =
a—— DE = T =1...
E 0 ..¢>0 ° 0 ..e<0 P "

~ pre zapornu Cast’ vektoru S a S* pre kladnu Cast’ vektoru 3 t.).
J

- _ﬁi ...ﬁl'<0 . . ﬁl' ...ﬁl'>0 .
b “{ 0 .p>o0°P “{0 L pi<o Pei=lep

Potom mdzme ulohu (6) previest’ do tvaru
minx{cT-x | A-x=Yy,x= O},
kde:
X = (IB+T’ BT, T, E—T)’
c=(00, 00, a-1, 1-a)-1I),
A=X -X I, -T1,.
Majme dvojicu tloh
min{cT-x | A-XxX=y,x= 0},
max {[bT.y | A-y sc}.
Prvu z tychto uloh nazveme primarna, kde linearna funkcia ¢’.x predstavuje tcelovii
funkciu. Kazdy vektor x spliujiici obmedzenia primarnej ulohy je pripustnym
rieSenim minimalizacnej ulohy. Pripustné rieSenie x* spliujice pre kazdé pripustné

T T

rieSenie X: ¢’ .X" < ¢’ .x nazveme optimalnym rieSenim minimalizac¢nej ulohy. Druha

uloha predstavuje dualnu ulohu k primarne;j a plati:
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Veta o dualite: Majme dvojicu vzdjomne dudlnych uloh. Potom plati prave jedno

z nasledujucich troch tvrdeni:

1. Obe ulohy maju optimalne rieSenie a optimdalne hodnoty ucelovych funkcii su si
rovné.

2. Jedna z uloh nema Ziadne pripustné riesenie, druha uloha ma pripustné riesenie,
ale nemd optimalne, pretoze jej ucelova funkcia je na mnozine pripustnych rieSeni
neohranicend.

3. Ani jedna z uloh nema pripustné riesenie.

Dékaz: vid’ [9] Tvrdenie 1.7.

Duélna tiloha k nasej minimaliza¢nej illohe bude mat’ tvar
maxyg, {[bT-y |[bT-X =0,bela- l,a]”} b,=a 'V bj=1-0a),
¢o si mézme prepisat’ do tvaru :

max, {a’-y |a”-X=(1-0)1]-X,a €[0,1]"},kdea =b+(1-a)- 1.  (8)

Takyto tvar dudlnej tlohy zodpoveda tvaru ulohy lindrneho programovania pre pouzi-
tie metody vnatornych bodov. Specialne vhodnou metddou riesenia je pouzitie Frisch-
Newtnovho algoritmu.
Zaved’'me si premennu s splitujucu :
s=1,—a tjs;=1-a;prei=1, ...n
Teraz preformujeme zadanie nasej maximalizac¢nej ulohy (7), pomocou bariérovej
funkcie
n
B(a,s, o) = alT.y +0- Z(lnali +Ins;).
i=1
Ziskame zadanie v tvare
max, {B@,s, o) |a’-X=(1-a)1}-X,s =1, -a}. 9)
VyrieSenim tohto problému a naslednym vypocitanim limity pre o—0 dostaneme

rieSenie ulohy (7).

Definicia: Majme funkciu n premennych f (x) = f(x,...,x,). Gradient Y f* definu-
jeme ako vektor parcidlnych derivacii funkcie f vzhl'adom k jednotlivym premennym.

Dalej definujeme Hessian V2 f ako maticu druhych parcialnych derivacii.

v/ :(j—f] %)
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a’f a’f
Ix;? T Ox1 Oxy
Vef= '
a’f a’f
ax; ox, Ix,’

Vyjadrenim gradientu a Hessianu Bariérovej funkcie dostaneme:

98 :yi+0-(i -(=) =VBa,s,0)=y+o(A" =871,

37‘11’ 1-a;
kde A = diag(a;, ...a,) ;S = diag(s;, ...s,)

1 32 .
PB . _ { ‘7(_31_1,2 _(Q) ) prei = —V2B@,s, o) = —O'(A_Z—S_z)
Gasda; 0 prei # j

V kazdom itera¢nom kroku budeme chciet’ najst’ také p =a**) —a®  ktoré maxima-
lizuje hodnotu

B(al(k) +p,s® —p, (7).
Pre zjednodusenie budeme odteraz oznacovat a® len ako a. Vyjadrime Taylorov

rozvoj druhého radu barierovej funkcie v premennej p ako
1
Ba+p,s—p, o) =B@,s,0)+p’ -VB@,s, (7)+5 -p-V?Ba,s, o)-p.

Podmienku z (9) v tvare
@+p)"-X=aTX+p"-X=(1-0) 11X,
prevedieme do tvaru
P -X=0.
Vdaka predpokladu, Ze a je pripustné rieSenie, tak ma platit’
a’X=(1-a) Il X

Z Taylorovho rozvoja, prevedenej podmienky a ulohy (9) tak dostaneme ulohu v tvare

1
maxp {B(al, s, +pley+ [pT-O'(A_1 — S_l)-l,, — E -{pT-O'(A_2 — S_z).p ‘{pTX = 0}.

Kedze B(a, s, o) nezdvisi na p dostdvame tvar (nds totiz zaujima argmaxp)

1
max;, {]pT-yﬂpT-(T(A‘] —S_l).ln _5 -]})T-O'(A_Z—S_z).]p ‘]pT-X _ 0}'

Vyrie$enim takéhoto problému a posunutim z a® (nase a) vo vyslednom smere p,
predstavujucim smer k hranici mnoziny pripustnych rieseni, obdrzime opét’ pripustné
rieSenie a hodnota ucelovej funkcie sa nezmens$i. Tato tlohu budeme dalej riesit
prostrednictvom Lagrangerovej metddy neurcitych koeficientov. Nech d predstavuje

vektor Lagrangerovych multiplikatorov, potom Lagrangerova funkcia bude mat’ tvar
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1
L(p, dl):]pT-yﬂpT-(T(A_l —S_l)-ln _5 -]pT-(T(A_Z—S_z).]p—]pT-X-(ﬂ.

Polozime parcialne derivacie podla p a d rovné nule a dostdvame:
y+o(A™ =811, —o(A?=S$7)p-X-d=0
pIX=0
Predpokladame, ze 0—0 a teda z prvej rovnice dostavame y—X-d z ¢oho mozme
predpokladat’, ze d— .
Polozme W= (A2 -s2) ' potom prenisobenim prvej rovnice vyrazom X7 W
a pouzitim druhej rovnosti za ucelom eleminacie p dostaneme
X' W-y+o-X"WAT-87").1, =X"-W-X-d.
Odkial’ m6zme explicitne vyjadrit’ vektor Lagrangerovych multiplikatorov d ako
d=(X"W-X)" - [X"-W-y+o-XT-W(A T -57). 1,
a teda:

B = lim, ((xT-w-x)“ IXT-Wey +0-XT-W(A™! —S“)-ln]).

Co uz sme schopny aritmeticky dopocitat’ a ziskat’ tak ,23 odhad parametra 8 linearneho

modelu Y = B7 - X pre a-regresny kvantil.

3.3.Regresné poradové skére
Koenker a Basset (1978) charakterizovali regresné kvantily ako rieSenie parametrickej
ulohy linedrneho programovania. Zodpovedajuca mnozina dualnych uloh pre nich
predstavovala len technicky néstroj vyuzity pri vypocte regresnych kvantilov. Teraz
ukdzeme, Ze dudlne rieSenia, ktoré budeme nazyvat regresné poradia (regression
ranks) maju Statisticky vyznam a moZu byt’, ve'mi prirodzenym spésobom, pouZité na
definovanie regresnych poradovych skor (regression rank scores) v linedrnych mode-
loch, umoznujic nam tak mnoho aplikacii medzi, ktoré patri vytvorenie intervalu
spolahlivosti pre §; a testovanie hypotéz pre §; (vid [2]).
Majme dualnu tlohu
argmax, {alT-y |alT-X =(1-a)1l' X, a €0, 1]”}.
Nagou ulohou bude skiimat $tatistické vlasnosti rieSenia a(@) = (ei](a), ooy Ap(@))
tejto ulohy, ktoré si teraz charakterizujeme prostrednictvom tedrie linedrneho pro-
gramovania. Nech M = {i efl, .,n}|y;= x;! B(a)}, potom modzme a(a) uréit

prostrednictvom nerovnic:



Regresné kvantily | 16

a;(a) = prei=1, .., n,
{ 0 aky, <x/ B(@)

a pomocou linedrnych rovnic:
n n
D@ xi= (=) Y xi= Y I[> X f@)]-x:
ieM i=1 i=1
Pripomenme si, Ze takéto rieSenie existuje na zaklade Vety o dualite vzdy, ak existuje
rieSenie ulohy (6). Ak ma navySe "chyba aproximacie" € spojiti distribu¢nt funkciu,
tak toto rieSenie je jednoznacné pre kazdé ae(0,1). Vypoctu sme sa venovali v pred-

chadzajucej kapitole.

Teraz si zavedieme tzv. skorovt funkciu (score function) ¢:(0,1)—R, o ktorej budeme

predpokladat’, Ze ma kone¢nu variaciu a je konStantnd mimo intervalu [g,1-g] pre

A

nejaké e€(0,1). Pomocou tejto skoérovej funkcie budeme definovat’ skory b;

(regression rank scores) ako

1
bi = —f (10(5) dé\ll(S) i = 1, (B
0

kde a(s), se(0,1) je regresné poradie.
Ako priklad si uvedieme klasicki Wilcoxonovu skoérova funkciu centrovani v 0:
1
(@) =a- >

ktorej integrovanie po Castiach nam dava:

A

bl' = —£1(S——;)déll’(5)

= Eﬁli (s)s— —;
1/~ A 1
=37 5 (ali (%’H) —-a; (%’)) -3
kde @y, ... a; st body zlomu funkciea (@) a a . = 1.

Pre takuto a podobné volby skorovej funkcie ¢ modze byt skonStruovana testova
Statistika 7,,, ktort vieme pouzit’ na skiimanie globalneho efektu regresorov v matici Z
na pozorovanu veli¢inu Y.

Rozdelime regresory do dvoch skupin na regresory v matici X prostrednictvom,
ktorych budeme odhadovat’ pozorovanu veli¢inu Y a regresory v matici Z, u ktorych
budeme skumat’ ¢i ich pridanie do regresného modelu malo efekt na odhad
pozorovanej veliciny.

Budeme uvazovat’ model

Y=X-B@)+7Z {(a)+e.
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Spliujuci:
Yi = Bi(@) +x;, Ba (@) + .. + x5, Pr—g + 21, §1 (@) + .. + 2, §y (@) + €,
Z € R™1 je matica , ktorej riadky tvoria trojuholnikové pole,

na ktorom budeme testovat’ nulovi hypotézu Hy : {(@) = o.

Spocitame regresné poradové skory z "restricted form" (pouzijeme len maticu X):
argmax, {alT-y |alT-X =(1 —a)lZ-X, a € [0, 1]”}.
Skumana testova Statistika ma tvar
T,=S,"M,"'S, | 4), (10)
kde:
S, = 2z - 2),

7-7=7-X(X"X)"

X"z,
M, =(z-2)(z-2) |n,
b= [a®des) = (b, ...b,),
49) = [!(e? - ['os)ds] ds.
z-7 predstavuje rezidud vzniklé odhadom Z prostrednictvom metdédy najmensich
Stvorcov vykonanej na datach X.

Pri platnosti vysSie uvedenych predpokladov a nulovej hypotézy mé 7,, limitné rozdele-
nie Xg, kde q predstavuje pocet zloziek parametra . VSimnime si, Ze takto navrhnuty
test za platnosti nulovej hypotézy nie je vobec zavisly na distribu¢nej funkcii F' "chyby

aproximacie" € a ani na hodnotach g.

Dolezitou aplikaciou teorie testovania zaloZenej na regresnych poradovych skéroch
je vytvaranie intervalov spolahlivostu pre jednotlivé parametre kvantilového regres-
ného modelu s konkrétnym kvantilom «. Statistiku 7, budeme vytvarat pomocou
skorovej funkcie ¢, ktora sa bude exklusivne sustredit’ na jednu hodnotu a (chceme
otestovat’ vplyv regresorov na hodnotu pozorovani Y len v ¢asti populacie zodpoveda-
jucej @).

Budeme uvazovat model
Oyl | xi, z) = xi" (@) +2z" {(a).

Nasim cielom bude urcit, ¢i vektor regresorov z; ma vplyv na sledovanii ndhodnu
veli¢inu Y pre zvoleny a-regresny kvantil.
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Testujeme hypotézu H, : { = {; (Specialny pripad, ktory nas najcastejSie bude zaujimat’
je {=0), tento test bude zaloZeny na regresnych poradiach, ktoré mézme ziskat’ ako
rieSenie ulohy
argmax, {aT-(y —2{,) ‘ al . X=(-a)1l-X, ael0, 1]”}.
Skorova funkcia
Pals) =@ —I(s < a) (11)
nam umoziuje zamerat’ sa pocas testu vyhradne na a-kvantil.

Specialny pripad, pre median majuci tvar

1 1
(t):_s (t__)’
P12 ) 2n )

je  dolezitou  aplikdciou, ktord sa  Casto  oznaCuje ako  sgn-skore.

Pouzitim skorovej funkcie (11) vypocitame skore ako
b; = —folgo(s)dé,.(s) =d@-(l-a) i=1, ., n
Pri platnosti Hj plati
Sulo) = (2= 2)" bLsS~N(0, 4Xe0)- ¢2),
kde:
g2 =n"Z(1-x(x7 x)" X7)Z,
b=(by, ...b,),
A1) = (00~ [ea)ds) ds=a-(1-a).
Potom plati ,ze
T,o) = Sudo) | (4(6a) 4> T~N(0, 42(60) - 2).

Hypotézu H, zamietame, ak |7,(o)| > &~'(1 - %‘)
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4. Aplikacie kvantilovej regresie

4.1. Aplikacia prevedena na vygenerovanych datach

Pre lepSie pochopenie, toho ako funguje kvantilova regresia, si ukdzeme pouZzitie

Statistickych najstrojov z nej vychadzajicich na jednoduchych Statistickych datach,
ktoré si sami vygenerujeme takym spdésobom, aby vysledky mohli byt jednoducho
graficky prezentované. Vypocty prevedieme v Statistickom programe R (vid’' [10]),

niektoré pomocné vypocty si predpripravime v matematickom programe Mathematica.

Zvolime si regresny model s dvoma regresormi:

yi:,B0+,81x,~+,822,~+€,~ , prei: 1, ey 1.

(12)

Teraz si vhodne zvolime hodnoty skutocnych regresnych koeficientov a to takym

spOsobom, aby sme si na nich mohli prezentovat’ rozne vysledky pri testovani hypotéz
vyznamnosti jednotlivych regresorov (vid’ predchddzajucu kapitolu).

(Bo, B1, B2) =(1,2,0.01)

Pocet pozorovani n si zvolime 50 a nasledne si vhodne vygenerujeme hodnoty regre-

sorov a chyb aproximacie:

hodnoty regresora x; budu predstavovat nahodny vyber z normadlneho
rozdelenia N(0,5)

hodnoty regresora z; budi predstavovat’ ndhodny vyber z rovnomerné¢ho

rozdelenia R(-1,1)

hodnoty chyb aproximacie € predstavuji ndhodny vyber z normadlneho
rozdelenia N(0,1)

Teraz si prostrednictvom takto vygenerovanych hodnét a ich vloZzenim do modelu (12)

vypocitame prislusné hodnoty y,, ..., y, skimanej veli¢iny Y.

Blizsi nahl'ad na ziskané hodnoty y;:

-21.67

Min.

1st Qu.
-5.5250

Histogram pre nahodny vyberz Y

-0.24092

3rd Qu. Max.
6.2730 25.2100

Mean
0.3470

Median

Box-plot pre nahodny vyberz Y

Obrazok 4. Histogram a boxplot vygenerovanych hodndt y;
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ESte pred samotnou regresnou analyzou si zvolime, ¢o najvhodnejsi model, na ktory
ju budeme aplikovat’. Na zaciatku uvazujeme nas povodny regresny model (12)

vi=PBo+Bixi+Przi+e, prei=1, ..., 50.

Nasledne sa budeme snazit’ urcit’ na ktorych regresoroch je skimand velic¢ina zavisla
a naopak, ktoré regresory mdézme za istych okolnosti z modelu vylicit. To mdzeme
docielit’ viacerymi metddami:

e Procedura stepwise

Tato metdéda minimalizuje sucet rezidudlnych Stvorcov prostrednictom pridavania,
alebo odoberania premennych spdsobom, ktory zohladiiuje Statistickll vyznamnost’
vSetkych premennych v modely. Téato stepwise procedira bude kombinovat prvky
napredovacieho (forward) vyberu a spétnej (backward) eliminacie, ked’ po kazdom
eliminacnom $tadiu bude nasledovat’ kontrola pre mozné pridanie. Ako pociatocny
Statistisky objekt reprezentujici model, ku ktorému procedura zacne pridavat’ regre-
sory, zvolime objekt vznikly kvantilovou regresnou analyzou, ktord skimanu veli¢inu
modeluje len pomocou konstanty. Vypocet regresnych koeficientov prebieha prostred-
nictvom Frisch-Newtnovho algoritmu, ktorého priebeh sme si ukazali v predchadza-
jucej kapitole. Procedire umoZznime pridavat’ regresory obsiahnuté v nasom modely
(12).

modelO<-y~x+z

model<-step (rq(y~1,method="£fn") ,scope=model0, trace=0) $formula

procedira nam vrati:

Call:
rq(formula = y ~ x, method = "£fn")

Coefficients:
(Intercept) X
1.108684 2.025940

Degrees of freedom: 50 total; 48 residual

Poznamenajme, ze program R vo vystupnom modely neuvadza konStantu, ktora je
vSak v modely obsiahnutd. Procedura navrhuje vynechat’ z povodného modelu regre-
sor Z. Model navrhnuty stepwise procedirou, ako vhodny na regresnu analyzu, tak ma
tvar

Vi :ﬁ0+ﬁ1 xX;+€ prei: 1, veey 50. (13)
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e Testovanie hypotéz vyznamnosti

Tento test bude zaloZzeny na regresnych poradiach a pre prislusné “restricted form”
nasSho modelu ( Y~ X resp. Y ~Z ). Pre lepSie pochopenie toho, ¢o vlastne st regresné
poradia si ich mézme v programe R vyjadrit’ pre “restricted form” Y~ X pouzitim
prikazu:

model<-y~x
regres2<-rq(model, tau=-1,method="br") $sol

a nasledne graficky znazornit’ :

Pozorovanie 1 .,Hodnota skérovej funkcie: 0.3716
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Pozorovanie 3 .,Hodnota skérovej funkcie: 0.3867
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Obrazok 5. Grafy regresnych poradovych skor prvych troch pozorovani pre y~x

Regresné poradové skory bz prislusnej "restricted form" Y ~Z, vyuzité pri vypocte
vyznamnosti regresora X, vypocitame v programe R pouZzitim prikazu

skorel<-ranks (rq(y~z,tau=-1,method="br") ,h score="wilcoxon") .
Analogicky vypocitame regresné skory pre “restricted form” ¥~ X:

skore2<-ranks (rq(y~x,tau=-1,method="br") ,score="wilcoxon")
Ako skorovu funkciu sme zvolili Wilcoxonovu funkciu, ktora ma tvar

e =2t-1 ; 0<t<l.

Teraz pouzijeme testovu Statistiku (10) zaloZzent na regresnych poradovych skérach
T, = SnTMn_] Sn/Az(‘;O)a pren=1,2,

o ktorej na zaklade tedrie uvedenej v kapitole 3.3 predpokladame, Ze ma X% rozdelenie.
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Hodnoty testovej Statistiky a ich p-hodnoty si uvedieme v tabul’ke:

Regresor Testova Statistika T, p-hodnota
X 25.1642 5.265054 ¢ - 07
z 0.00372309 0.9513456

Tabul’ka 1. Testy zavislosti na jednom regresore pre TP

Z tabulky vidime, Ze na 5% hladine vyznamnosti nezamietame nevyznamnost
regresora Z. Rovnako ako stepwise procedura teda aj testovanie hypotéz vyznamnosti
navrhuje vynechat’ z pdvodného modelu regresor Z.

Ako optimalny model pre regresnu analyzu nam tak v oboch pripadoch vySiel model
v tvare

vi=PBo+pBixi+e ,prei=1, .., 50.

Na tento model (13) teda budeme aplikovat’ kvantilovl regresiu prevedent v kvar-
tiloch pouZzitim prikazu

regresory <- summary (rqg(model, tau = c¢(0.25, 0.5, 0.75))).

Vysledky odhadov regresnych koeficientov spolu s 95 % intervalmi spolahlivosti si
uvedieme v tabul’ke:

Regr. koeficient 0.25 0.5 0.75

Bo 0.25781 1.10868 2.24806
(~0.01760, 0.58221) (0.66501,1.41321) (1.58247,2.38872)

Bi 1.98903 2.02594 1.96722
(1.89188,2.07814) (1.90321,2.08260) (1.92740,2.09957)

TabuPka 2. Vysledky odhadov regresnych koeficientov kvantilovou regresiou pre TP

Poznamenajme, ze regresny koeficient §, volime na zéklade testov o vyznamnosti

regresorov nulovy vo vsetkych kvantiloch.

Pre uplnost’ si este uvedieme odhady regresnych koeficientov ziskané metddou naj-
mensich Stvorcov:

Regr. koeficient MNC
Bo 1.20793
B 1.99619
B2 —0.04609

TabuPka 3. Vysledky odhadov regresnych koeficientov MNC pre TP
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Zmeny regresnych koeficientov v zéavislosti na jednotlivych kvantiloch si znazornime
graficky:

(Intercept) X
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Obrazok 6. Odhady regresnych koeficientov pre TP

Cervené konstantné priamky predstavuju odhad koeficientov metddou najmensich
Stvorcov a 90% interval spolahlivosti. Seda oblast’ predstavuje 90 % intervaly
spolahlivosti pre jednotlivé regresné koeficienty v zévislosti od kvantilov.

Nasledne si vykreslime odhady pre regresné kvartily a porovname ich s odhadom
ziskanym metddou najmensich Stvorcov.
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QR pre 0.5 kvantil
<
N
0‘?00
> 2 ;°
o °
o |
. ,
N
T T T T T
-10 -5 0 5 10

Obrazok 7. Kvantilové priamky pre TP
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Teraz predvedieme niektoré aplikacie regresnych kvantilov pri testovani hypotéz.
Prirodzenou otadzkou je, ¢i odhadnuté kvantilovo regresné vztahy potvrdzuji tzv.
hypotézu o posunuti polohy (location shift hypothesis), ktord predpokladd, Ze vsetky
kvantilové funkcie maju rovnaké stipcové parametre. Jednd sa o test zhody smernic
a teda testujeme platnost’

Hy: Bi(m)=a, prei=1,2...,n.
Dosledkom platnosti tejto hypotézy by bola linedrna zavislost’ premennej ¥ na X.

Ukazeme si ako si overit’ platnost’ tejto hypotézy v kvartiloch. Prevedieme tri procesy
odhadovania (fits):

fitl <- rq(y ~ x, tau 0.25),
fit2 <- rq(y ~ x, tau = 0.5),

fit3 <- rq(y ~ x, tau 0.75),

na ktoré pouzijeme funkciu anova (vid’ [10] help pre funkciu anova.rq) :
anova (fitl,fit2,£fit3),
ktord nam vrati tabul’ku analyzy rozptylov :

Quantile Regression Analysis of Deviance Table

Model: y ~ x

Joint Test of Equality of Slopes: tau in { 0.25 0.5 0.75 }
Df Resid Df F value Pr (>F)

1 2 148 0.6272 0.5355

Na zaklade vysledkov tohto testu nemozeme zamietnut’ platnost’ hypotézy H, a teda
ani hypotézu o linearnej zavislosti skiimanej premennej ¥ na X.

Pre lepsie grafické pochopenie vykreslime:
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Obrazok 8. Odhadnuté podmienené kvantilové a hustotové funkcie pre ¥
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Tento test nam neumoznil zamietnut’ hypotézu H, a preto skusime previest’ dosled-
nejsi test, ktory je zalozeny na regresnych poradiach a berie do Givahy hodnoty vo
viacerych kvantiloch rozdelenia Y (nielen v kvartiloch):

KhmaladzeTest(y ~ x, taus = -1, nullH = "location")
vysledkom ktorého je:

$nullH
[1] "location"

STn
[1] 1.035798

Po dohladani v tabulke obsahujucej kritické hodnoty tohto testu dostdvame, ze 1%
kritick4d hodnota pre nase data (p =2 ,e = 0.05) je rovna 4,199 (vid’ [1] tab. B2) a teda
ani tymto testom nezamietame hypotézu o zmene polohy a tak nemdézme vylucit', Ze Y
je linearne zavislé na X a teda nami navrhovana vol'ba modelu

Y=Bo+pB1-X

sa javi ako vhodna.

4.2. Aplikacia prevedena na realnych datach

Praktické pouzitie metdod kvantilovej regresie si ukdzeme na priklade, v ktorom
budeme na redlnych déatach zozbieranych v rokoch 1993-94 z 1283 americkych uni-
verzit, urCovat’ zavislost’ vysky Skoln¢ho prislusnej univerzity, na premennych uve-
denych v tabulke 3. Tuto zavislost sa pokisime slovne interpretovat’ a zdévodnit
vyvoj regresnych koeficientov jednotlivych premennych v zavislosti na kvantile 7.
TaktieZ overime, ¢1 bolo vhodné volit’ metddy linedrnej regresnej analyzi a zameriame
sa na to ako sa meni zavislost’ skolné¢ho na svojich regresoroch v zavislosti od toho, ¢i

je Skola $tatna, alebo sukromna .

Datovy stibor bol ziskany z dvoch zdrojov a to :

1) US. News & World Report's 1995 Guide to Americas Best Colleges
2) AAUP's (American Association of University Professors) 1994 Salary Survey
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Ndazov premennej strucnd charakteristika

tuition vyska vysokoskolského skolného v $

pcttop25 percento novoprijatych §tuc}entov patria-
cich k 25% najlepsSich zo SS

sf ratio pomer ¢lenov fakulty k Studentom

fac_comp priemerna kompenzécia skolného

accrate podiel prijatych Studentov k prihlasenym

graduat percento Studentov, ktori uspesne dostu-
duju

pct_phd percento vyucujucih s Ph.D

Sfulltime percento Studujticich na dennom §tadiu

alumni percento absolventov univerzity, ktori jej
prispievaju

num_enr! pocet novoprijatych Studentov

public/private premennd urcujlca, ¢i je Skola Statna ,

alebo stikromna (Statna=0 ,sakromnd =1)

Tabulka 4. Charakteristiky univerzit

Uvazujeme regresny model v tvare

tuition =
Bo + B1 pcttop25 + B, sf ratio + B3 fac_comp + B4 accrate + Bs graduat (14)
+ B¢ pct_phd + B7 fulltime + G alumni + Bo num_enrl + 19 public | private.

Nas datovy subor obsahuje informécie z 1283 americkych univerzit, avSak nie ku
kazdej univerzite su uvedené kompletné udaje . PouZzitim prikazu

data<- dataset[complete.cases(dataset), ]

vyradime zo suboru univerzity, ku ktorym neboli dodané kompletné idaje pre vsetky
premenné. Takto vznikly datovy stibor obsahuje 804 univerzit s udajmi pre vsetky
premenné.

Blizsi nahl'ad na hodnoty hodnoty vysky skolného tuition :

Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
2340 7146 9842 10290 12850 25750
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Histogram pre premennu tuition Box-plot pre pre premennu tuition
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Obrazok 9. Histogram a boxplot hodnét tuition

Z boxplotu vidime, Ze ndhodny vyber obsahuje viaceré odl'ahl¢ pozorovania .

Este skor, nez posudime odhady regresnych koeficientov ;i = 1, .. 10, otestujeme
jednotlivé regresory na nevyznamnost. K tomuto ucelu vyberieme jednu z metod,
ktoré sme si predviedli v teoretickom priklade. Ako najvhodnejsi sa pri vd¢Som pocte
regresorov javi postup pomocou stepwise procedury, ktorej priebeh sme si popisali
v 4.1. Na zaciatku uvazujme nas povodny regresny model (14) pomocou stepwise
procedury sa budeme snazit’ vybrat jeho pre regresnii analyzu ¢o najvhodnejsi
submodel.

Vypocet v programe R:

max.model<-as.formula (paste("tuition~",
paste (names (+ dataset[c(2:11)]) ,collapse="+")))
model<-step (rqg(tuition~1,method="£n") , scope=max.model, trace=0)

Navrhnuty submodel m4 tvar:

tuition = By + B sf_ratio + B, fac_comp + B3 graduat + B4 pct phd + B5 fulltime
+ B¢ alumni + B, public | private

Na tento model aplikujeme prikaz:
regresory <- summary (rqg(model, tau = c¢(0.25, 0.5, 0.75)))

Vysledky odhadov regresnych koeficientov pre najvyznamnejsie kvantily spolu s 95 %
intervalmi spol’ahlivosti si uvedieme v tabul’ke:
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Regresny koeficient 0.25 0.5 0.75
Bo —2774.26811 —2221.79773 —2976.22398
(—4149.52193,-1351.57218) (~3337.04237,-1239.51208) (~4756.54820,-905.21631)
Bi —155.36114 —-163.30405 —123.47423
(—223.05887-111.13941)  (~208.00637,~117.28089)  (~204.37742,-84.28445)
Bo 0.10948 0.12382 0.13053
(0.08882,0.12202) (0.10803,0.13873) (0.11300,0.16339)
B3 27.91620 18.60247 16.67539
(18.34451,35.18609) (11.29319,30.04818) (0.25042,26.30793)
Ba 27.93436 33.05932 36.45428
(19.98321,45.64387) (22.14588,40.67896) (21.41629,51.06758)
Bs 6.28444 5.44838 13.71562
(~1.42940,15.53886) (~1.42445 ,16.97730) (~3.87215,21.62930)
Bs 42.17818 51.31407 50.12455
(25.28324,58.31736) (37.96737,68.00181) (31.98825,71.62279)
B 4145.92048 4359.04528 4909.94529

(3785.38198,4546.09932) (4033.89952,4773.58586) (4371.58425,5629.10246)

Tabulka 5. Vysledky odhadov regresnych koeficientov pre PP

To ako sa menia regresné koeficienty v zavislosti na jednotlivych kvantiloch pre vysku
SkoIlného si znazornime graficky :
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Obrazok 10. Odhady regresnych koeficientov pre priklad s redlnymi datami
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Teraz sa pokusime slovne interpretovat vysledy kvantilovej regresnej analyzi
zalozené na grafoch obsiahnutych v obrazku (14). Pripomenme, Ze niektoré premenné
boli pri vyberani najvhodnejSicho submodelu z regresnej analyzi vyradené a tak ich
regresné koeficienty uvazujeme rovné nule pre vSetky kvantily.

e Regresor : public.private, regresny koeficient : 8,

premenna uréujica,di je $kola Statna,alebo sukromna $tatna=0,sikromna=1
Skolné v sukromnych $kolach je, uz z vysledkov ziskanych metédov najmensich
Stvorcov, ocCividne vysSie nez v Skolach Statnych a to v priemere o 4359 dolérov.
Regresnd analyza ndm vSak navySe poodhaluje, ze tento rozdiel je ovela nizsi pre
nizke kvantily a podstatne vyssi na opacnom chvoste rozdelenia.

e Regresor : fac_comp, regresny koeficient : 3,

priemerna kompenzacia $kolného
Regresor sa javi na zéklade porovnani regresnych koeficientov ako mélo vyznamny,
musime vSak vziat' do tvahy, Ze kym hodnoty ostatnych regresorv predstavuju per-
centd pripadne nadobtdajii hodnoty {0,1}, tak tento regresor nadobuda rddovo vysSie
hodnoty a tak je jeho vplyv aj pri nizkom regresnom koeficiente na vysku Skolného
znacny.Tento vplyv sa s narastajucim skolnym postupne zvysuje.

e Regresor :alumni, regresny koeficient : S

percento absolventov univerzity, ktori je prispievaju
Vplyv tohto regresora nam osciluje okolo priemeru ziskaného metdodou najmensich
Stvorcov.

e Regresor : sf _ratio, regresny koeficient : S
pomer ¢lenov fakulty & Studentom

Pomer Studentov k vyucujucim ma vyrazny negativny dopad na vysku skolného. Tento
negativny dopad sa trochu prekvapujiico s rastiicim kvantilom $kolného znizuje, o si
ale mdzme vysvetlit pomocou regresora udavajuceho percento vyucujucich s Ph.D.,
ktory v zévislosti na Skolnom stipa a tak mdze aj mensi pocet Clenov fakulty
zabezpecit’ kvalitné vzdelanie. Pre vysoké kvantily sa tento trend obracia a negativny
dopad na skolné sa zvySuje.

e Regresor : pct_phd, regresny koeficient : S,

percento vyucujicih s Ph.D
Vplyv tohto regresoru je kladny a postupne s rasticim Skolnym pomerne vyznamne
rastie. To moZe byt spdsobené tym, ze u §kol s vysokym pct phd je nizke sf ratio
a vydaje na ¢lenov fakulky s Ph.D predstavuju vysoké ndklady pre univerzitu, ktoré
musia byt kompenzované vyskou skolného.
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e Regresor : graduat, regresny koeficient : 33
percento Studentov,ktori uSpesne dostuduju

Vplyv tohto regresoru postupne s vysSkou skoln¢ho klesd, ¢o si mézme vysvetlit’ tym,
ze Skoly poskytujice kvalitnejsie vzdelanie, a tym padom majice vyssSie Skolné, si pre
Studentov naroc¢nejsie, o zniZuje podiel Studentov, ktori Skolu uspeSne dostuduju.
Avsak to tychto Studentov natolko neovplyviluje pretoze tato narocnost’ zvysuje
prestiz Skoly a takto ziskaného titulu a teda pozitivny vplyv podielu dostudovanych
Studentov je zmensSeny ubytkom prestize.

e Regresor : fulltime, regresny koeficient : 5

percento Studujicich na dennom Studiu
Vplyv tohto regresoru nam postupne s vyskou skolného rastie , a kym u §kol z nizkych
kvantilov m6ze byt tento vplyv dokonca ziporny, pretoze tieto Skoly s predpo-
kladanou nizSou kvalitou st zamerané na externych Studentov, tak u vyssich kvantilov
je vplyv podielu dennych Studentov na vysku skolného uz kladny.

Pri skamani vysky Skolného sa vynara otazka, ¢i a o kol’ko sa lysi §kolné v sikromny
a Statnych Skolach a ¢i sa tento rozdiel odraza aj v hodnotich charakterizujicich
premennych. Nasim cielom bude urcit’ ako sa Iysi vplyv charakterizujicich premen-
nych v jednotlivych kvantiloch v zavislosti od toho, ¢i sa jedna o Skolu $tatnu alebo
sukromnu.

Najprv si graficky znazornime hodnoty vysky Skolného rozdelené podla toho, ¢i sa
jednd o Statne, alebo stikromne Skoly:
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Obrazok 11. Histogramy a boxploty pre hodnoty fuition rozdelenej podl’a premennej public/private
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Z grafov vidime ,Ze Skolné v sukromnych Skolach:

Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
2340 9400 11280 12000 14200 25750

je zvyCajne vyssie ako v Skolach Statnych:

Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
2580 5130 6594 6698 7765 15730

Teraz si vykreslime grafy zavyslosti premennej tuition na vybranych charakterizuju-
cich premennych (pcttop25, sf ratio,graduat, pct_phd,), od ktorych vo vSeobecnosti
oc¢akavame, Ze popisuju kvalitu vzdelania poskytnutého vysokou skolou. Data
rozdelime do dvoch skupin podl’a toho, ¢i sa jedna o Skolu Statnu (Cierna farba), alebo
Skolu sukromnu (modra farba) a do grafov zakreslime regresné kvantily v kvartiloch
pre prislusné skupiny.
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Obrazok 12. Vykreslené zavyslosti tuiotion na vybranych regresoroch

Z grafov jednoznacne vyplyva, ze v sukromnych S$koldch maju tieto regresory na
stanovenie vysky skolného vicsi efekt ako v Skolach Statnych.
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Na zaver prevedieme opét test hypotézy o zmene polohy (location shift), ktorou si
overime, ¢1 bolo vhodné modelovat’ vysku Skolného linedrnym regresnym modelom.

Budeme overovat’ pre jednotlivé regresory (i = 1, 2 ..., 7) hypotézu
Hy: Bi(7) = a;
a nésledne spolo¢nu hypotézu pre vsetky regresory :
Hy: Bi(n)=a;prei=1,2..,7.
To dosiahneme pouzitim prikazu v R

KhmaladzeTest (model, taus = -1, nullH = "location").

Vysledok testu si uvedieme v tabulke:

Premenna T
public.private 1.6879474
fac_comp 2.0102988
alumni 0.4734559
sf ratio 1.0721061
pct_phd 0.5140671
graduat 0.5944883
fulltime 0.7793660
spolo¢ny efekt 6.523212

Tabulka 6. Testy hypotézy o zmene polohy

Po dohladani v tabulke obsahujucej kritické hodnoty tohto testu dostdvame, ze 5%
kritick4d hodnota pre spolo¢ny efekt (p = 8, € = 0.05) je rovna 9,552 (vid' [1] tab. B2)
a teda nezamietame hypotézu o zmene polohy a teda nemdézme vylucit, ze Y je
linearne zavislé na vektore X a teda vol'ba linearnej regresie sa javi ako vhodnd a ani
Statistiky pre jednotlivé kovariaty nie st zamietajuce na 5% hladine.
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Zaver

V tejto bakaldrskej préaci st obsiahnuté teoretické zéklady, z ktorych bola odvodena
teoria regresnych kvantilov. Snazili sme sa o ucelenejsi pohl'ad na tedriu kvantilovej
regresie, z pohladu zaclenenie odhadov v nej vzniklych do rdamca M-ohdadov a
ukdzali sme jej suvis s metddami klasickej regresie, Specidlne s odhadmi prostred-
nictvom metody najmensich Stvorcov. Poukazali sme na jeden z pristupov v linedrnom
programovani pre vypocet regresnych koeficientov a predviedli sme odvodenie jeho
algoritmu (Frisch-Newtnov algoritmus). Ukdzali sme si Statistické pouzitie regresnych
poradi, vzniklych pri vypocte dudlnej ulohy k tlohe pre vypocet regresnych koeficien-
tov, a nasledne sme ho demonStrovali v praktickej Casti. V tej sme ilustrovali znalosti
nadobudnuté v teoretickej Casti na dvoch prikladoch, ktoré sme volili takym spo-
sobom, aby z nich bolo jasne vyditelné, aky potencial ma pouzitie metdd kvantilove;j
regresie a nakol’ko ndm skiimanie priebehu regresnych koeficientov pre jednotlivé
kvantily moZze ozrejmit’ zavislost medzi regresormi a skimanou premennou. Tedria
kvantilovej regresie je ovel'a obSirnejSia a prindSa viac aplikacii ako je uvedené v tejto
praci, ucelom ktorej bolo priniest’ Citatelovi zakladné znalosti potrebné pre dalSie
$tadium a prehibit’ jeho zaujem o ich d’al3ie §tadium.
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