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Uvod

V tvodnej kapitole tejto prace st zadefinované zakladné pojmy, ktoré v praci
pouzivame. KedZe sa s pojmom regresia stretdvame v roznych oboroch a
oblastiach, je zrejmé, zZe regresna analyza ma pocetné moznosti aplikacie.
Standardne sa s jej aplikidciou stretdvame v oboroch financi, ekondmie,
obchodu, prava, Statistiky, mediciny a dalo by sa pokracovat dal$imi vednymi
obormi. V podstate, sa tato jednoducha metéda da vyuzit pri rieSeni Sirokého
spektra problémov. S niektorymi konkrétnymi aplikdciami sa neskér budeme
zaoberat aj v tejto praci.

Po zavedeni zdkladnych pojmov prejdeme k zdkladnym vzfahom medzi
skiimanymi ndhodnymi veli¢inami. PredovSetkym si tieto vzfahy ukaZeme na
linedrnom regresnom modeli a normalnom regresnom modeli. Tretia kapitola
je nasledne venovand modelom errors in variables a ich podrobnejsim popisom.
Finalna, stvrta kapitola, sa zaobera aplikdciou modelov errors in variables
v praxi. Pre potreby tejto prace sme zvolili aplikdciu errors in variables v

medicine, vo vyskume rakoviny pfs.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

Regresia respektivne regres je vyraz pochadzajuci z latinského vyrazu regres-
sus, ¢o obecne znamend navrat, pohyb spif. S pojmom regresia sa stretavame
v roznych oboroch a oblastiach, kedZe regresné analyza méa pocetné moznosti
aplikicie. Ciasto¢ny, no urcite nie tGplny zoznam by zahrnoval financie,
ekonémiu, obchod, pravo, $tatistiku, medicinu a dalo by sa pokracovat dalsimi
vednymi obormi. V podstate, sa tato jednoduchd metdda da vyuzit pri rieSeni
sirokého spektra problémov. S niektorymi konkrétnymi aplikdciami sa neskor
budeme zaoberat aj v tejto praci.

Samotny pojem regresie zaviedol do Statistiky britsky vedec Francis Galton
okolo roku 1880. Nazov regresnej analyzy, ktorou sa budeme zaoberaf, sa
odvodzuje prave od jeho c¢lanku: Regression towards mediocrity in hereditary
stature, z roku 1886 [Gal86].

V ktorom sa zaoberal vySetrovanim zavislosti priemernej vysky potomkov
na vySke rodi¢ov. AvSak so snahou hladat vzdjomny vzfah nadhodnych
veli¢in sa stretdvame uz ovela skor, napriklad v pracach Galilea Galileiho,
R.J.Boscowitcha, Laplaca ¢i Gaussa.

Regresna analyza sa postupom c¢asu stala jednou z najviac rozsirenych
a pouzivanych metod pre analyzovanie dat. Hlavnou pri¢inou tejto sku-
to¢nosti je najmi to, Ze sa jednd o relativne jednoducht a zrozumitelnt

metddu pre skimanie funkéného vzfahu medzi premennymi. Tento vzfah je
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vyjadreny vo forme rovnice alebo modelu, ktoré spajaju takzvané zavislé

premenné a jednu ¢i viac vysvetlujicich premennych.

Vzhladom k tomu, Ze k tejto téme existuje obrovské mnozstvo literatiry, je
v 2 P v 7 X v Vs . /. /. .7 .
obcas dost tazké sa vyznat v oznaceni jednotlivych premennych vyskytujucich
sa v tedrii regresnej analyzy. Najjednoduchsi sposob ako zacat je uvazovat
na zaciatok vztah medzi jednou zévislou a jednou vysvetlujicou premen-
nou. Pouzitie vyrazu zavislda premenna v tomto pripade znamena, Ze tato

premennd je niakym spésobom naviazand na hodnotu vysvetlujicej premennej.

Teda, ze napriklad ak vysvetlujicu premenni vynésobim vhodnym koe-
ficientom, dostanem hodnotu zavislej premennej. A prave z tejto tvahy
vychadzal uz spomenuti Francis Galton pri svojom experimente s merani
synov a otcov. Jeho experiment mozeme zjednodusene popisat nasledovne:
uvazujme n rodin, v ktorych mame namerant vysku otca a syna. Pre
prehladnost za¢nime s prvou rodinou. Vyska otca je pre nam vysvetlujica
premennad, je to ndhodna veli¢ina a oznacime si ju ;. Vyska syna je pre nam
zavislad premennd, ktora je tiez ndhodnou veli¢inou a ozna¢me si ju y;. Vztah

medzi x1a y; potom mozeme popisat rovnicou v tvare:

y1 = Bo + fizr + €1

V tejto rovnici 3y a [3; predstavuju koeficienty, prostrednictvom ktorych
vyjadrujeme vajomni zavislost premennych x; a y;. Pri merani, moze dojst k
chybe a tento fakt je teda nutné reflektovat zahrnutim néahodnej zlozky e; do

rovnice.

Rovnakou rovnicou mozno vyjadrit vzfah medzi vyskou otca a syna v
kazdej zo skiimanych n rodin. Tym sa dostavame k dalSiemu znaceniu. Sym-
bolom Y si ozna¢ime nahodny vektor, ktorého zlozky st tvorené nadhodnymi
veli¢inami y1, .., ¥,,. Teda je to vektor, ktory ndm udava namerané vysky synov
v jednotlivych rodinach. Obdobne potom oznac¢me X nahodny vektor, ktorého
zlozky s tvorené ndhodnymi veli¢inami xq,...,z, a udava nam namerané

vysky otcov v jednotlivych rodinadch. Rovnica zavislosti ¥ a X ma potom
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tvar:
Y =060+ 65X +e.

Tu uz ale parametere [y a [; predstavuji nahodny vektor. Tak isto e
predstavuje uz nahodny vektor chyb merania a je tvoreny zlozkami €y, €9, .., &,,.

V literatire zaoberajicej sa touto problematikou potom mozme néjst
rozne pomenovania pre premenné. Zavislé premenné y; najdeme oznacent
ako regresandy a odozvy. Vysvetlujice premenné x; ako prediktory, regresory
alebo nezavislé premenné. AvSak nazov nezavislé premenné je najmenej
preferovany a to hlavne z dévodu, Ze samotné vysvetlujice premenné su len
malokedy vzajomne nezévislé. Teda tento nazov moze byt mierne zavadzajuci,

a v tejto praci sa mu radsej vyhneme.

1.1 Podklady

Pozrime sa teraz obecne na podklady, s ktorymi budeme pracovat v tejto
praci. Zakladom pre nas st niake dostupné data. Pri skiimani a vyhodnocovani
tychto dat je vhodné postupovat na zéklade overenej Sablény, ktord by sme
mohli nazvat krokmi regresnej analyzy. V strucnosti nam totiz poskytuje
navod ako postupovat pri vybere dat i modelu, na zéklade ktorého budeme
tieto data vyhodnocovat, a tiez ndm sprostredkuje ur¢ity obraz o tom, k
akym vysledkom sa na zaklade zvoleneho modelu mozeme no findle dopracovat.

Kroky regresnej analyzy mozeme rozdelit do nasledujicich casti:
1. Urcenie problému

. Selekcia potencidlne dolezitych premennych

. Zber dat

. Specifikacia modelu

. Potvrdenie modelu a posudok

S O = W N

. Pouzitie vybraného modelu pri rieSeni daného problému



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY 9

1.1.1 Urcenie problému

Zakladnym kamenom regresnej analyzy je formulacia daného problému. To
zahfnia definovanie problému a vymedzenie otdzok, ktoré maju byt zod-
povedané analyzou. Tento krok je prvy a snad najdolezitejsi krok v regresnej
analyze. Je tak dolezity, pretoze nim su silne ovplyvnené aj nasledujtce kroky,
a chyby v nom mozu viest k vyberu irelevantnej mnoZiny premennych alebo

k nevhodnej volbe Statistického modelu analyzy.

1.1.2 Selekcia potencialne délezitych premennych

Dalsim krokom po vymedzeni problému je vyber mnoziny premennych, ktoré
s potrebné pre vysvetlenie alebo predikciu odozvy y. Je nutné sa zamerat
na tie data, ktoré nam skutoc¢ne vplyvaji na odozvu. To nie je vzdy tak

jednoduché ako to na prvy pohlad vyzera.

1.1.3 Zber dat

Zber dat prebieha z prostredia, ktoré je podrobené nasmu stidiu. Niekedy st
data zozbierané na zaklade kontrolovaného nastavenia, takze faktory, ktoré
nie st naSim primarnym zéujmom mozno udrziavat na konStantnej drovni.
Menej Casty je pristup kedy st data zozbierané na zaklade neexperimentalnych
podmienok, kedy je len velmi méalo mozné zasahovat do ich kontroly. V oboch
pripadoch ale zozbierané data pozostavaju z pozorovani o n zlozkach. Kazdé
z tychto n pozorovani je zaznamenané v tabulke 1, ktord mé Standardne

nasledujuci tvar:
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¢islo pozorovania‘ Y ‘ X4 ‘ ‘ Xp ‘ € ‘
1 Y1 | T11 e T1p | €1
n Yn | Tp1 | -ov | Tnp | €n

Tabulka 1: Standardny zapis dat

Stlpce v tabulke reprezentuji premennt, zatial ¢o riadky prislichaji
pozorovaniam, ktoré su tvorené z mnoziny (1 + p) hodnot pre kazda zlozku.
Teda dostavame z toho jednu hodnotu pre odozvu a jednu hodnotu pre kazdua
hodnotu p prediktorov. Pre nas predosly priklad merania vysky synov by sme
teda mali tabulku zlozent iba zo stIpcov pre Y a Xj.

Zapis prediktora z;; prislicha napozorovanej i-tej hodnote j-tej vysvetlu-
jucej premennej resp. prediktoru. Prvy index nam hovori o poradi pozorovania
a druhy o poradi vysvetlujicej premennej. Na zaklade tohto moZeme pripisaft

linedrny regresny model pre #-té pozorovanie v tvare:

Yi = Bo + Bz + Boxio + ...+ Bpip + €4,

kdei=1,...,naj=1,...,p.

1.1.4 Specifikdcia modelu

Podoba modelu, ktoré stvisi s odozvou a jej vztahom k mnozZine prediktorov,
moze byt Specifikovana na zaciatok na zéklade uz v praxi vyuzivanych mode-
loch, ktoré vznikli na podklade sktisenosti a znalosti expertov v.danom obore
nasho studia. Predpokladany model pravdaze mozeme nasledne modifikovat
alebo tplne zmenif na zéklade nazberanych dat. Je nutné mysliet na to, Ze
model je v tomto kroku nacrtnuty len v obrysoch, pretoze stile moze zavisiet
na neznamych parametroch.

V tomto kroku dalej potrebujeme ur¢it podobu funkcie f(Xi,Xo,...,X)).
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Téato funkcia moze byt klasifikovand v dvoch typoch, a to ako linearna alebo
nelinearna.

Vsetky nelinearne funkcie, ktoré mozno transformovat do linedrnych funkcii
sa nazyvaju linearizovatelné funkcie. AvSak nie vSetky nelinedrne funkcie si
linearizovatelné. V literatiure sa dokonca niekedy stretavame s ndzorom, Ze iba

nelinedrne funkcie, ktoré st nelinearizovatelné st skuto¢ne nelinearne funkcie.

1.1.5 Potvrdenie modelu a posudok

Potom, ako sme definovali model a zozbierali data, je nasim dal$im krokom
odhad regresnych parametrov na zaklade nazbieranych dat. Metdda, ktora
sa najcastejsie vyuziva pre odhad parametrov sa nazjva metdéda najmensich
Stvorcov (least-squares method). Za ur¢itych predpokladov déva téato metdéda
odhady s pozadovanymi vlastnostami. V niektorych prikladoch, ak je je-
den alebo viac predpokladov tejto metddy porusenych, sa vyuzivaja aj iné
metédy ako napriklad metéda maximélnej vierohodnosti (mazimum likelihood
method), hrebetiova metéda (ridge method) alebo metéda hlavnych komponent
(principal components method).

Nasledne potom aplikujeme vybrani metédu odhadu parametrov na re-
gresné parametre. Odhady regresnych parametrov (3,3, ..., 3, sa oznacuji
BO, Bl, e Bp. Odhadnuta regresné rovnica ma potom tvar:

Yi = Bo + Bwn + 32%2 +ot Bpxz-p- (1.1)

Strieska nad parametrom oznacuje, ze sa jednd o odhad parametru a toto
oznacenie odhadu budeme vyuzivat aj v celej praci. Co sa tyka hodnoty 7;, tt
nazyvame vyrovnana hodnota (fitted value) i-teho pozorovania.

Spravnost Statistickej metddy, akou je i regresné analyza, zévisi na urcitych
predpokladoch. Predpoklady sa zvycajne vyslovuju o datach a o modely. Pres-
nost rozboru a zaverov je odvodend od analyzy zdsadne zavislej na spravnosti
tychto predpokladov. Predtym, ako pouZijeme rovnicu (1.1) za akymkolvek
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ucelom, potrebujeme si najprv overit ¢i buda Specifické predpoklady platit.
Snazime sa teda odpovedat na nasledujtce otazky:

1.Aké st pozadované predpoklady?

2.Je kazdy z tychto predpokladov odévodneny?

3.Co budeme robit ak jeden & viacero predpokladov nebude platit?

V tomto kroku sa kladie déraz na to, aby kontrola platnosti predpokladov
bola vykonand predtym ako st vyvodené akékolvek zavery na zaklade nasho
rozboru. Na regresnui analyzu sa totiz pohliada ako na cyklicky proces,
ktorého vystupy sa pouzivaju pre diagnostiku, potvrdenie, kritiku a moznu

modifikaciu vstupov.

1.1.6 Pouzitie vybraného modelu pri rieSeni daného

problému

Explicitné urcenie regresnej rovnice je najdolezitejsi produkt analyzy. Je to
zhrnutie vzfahu medzi Y a X, Xo, ..., X,. Rovnicu mozno pouzif pre rézne
ucely. MoZno ju vyuzit pri zistovani dolezitosti individualneho prediktora
pre analyzovanie efektov metddy, ¢o zahifna meniace sa hodnoty prediktorov,
alebo pre predpoved hodndt odozvy pre dantt mnozinu prediktorov. Aj ked
je regresnd rovnica findlny produkt, je tu aj mnozstvo dalSich vedlajsich
produktov. Vidime regresni analyzu ako mnozinu analytickych technik, ktoré
sa pouzivaju pre lepSie pochopenie vnutorného vztahu medzi premennymi
a danym prostredim. Ulohou regresnej analjzy je naucit sa ¢o najviac je
mozné o prostredi na zaklade nahromadenych dat. Zdérazdnuje sa, Ze to c¢o
je odkryté pocas procesu formulécie rovnicu, mdze byt niekedy tak cenné a
informativne ako samotna finalna rovnica.



Kapitola 2

Linearny regresny model

Uvazujme nédhodny vektor Y = (yi,..,y,), ktorého zlozky tvoria nezavislé
ndhodné veli¢iny yi,..,y, so spojitym rozdelenim. Stredné hodnoty tychto

veliéin mozno vyjadrit v tvare:
E yi = fo+ bwi + Baio + ... + Srik, (2.1)

kde i = 1,..,n. Vektor 8 = (B, (1., Bx) je tvoreny parametrami [y, f.., O,
ktoré nazyvame regresnymi koeficientmi. Jedna sa o nezname konstanty.

Veli¢iny z;; st zname konstanty a mozno ich usporiadat do regresnej matice
X typu (n,k+1) :

1 r11 ... L1k
1 o1 ... Tk

X = (2.2)
1 Tpnl .- Tnpk

Matica X je velmi dolezita pri odhade vektoru 3 , kedy konkrétne linedrne
kombinécie jej stlpcov predstavuji stredntt hodnotu ndhodného vektoru Y, a
teda odhad vektoru J.

Dalej predpokladajme, Ze plati:
Var y; = o, (2.3)

13
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prei = 1,..,n, kde 0 > 0 je nezndmy parameter, ktory oznac¢ujeme ako rozptyl

nahodnych veli¢in y;. Model (2.1) teda mozeme prepisat v tvare:
Y ~ (X8,0%), (2.4)

kde I je jednotkova matica a vyraz o2l ddva varianéni maticu vektora Y.

var cov (Y1,y2) ... cov (y1,Yn)
cov (Ya, Y1) var yo e cov (Y2, Yn)
Var Y = ’ ' ' (2.5)
cov (Yn,y1) cov (Yn,Ya) .. var y,

Varianfnd matica v tomto tvare (2.5) potom udéva rovnaky rozptyl a

nekorelovanost jednotlivych zloZiek vy, .., v, ndhodného vektoru Y.

Hodnost matice X oznacme ako h(X) = p. V pripade, ze h(X) = (k + 1)
hovorime, Ze model (2.4) je model s iplnom hodnostou. Ak k = 1 hovorime o
jednoduchej linearnej regresii, kedZze uvazujeme len jednu nezavisli premennii
x. Ak k > 1 hovorime o mnohonésobnej linearnej regresii. Ak h(X) < (k+ 1),
potom sa jednd o model s netplnou hodnostou. Obecne predpokladame, Ze
h(X) > 0.

Model (2.4) mozno ekvivalentne zapisat aj pomocou nahodnej zlozky
e ~ (0,0%I) v tvare:

Y =XG+e, (2.6)
kde € = (1, ..,€,) je ndhodny vektor chyb.

2.1 Odhady parametrov v linearnom regres-

nom modeli

7 toho ako sme si zaviedli linedrny regresny model v predoslej podkapitole je

jasné, zZe nas pri skimani dat zaijmaja hlavne odhady neznamych parametrov.

2

Teda regresnych parametrov (3, 3i.., B odhad rozptylu ¢® a odhad vektoru
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strednych hodndt X3 v modeli (2.4).

Aby sme mohli blizsie popisat akym spdsobom odhadujeme pozadované
parametre, je vhodné si najprv uviest niekolko tvrdeni, z ktorych budeme
vychédzat.

Pri praci s maticami s netiplnou hodnostou sa nam urdcite zide tzv. Pravidlo
piatich matic, ktorého dokaz mdézeme najst napriklad v publikacii [And05].

Toto pravidlo mozeme napisat v nasledujicom tvare:
X(XTX)"XT™X =X (2.7)

Upravou potom dostédvame tvar:

I-X(XTX)"X")X =0 (2.8)
kde oznac¢me:
H=X(X™X) X" (2.9)
M =1-X(XTX) X" (2.10)
Odkial mame:
HX = X
MX = 0.

Definicia 1 (Idempotentnd matica). Stvorcovii maticu A nazgvame idempo-

tentnou, ak plati: AA = A. Hodnost idempotentnej matica je rovnd jej stope,

tj. h(A) = tr A.

Definicia 2 (Linearny priestor). UvaZujme pevne dané vektory x1, ..,z € R"
t7. do n—rozmerného euklidovského priestoru. Podpriestor R" obsahugici prave

vsetky linedrne kombindcie vektorov 1, .., x) oznaceni ako:

k
M(zy,.,zx) ={z € R": z = Zaixi, a; €RYi=1,.k}
i=1
nazyvame linedrnym priestorom generovanym vektormi v, .., . Ak su vektory
x1, .., x) stlpce matice X potom piseme M(X).
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Definicia 3 (Ortogonélny doplnok). Nech je niaky linedrny podpriestor
priestoru 2 C R", tj. s kaZdymi dvoma prvkami tam patri tieZ ich linedrna

kombindcia. MnoZina:
QF={r c R": (2,y) =0, Vy € Q}

je tieZ linedrny podpriestor R™ a nazyva sa ortogondlnym doplnkom pod-
priestoru 2 C R".

Dalej plati, Ze dva linearne podpriestory Q; a 2y z R" maji rovnaky orto-

gonalny doplnok, prave ked st totozné. Pretoze plati:
(QH*+=qQ.

Plati, teda ze M (XXT) = M (X).

Definicia 4 (Projekcia do podpriestoru). Nech je Q2 podpriestor euklidovského
priestoru R™. Ortogondlnym priemetom vektoru x € R™ do podpriestoru §2
nazveme taky vektor rq(x), pre ktory plati Ze:

ro(x) €
r—ro(r) € Q.

Potom platia nasledujtice tvrdenia, ktorych dokazy najdeme v [Zva89].

Tvrdenie 2.1. :

Priemet rqo(x) je dany jednoznacne.

Tvrdenie 2.2. :

Vektor © — rq(x)je ortogondlnym priemetom vektora x do podpriestoru

Ot
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Tvrdenie 2.3. :

Plati:

Tvrdenie 2.4. :

Pre Yz € R" plati:

l2I* = llra(@)I* + [lo — ra(=)|*.

Tvrdenie 2.5. :

Nech x € R™. Ak z € Q) take, Ze pre Yy € ) plati:
|z —2|* < ||z —yl?

potom tieZ z = rqo(z) .

2.2 Odhad vektora strednych hodnot

17

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Pozrime sa najprv na odhad vektoru strednych hodnét E Y v modeli Y ~
(X3,0%1). Oznacme si yu = X3. Z definicie I je zrejmé, ze u € M(X) . Teda
mozno vektor odhadntt ;i vektorom Y z priestoru M (X) , ktory je k vektoru
Y najblizsi. KedZze plati tvrdenie (2.13), je Y priemetom vektora do M (X).

Projekéna maticu si oznacme H a plati:

Z (2.9) mame, ze:
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Veta 2.1. :

V modeli Y ~ (X3,0%1) je vektor Y najlepsim nestrannym linedrnym
odhadom vektoru strednych hodnot u = X(. Je dany jednoznacne a plati:

Var Y = o2H.

Dokaz. Kedze projekéna matica H je idempotentné,nestrannost Y plynie z
toho, ze H je projekéna matica na M (X).Potom: Var Y = Var HY =
Ho?IH = ¢2H.

7 vlastnosti idempotentnej matice mame, ze: HX = X. Teda:

EY =EHY =HXS=X3=.

Overme este jednoznacnost odhadu Y. Uvazujme niaky linedrny nestranny
odhad vektoru p. Oznaéme ho Y = AY + a . Pre V3 spliia matica A typu
(n,n) rovnost:

EY =AX3+a=Xg.

KedZe je mozné aby vektor 8 = 0, musi byt teda a = 0 a zaroven musi
platit A X =X . Tedaaj AH=H .

K porovnaniu nestrannych odhadov vektorového parametru pouzivame
ich varianéné matice. Plati, ze ak st Y a Y dva nestranné odhady vektoru
i, potom je odhad Y lepsi ak je matica (Var Y — Var f/) pozitivne
semidefinitn4. Teda, Ze pre V vektor ¢ € R" je:Var (q” }A/) < Var (q7 }7).

VarY = Var AY
= 2AAT
= o’ [H+ (A -H)|][H+ (A - H)]
= o’H+o*(A-H)(A-H)T,
VarY = o’H.
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2.3 Reziduum

Vektor v =Y — Y sa nazyva vektor reziduii resp. reziduum. Porovnava nam
napozorované hodnoty zavislej premennej s odhadom jej strednych hodnét.
Z tvrdenia 2 plynie, Ze je priemetom do priestoru M (X)*, ktory nazyvame
rezidualnym priestorom.

Prislusna projekéné matica ma tvar:
M=1I-XXTX)" X",

Rezidualny sucet stvorcov oznac¢me:

n

RSS = [[o[[* =) (4 — 4))*

i=1

Je to Stvorec vzdialenosti vektorov Y a Y, ktory meria ich nezhodu.
Rezidualny rozptyl potom dostavame ako:
_ RSS

S? .
n—p

Veta 2.2 (Veta o reziduach). :

V linedrnom modeli Y ~ (X3, 021) plati:

(i) v=MY = Me

(i) v ~ (0, 2M)

(iii) RSS = eTMe

(iv) E RSS = (n — p)o?
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(v) E S? =o?

(vi) XTv = 0.

Dokaz. Tvrdenie 1 vyplyva z toho, ze v = MY = M(Xf + ¢) = M, pretoze
plati: MX = 0.

Kedie ¢ ~ (0,02I) av = Y — Y, teda v = MY ~ (0,02M), &m sme
dostali tvrdenie 2.

Pre tvrdenie & vychddzame z toho, ze RSS = eTMekde M = MTM
je idempotentna matica.
Potom RSS = ||v||? = ||[Meg||? = (Me)T(Me) = eTMTMe = eTMe.

Tvrdenie 4 dostaneme tpravou: £ RSS = E ||v||? = F vTv = tr E vTv =
trVar v = o*trM = o?tr(I — H) = 0%(n — p).

Kedze plati, ze: h(H) = h(X) a stopa tr idempotentnej matice je rovna jej
hodnosti.

Pre tvrdenie 5 potom méame: £ S? = F (22

Tvrdenie 6 plynie z toho, ze: MX = 0 a v = Me.

2.3.1 Odhad vektora regresnych koeficientov (3

Pri odhade vektora regresnych parametrov 3 = (0o, 1., 0r) vychddzame
z hodnosti matice X. Odhad vektoru 3 totiz vyjadruje strednti hodnotu
ndhodného vektora Y ako konkrétnu linedrnu kombinéciu stIpcov matice X.

Ak mé matica X plnt hodnost, potom mozno kazdy vektor z M(X)
vyjadrit pomocou linedrnej kombinacie stlpcov matice X nekoneéne mnoho

sposobmi.
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Jedna z obecne najviac uzivanych metod pri odhade regresnych parametrov
je metoda najmensSich Stvorcov. Za jej vznikom stali nezavisle na sebe Carl
Friedrich Gauss(1795) a Adrien Marie Legendre(1805).

Prvotné aplikicie tejto metddy boli v astronémii a geodetike. S prvym
verejnym vytiskom sa stretdavame v roku 1805 v Legendreho knihe o urcovani
obeznych drah komét.

Pre zjednoduSenie si uvedme priklad z praxe, ktory moézme najst v knihe
Alternative methods of regression od D. Birkes,Y.Dodge [Dod93].

Pri experimente sa skumal vzfah medzi dvoma procedirami merania
obsahu kyseliny v chemikalii. Prva metdda, zalozena na extrakcii a vazeni

bola drahsia. Zatial ¢o druhd, zaloZena na titracii, je ovela lacnejsia.

Zékladom pokusu teda bolo zistift vzadjomny vztah tychto dvoch metdd
pouzitim regresie. Pricom ak by vzfah existoval, znamenalo by to v budtc-

nosti nahradenie drahsej procedury tou lacnejSou.

Obe procedury boli pouzité na 20-tich vzorkach chemikalie, ¢im sa dospelo k
nameranym hodnotam kyseliny v tabulke 2.

Hodnota y; predstavuje vysledok i-teho merania drahej metédy a hod-
nota x; predstavuje vysledok i-teho merania lacnej metédy merania obsahu
kyseliny. PouZitim tychto dat sa snazime ziskat rovnicu, ktord by vyjadrovala
vzajomny vztah oboch procedur.

Pozrime sa najprv na linedrny regresny model, dany rovnicou:

Yi = Bo + Bixi + €.

Pre tento pripad uvazujme len jednu vysvetlujicu premenni. Model s tymto

nastavenim potom oznacujeme ako jednoduchy linedrny regresny model.
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¢islo vzorky | Draha procedura (Y) | Lacna procedira (X)
1 76 123
2 70 109
3 35 62
4 71 104
5 95 o7
6 48 37
7 20 44
8 66 100
9 41 16
10 43 28
11 82 138
12 68 105
13 88 159
14 o8 75
15 64 88
16 88 164
17 89 169
18 88 167
19 84 149
20 88 167

Tabulka 2: obsah kyseliny

Rovnica je v tvare:
Y =0TX +e.

Dalsim krokom je uréenie odhadov pre regresné koeficienty 3y a 3;. Ked
nasledne pouzijeme lacnejsiu procediiru X na zmeranie mnozstva kyseliny vo
vzorku, potom moZeme pre drahsiu procediru Y pisat odhad i-teho merania
v tvare:

Ui = Bo + B

Pre odhad paremetrov (3 a 3; pouzijeme metédu najmensich stvorcov.

Uvazujeme nameranu zavislost ako stbor dvojic (x1,y1); (T2, y2); 5 (Tn, Yn)-
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Tymito bodmi prekladame funkciu v tvare y = f(x, B, b1, ..., 3p), pricom
hladéame Statistické odhady ﬁo, ﬁl, ) ,ﬂp jej parametrov By, 31, ..., Bp.

Zakladné kritérium je, aby bol sticet stvorcov odchyliek empirickych hodnét y;,
oznacujeme ho S, minimalny od vyrovnanych hodnodt y = f(x;, Bo, B1, -y Bp),
tj.od teoretickej regresnej funkcie. Teda mala by platit rovnost:

n

S(Bo, Brs s Bo) = > (i — f (i, Bos s Bp))°

i=1
= agrming Z f(@i, Bo, .- ,ﬁp))Q

Kedze uvazujeme linearny regresny model, obmedzime si tvar funkcie f na

linedrnu regresnu funkciu v tvare:

f(xi, B, . Bp) = Bofo(x) + Brfi(z) + Bafo(z) + ... + Bpfp()

Pre existenciu minima funkcie S je nutnéd podmienka:

08

=2 0
03;

pre 3y =0,1,...,p.

Pre parameter 3; dostavame:

Zf](xz)fO 60+ +ij Z; fp Zyzfj xz
=1

kde oznacime:

Z fi(@i) fu(zi) = azn

D uifi@) =a
=1
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Dostavame ststavu rovnic:

apofBo + aoifr + ... +anpBy = ao
a0fo + a1+ ... +apb, = @

apoﬁo —+ aplﬁl + ...+ appﬁp = (lp

Jej vyrieSenim dostavame hladané odhady B\O, B\l, e B;.

Vratme sa teraz spit k nadSmu meraniu hodnoét kyseliny. Odhady By a

(; maju potom tvar:

Y (- D - 1)
=5 P

fo =1y — bz
Kdez =17 2,ay=213"_ v predstavuji priemery.
n =1 Y n =1 Y ]

Pre nami namerané data potom dostavame hodnoty odhadov B\o = 3546 a
G1 = 0.3216. Vhodna regresna priamka pre ma experiment ma teda tvar:

7 = 35.46 + 0.3216;.

Ozna¢me si B odhad vektora regresnych parametrov (3. Z definicie priemetu
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plati, ze X3 € M (X). V zhladom k predoslému, ndm /3 predstavuje lubovolné

rieSenie stustavy Xﬁ = Y. Co mozno prepisat ako:
X3+v=Y, (2.14)

kedie v =Y — Y.

Z vety o rezidudch méame, 7ze XTv = 0, teda (2.14) mo’no prepisat v
tvare XT(Y — X3) = 0. To je ekvivalentné s normélnou rovnicou :

XTX3=X"Ty. (2.15)
Odkial dostdvame vyjadrenie pre 3 v tvare:
g=(XTX)"XTy. (2.16)

RieSenie ale nemusi byt jednoznac¢né, zélezi na hodnosti matice X.

Veta 2.3. : V modeli Y ~ (X3,02%1) s dplnou hodnostou matice X je vek-
tor 3 = (XTX)"XTY jedingm riesenim normdlnej rovnice XTX3 = XTY.
Vektor B je naglepsim nestrannym linearnym odhadom vektoru regresnych ko-
eficientov (3.

Dokaz. Z vlastnosti otrogondlneho doplnku plati, ze M(XXT) = M(X). To
nam dava h(X) = h(XXT), teda je XTX reguldrna matica v modeli s tiplnou
hodnostou.
Normélna rovnica ma jediné rieSenie v tvare 3 = (XTX)~"XTY a vektor 3 je
jednoznaénou linearnou funkciou Y, pretoze plati: § = (XTX)"XTY.
Dalej podTa vety 1 je najlepsim nestrannym linedrnym odhadom svojej strednej
hodnoty.

0

Veta 2.4. Pre momenty B plati E B =0 aVar B = o?(XTX)".
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Dékaz. KedZe predpokladame, ze Y ~ (X3, 02I) a h(X) = p, z predoslej vety
2.3 teda mozno pisat: § = (XTX) XTY.
Teda:
Ef=EX™) XTy = (XTX)"XTXp = 4,
aVar 3 =Var (XTX)"XTY = ¢2(XTX)". O

Veta 2.5. Nech Y ~ (u, W) , kde W typu (n,n) je pozitivne definitnd mat-
ica. Nech matica A typu (n,n) je pozitivne semidefinitnd matica, takd Ze plati
pA =0 a h(A) =r > 0. Potom plati,Ze ak je matica AW~ idempotentnd:

YTAY ~ 2

Veta 2.6. Nech Y ~ (u, W™) |, kde W typu (n,n) je pozitivne definitnd
matica. Nech Q C R, a i € Qx5 Ak dim Q = p > 0 potom plati:

P Y|y ~ X2

Dokaz. 7 definicie idempotentnej matice vieme, Ze projekéna matica P je idem-

potentné a matica WPgq je symetrickd. Teda mozno pisat:
IPaY|]? = YTPEWPoY = YIWP,Y

Matica WPgq spliia predpoklady vety 2.5 , teda §tvorec dizky priemetu Pq Y

pri skaldrnom stcine (.,.)w mé rozdelenie X?;- [
Veta 2.7. Nech Y ~ (u, W) , Q1,Qy st podpriestory R™ , pricom plati Ze:
Q1 C Qow-

Ak su Py, Py projekéné matice na podpriestory 21,y pri skaldrnom sucine
(.,.)w , potom platia turdenia:

(i) P1Y P2 Y siu nezdvislé ndhodné vektory
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(i1) ||P1Y |3 a||P2Y||3% st nezdvislé ndhodné veliciny.

Dokaz. Tvrdenie 1 znamend, Ze pre fubovolné z, z € R™ plati nasledujice:
0= (Py2,Py2)w = 2" PTWP52.

Teda je PTWP, = 0 . S vyuZitim symetrie projekénych matic madme symetriu
matic WP,, WP, a:

0=PTWP, = PTWW WP, = WP,W P;W.

Kedze W je regularna, plati aj PyW~P] = 0. Teda ndhodné vektory
P,Y,P,yY st nezavislé.

Tvrdenie 2 je priamym dosledkom tvrdenia 1.

Definicia 5 (Overitelna linearna hypotéza). :

Nech pre model Y ~ (XB3,0%1) je u° € M(X) pevne zvoleny vektor,
w C M(X) je pevne zvoleny podpriestor. Potom poZiadavok

EY —plecw (2.17)
sa nazyva overitelnd linedrna hypotéza.

Veta 2.8. Najlepsi nestranny linearny odhad vektora strednych hodnot 'Y
v modeli Y ~ (Xf3,0%1) za platnosti overitelnej linedrnej hypotézy (2.17) je
rovny:

Yy, = pu° + Py (Y — 1°).

Dokaz. Pretoze je u° € M(X), teda existuje 3 € Ry, také, ze pu® = X3° .
Oznatme si 2 = Y — p’ a v = 3 — 3% Potom je z ~ (Xv,0%I). Ak plati
overitelna linedrna hypotéza (2.17) , je £ z € w C M(X). Teda najlepsi
nestranny linedrny odhad pre E z je:

%y = P,z = P,(Y — u°).

Kedze Y, = 7, + 1¥ , potom je E Y najlepsi nestranny linedrny odhad za
platnosti hypotézy. O
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Veta 2.9. Ak je EY — ° € w overitelnd linedrna hypotéza v modeli Y ~

(X3,021) potom platia nasledugiice tvrdenia:

(i) V=Y —d
(ZZ) Uh:U—|—d
(iii) dTv =0

(iv) RSSy = RSS + ||d||?,

kde vektor d je priemetom vektora Y — 1i° do M(X)Nw*, ad = dim M (X) —
dim w = dim M(X)Nw.

Dékaz. Uvazujme znovu z =Y — ul ay= 3 — %, B € Ry také, ze u° = X3°
a z ~ (Xv,02%I). Ozna¢me si 2 = M(X). KedZe P je projekénd matica, z jej

vlastnosti plati, Ze:
Z—2Z,=(Pg—P,)z=(Pgnro1)z.
KedZe z =Y — 1° , potom dostévame:
Y — % = (Y = 1) = (Poru )(Y — pi°) = d.

tj. tvrdenie 1. Ked ho od¢itame od identity Y =Y, dostdvame tvrdenie 2.
Tvdenie 3 dostaneme ako dosledok toho, ze d € 2 Nw' a v € 2+. Potom ale

mozme pisat:

RSSy = [[u|[* = [[v + d[[* = [|v]|* + [|d]|* = RSS +|d]|*.

¢o je tvrdenie 4. O

Veta 2.10. UvazZugyme konzistentni sustavu linedrnych rovnic v tvare:

AjB=a, (2.18)
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kde A je dand matica typu (t, k) a a € Ry je dany vektor.
Potom omedzenie (2.18) je overitelnd linedrna hypotéza v modeli Y ~
(X3, 0%1) prdve ked plati:

M(AT) c M(X™). (2.19)
Potom pre lubovolné riesenie B normdalnej rovnice plati:

1dI* = (A — o) "[AXTX)"AT]"(Af — a)

d = h(A).

Veta 2.11. Ak Y ~ (X3,021) je model s uplnou hodnostou, potom je kazdd
linedrna hypotéza (2.18) overitelnd. Ak md naviac matica A linedrne nezdvislé

riadky, plati:

(i) By =B — (XTX)"AT[A(XTX)"AT]" (A3 - a)

(i) RSSy = RSS + (8 — fn)TXTX (5 — fu).

Dokaz. Ak p = k, potom plati M(XT) = Ry a trividlne plati M(AT) C
M (XT) . Ked%e predpokladdme hodnost matice h(A) = ¢ , m4 stistava A3 = a
vzdy rieSenie. Vzhladom k linedrnej nezavislosti riadkov matice A a pozitivne;j

definitnosti matice (X*X)~ dostdvame aj pozitivnu definitnost a regularitu
matice A(XTX)~AT. Dosadenim do Y, = Y — d a dostévame:

Y, = X3 - X(XTX)"AT[AXTX) AT (A3 — a) = X[

tj. tvrdenie 1.
A dalej vyuzitim predoslej vety mozeme pisat:
RSS, —RSS = ||d]||?
= (A —a) [AXTX) AT (AS — a)
= (B=5) X"X(B - Bh).
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2.4 Normalny linearny model

Predpokladajme, Ze Y m& mnohorozmerné normalne rozdelenie, tj.
Y ~ N(Xg,0%I). Pre rozdelenie vektor chyb e, potom dostavame, Ze
e ~ N(0,0%).

Veta 2.12. Nech Y ~ N(X3,02I), potom platia nasledujice tvrdenia:

(i) Y ~ N(X3,02H)

(ii) v ~ N(0,02M)
(iii) Y a v si nezdvislé ndhodné vektory
(iv) RSS nezdvisi na Y

(v) B~ 2,

Dékaz. Tvrdenie 1 je trvidlnym dosledkom rozdelenia Y ~ N (X3, o2I), ktoré
predpokladame. Kedze Y = HY | plati Y ~ N(HX(,02HH). Z faktu, 7e H
je projekéna matica na M (X) dostavame HH = H a HX = X.

Pri tvrdeni 2 sta¢i vyuzit faktu, Ze matica M sa premieta na M (X)* |
a teda plati MX = 0.

Pre tvrdenie 3 a tvrdenie 4 vyuzijeme vetu 2.7 , kedy tvrdenie 3 z nej
priamo plynie a tvrdenie 4 je jej bezprostredny dosledok.

tvrdenie 5 je vlastne upravou vety 2.6 , kedy miesto W~ pouzijeme
2
o’l.

]
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Veta 2.13. V normdlnom linedrnom modele Y ~ N (X3, 021) s diplnom hod-

nostou plati pre odhad vektora regresnijch koeficientov:

(i) B~ N(8,0%C)

(ii) t; = 5B ot

Cig

prei=1,..k a C=(XTX)".
Veta 2.14. Nech normdlny linedrny model Y ~ N(X3,0%1) md lubovolné

riesenie normdalnej rovnice 3. Potom Statistika:

Y - XB|Pn—p
RSS P

F (2.20)

ma Fischer-Snedecorovo rozdelenie F, .

Na zéklade poslednej vety mozno v normalnom modeli s tiplnou hodnostou
testovat hypotézy o hodnote celého vektoru (3.

Uvazujme nédhodny vyber (X, .., X,), tj. postupnost nezavislych ndhodnych

veli¢in, resp. vektorov, z rozsahu n s rovnakym rozdelenim charakterizovanym

distribu¢nou funkciou.

Definicia 6 (Intervalovy odhad). :

Interval (D(Xy,..,X,), H(X1,..,X,)) nazveme intervalovym odhadom 6
o spolahlivosti 1 — « ak:

Py[D(X1, .., Xn) <0< H(Xy,., X)) =1—q,

tj. intervalovy odhad pokryjva skutoéni hodnotu 6 s pravdepodobnostou 1 — a.
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Krajné body intervalu spolahlivosti st funkciami ndhodného vyberu
(X1, .., X,), st to teda ndhodné veli¢iny.

Nech 3° je vopred dany vektor. Hypotézu § = 3° zamietame na hladine o v
prospech alternativy 3 # 3°, prave ked pre F z vety 2.14 plati:

F > Fopp(1—a),

kde Fy, (1 — ) je (1 — a)—kvantil rozdelenia F},,_;. Ak hypotézu 3 = 3°
nezamietame, potom mnoZina vsetkych takychto vektorov 3° vytvori konfi-

den¢nt mnozinu pre (3 s koeficientom spolahlivosti 1 — v v tvare:

Ky=8€R: (6—-0)TXTX(3-5) L ks?Frpn_p(1 —a). (2.21)

Veta 2.15. UvaZujme overitelni linedrnu hypotézu:
EBY —plew (2.22)

v modeli Y ~ N(Xf3,02I) a nech plati d = p — dim w > 0. Potom za platnosti

(2.22) md ndhodnd veli¢ina

_ RSS,—RSSn—p

F RSS d

rozdelenie Iy ,_,, nahodnd velicina

_ RSS;, — RSS

B
RSS,

md rozdelenie Bq/a (n—py/2 a ndhodnd velicina

., RSS
~ RSS,

mad rozdelenie B,_p)/2,4/2 -



Kapitola 3

Errors in variables

V jednoduchosti mozno povedat, ze EIV modely st regresné modely u ktorych
su regresory pozorované s chybami. Navzdory tejto pomerne zjednodusenej
definicii, je mozné za EIV modelmi vidiet ovela $ir§iu skalu. Tato problematika
je teda prirodzene podrobne skiimand viacerymi autormi. Avsak medzi na-
jznamejsich autorov patria napriklad Wayne A. Fuller [Ful87], Charles E.
McCulloch [CEO1] alebo Annette J. Dobson [Dob02].

Modely delime priamo na linearne EIV modely (lienar EIV models),
nelinedrne EIV modely (nonlinear EIV models) a ¢iastoéne linedrne modely
(partially linear EIV models) respektivne v niektorej literattire ich nédjdeme
pod anglickym nézvom (partly linear EIV models). Jednotlivé modely
nasledne mozno rozclenit na zéklade informécii o spravani sa jednotlivych
vstupov. Cim dostdvame relativne zlozitti $trukttiru tohoto celku regresne;j

analyzy.

3.1 Linearne EIV modely

Pri skiimani jednotlivych casti, zacneme najprv modelom, ktory intuitivne
navizuje na doposial uvedené informécie. Prirodzene sa teda dostavame
k linedrnemu EIV modelu, ktory mozno chapat ako priamu nadstavbu

predoslych kapitol.

33
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Linearny EIV model pre jednu zavisli premennd je definovany pre i-te

pozorovanie ako:
Yi = Bo + Bixs + &,

W; = T; + Uj.

Kedze zapis skumanych dat si mozno predstavif v tvare, ktory udéva

nasledujica tabulka:

¢islo pozorovania ‘ Y ‘ X ‘ € ‘ U ‘ 44 ‘

1 Y1 | X1 | €1 | U1 | W1
Tabulka 2

Prirodzene teda dostavame:
Y =687X +¢,

W=X+U,

kde Y je vektor zavislej premennej, vektor U je ndhodny clen respektivne
chyba merania a X je vektor regresorov (kovariantov). V tomto modele st
regresori x; pozorované s chybou, teda je priamo pozorovanda iba premenna
w; nazyvana tiez prokdzatelnd premennd (manifest variable). Regresory z; sa
oznacuju aj ako latentnd premennd (latent variable).

Obecne mozno linedrne EIV modely rozdelif aj podla toho ako sa pre-
javuju regresori z;. V pripade, Ze x; si pevné, tj. konstanty, hovorime o
funkcionalnych modeloch (functional models). Ak uvazujeme z; ndhodné,
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dostédvame takzvané Strukturdlne modely (structual models).

Maticovo mozno model prepisat:

Y = X0 +e,
W =X+T,
kde X, U, W st matice v tvare:
1 T11 T1p
T21 Tap
X =
1 x,1 Tnp
0 U11 Uip
0 U921 Ugp
U =
0 up Unp
w11 Wip
W21 Wap
W =
1 wpy Wryp

(3.1)

(3.2)
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3.2 Nelinearne EIV modely

Nelinearny EIV model je definovany ako:

E(Y[X:) = g(Xy),

VVt:Xt+Ut-

V tomto modely predpokladdme, Zze vztah medzi Y a X; je nelinearny
a regresory X; st namerané s chybami. Zavisli premennti oznacujeme Y, X,
je premennd pozorovana s chybou, Z; je premenna namerana bez chyby a W;
je prokazatelnd premennd(manifest variable).

3.3 Ciastocne linearne EIV modely

Ciastoc¢ne linedrny EIV model je definovany ako:

Y = XT84 g(T)) + &, (3.4)

kde X; predstavuju vektor kovariatov, T; st skaldrne kovariaty, funkcia g(.)
je neznama a chyby modelu €; st nezavislé s podmienenou hustotou 0 danou
kovaridtmi. Podet pozorovani pre dany model nech je n. Ciasto¢ne linearny
model je predstaveny napriklad v ¢lanku od autorov Engle, Granger, Rice
a Weiss [RE86]. Kde sa jeho tvorcovia zaoberaju suvislostou aky ma vplyv
pocasie na poptavku po elektrine. Dalsie zatjmavé stiidie mozno néajst v pub-
likdcidch od Heckmanna [E.N86], Chena [Che88|, Speckmanna [Spe88], Lianga
a Hirdla [HL97] a Severiniho a Staniswalissa [A.T94].
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Pri skiimani modelu nas primarne zatijma odhad nezndmeho parametru (8
a neznamej funkcie ¢g(.) v modely (3.4), kde kovariaty X; st merané s chybami

merania. Namiesto priameho pozorovania hodnét X; teda pozorujeme hodnoty:

W; = X; + U, (3.5)

Pozorované hodnoty W; pozostavaju teda z dvoch casti, a to z chyb merania,
ktoré oznacime ako U; a z kovaridtov X;. Pre uvedené hodnoty U; plati, ze
st nezavislé a stejne rozdelené. Teda nezavislé na (Y;, X;,T;), s priemerom 0
a kovarianc¢nou maticou ¥,,. Predpokladajme, ze kovarian¢na matica >, je
pre nas znama. Ak st hodnoty X; pozorovatelné, potom by sme Standardne
dostali hodnoty odhadu parametru (. Pre kazdé pevné [, nech je (T, p7)
odhadom pre ¢g(7). Potom napriklad v implamentécii pouzitej v praci Sev-
erintho a Staniswalissa [A.T94], §(7T, ) maximalizuje vaZzeny pravdepodob-
nostny odhad a chyby modelu €; maji normélne rozdelenie s vAhami danymi
pomocou jadrovych védh zo symetrického jadrového odhadu hustoty K(.) a
sirkou pasma h. Kedze méme ¢(7', ) je mozné odhadnif # pomocou metédy

najmensich stvorcov ako:
min Z[YZ — X[ B8+ g(T;, B)). (3.6)
i=1

V tomto konkrétnom pripade, odhad pre 3 je teda urceny explicitne. Nech
Gy.n(.) @ gy p(.) st jadra so Sirkou pasma h pre Y, X a 7. Potom :

B = [Z(Xz = Gen(T3)(Xi = Gan (T b Z = Jun(13))(Yi = gy (T3))
(3.7)

Jednou z dolezitych vlastnosti odhadu (3.7) je, Ze nevyzaduje vyhladzovanie,

1/5

takze sirka pasma v rozsahu h ~ n="/° vedie k vysledku:

n'?(3, — ) — Normal(0, B"'*CB™"). (3.8)

Kde B je kovarian¢na matica pre X — F(X|T) a C je kovarian¢na matica pre
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e[X — E(X|T)]. Forma zapisu (3.7) mdze byt pouzita ak neberieme v tivahu
chybu merania a nahradime X pomocou W, potom vysledny odhad je nekonzis-
tentny s 3. Tvar, v ako mame odhad vyjadreny, ale ukazuje este nieco dalsie.
Je obecne znadme, Ze v linedrnej regresii, nekonzistentnost spdsobent chybou
merania je mozné obijst pouzitym ”korekcie utlumu” (correction for attenu-
ation). V kontexte semiparametrickych modelov, tato tvaha néas privadza k

tomu, aby sme pouzili odhad v tvare:

n

~

ﬁn = [Z(Wz_gw,h<7—‘z>)(m_gw,h(T) _nzuu XZ W gwh (K_gy,h(ﬂ))

i=1
(3.9)
Odhad (3.9) je teda mozné odvodif rovnakym postupom ako je odvodeny

odhad od Severiniho a Staniswalisa.
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Aplikacia EIV modelov v praxi

4.1 Vyskum rakoviny prsu

Vyuzitie EIV modelov praxi je mozné nazorne predviest na nasledujtcej stadii,
pochadzajtucej od Gail Gong, Alice S. Whittemore a Stelly Grosser [GG90],
ktori s aplikdciou na errors in variables modely blizsie rozobrala Alice S.
Whittemore [Whi89]. Stidia sa zaoberala meranim tumrtnosti spojenej s
vyskytom rakoviny pfs u zien zijicich v oblasti San Francisca. Zrojom dat bol
register nddorovych ochoreni v oblasti San Francisca. Skiimala sa timrtnost v
skupine N = 2495 zien, ktorym bola diagnostikovana rakovina pts. Vek zien
sa pohyboval v rozmedzi 55 - 64 rokov.

Pri stadii sa autori zamerali hlavne na to, ako miera tmrtnosti zavisi na za-
vaznosti ochorenia pri diagnéze a na case, ktory uplynul od urcenia diagnozy.
Kazda pacientka bola zaradena do jednej z 5-tich skupin, ktoré reflektovali
jednotlivé stadia ochorenia. Pricom vécsie ¢islo skupiny predstavovalo rozvin-

utejsiu formu ochorenia, viz tabulka 3.

Pri urcovani stadia ochorenia sa vychadzalo z informacii uvedenych v
zdravotnych zéznamoch jednotlivych pacientiek. KedZe zaznamy boli ¢asto
nekompletné, je prevdepodobné, ze niektoré pacientky boli zaradené do
nespravnej skupiny. Pacientky boli sledované po dobu 10 rokov, pri¢om
toto obdobie bolo rozdelené na pif dvojrocénych cyklov. V ramci jedného
cyklu malo kazdé stddium konstantni mieru timrtnosti, tj. ku zmene miery
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umrtnosti daného $tadia mohlo ddjst iba na pociatku nového dvojro¢ného
cyklu.

4.1.1 Rozbor podkladovych dat

Nech A = \j; je matica typu (J, K), ktord ndm udéva pravdepodobnosti
umrtnosti. Hodnoty J = 1,..,5 predstavuju jednotlivé cykly, a hodnoty
K =1, ..,5 predstavuju jednotlivé stadia ochorenia, do ktorych sme pacientky
rozdelili. RozloZenie smrti (D) a poctu uplynulych mesiacov od urcenie
diagnézy (DM) pre sledovany pocet 2 495 pacientiek zachycuje tabulka 3.

1.N=637|2.N=1045 | 3. N =441 | 4. N =167 | 5. N = 205
Mesiace | D PM | D PM | D PM | D PM| D| PM

<24 11212773 |42 | 20456 | 45| 8359 |38 | 3072|123 | 2 788
24-48 24| 9048 | 70| 13096 | 66 | 4485 |28 | 1508 | 30 962
48 - 72 | 21 | 5469 | 33 6767 | 14| 1539 | 8 664 | 10 267
72-96| 6| 2639 |18 2651 | 4 451 | 1 274 2 131

96 -120| O 296 | 2 4771 0 821 0 92 1 o1

Tabulka 3: Stadium choroby

Data jednotlivych pacientiek pozostavaju z nasledujicich tudajov: t pred-
stavuje Cas do smrti alebo do ukoncenia Studie, premennd ¢ predstavuje
indikator timrtia, nadobida hodnoty 1 pri tmrti a hodnoty 0 v pripade
zivota pacientky. Poslednym tdajom je kovarian¢ny vektor indikatorov stadia
ochorenia, v ktorom sa pacietka nachddza. Oznacili sme ho ako = = (z1, .., x).
Pre pacientku v stadiu k je x = e; , kde e, je K —dimenzionalny stipcovy
vektor s k—tou komponentou rovnou 1 a ostatnymi nulovymi komponentami.

Predpokladame, ze stadium, ¢as do smrti a ¢as do kontroly st nezavislé

nahodné veli¢iny. Potom hustota pre (¢,0) dand = = e je imerna k:
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p(t, 0, ex, A) = exp{z [0m;(t) log Njr — M;(t) Ak} (4.1)

kde, m;(t) je indikator rovny 1 ak t patri do daného dvojro¢ného cyklu,
a rovny 0 inak. M;(t) je doba travena v periode j, a konstanta Gmrtnosti je
nezavisla na A. Pre hypotetického pacienta, ktory zomrel v ¢ase t = 33 mesiacov
je potom my(t) =1 a m;(t) =0, # 2. Okrem toho je M;(t) = 24, Ms(t) =9
a M;(t) = 0 pre j > 2. Nasc¢itanim (4.1) cez N sledovanych subjektov mozno
napisat log-likekihood kernel dét (¢;,d;) pre i = 1,..., N ako:

S1=> [Ajelog Ajk — kA, (4.2)
jk

kde Ay, a pj, st pocty tmrti (D) a uplynulé mesiace od urcenie diag-
nézy (MD) v obdobi j pre stadium k pacientov. Teda (4.2) predstavuje log-
likekihood kernel pre JrK = 25 poissonovych premennych Aj;, ktoré maja
priemere ;. Teda regresné modely pre nezname tmrtnostné miery Ajp
mozno analyzovat prostrednictvom Poissonnovych regresnych metéd.

Najobecnejsi model Modell, umoziuje aby sa \j, volne menili. Graf max-

imalne vierohodnych odhadov hazard rates pre tento model ukazuje tendencie
zvySovania spolu so Staddiom, avSak bez jasne viditelnych znakov paralelizmu
v ramci daného sktimaného stadia.
The constant hazard model je oznaceni ako Model2. Tento model predpok-
lada, Ze Aji st konStantné vramci vSetkych 5-tich periéd pre jednotlivé stadia.
Tento mdel predpokladd nezavislost hazard rate na ¢ase od urcenia diagndzy,
¢o je znacne restriktivne. Vskutku, likehood ratio test porovnania Modell vs
Model2 vychadza silne rozporne, kedy chi-square= 97.1 s 20-timi stupnami
volnosti a p < 0.01.

Nie tak prilis restriktivny je potom proportional hazard model Model3,
ktory predpoklada, Ze log hazard rates pre prvé styri stadia st zhodné. Do
vypoctu sa nezahfna piate stadium, pretoze prezitie pacientov v piatom stadiu,
ktori su diagnostikovany s metastazami sa sprava inak ako u pacientov za-
radenych v ostatnych stadiach onkologického ochrenia. Likehood ratio test
Modell vs Model3 potom odmieta Model3 , kedZze chi-square= 23.2 s 12-timi
stupriami volnosti a p < 0.025.
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V tomto bode by sme mohli usudzovat, Ze obecny hazard model, ktory
sebou sice nesie riziko komplikovanych interpretacii, je vhodnym modelom.
Avgak autori skiimali aj moznost, Ze aj jeden z viac restriktivnych modelov je
vhodny. A jeho nevhodnost navonok, je na vrub chybdm v priradovani pacien-
tov do jednotlivych stadii ochorenia.

4.1.2 Analyza Errors-in-variables

Nech v = (yx) je matica pravdepodobnosti typu (5,5). Potom 7y, je pravde-
podobnost, Ze pacientka pozorovand v $tadiu [ je v skutocnosti v stadiu k,
kde k,l = 1,...,5. Tato informécia ndm obmedzila maticu v na taku, ze v
nej nepozorujeme prechodné obdobia, medzi jednotlivymi stadiami ochorenia.
M4 teda tvar:

m 0 0 0 0
=1 72 0 0 0

v = 0 1 —92 733 0 0 (4.3)
0 0 I—v3 74 O
0 0 0 I —ra 1

Teda pre pacientku pozorovanu v stadiu 1 predpokladame, zZe je v stadiu 1
alebo v §tadiu 2 s pravdepodobnostami ;7 a 1 — ;. To isté potom plati aj
pre ostatné $tadia ochorenia 2,3 a 4. Stadium 5, v ktorom pacientky mali
metastaticky nalez, bolo urcené jednoznacne.

Parametre (\,7) boli odhadnuté maximalizaciou vierohodnosti po-

zorovanych dat, pomocou pozorovanych stadiovych premennych Xy, ..., Xy:

N K
H Z ft,a,x\x(ti, d;, €k|Xi§ A, ’Y)- (4-4)

i=1 k=1
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Kde f;s5.x je podmienena pravdepodobnstna hustota, ktord je funkciou
(t,d,z) a je dand hodnotou vektora stadii X. Za ur¢itych podmienok je potom
umerna k:

N K
HZP(%(S@ ek, A) fapx (€] X5 7)- (4.5)

i=1 k=1

kde p(.) je dané (4.1), fyx je mnohoclennd hustota pre vektor x sku-
tocného stadia, podmienenim pozorovanym stadiom a parametrizovany
pomocou v z (4.3). Konstanta imernosti pritom nezévisi na (), ). Umernost
(4.4) a (4.5) je splnend, za predpokladu, ze platia nasledujtce tri predpoklady:
(.) ¢asy do umrtia a kontroly st stochasticky nezavislé, (ii.) rozdelenie ¢asu
do smrti nezavisi na X a (i4i.) rozdelenie ¢asu do kontroly nezévisi na z.
V takom pripade potom mozno predpokladaft, ze (4.4) a (4.5) dévaji oba
spravne pozorované stavy indikatorov (z, X).

Prvy predpoklad zabezpeci, Ze casy do tumrtia maju rozdelenie u sku-
manych pacientov v danom pravdivom stadiu, rovnajicom sa neskiimanym
pacientom. Tento postup je bezne pouzivany v analyze prezitia. Druhy
predpoklad ukotvuje nezavislost progndzy prezitia na presnosti zaradenia
mnoZstva skimanych pacientov do jednotlivych skupin podla ich skuto¢ného
stavu choroby. Tento predpoklad vychadza z analyzy chyby merania. Posledny,
treti predpoklad nakoniec zabezpeci, Ze skiimand progndza je nezavisla na
skuto¢nom stave mmnozstva pacientov pozorovanych v danom stadiu. Pred-
poklad teda plati priblizne v pripade, Ze pravdepodobnosti zaredenia do
nespravneho $tadia choroby st nizke, alebo ked pravdepodobnost vyberu ma

maly vztah k rozsahu choroby a stavu $tadia.

Odhady (),4) maximalizace (4.5) nie st dostupné v priamej forme a
mozno ich ziskat pouzitim EM algoritmu popisaného napriklad v praci od
A.P. Dempster, N.M.Laird a D.B.Rubin [A.P77]. E — krok (E — step) z
EM algoritmu napoditava Q(A° ), predpoklad tplnosti dat logaritmickej
vierohodnosti, zavisi na pozorovanych datach a aktudlnom odhade (A, ~°).
Kompletnost dat v tomto pripade predstavuje hodnoty (t;,d;, X;,x;) pre
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i =1,..,N. M — krok (M — step) néasledne maximalizuje @), tak aby sme
dosiahli novy odhad. Z F — kroku dostavame:

QA7) =E1(A) + E2(v), (4.6)
kde:
E1(A) = Z[E(Ajk) log Aje — (pjr) Ajil, (4.7)
a dalej:

Za(y) = ) _[e(vua) log ). (4.8)

kl
Tu vy, predstavuje pocet k — teho Stadia pacientov s pozorovanym stavom
diagndzy [ a £(.) udédva podmienené oc¢akavané hodnoty dané (t;,0;, X;) pre
i = 1,..,N parametrizaciou (\,7). Tieto ocakdvania si potom splnené
jednoduchym nahradenim nepozorovaného vektoru x pre kazdého pacienta,
vektorom x = (x1, ..., Xx) pravdepodobnosti, ktoré vyjadruji skutoény vztah
k jednotlivim stavom choroby. Jednotlivé komponenty x reprezentuji potom
podmienené pravdepodobnosti zavedenia v jednotlivych stavoch, danych po-
zorovanym stavom pacienta, datami prezitia a odhadmi parametrov [GG90).

Vo vysledku teda mozno zhrnif, ze prevedené simulacie v [GG90] odhaluju
nasledujice dve zistenie: (i) v pripade, Ze ignorujeme moznost nespravneho
zaradenia do skupiny, mozeme tym sposobit odmietnutie proportional hazard
modelu, i ked je tento model spravny. Na druht stranu zistenie (i) v pri-
pade, Ze nijakym sposobom nevalidujeme data, likelihood ratio test je skoro
nepouzitelny pri detekcii nespravneho zaradenia do skupiny, jedine, Ze by sme

sktimali skutodéne velké mnoZstvo dat.
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Zaver

V 1vodnej kapitole tejto prace sme zadefinovali zakladné pojmy a
pojem regresie a na priklade merania synov a otcov sme si ukazali jednu
z moznosti praktického vyuzitia regresie. V druhej kapitole sme rozobrali
linedrny regresny model a jeho vlastnosti, pricom sme sa zaoberali i nor-
malnym linedrnym modelom, jeho charakteristikami a moZnostami odhadu
jeho parametrov. Tieto poznatky sme néasledne v tretej kapitole vyuzili pri
zavedeni jedtnotlivych typov modelov errors in variables.

V poslednej kapitole tejto prace sme uviedli aplikdciu modelov error in vari-
ables v medicine, kde sme sa zaoberali vyskumom rakoviny pfs. Na zaklade
uvedenych poznatkov sme dospeli k rozhodnutiu, ze pouzitie analyzy errors
in variables nas doviedlo k niekolkych predpokladom a vlastnostiam, ktoré st
pozadované po skumanych datach. Obdobne je teda mozné néjst mnozstvo

zaujimavych aplikacii v roznych oblastiach vedy.
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