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Abstrakt: Ulohou prezentovanej prace bolo vytvorif model pozitivneho stipca
datnavého vyboja v kysliku v oblasti strednych tlakov (100 -1000 Pa) me-
tédami pocitacovej fyziky, konkrétne metédou chemickej kinetiky. Zameral
som sa na existenciu dvoch foriem pozitivneho stipca viboja v kysliku, nizko
a vysokogradientni formu s axidlnym elektrickym polom radovo 100 V/m
a 1 kV/m. Vytvoril som spojity model nizkoteplotného plazmatu ako staci-
onarne rieSenie rovnice kontinuity so zanedbanim divergentného ¢lenu. Mo-
del zahrnuje dvanast réznych druhov castic a reakcie medzi nimi: elektrény,
zékladné a excitované stavy atomarneho a molekularneho kysliku, samoz-
rejme negativne a pozitivne ionty.

Za konstantného tlaku som numericky riesil ¢asovy vyvoj koncentracie
Castic, pokial systém nedosiahol rovnovazny stav. Moje numerické vysledky
boli porovnané s experimentalnymi meraniami, ktoré boli vykonané na Ka-
tedre fyziky povrchoch a plazmatu. Aby som ziskal zhodu medzi mojimi a
experimentalnymi vysledkami, bolo nutné variovat reakéné koeficienty reak-
cii, v ktorych dochadza k produkcii naboja.
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Abstract: The aim of the presented work was to create model of the glow
discharge positive column of the oxygen in the middle pressures (in range
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Kapitola 1
Uvod a ciel prace

Cielom mojej prace je vytvorit model nizkoteplotného plazmatu so zamera-
nim na modelovanie kladného stipca diatnavého viboja v ¢istom kysliku v
oblasti strednych tlakov (~ N - 100 Pa). Pouzivam postupy pocitacovej fy-
ziky a to hlavne metddu chemickej kinetiky. Pri modelovani beriem do tvahy
existenciu dvoch foriem kysliku, ktoré sa obycajne vyskytuji v pozitivnhom
stpci za stredngch tlakov. Obidve formy sa lisia vo svojich parametroch, ako
je napr. pozdlZne elektrické pole, pomer atomarneho a molekuldrneho kys-
liku. V praci nadvézujem na experimentalne merania realizované na Katedre
fyziky povrchov a plazmatu, vysledky experimentov st vstupnymi datami pre
moj model.

V nasledujtcej kapitole najskér popisujem rézne postupy modelovania
plazmatu s prikladmi prac, ktoré sa danym modelom zaoberaja. V castiach
2.1 - 2.3 sa postupne zaoberam vlastnostami plazmatu, zameriavam sa kon-
krétne na ditnavy viboj a $pecidlne na oblast pozitivneho stipca. V tretej
kapitole sa zaoberam spojitym popisom plazmatu, Boltzmannovou kinetic-
kou rovnicou a z nej odvodzujem rovnicu kontinuity. V casti 3.2 konkrétne
popisujem koeficient diftizie a mobility, ich vlastnosti a odvodenie z poru-
chovej tedrie. Nasledne v cCasti 3.3 uvadzam sposob vypoctu reakénych ko-
eficientov. Predposledna stvrta kapitola obsahuje predpoklady odvodenie a
vysledky m6éjho modelu. V Zavere je zhrnutie a plany budtuceho postupu.



Kapitola 2

Prehlad literatury

Existuju dva zakladné smery modelovania plazmatu a ich vzajomné kombi-
nacie:

Casticové modelovanie , kedy st rieSené priamo pohybové rovnice stitboru
castic v reprezentativnom objeme plazmatu. Jedna sa teda o vypocet
trajektdrie kazdej Castice (iontov, elektrénov a neutralov) na zéklade
posobiacich sil. Do Gvahy sa zahtnaju externé sily aj vzajomné pdso-
benie castic. Prikladom takej metddy je Particle in Cell - Monte Carlo
Collision (PIC-MCC), popis je napriklad v pracach [2], [24], [25]. Me-
tédou PIC-MCC' vyuzivaja programy XPDP1, XPDC1, XPDS1,
XPDP2 vyvinuté skupinou PTSG (The Plasma Theory and Simu-
lation Group, EECS Department, University of California, Berkeley),
ktorymi sa zaoberam vo svojej bakalarskej praci [15]. Casticové modely
déavaju sice podrobny mikroskopicky popis ale st vypocetne vysoko na-
roc¢né.

Spojité modelovanie , ktoré zahitia modelovanie Boltzmannovej kinetic-
kej rovnice, chemicku kinetiku a difuzne modely. Tieto modely aproxi-
muju vlastnosti jednotlivych Castic spojitymi velicinami ako je rozde-
Tovacia funkcia, koncentracia, rychlost atd.

Prikladom modelu, bertici do ivahy ambipolarnu difiziu s chemickou
kinetikou pozitivneho stlpca v argéne, je praca [10]. Autori modeluji
¢asovy vyvoj radidlneho priebehu koncentracie iontov Ary, Ar™, elek-
trénov e, neutralnych castic Ar, metastabilnych atémov Ar* za pred-
pokladu kvazineutrality. Model fituji na namerany priebeh koncen-
tracie elektrénov a nasledne predpovedaji vyvoj koncentracie metas-



tabilnych atémov. Clanok s podobnym zameranim a modelom autorov
Pavlik a kol. [17].

Délezita je praca Miroslava Vichera [26], ktory sa vo svojej dizerta-
¢nej praci modeluje koncentrécie ¢astic v pozitivnom stipci metédami
chemickej kinetiky a skiima mozny vplyv diftzie. Berie do uvahy roz-
siahly stibor castic a vzajomnych reakcii medzi nimi. Uréuje vahu a
prispevky jednotlivych reakcii do celkovej bilancie ¢astic. Dalej pocita
vplyv zrdzok na rozdelovaciu funkciu elektrénov rieSenim Boltzman-
novej kinetickej rovnice.

Vyznamné a komplexné je praca Dettmera [5], ktory kombinuje experi-
mentalny pristup s pocitacovym modelovanim, vysledky modelovania
porovnava a nasledne fituje na experimentalne data.

Zaobera sa riesenim bilan¢nej rovnice pre dodany vykon a energe-
tické straty za predpokladu, ze praca vykonana vonkajsim elektrickym
polom v jednotke objemu je radidlne aj axialne homogénna. (Tento
predpoklad vedie na homogénne rozloZenie koncentracie elektrénov.)
Porovnava numerické riesenie s meranim, ¢o mu slizi nasledne na urco-
vanie redukovaného elektrického pola.

Rezonan¢nou metddou meria koncentraciu elektrénov a porovnava ju
s teoretickym modelom. Vychadza s vyjadrenia vybojového priudu v
zévislosti na radidlnom rozlozeni elektrénov.

Dettmer vo svojej praci riesi Boltzmannovu kinetickt rovnicu pre elek-
trény a pocita reakéné koeficienty a driftovi rychlost pre rozne hodnoty
redukovaného elektrického pola, vysledky mu slizia ako vstupné data
pre model chemickej kinetiky.

Model chemickej kinetiky aplikuje na vysokogradientna formu kysliku
a dochddza k zéverom, 7e prevazujicou formou iontov st OF, O~.
V oblasti prechodu medzi vysokogradientnou a nizkogradientnou for-
mou dochéadza k vyrovnaniu koncentracie atomarnych a molekularnych
negativnych iontov. Podla Dettmera excitovany stav Oy(a'A) hra do-
lezitl tlohu pri dvojstupnovej ionizacii a produkcii elektrénov. V ob-
lasti prechodu dochadza k vyrovnaniu procesov zachytu a odlepenia
elektrénov, kde hraja délezitt tlohu préave castice O a Oq(alA).

Ako zdroj vstupnych konstant (mobility, diftzie, reakénych koeficientov)

mi poslizila rozsiahla praca autorov Eliasson a Kogelschatz [7] a tento sibor
reakcii som doplnil o Styri reakcie z prace Vichera [26]. Ako sa ukazalo, tieto
reakcie hraju zanedbatelnt tlohu v mojom modeli.

Dal§fm moznym zdrojom reakénych koeficientov st préace [23], [9], [1]. Hod-
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noty reakénych koeficientov sa moézu znacne lisit podla literattry, napr.:
o('D)+0 L 0+0

K =8,0-107"? cm?®/s podla [7] alebo K = 7,510~ c¢cm?/s podla [9)].
Zdroj vstupnych dat st pre mna experimentalne merania, vykonané na Ka-
tedre fyziky povrchov a plazmatu, Lukasa Schmiedta, Adolfa Kanku a hlavne
praca Viery Rezacovej [20].

Praca sumarizujuca zakladné fyzikalne a chemické konstanty autorov Mohr
a kol. [16], ktoré som pouzil vo svojom modeli:

Boltzmannova konstanta &k = 1,380 650 4-10"* J K™* (2.1)

hmotnost elektrénu  m, = 9,109 382 15 - 10~% kg (2.2)

atémova hmotnost kysliku Mr(O) = 15,994 914 619 56 g mol ' (2.3)

Avogadrova konstanta N, = 6,022 141 79 - 10%* mol " (2.4)

elementarny naboj e = 1,602 176 487 -107'° C (2.5)

permitivita vakua ey = 8,854 187 817-10"* Fm™! (2.6)
Prevodové vztahy:

1J =6,241 509 65 - 10'® eV (2.7)

1eV =1,602 176 4871071 ] (2.8)

1 eV (/k) = 11604, 505 K (2.9)

1K (-k) = 8,617 343 - 10 %eV (2.10)

1J (/k) =17,242 963 - 10** K (2.11)

1K (-k) =1,380 650 4 - 10* ] (2.12)

1 Torr = 133,322 Pa (2.13)

1 Td =107 V cm? (2.14)



2.1 Plazma

Plazmatom sa véacSinou rozumie: ,,Kvazineutralny plyn nabitych a neutral-
nych ¢astic, ktory vykazuje kolektivne chovanie®, ako uvadza Chen [3].

Kolektivnym chovanim rozumiem pohyb ¢astic, ktory zavisi na celko-
vych podmienkach plazmatu a jeho priestorovom rozlozeni. Castice sa,
vzajomne ovplyviuju aj na velké vzdialenosti, napr. pdsobenim elek-
tromagnetickych sil.

Kvazineutralita znamend, Ze hustota priestorového naboja v danom mieste
)
je priblizne nulova. Moze ale dochadzat k lokdlnym poruchdm koncen-
tracie naboja.

Pricom elementarny objeme musi obsahovat dostatoény pocet castic, aby
bolo mozné hovorif o kolektivnom chovani. Co je to elementirny objem
silne zavisi na konkrétnom type plazmatu.

Plazma je prevladajicim stavom hmoty vo vesmire, casto sa nazyva stvr-
tym skupenstvom hmoty. Prikladom vyskytu plazmatu st medzihviezdne
hmloviny, hviezdy, slne¢ny vietor a z pozemského plazmatu hlavne vyboje v
plynoch, plazmochemické reaktory, lasery [3].

2.2 Dutnavy vyboj

Dutnavy vyboj je prikladom nizkoteplotného pozemského plazmatu, ktory
je udrzovany v dynamickej rovnovahe pomocou externého elektrického pola.
Charakteristika datnavého vyboja, ako uvadza Kracik [13]:

e Vysoky katédovy spad Uy ~ 100V .
e Vyboj za nizsich tlakov p € [13,1300] Pa (0,1 — 10 Torr).
e Nizky vybojovy prad I € [1,100] mA.

e Nizkoteplotné plazma, teplota elektronov mnohonasobne prevysuje
teplotu neutrélov T, > T,.
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Ditnavy vyboj sa da rozélenit na (Obr. 2.1):

Katédovu oblast |, ktora sa sklada z Astonovho temného priestoru (Aston
dark space), katédového svetla (Cathode glow), temného katédového
priestoru (Dark cathode space), zdporného dutnavého svetla (Negative
glow), Faradajovho temného priestoru (Faraday dark space). Vlast-
nosti katédovej oblasti zavisia na pracovnom plyne, materidlu katody
a urcuju stabilitu vyboja. Dochadza tu k prudkému spadu potencialu,
¢o vytvéara silné elektrické pole, nezanedbatelny je drift elektrénov v
elektrickom poli. Elektrény opustajice elektrédu su silne urychlované,
az dosiahnu v priestore katodového svetla excitacnti energiu, kde domi-
nuji excitac¢né zrazky. Cast elektrénov preleti bez vyraznych energetic-
kych strat do temného katédového priestoru, kde dosiahnu ioniza¢nta
energiu Castic plynu. V oblasti zaporného datnavého svetla nasledne
prebiehaju prakticky vsetky procesy excitacia, ionizacia, rekombinacia

Pozitivny stlpec (Positive column) je oblast so slabym pozdiznym elek-
trickym polom, kde prevladaju procesy excitacie, ionizacie a ambipo-
larna diftzia nabitych castic ku stenam trubice. Na stenéch nésledne
prebieha rekombinaény zanik nabitjch ¢astic. Pozdlzne elektrické pole
v pozitivnom stlpci byva v molekuldrnych plynoch rddovo ~ 1 kV/m
a v inertnych plynoch ~ 100 V/m.

Anédovi oblast | ktord sa sklad4 z anddového svetla (Anode glow) a ané-
dového temného priestoru (Anode dark space). V anédovej oblasti do-
chadza znovu k narastu elektrického pola, ale anédovy spad je mno-
honasobne nizsi ako katédovy. V anddovej oblasti sa vytvara zaporny
priestorovy naboj, ktory oddeluje pozitivny stipec od anddy.

2.3 Pozitivny stlpec v kysliku

Mojim cielom je modelovaf prave oblast pozitivneho stipca datnavého vy-
boja v kysliku vo vybojovej trubici.
Charakterizacia pozitivneho stlpca:

e Pokial je v¥boj stabilny, pozitivny stipec mé axidlne homogénne elek-
trické pole. Vynimkou moze byt stcasné existencia dvoch foriem v
kysliku, ako popisujem nizsie.
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Katédové svetlo Anddové svetlo
Zaporné dutavé svetlo  Pozitivny stipec

*_1

A

T -

Astonov Faradayov Anbédovy
temny priestor temny priestor temny priestor
Katédovy

temny priestor

Obr. 2.1: Dutnavy vyboj

e Prevlada radidlna ambipolarna diftizia nabitych castic ku stenam tru-
bice a ich néasledné rekombinacia na stenach.

e Prevladajucim druhom reakcii je excitacia a ionizacia.
e Moznéa pritomnost stacionarnych a beziacich ioniza¢nych vin.

Zvlastnostou kysliku je existencia vysokogradientnej F ~ 1 kV/m a niz-
kogradientnej formy F ~ 100 V/m, pri¢om sa mézu vyskytovat sicasne vo
vybojovej trubici za strednych tlakov, radovo ~ N -100 Pa (~ N Torr). Nor-
malna je vysokogradientna forma, neocakavany je vyskyt nizkogradientnej
formy pre molekularny plyn kyslik.

Ako uvadzaji autori vo svojich pracach Schmiedt [22], Rezacova [20], Dett-
mer [5], Kocian a Mayor [11], vlastnosti obidvoch foriem sa daji nasleduji-
cim sposobom zhrnit:

T forma nizkogradientna (E ~ 100 V/m):

e Vyskytuje sa pri vyssich tlakoch a nizsich vybojovych pridoch v
porovnani s H formou [5], [20].

e V T forme sa vyskytuje minimalne mnozstvo negativnych iontov.
Rozne zdroje udavaju znacne rozdielnu koncentraciu, niektory
autori ich vyskyt ani nezistili. Podla merani na mojej katedre sa
negativne ionty vyskytuju v obidvoch formach i ked v nevelkom
mnozstve.
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H-forma

Podiel atémov a atomarnych iontov prevysuje podiel molekil kys-
liku priblizne o 20% [22].

Klesa stupen disociacie s rastom vybojového praudu [11].

Vyskytuje sa na strane anddy vo vyboji, odkial sa s klesajucim
priadom postupne rozsiruje ku katéde [5],[20], ako je zndzornené
na Obr. 2.2.

vysokogradientna (£ ~ 1 kV/m):

S rasticim vybojovym pruadom sa zvysuje podiel atomarneho kys-
liku O a zépornych iontov O~ [11].

V H forme sa vyskytuje maximélne okolo 10% negativnych iontov.

Vyskytuje sa na strane katédy vo vyboji, odkial sa s rastiicim
pradom rozsiruje k andde [5],[20], Obr. 2.2.

Napriklad vo svojej praci Lukas Schmiedt [22](str.40) uvadza existenciu obi-
dvoch foriem pri tlaku 800 Pa a vybojovych pradoch 20 — 35 mA, pri tlaku
950 Pa a vybojovych priudoch 30 — 35 mA.

H forma — T forma
~ 1kVIm ~100V/m

Obr. 2.2: T a H forma

Pri stucasnej existencii T a H formy je pritomny jav hysterézie. Parametre
prechodu (vybojovy prud a tlak) zavisia na histérii vyboja, akym spésobom
sa vyboj do prechodu dostal, z T alebo H formy [5]. Tymto javom sa ale vo
svojej praci nezaoberam.
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Kapitola 3

Teoria spojitého popisu
plazmatu

3.1 Bolzmannova kineticka rovnica

Zakladom spojitého modelovania plazmatu je Boltzmannova kineticka rov-
nica pre rozdelovaciu funkciu i-teho druhu castic:

0 F; |0/
Jide =n; (3.1b)
R3
g 9 0 o) 0 Js]

Ve = (57350950 Ve = (3c 5o 30 )

m;, ¢; je hmotnost a rychlost i-teho druhu castic, F'; posobiaca sila.
Zrazkovy clen [%} vyjadruje zmenu rozdelovacej funkcie v dosledku vzajom-
nej interakcie Castic pri zrazkach (rozptyl, excitacia, chemické reakcie. . .).
Rovnica (3.1b) predstavuje normovanie rozdelovacej funkcie na koncentraciu
castic n; miesto jednotky.

Postupnou integraciou Boltzmannovej kinetickej rovnice podla rychlosti je
mozné ziskat zdkon kontinuity pre i-ty druh castic, pricom prepokladajme

posobiacu silu F' ako Lorencovu F; = Q(E + ¢ x B), kde @Q); naboj i-teho
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druhu castic.

0 F, of;
—f. - V.f: .\ f: — - 2
/Rs 8tf1dc + /R?’ ¢ xfldc + /R3 m; CdeC /R3 |: (525 :| dC (3 a)

1
u;, = — | ecfide (3.2¢c)
n; Jrs

u; je unasava (posuvna) rychlost, I; a R; ¢leny vzniku a zaniku i-teho druhu
Castic v reakcidch. Samozrejme platia zakony zachovania hmotnosti a né-
boja:

Z Qi(l; — R) =0 (3.3)
> mi(Ii = Ri) =0 (3.4)

Dal$ou integraciou Bolzmannovej kinetickej rovnice, je mozné ziskat zakony
zachovania hybnosti, energie, momentu sily a hybnosti atd., podrobny po-
stup a vysledky uvadza Kracik [14](str. 31-51).

3.2 Poruchova teoria a Boltzmannova kine-
ticka rovnica

Za predpokladu iba malej odchylky od rovnovazneho stavu, kde chaoticka
rychlost w mnohonéasobne prevlada nad unasavou rychlostou (¢ = u+w), je
mozné rozvinut rozdelovaciu funkciu f; do rady Lagrangeovych polynémov
a rieif Boltzmannovu kinetickd rovnicu s pouzitim poruchovej tedrie.

fi=f) +cosift +...

— S (3:5)
c

V dalgich ivahdch budem pouzivat iba prvé dva ¢leny rozvoja, nulty ¢len f?

je rozdelovacia funkcia odpovedajica termodynamickej rovnovahe, vi¢Sinou

sa jednd o Maxwellovo rozdelenie. Porucha f}, ktora predstavuje odchylku

od rovnovéazneho stavu, mé smer a velkost. ¢ je uhol ktory zviera smer po-

ruchy so smerom rychlosti. Casto krat je vhodné zjednotif smer poruchy
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so z-tovou zlozkou rychlosti ¢, v kartézskych stradniciach, potom ¢ je uhol
ktory zviera sprievodi¢ rychlosti s osou z. Mnohé vypocty sa ulahéuji né-
slednym prechodom do sférickych suradnic (¢, 9, 7).

Dosadenim rozvoja do Boltzmannovej kinetickej rovnice, integraciou cez
rychlostny priestorovy uhol fQ dw, [, cdw, ziskam skaldrnu a vektorovi rov-
nicu pre dve nezname f°, f;, ako uvadza Kracik [14](str.126-148).

fo—i- d| i+ 1%(@—1—% i1>— /{?ﬂ w (3.6a)

Qi Qi

3 fi
Efiurcvxf? E f°+— (B x fi) = 4M/Q [&} cdw  (3.6b)

Za predpokladu pruznych zrazok medzi i-tym a k-tym druhom castic a
ng > n;, my > m; je mozné vyjadrit pravé strany (3.6a),(3.6b) [14]:

5]2 10 kaC2Vik 0 0
e {(5t]d 0230( My 8_cfi+

ofi
47rc/ {5{] cdw = —vg. fl (3.7b)

T}, teplota k-teho druhu castic, v, zrazkova frekvencia medzi i-tym a k-tym
druhom castic, £ Boltzmannova kineticka konstanta.

Castice u ktorych je vplyv poruchy najsilnejsi, vzhladom k véhe, st elek-
trény. Spojenim (3.6), (3.7) vznikne diferencialna rovnica druhého radu, kto-
rej rieSenim, za predpokladu stacionarity % fe=0,V,.fe =0, B=0 a zra-
zkovej frekvencie nezavislej na rychlosti v, # v(c), je skutoéne Maxwellovo
rozdelenie [14]:

2
leE ig 2 e Eﬁff :18 kTgcyegfeo mecyefo
oc oc

m; C3 Vik

f;)) (3.7a)

“3m. 2dc Mele c2 dc my

(3.8a)
0 m 3/2 —mec?

=n, | —e c .8b
Je=n <27rkTe) eXp( KT, ) (3.8b)

eE \?

T, =1, My :

+ o (meVe) (3.8¢)

T¢, T, teplota elektrénov a neutralov, e elementarny naboj.
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Cielom prechadzajucich tprav je ziskat vyjadrenie unésavej rychlosti w;,

s pouzitim (3.2¢),(3.5),(3.6b),(3.7b) a B = 0:

niui:/ (f,o—i-g-f;) cdc
R3

' o 3 (3.9)
= —@EZL—W/ —gfodc— —V / —fodc
m; 3 J, wvoc
14
D; ——lv/ —fodc (3.11)
1Qidr [
s=—— il [ 2 gy 3.12
H n; m; 3/0 Viacf’ ¢ ( )

Rovnicou (3.10) zavadzam koeficient diftzie a mobility, predpokladam obecnt
platnost tohto vztahu bez ohladu na poruchovi tedriu.

Dosadenim Maxwellovho rozdelenia za f{ a za predpokladu nezavislosti zré-
zkovej frekvencie na rychlosti, vyjadrim koeficient diftzie a mobility ako:
Aic Qi

Di —= i =
3 H m;lU;

(3.14)

(A; je stredna volné draha.)
Z rovnic (3.12),(3.11) je mozné odvodit vzfah (pre Maxwellovo rozdelenie)
medzi mobilitou a diftziou:

Qi
L= <ip, 3.15
M= (3.15)

3.3 Zrazikovy clen

Zrézkovy ¢len predstavuje zmenu rozdelovacej funkcie v dosledku vzajomne;j
interakcie Castic. Prispevky od jednotlivych reakcii pre dvojzrazku (podobne
pre trojzrazku) sa v obecnom tvare daji napisat ako:

{%} = i/ fifele; — cilo(@, |e; — ¢x|)dode; (3.16)

R3Q
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Diferencialny uc¢inny prierez o zavisi na rychlosti ¢astic vstupujtcich do re-
akcie a na priestorov uhle rozptylu @. Rychlosti ¢astic vstupujicich a vystu-
pujucich z reakcie st vzajomne previazané zakonmi zachovania ,ktoré urcéuju
vztah medzi ¢; a ¢, ¢, @.

Prirastok alebo tbytok koncentracie v rovnici kontinuity (3.2b) ziskam
ako plny integral vyrazu (3.16). Zavadzam takzvany reakény koeficient K,
ktory popisuje zmenu koncentracie i-teho druhu c¢astic v désledku zrazok.

Ii = Kjknjnk = // fjfklcj — CHO’((Z), |Cj — CH)d(Z)dede (317)
R3R3Q)

Reakéné koeficienty sa bud meraj alebo sa urcuje Géinny prierez reakcie S:
Q
Kjknjnk = / fjkaij(\cj — Ck|)‘Cj — Ck’dede (319)

R3R3

Predpokladédm, Ze chaotickd rychlost mnohondsobne prevlada nad unasavou
rychlostou, v rovnici (3.19) zanedbam poruchové ¢leny rozdelovacich funkcii
a dosadim za f Maxwellovo rozdelenie. Nasleduje postup podla [18](str.74):

/ / exp (795
K= 1. |, 27rkT P\ 72T,

; (3.20a)
Gk Y g e .
X(Zﬂ'ka> exp( Qka)SMcj c|dc;dcy,
Substittcia:
m; e _(mim) L
KT, kT, KT, kT, ) A
1
R, = (1 Mk ) 2 =i —
(ij ]—l—kack)A T.=2Cj —C
. m; //e AR2 _ar} "
1 X
=\ 2mk T, 27rka s Jos P 2 (3.20b)
X Sji(re)redRedr,
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Vysledny vztah:

n \? > e\ s
K. = 4 ——= e (ro)dr. 21
ik <2ﬂan> 7T/O exp( 2an>7’cS]k(r) T (3.21a)
y = m;my, T _ m; Ty, + my T} o N
m; + my K mj + my, kT,

Redukovana hmotnost 1 a vazena teplota T),.

3.4 Koeficient diftuzie

V rovnici (3.10) zavadzam koeficient diftzie, popisujuici tok ¢astic v dosledku
gradientu koncentracie. Pre neutralne castice je mozné z kinetickej tedrie
plynov odvodif vztah pre vlastni diftiziu a diftziu v cudzom (pracovnom)
plyne, podla autorov D’Ans a Lax [4](str.266).
Vlastna diftzia:

b 4 (kT)Y?

3 (7m)"* ndy

(3.22)

Uéinny priemer molekil pri zrazkach dr zavisi na teplote a druhu plynu.
Diftizia i-teho druhu castic v pracovnom plyne, n, > n;:

9 (LT /2 i 1/2
D; = (2kT) (Mt (3.23)
3w (ni +ng) Vmdy \ mimy
di+d
dp = =2

ny koncentracia pracovného plynu, d, G¢inny priemer molekil pracovného
plynu.
(Priemer kysliku dr(O,) = 3,6 A [4].)
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Kapitola 4
Model

4.1 Systém rovnic

Mb6j model pozitivneho stipca vychidza z rovnice kontinuity (3.2b) a vyjad-
renim zrazkového ¢lenu pomocou reakénych koeficientov (3.17). Vznikne tak
systém parcidlnych diferenciadlnych rovnic popisujici zmeny koncentracie.
Pre i-ty druh castic, vyskytujicich sa v mojom modeli, mam rovnicu:

0

ot
= — E Kijnmj — E Lijknmjnk+ E Kjknjnk + E ijmjnknl (41)
J ik ik jkl
NS g g
Vv Vv
reakcie zaniku reakcie vzniku

Kazda prebiehajica reakcia prida jeden c¢len pravej strany, dvojzrazka Ky,
trojzrazka L ;. Samozrejme platia zdkony zachovania hmotnosti (3.3) a na-
boja (3.4). Tento systém nieje uplny, jednotlivé koeficienty mozu zavisiet na
tlaku, teplote a intenzite elektrického pola.

Predpoklady:
Tlak: Konstantnost tlaku p = konst. > 0.

Teplota: Predpokladam existenciu dvoch konstantnych ale rozdielnych tep-
16t, teplota tazkych Castic (neutralov a iontov) T, teplota elektrénov
T..T. > T > 0.

Diftizia a mobilita: Spojitost koeficientov diftizie a mobility:
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i = fi(E); pi € C(R)
Obmedzenost a odrazenost od nuly:
Vi:D; € a,b];b>a>0

Vi || € le,dl;d>c¢>0

[ = kQT D; (Mobilita je pre zaporné Castice zaporna funkcia).

Reakéné koeficienty: Spojitost a obmedzenost reakénych koeficientov:
Kjk, ij:l € C(R)
1>>Kjk20; 1>>ijl20

Kvazineutralita: Poziadavka kvazineutrality je opravnend iba v miestach
vyskytu cistej T alebo H formy. V oblasti prechodu medzi T a H for-
mou dochédza k prudkym zmenam elektrického pola, ¢o nutne vedie
k existencii priestorového naboja ediv, E = p # 0.

Tento systém rovnic treba doplnit o predpis elektrické pola alebo potenciélu:

eAp = Z Qin; (4.2)
(Permitivita prostredia ¢)

Existuji dve vhodné cesty dalSieho postupu:

e Riesif systém (4.1) ako stacionarnu ulohu priestorového rozlozenia na-
boja.

e Zanedbaf divergentny ¢len a riesit systém (4.1) ako evolu¢nu tlohu bez
difazie a driftu.

4.2 Vstupné data

Zdroj reakénych koeficientov, koeficientov diftizie a mobility je pre mia praca
autorov Eliasson a Kogelschatz [7] a tiez praca Vichera [26]. Zoznam reakcii
sa nachddza v Dodatku A. Pokial si reakéné koeficienty udané tabulkou
hodnét v zavislosti na E/n, pouzivam linedrnu interpolaciu.

V modeli pouzivam nasledujtci stibor castic:

1. Neutralne castice a ich excitované stavy:
0, O('D)
OQ, Og(alAg), Og(blE;)
O3
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2. Nabité castice:

(&
07, 0y, 0y
O, 05

V zjednodusenej forme s castice znacené ako:
o, 01D, 02, 02D, 02bS, 03, e, 0-, 02-, 03-, 0+, 02+

Niekedy je nutné napocitat reakény koeficient z Géinného prierezu po-
dla vyrazu (3.21). Pokial je G¢inny prierez po Castiach linedrnou funkciou
energie, je mozné ziskat analytické vyjadrenie reakéného koeficientu:

1
Siklre) = R (5777“3) (4.3a)
R(w) = A;w + B; pre w € [w;, w;11] (4.3b)
T,y = kT, (4.3¢)

2kT, Wo Wo
Kjp =2 1 - 2 -
” ™ {exp( TeV) (Tev i )RWO)

- (-52) (422 2) w20

TeV TeV
max w; Wis
- z_; 24Ty — B;) [eXp (_Tev> — exp (— T, )] }

Volnéa energia vstupujica do reakcie w sa zadava v eV, potom staci aj tep-
lotu T, dosadit tiez v eV. V pripade reakcie tazkych castic s elektréonmi
my > me, T, > T je mozné vykonat zanedbanie: T, = 1., n = m..

7 katedry KFPP som ziskal experimentalne dvojsondové merania pri tlaku

= 533 Pa (4 Torr) a vybojovom prude I = 30 mA za stcasnej existencie
T a H formy. Vyhodnotenie tjychto merani uvddzam v Tabulke 4.1, viacej
informaécii je dostupnych v Dodatku B.

Vzhladom k pouzitej metéde merania povazujem ako smerodajny zdroj
vstupnych dat ¢lanok [20] pri tlaku p = 500 Pa (3,75 Torr) a vybojovom
prade I = 7 mA, pretoZze pouZita rezonanéna metdda priamo mera koncen-
traciu elektrénov, hodnoty uvadzam v Tabulke 4.2.

Na zaklade uvedenych merani som zvolil ako smerodajnu teplotu:

T =400 K T, = 34814 K (3 eV) (4.4)
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Tabulka 4.1: Dvojsondové merania p = 533 Pa I = 30 mA

H forma T forma
T. [K] 45056 16384
T. [eV] 3,88 1,41
E [V/cm] 26,7 1,5

Za predpokladu dominancie iontov O*
Ot (n(O+) > n(Oz+))

T = 300K
ne [10°cm™] | 734 | 8,00
T = 400K
ne [10°cem™] | 550 | 597
T = 500K
ne [101° em™] | 439 | 4,74

Za predpokladu dominancie iontov Oy
(n(O+) < n(O2+))

T = 300K
ne [10°cm™] | 644 | 7,02
T = 400K
ne [10°cm™] | 482 | 524
T = 500K
ne [10° em™] | 387 | 4,16

Tabulka 4.2: Rezonanéna metéda p = 500 Pa, [ = 7 mA

FE [V/cm] | n. [10%cm™] | v, [10%s71]
T forma 6 1,8 8
H forma 35 0,9 20

23



Pri vyboji dochddza k ohrevu pracovného plynu a podla spektroskopickych
merani rotacnych teplot v H forme popisanych v ¢lanku [21] 7" € [300, 500] K.
Rotacna teplota molekul kysliku je blizka teplote pracovného plynu.

4.3 Evolu¢ny model

Zanedbanim difiznych ¢lenov v rovnici (4.1) vznikne ¢isto evoluény problém
chemickej kinetiky, systém obyc¢ajnych diferencialnych rovnic:

%ni = — Z Kijnmj — Z Lijknmjnk

! i (4.5a)
+ Z Kjknjnk + Z ijlnjnknl
ik ki
ni(to) =noi (4.5b)

Tento model moze popisat vyvoj koncentracie v priestorovo homogénnom
plazmate (alebo aspori lokdlne homogénnom). Je schopny priblizne popisat
pozitivny stipec s T alebo H formou, ale uZ nie ich siéasni existenciu ani
vzajomny prechod. Moze teda poslazif na urcenie dominantnych reakcii a
ich vplyv na koncentraciu castic.

Cielom je najst, varidciou pociatoénych koncentracii, ustaleny stav %ni =0,
ktory by sa svojimi vlastnostami zhodoval so vstupnymi meraniami podla

Tabulky 4.2.

Vzhladom k povahe vypoctu stac¢i dokazat lokalnu existenciu v okoli pocia-
toénych podmienok. Pravé strana rovnice (4.5a) je spojita, podla Peanovej
vety [12](str.67) existuje riesenie na intervale [tg,to + a; a > 0.

Posudzovanie vahy reakcie V' k bilancii i-tej castice je mozné pomocou
vztahu:

]i = Z Kjknjnk + Z ijmjnknl (46&)
ik ki
J Jk
Pri vzniku c¢astice v reakcii:
Kon.
Vi = % (4.6¢)
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Pri zaniku castice v reakeii:

Kyinin;
Vi = — = (4.6d)

Celkova vaha reakcie k bilancii vSetkych castic je

Cik, = Z |ij| (4.7)

Systém rovnic (4.1) predstavuje takzvany problém s vysokou tuhostou (stiff
problem), pri numerickou rieseni je nutné pouzit metédu s adaptivnym kro-
kom. Na numerické rieSenie som pouzil Matlab, konkrétne funkciu odel5s.
Napisat matlabovsku funkciu pre rozsiahly stibor ¢astic a reakcii by bolo ¢a-
sovo znacne naro¢né a pravdepodobnost chyby by bola vysoka. Miesto toho
som vytvoril skript, ktory mi spracuje vstupny stubor reakcii a automaticky
vygeneruje matlabovsk funkciu.

Pri samotnom vypocte je mozné drzat koncentraciu vybranych druhov castic
konstantnia, napr. Os.

4.4 Vysledky evolu¢ného modelu

Numerické vypoéty prebehli pri tlaku 500 Pa (3,75 Torr) Te = 34814 K
(3 eV), vahu jednotlivych reakcii posudzujem podla (4.6),(4.7).

Nt — N- = }".Q;n; znadi rozdiel koncentracie pozitivnych a negativnych
castic, urcuje do akej miery vysledok zachovava kvazineutralitu.

3,75 — p urcuje do akej miery sa zachovava tlak. Pri kontrole tlaku beriem
do Gvahy iba koncentraciu tazkych castic p = kT, n;.

Vysledky uvadzam v Tabulke 4.3 a vypodcitané zavislosti koncentracie ¢astic

na elektrickom poli st znazornené v Obr. 4.1, 4.2, 4.3, Specialne iba elektrény
v Obr. 4.4.
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Tabulka 4.3: Vysledné koncentrécie ¢astic [cm™

‘]

E =6 Vem™!
T K] 300 400 500
E/N[Td]| 50 6,6 8,3
O 7,42e+16 | 7,03e+16 | 6,18e+16
O('D) | 6,15e+11 | 9,74e+11 | 1,21e+12
O, | 4,360+16 | 1,72¢+16 | 8,09¢-+15
Os(a'A,) | 2,42e+15 | 1,94e+15 | 1,15e+15
O5(B'5) | 4,91e+14 | 1,01e4+15 | 1,37e+15
Os 9,18e+12 | 1,67e+12 | 4,00e+11
e 1,08e+13 | 2,0le+13 | 3,11e+13
OF | 1,02e+13 | 1,97e+13 | 3,09¢-+13
OFf | 6,03e+11 | 3,69e+11 | 2,27e+11
O- 2.87c+9 | 554e+9 | 6,78¢+9
Oy 1,47e+9 | 6,08e+8 | 2,83e+8
Oy 6,81e+8 | 9,36e+7 | 1,47e+7
3.7 —p | -2,626-12 | -3.446-12 | -4,42e-11
Nt - N~ -37 507 80
E =35 Vem™!
T K] 300 400 500
E/N[Td]| 29,0 38,7 18,3
O 1,15e+17 | 8,89e+16 | 7,18e+16
O('D) | 1,49e412 | 2,77e+12 | 3,49¢+12
05 4,23e+15 | 1,0le+15 | 3,09e+14
Os(a'A,) | 8.25e+14 | 2,02e+14 | 6,35¢+13
O5(b'57) | 6,41e+14 | 3,76e+14 | 2,30e+14
Os | 131e+12 | 7,2004+10 | 5,66e-+9
e 1,34e+13 | 2,26e+13 | 3,36e+13
OF | 1,34e+13 | 2,26e+13 | 3,36e-+13
OFf | 6,0204+10 | 2,24e+10 | 9,126+9
O | 4,19¢+10 | 2,69¢+10 | 1,56e-+10
O; | 126048 | 22247 | 526e+6
Oy 2,45e+7 | 6,32e+5 | 2,25e+4
3,75 —p 1,20e-10 | 3,34e-11 | 7,83e-11
Nt - N~ 47 180 282
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Vahy vybranych reakcii pri £ = 6 Vem™!, T = 400 K, T, = 34814 K,

p =500 Pa, (E/N = 6,6 Td), kompletné vysledky je mozné ziskat na prilo-
zenom CD.

O :7,03e+16 cm™3

O-I—

O

R24: ¢ . O —O" .e.¢
R38b: e.e. Ot — O . ¢
R12b: O. 0.0 — 05 .0
R56: OF .0y — O] . O

:1,97e+13 cm™3

R24: ¢e. O — O" .e.¢
R38b: e.e. Ot — O . ¢
R56: OF .0y — O] . O
R25: €. 09— Ot .0 .e.e

: 5,54e+9 cm ™3

R2: e. O — O . 0"
R5: O .0 — 05 .¢
R57c: Ot .0~ — 0.0
R4ba: O; . O — O™ . Oy

O('D) :9,74e+11 cm™3

R37c: e.Of — O .0O('D)

R33a: O('D).0 — 0.0

R34a: O(lD) . 02 — 0. Og(blzz)
R33b: O('D) . 0y — O . 05

Oy :1,72e+16 cm™3

O3

R13: e. 0y — Oa(atAy) . e
R17: e.O2(a'Ay)) — Os . €
R56: OF .0y — OF . O
R23b: Og(blE;) .0 — 02 . O
R22: e. 02 — 02(612;) . €
R37a:e.e.O;—>Og.e
Ri12b: O. 0.0 — 05 .0

: 3,69e+11 cm™3

R56: OF .0y — O] . O
R37a: e.e.O;—>Og.e
R37d: ¢. 0y — O .0

R37c: e.Of — O .0O('D)
R19: Os(a'Ay) . OT — OF . O
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-0,965
0,940
-0,029
0,025

0,995
-0,969
-0,026

0,005

0,789
-0,607
-0,284

0,157

0,973
-0,452
0,419
0,114

-0,651
0,626
-0,158
0,154
-0,142
0,109
0,089

0,854
-0,591
0,237
0,171

0,111



: 6,08¢+8 cm™?

Rd5a: 0; .0 — O~ . Oy
R36a: 6.02.02—>02_.02
R45b: Oy .0 — O3 . ¢
R28b: e. 03 — O, . O
R36b: ¢.0 .0y — 0; . O

Oz(a'A,) : 1,94e+15 cm™3

R13: e. 0y — Oz(a'Ay) . e

RI7: e.O2(a'A,)) — O2 . €

R19: Os(a'A,) . Ot — OF . O
R55: e.O2(alA)) — OT . O .¢e. ¢

O2(b'2F) : 1,0le+15 cm™?

O3

R23b: Og(blE:{) .0 — 02 . O
R22: e. 02 — Og(blE;) . e

R34a: O('D) .0y — O . O2(b'S})
R23c: Og(blE;) . 03 — 02 . 03

: 1,67e+12 cm™3

R9C:0.0.02—>0.03

R15b: Og(alAg) . 03 — 02 . 02 . O(ID)
RA41: 02(1)12;) . 03 — 02 . 02 .0

R16: Oz(alAg) . Og(alAg) . 02 — 03 . 03
R45b: Oy .0 — O . e

:9,36e+7 cm™3

R53: 6.02.03—>03_.02
R60: O; . OF — O3. 0
R54b: O3 . O — O . O
R61: O§.02—>03.02.6

e :2,0le+13 cm™3

R24: ¢. O —O7" .e.¢

R38b: e.e. 0" — O . e

R37a: e.e.O0f — Oz . ¢

R37d: ¢.0f — 0.0

R37c: e.Of — O .O('D)

R25: €. 09— Ot .0 .e.e

R55: €. 02(a'A)) — OT . O .e. e
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-0,493
0,486
-0,448
0,281
0,085

0,999
-0,961
-0,032
-0,005

-0,088
0,912
0,088

-0,006

0,544
-0,407
-0,319

0,163

0,161

0,976
-0,585
-0,241
0,136

0,994
-0,969
0,018
-0,007
-0,005

0,005

0,001



p =500 Pa, (E/N = 38,7 Td):

O :889%+16 cm™

O+

O

R24: ¢ . O —O7" .e.¢
R38b: e.e. Ot — O . ¢
R12b: O. 0.0 — 05 .0
R7a: ¢e. O3 — O .0 . e

: 2,26e+13 cm™3

R24: e. O — OT .e.e
R38b: e.e. O — O . e
R56: OF .0y — OF . O

: 2,69e+10 cm™3

R2: ¢e. O3 — O . O~
R5: O7.0—07.¢
R57c: OT .0~ — 0.0

O('D) :2,77e+12 cm™3

R7b: .0y — O .O('D) . e
R33a: O('D).0 — 0.0

R34a: O(1D> . 02 — 0. Og(blz:;)
R37c: e.Of — O .0O('D)

:1,0le+15 cm™3

R13: e. 0y — Oa(atAy) . e
R17: e. Og(alAg) — 02 . e
R12b: O. 0.0 — 0O, .0
R7a: ¢e. O3 — O .0 . e
R23b: Og(blzg) .0 — 02 .0
R22: e. 02 — 02(b12+) . e
R7b: ¢. 05— 0.0('D) . e

:2,24e+10 cm™3

R56: OF .0y — OF . O
R37a: e.e.O0f — Oz . ¢
R37d: ¢. 0y — O .0

R19: Og(alAg) .0t — O;‘ e
R37c: e. Oy — O . O('D)

:2,22e+7 cm ™3

Rdba: Oy .0 — O~ . Oy
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Vahy vybranych reakcii pri £ = 35 Vem™!, T = 400 K, T, = 34814 K,

-0,958
0,957
-0,040
0,026

1,000
-0,998
-0,001

0,993
-0,664
0,282

0,959
-0,947
-0,041

0,039

-0,525
0,520
0,318

-0,206
0,127

-0,124

-0,095

0,779
-0,620
-0,220

0,181
-0,159

-0,503



R45b: O .0 — O3 . ¢ -0,457

R18b: Oz(a'Ay) . O~ — 05 . O 0,419
R28b: e.03 — O; . O 0,305
R36b: ¢.0 .02 — O; . O 0,156
Os(athy) :2,02e+14 cm™3
R13: e. Oy — Oz(alAg) .e 0,999
R17: e.O2(a'A,)) — Os . € -0,990
R19: Os(a'Ay) . Ot — OF . O -0,008
R55: e.Oz(a'Ay) — OF . O .e. e -0,001
Ox(b'S]) : 3,76e+14 cm™
R23b: Ox(b'Sf) . O — 0y . O -0,997
R22: e. Oy — Ox(b'E}) . e 0,969
R34a: O('D). Oy — O . O2(b'%]) 0,031
R21: O~ . O2(b'S}) — 0 . 0y . € -0,003
O3 :7,29e+10 cm™3
R9c: O.0 .03 — 0O .03 0,641
R8b: e .03 — O(1D) . Oz(atA,) . e -0,639
R18a: Oq(a'A,) . O~ — O3 . e 0,258
R45b: Oy . O — O3 . e 0,094
R8a: e. O3 — 0 .05 . € -0,087
O; :6,32e+5 cm™3
R60: O; .OT — 03.0 -0,679
R51: O~ .03 — O3 . O 0,569
R53: e. 02 .03 — O35 . Oy 0,418
R54b: O3 . O — O5 . O -0,308
e :2,26e+13 cm™3
R24: ¢ . O —O7" .e.¢ 0,999
R38b: e.e. Ot — O . ¢ -0,997
R2: ¢e. O3 — O . 0O~ -0,002
R5: O .0 — 0y .¢ 0,001
R37a: e.e. O; — Oy . ¢ -0,001

Numerickymi vipo¢tami som ziskal koncentréciu elektrénov radovo 103 cm ™3,

¢o je o tri az Styri rady viac ako vyplyva z merani. S rastom elektrického
pola sa koncentracia elektrénov zvysuje Obr. 4.4, ¢o sa nezhoduje s rezona-
nénym meranim Tabulka 4.2. Hlavnym procesom vzniku a zaniku elektrénov
je ionizacia O a rekombinécia s O7.

Prevladajicim typom pozitivnych iontov st O, pricom sa ich koncentracia
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Obr. 4.1: Zavislost koncentrécie ¢astic pri T' = 300 K, T, = 34814 K, p = 500 Pa
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Obr. 4.2: Zavislost koncentracie ¢astic pri 7' = 400 K, T, = 34814 K, p = 500 Pa
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Obr. 4.3: Zavislost koncentracie ¢astic pri 7' = 500 K, T, = 34814 K, p = 500 Pa
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Obr. 4.4: Zéavislost koncentracie elektrénov pri T, = 34814 K, p = 500 Pa
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radovo zhoduje s koncentraciou elektrénov. Podiel iontov OF ku OF urcuje
reakcia O . Oy — OF . O a variaciou jej reakéného koeficientu je mozné
menif pomer OT ku Oy .
Dominantnym typom zépornych iontov st O~ a s rastom elektrického pola
sa podiel O~ k Oy, O3 zvySuje. Zaporné ionty predstavuji menej ako 1%
zaporného naboja.
Atomaérny kyslik prevazuje nad molekularnym pricom s rasticim elektrickym
polom rastie disociacia kysliku. Koncentracie atomarnych ¢astic O, O(*D),
O™, O™ maju konstantny alebo rasttci charakter, oproti tomu koncentrécie
molekularnych castic maju cisto klesajuci charakter.

Koncentracia elektrénov radovo prevysuje pozadovant hodnotu podla
Tabulky 4.2, v celom modeli existuje ale iba Sest reakcii vzniku néboja:
R1: 6.02—>O§r.e.e
R24: e. O — 0" .e. ¢
R25: e. 09— Ot .0 .e.e
R55: e.0y(!D) — Ot .0 .¢e.¢
R62b: 6.03—>O;.O.6.6
R62c: e. O3 — OT .0~ .0 . e
Tisicnasobnym znizenim reakénych koeficientov spomenutych reakcii docie-
lim pokles koncentricie elektrénov radovo na ~ 10° cm™3. U elektrénov
zani pochopitelne dominovat reakcie zachytu (attachment) a odlepenia
(detachment), tie zostali nedotknuté. Pri vzniku pozitivnych iontov sa mno-
honésobne zvysil podiel reakcie R25: ¢ . Oy — O . O . e . e.
Véha reakcii pre pozitivne ionty pri £ =6 Vem ™!, T' = 400 K:

O+
R56: OF .0y — OF . O -0,995
R25: .0y — Ot .0 .¢e.e 0,587
R24: e. O — O" .e. ¢ 0,411
Oy
R56: OF .0y — OF . O 0,995
R37d: ¢. 0Oy — O .0 -0,544
R37c: e.Of — O .0O('D) -0,394

Véha reakcii pre pozitivne ionty pri £ = 35 Vem ™!, T' = 400 K:

O+
R56: OF .0y — OF . O -0,981
R24: ¢. O — OT" .e.e 0,832
R25: ¢. Oy — O" .0 .¢e.¢ 0,166
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R56: OF .0y — OF . O 0,981
R37d: ¢. Oy — O .0 -0,429
R37c: e.Of — O .O('D) -0,311
R6: O~ .05 — O . Oy -0,188

Vhodnou variaciou reakénych koeficientov reakcii R24 a R25 je mozné do-
cielift pozadovant koncentréaciu elektrénov podla Tabulky 4.2 s pouzitim va-
riacného koeficientu r; K(R24) = k- K(R24)

Variacia koeficientov sa u teploty 300 K mierne 1isi od ostatnych, pretoze
povodny postup viedol ku krajne nestabilnému vysledku pri £ = 35 Vem™!.
Dosiahnuté vysledky uvadzam v Tabulke 4.4 a 4.5, pricom su tieZ zndzornené
v Obr. 4.5, 4.6.

Tabulka 4.4: Varia¢ny koeficient s

K
T K] 300 400 500
R2M: ¢.0—O0" .¢.¢ 1322e-3 | 0,6456-3 | 0.2776-3
R25: ¢.0y,— 0.0 .c.¢ 1,935¢-3 | 2,241e-3 | 2.865¢-3
Rl: e.0,—0; .¢e.e 0 le-3 le-3
R55: e.0,(!D) — OF .0 .¢e.e 0 le-3 le-3
R62b: ¢.03— 05 .0 .c.¢ 0 le-3 le-3
R62c: ¢. 03— OT .0 .0 .¢ 0 le-3 le-3

Uvadzanie vysledkov v zavislosti na elektrickom poli je pre porovnanie
s experimentalnymi meraniami nepraktické, vyhodnejsie je ziskat zavislost
na vybojovom prude ako v Obr. 4.7. Hustotu pradu v ose vybojovej trubice

moéZzem odhadntt ako:
i =Y Qiun;E (4.8)
J

Vzhladom k tomu, Ze nepozndm radidlny profil koncentracie jednotlivych
Castic, je mozné brat vybojovy prud iba ako priblizne iimerny hustote pradu
podla (4.8), I = C -i.
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Tabulka 4.5: Koncentracie castic po variacii reakénych koeficientov

E =6 Vem™!
T [K] 300 400 500
E/N [Td] 5,0 6,6 8,3
0] 6,26e+14 | 1,68e+15 | 2,36e+15
O('D) 9,58¢+8 | 2,00e+9 | 2,75e49
0, 1,20e+17 | 8,84e+16 | 6,94e+16
Oq(a'Ay) | 1,77e+14 | 4,53e+14 | 6,54e+14
O2(b'S) | 3,02e4+13 | 3,97e+13 | 3,79e+13
O 2,72e+12 | 1,55e+12 | 1,12e+12
e 1,80e+9 | 1,80e+9 | 1,80e+9
O~ 6,29¢+5 | 9,00e+5 | 1,16e46
OF 2,03e+9 | 1,94e+9 | 1,92e+9
O~ 8,3le+7 | 9,7le+7 | 9,63e+7
Oy 1,5le+8 | 4,38¢+7 | 2,39e+7
O3 6,76e+5 | 4,13e+5 | 2,7le+5
3,75—p | 2,66e-13 | 1,22e-11 | 4,97e-14
Nt —N- 0 0 0
FE =35 Vem™!
T [K] 300 400 500
E/N [Td] 29,0 38,7 48,3
0] 4,44e+15 | 6,49e+15 | 7,95e+15
O('D) 8,03e4+9 | 9,13e4+9 | 1,10e+10
0, 1,16e+17 | 8,32e+16 | 6,35e+16
Oq(a'A,) | 5,45e+14 | 8,03e+14 | 9,66e+14
Oy(b'S}) | 6,61e+13 | 4,98¢+13 | 3,94e+13
O 6,70e+12 | 2,98e+12 | 1,71e+12
e 9,00e+8 | 9,00e+8 | 9,00e+8
O+ 6,28e+5 | 7,54e+5 | 8,03e+5
OF 2,71e+9 | 2,25e+9 | 1,95e+9
O~ 1,67e+9 | 1,28e+9 | 1,01le+9
Oy 1,38¢+8 | 6,50e+7 | 3,91le+7
O3 1,15e+7 | 4,79e+6 | 2,39e+6
3,75 —p | 9,77e-10 | 6,55e-12 | -1,73e-11
Nt —N- 1 0 0
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Obr. 4.5: Koncentracie dastic po varidcii pri T =400 K, T, = 34814 K,
p = 500 Pa
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Obr. 4.6: Koncentracia elektrénov po varidcii pri T = 400 K, T, = 34814 K,
p = 500 Pa
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Vahy vybranych reakcii po variacii reakénych koeficientov pri E = 35 Vem™?,
T =400 K, T, = 34814 K, p = 500 Pa, (E/N = 6,6 Td):

O 1,68e+15 cm™3

R34a: O('D). Oy — O . O2(b'%}) 0,658
R9a: O . 02 . 02 — 03 . 02 —0,543
R12a: O.0O. 02 — 02 . 02 —0,393
R33b: O('D) .0y — O . Oy 0,180
R41: 02(612;) . Og — 02 . 02 .0 0,114
O* 9,00e+5 cm™3
R56: OF .0y — OF . O -0,993
R25: ¢. O3 — O" .0 .¢e.¢ 0,775
R24: e.O —OT" .e.¢ 0,223
O~ 9,7le+7 cm™3
R2: ¢e. O — O .0~ 0,572
R45a: O, . O — O~ . Oy 0,427
R5: OO .0 —0s.¢ -0,402
R18a: Oq(a'A,;). O~ — O3 . e -0,231
R26a: O~ .0y — O; . O -0,226
O('D) 2,00e+9 cm™3
R15b: Oz(a'Ay) . O3 — Oz . O . O('D) 1,000
R34a: O('D). Oy — O . O2(b'%}) -0,762
R33b: O('D) .0y — O . Oy -0,208
Oy 8,84e+16 cm™
R15b: Oz(alAy) . O3 — Oz . O2 . O(*D) 0,549
R13: e. Oy — OQ(CLIAQ) .e -0,435
R23b: Oy(b'Sf) . O — 0y . O 0,209
R34a: O('D). Oy — O . Oo(b'%}) -0,209
R9a: O . 02 . 02 — 03 . 02 —0,173
OF 1,94e+9 cm™®
R56: OF .0y — OF . O 0,993
R37d: ¢. Oy — O .0 -0,554
R37c: e.Of — O .0O('D) -0,402
O; 4,38¢+7 cm™3
R36a: e¢. Oz .02 — O; . Oo 0,643
R45a: O; . O — O™ . Oy -0,476
R45b: Oy . O — O3 . e -0,433
R26a: O~ .0y — O; . O 0,252
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Os(atA,) 4,53e+14 cm™3
R13: e. 02 — Oa(a'Ay) . e
R15b: OQ((ZIAQ) . 03 — 02 . OQ . O(lD)
R16: Oz(alAg) . OQ(GlAg) . 02 — 03 . 03

O2(b'S]) 3,97e+13 cm ™3
R23b: 02(b12;> .0 — 02 . O
R34a: O('D). Oy — O . Oo(b'E})
R22: e. 02 — 02(512;) . e
R23c: Ox(b'S}) . O3 — Oz . O3
R41: 02(512;) . 03 — 02 . 02 .0

O3 1,55e4+12 cm™3
R15b: Og(alAg> . 03 — 02 . 02 . O(lD)
R9&20.02.02—>03.02
R16: Og(alAg) . Og(alAg) . 02 — 03 . 03
R41: Og(blE;) . 03 — 02 . 02 .0

O; 4,13e+5 cm™
R61: 03_.02—>03.02.€
R52: 0_.02.02—>O§.02
R532€.02.03—>03_.02

e 1,80e4+9 cm™3
R36a: 6.02.02—>02_ .02
R2: ¢e. O — O .0~
R5: OO .0— 0y .¢
R45b: O, . O — O3 . e
R18a: Os(a'A,;) .0~ — O3 . €
R50: O; . OQ(CLlAg) — 02 . 02 . €
R21: O~ . Og(blE;) — 0.0y .¢
R25: e. 09— Ot .0 .e.e
R61: 03_.02—>03.02.6
R37d26.0;—>0.0
R28b: e. 03 — O, . O
R58: O, . Og(blﬁg‘) — 05 .09 . ¢
R37c: e. O; — 0 .0('D)
R24: ¢. O —O" .e.¢

0,977
-0,616
0,319

-0,688
0,688
0,312

0,174

0,119

-0,855
0,538
0,442

-0,112

-0,991
0,740
0,134

-0,484
0,479
0,337
0,326
0,194
0,058
0,039
0,016
0,012
-0,011
-0,010
0,009
-0,008
0,005

Na Obr. 4.7,4.6 je jasny skok koncentracie elektronov medzi T a H for-
mou. Podla upraveného modelu pri prechode od T k H forme dochadza k
prudkému narastu koncentracie negativnych iontov, rastie disociacia kysliku,

rastie koncentracia negativnych iontov na tkor elektrénov.
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Obr. 4.7: Koncentracia elektrénov po varidcii pri T = 400 K, T, = 34814 K,
p = 500 Pa

4.5 Stacionarny model s diftziou

Dalsi mozny pristup k obecnému systému rovnic (4.1) je riesit dany problém
ako stacionarnu tlohu priestorového rozlozenia koncentracie:

div, (=D;Von; + pn, E) =

= — Z Kijnmj — Z L,-jknmjnk + Z Kjknjnk + Z ijlnjnknl <49)
J ik ik jkl

Divergentny c¢len je mozné pomocou substiticie n; = n; exp (— ]?73 w) a rov-
K

nice (3.15) upravit nasledujicim sposobom:

—D;Vyn; — uin;Vyp = —D; exp (— l{%z’ @) V.

Clen obsahujici gradient teploty zanedbavam kvéli predpokladu konstantne;j
teploty, ako je uvedené v predpokladoch na strane 20.
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Rovnicu (4.9) prepisem pomocou (4.10) do tvaru:

—div, <De Zav n)

K.7m (kT +kT> L. 7 _(TQ+TTJj+TTZl)‘P_
+ ijninj + ijlnmjnle =
. ‘ (4.11)

J gl

Q; @ Qj L QL Qr
K. (kTJ +k7£l) I _(Tzzj'*'kTél"'kT,«)@

= jimine + L,nimn,e

gl jlr

Systém rovnic (4.11) je nutné doplnif o Laplaceovu rovnicu pre potencial:
—div, (eV,p) = ZanZe i (4.12)

Pre predchddzajici systém rovnic (4.11), (4.12) uvazujem okrajovi pod-
mienku P:

_SO _ fo _ Q, na 8Q} P (4.13)
n; = Nyo = N4 €XP (kTi 900>
(v je vonkajsia normala k integra¢nej oblasti 2.)

Dalej uvazujem restrikciu systému do jednej dimenzie. Ja sa zaujimam o

axidlny priebeh koncentrécie castic a elektrického pola v smere osi z, chcem
riesif rovnice (4.11), (4.12) na intervale [z, z5]. Otézkou je aké funkcie dosa-
dif za okrajové podmienky v P, ¢o predstavuje krajné hodnoty koncentracie
a potencidlu. Hodnoty koncentracie v krajnych bodoch je mozné, za pred-
pokladu nulovosti divergentného ¢lenu, ziskat z predchadzajiceho modelu.
Tieto data su ale problematické vzhladom k vysledkom predchadzajicej ka-
pitoly. Potencial plazmatu, koncentraciu a teplotu elektréonov je mozné te-
oreticky ziskat vyhodnotenim jednosondovych merani v T a H forme. Takéto
merania boli vykonané na mojej fakulte. Jednosondové merania, ktoré som
mal k dispozicii a ktoré som vyhodnocoval, boli ale tak silne zasumené, ze
sa mi nepodarilo ziskat relevantné hodnoty ani v rddovej presnosti.
V Dodatku C uvddzam dokaz existencie slabého riesenia pre systém (4.11),
(4.12) s okrajovou podmienkou P. Dokaz existencie rieSenia je nad ramec
mojej prace, pre budice numerické riesenie metédou konecnych prvkov je
ale nezbytny.
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Kapitola 5

Zaver a diskusia

Na zéklade spojitého popisu plazmatu som zostavil model chemickej kine-
tiky, ktory vychadza z rovnice kontinuity zanedbanim divergentného ¢lenu.
Ako zdroj vstupnych dat mi slazili merania vykonané na Katedre fyziky po-
vrchov a plazmatu so zameranim na oblast sucasnej existencie T a H formy.

Napocital som koncentracie castic v ustalenom stave pri tlaku 500 Pa v
zévislosti na pozdlznom elektrickom poli a uréil som vahy jednotlivich reak-
cii. Porovnanim mojich vysledkov s experimentalnymi meraniami zistujem,
ze mnou urcend koncentracia elektrénov je o tri az Styri rady vyssia ako st
experimentalne hodnoty.

Variaciou reakénych koeficientov reakcii, v ktorych dochédza k vzniku na-
boja, som dosiahol zhodu s experimentalnymi hodnotami koncentracie elek-
tronov v T a H forme. Zistil som, ze vyznamnu tlohu pri procesoch vzniku
naboja a generacie elektronov hraju reakcie:

VopraciR24: O.e— 0" .¢c.e

V praci R25: ¢. Oy — Ot . O .e. ¢

Podarilo sa teda modelom ziskat prechod medzi T a H formou pozitivneho
stlpca datnavého viboja kysliku so zistenim, Ze v§znamna tlohu hraju di-
sociacia a vznik atomarnych iontov.

Vo svojom modeli predpokladam konstantnost teploty a Maxwellovo roz-
delenie pre vSetky uvazované castice. Pre fazké Castice je tento predpoklad
dobre splneny, pre elektrény ale uz nie. Rovnica (3.8¢c) popisuje teplotu elek-
trénov ako kvadraticktl funkciu elektrického pola. Doplnit model o rovnice
pre teplotu by znamenalo rozsiahle rozgirit a skomplikovat cely model.
Zanedbanim divergentného ¢lenu neuvazujem straty sposobené gradientom
koncentracie a elektrického pola. V pozdiZznom smere trubice je, vzhladom
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k charakteristike pozitivneho stipca, toto zanedbanie opodstatnené, ale uz
nie v radidlnom smere.

Tato diskusia udéva smer dalsej prace behom doktorandského $tiidia, na
ktoré som sa prihlasil.

1. Zhromazdif reakéné koeficienty z roznych zdrojov a vzajomne ich po-
rovnat, hlavne reakcii vzniku naboja.

2. Rozsirit model o diftiziu v radidlnom smere a urcit radialny priebeh
koncentracie a zistit radidlne straty.

3. Ziskat dalSie experimentdlne vysledky a pouzit alternativny model
s diftiziou, ktory popisujem v kapitole 4.5.
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Dodatok A

Zoznam reakcil a c¢astic

Castice: O, OF, 07, O('D), Oy, OF, O3, Oa(a'Ay), O2(b'E}), Os, O3, €
Pocet reakcii: 114

Rl: Oy.e—0Of .e.c

R2: Oyp.e— 0.0

R3: OO .e—0.¢e.¢

Ri: OO .0O— 0.0, .¢

Rb: O. 0O —0q.¢

R6: O .0f — 0.0,

R7a: Oy .e— 0.0 .¢

R7b: Oy.e — O .0('D) . e
R8a: O3 .¢e—0 .0y .¢

R8b: O3.e— O('D) . Oz(a'A,) . e
R9a : OOQOQ—>0203
R9b: O.0y .03 — O3 .05
R9¢: O.0 .0y — O .05
R10a : 02.03—>O.02.02
R10b : 03.03—>O.02.O3
R10c : 003—>OOOQ
R11: 005—>0202

Rl12a: O .0 .0y — Oy . Oy
R12b: O.0 .0 — 0O .0,
R13: Oy .e— Oqy(a*A,) . €
Rl4a : 02 .Og(alAg)—>02 .02
R14b : O.OQ(QIAQ)—}O.OQ
Rl4c : Og(alAg) .03 —> Oy . O3
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R14d :
R15a :
Rl5b:

R16 :
R17:

R18a :
R18b :

R19:

R20a :
R20b :

R21 :
R22 :

R23a :
R23b :
R23c :
R23d :

R24 :
R25 :

R26a :
R26b :
R27a :
R27b :
R28a :
R28Db :

R30 :

R30b :

R31:

R33a :
R33b :
R33c :
R33d :
R34a :
R34b :
R3b5a :
R35b :
R35¢ :
R36a :
R36b :

(alAg) — Oy .

(alAg) 03 — O 02 . 02

(&1A ) O3 — O( ) O, .
( A ) 02(0/ A ) — 03 .

a A

OQ(CL A ) e — 02 .

o . @wA)—%%.e
O~ . 0s(a'D,) — 0. 05
O . 0s(a'A,) — O . OF
0 .05 — Oy . Os(a'A,)
O . 03 — 02 . 02(1)12;)
o~ . 02<b12;> — 0. 02 . €
OQ .e —> OQ(bIE;) . €

02 . Og(blE;) — 02 . 02
0. 0,(b'SH) — 0. 0,
02(612;) . 03 — 0y . 03
Og(blE;) — 02 . hv
O.e—0O".e.c
Oy.e— 0.0 . ¢e.e

O .0y —0.0;

O .0—05.¢
0.02.6—>0_.02
O.e— 0O . hv

Oz .e — O .0y
Os.¢c—0.0;
O~ . 0y.0f — 0, .04
0.0~ .05 — 0.0,
OO(lD) .OQ—>OQ.OQ
'D)— 0.0

.0y — O . Oy
.03 — O . O4
— O . hv

. 02 — 0. 02(b12;>
L0y —3 0. Oy(a'A,)
. 03 — 02 . 02
.03 — 0 .0 .0,

. 03 — 02 . Og(alAg)
. 02 .e — 02 . 02_
0.0s.0—0.0;

= =

_ =

—_— — e

CEEEEEEEES

O00000Q09000
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R36c¢ : 02 . Og(alAg) .e — 02_ . Og(alAg)
R36d: Oy.e — O5 . hv

R37a: Of .e.e — O . ¢

R37b: Oy .05 . ¢ — O . O

R37c: OF .¢ — O .0('D)

R37d: OF .e — 0.0

R37e : 0.0;.e—>0.0g

R38a: OF .0y .e— O . 0,

R38b: Ot .e.e — O . e

R38: Ot .e — O . v

R3%: O . Oy(a*A,) .e — O . O3

R39b : OQ.OQ(alAg) .6—>02 02_

R39c: Oq(aA,) . Ox(atA,) . e — O5 . Os(a*Ay)
RAL: Ou(B'%H). 05 — O . 0 . O,

R42a : OQ(CLlAg) . OQ(CLlAg) — 02 . Og(blz:;_)
R42b : OQ(CLlAg) . Og(alAg) — OQ . 02 . hv
R43 : OQ . Og(blg:;) — OQ(CLlAg) . OQ(@lAg)
R44a3 : O" . 02_ . Og(alAg) — OQ(CLIAQ) . 03
Rddal: O.0".0; — O . O

R44a2 O+.02.0;H02.03

Rddb : OF .05 — 0 . O;

R45a: O .0; — O™ . Oy

R45b: O .0y — O . e

Rd6a: Oy . 0 . Oy —s Oy . 0. O,

R46b : OF . Oy —s Oy . Oy

Ri6c: O .0y — 0. 0 . Oy

R4T : OQ.OQ_—>OQ.OQ.€

RATh: Oy . Oy — Oy . O . €

R48a: OF . Oy —s O . Os

RA8b : OF . Oy — 0.0 . Os

R50 : OQ_ OQ(CLlAg)—>0202€

R51: O .05 — O .0;

R52: O~ .0, .0, — Oy . O

R53: 02.03.6—>02.0§

Rb4a : 003_—>02026

R54b: O .05 —3 O, . Oy
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R55 :
R56 :

R57a :
R57b :
Rb57c :

R58 :
R59 :
R60 :
R61 :

R62Db :
R62c¢ :

RV1:
RV2 .
RV4 .
RV5 :

Os(a'Ay) . e — O . OF . e

Ot .0y, — 0.0
0.0t.0-— 0.0,
Ot .0 .0y — 0, . 0,
O+*.0-—0.0

02_ . 02<b12;> — 02 . 02 .

OO+02_>OQO;_
Ot .0; — 0O .04

Oy .05 — 0y .05 . €
O3.¢e—0.05 .¢e.e
O3.e—0.0".0 .¢
O3.€—>03_.h’0

OFf .e—0y. v

O™ .0, — 05 . hv
O.0"— 05 . hw

. e

e
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Dodatok B

Dvojsondové merania

Dvojsondové merania za stcasnej existencie T a H formy, Tabulka B.1. Me-
rania su znazornené v Obr. B.1,B.2.

Tlak p = 533 Pa (4 Torr)

Vybojovy prad I = 30 mA

Dlzka sond L = 5 mm

Polomer sond r» = 50 pum

Plocha sond S = 2nrL

Vzdialenost sond d = 1,5 cm

Tabulka B.1: Dvojsondové merania VA-charakteristiky

T forma
Us [V] | -50 | -45 -40 | -35 | -30 | -25 | -20 | -15 | -13 | -11
I [pA] | -11 | -11 | -10,5 | -9,5 | -9 -8 | -8 |-75| -7 | -6,5
Us [V] -9 -7 -5 322 2 4 6 8
I [pA] | -6,5 | -5,5 | -4,5 | -2,5 0 75| 8 8 8
H forma
Us [V] | -100 | -95 | -90 -85 | -80 | -75 -70 -65 | -60
I [pA] | -20,5 | -20 | -19,5 | -19,5 | -19 | -18,5 | -18,5 | -16,5 | -15
Us [V] -55 | -50 | -48 -46 | -44 | -42 -40 -38
I [pA] | -12 | -10 -9 -7 -5,5 | -3,5 0 0
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Vyhodnotenie merani:

Bezzrazkova tedria

dI, it
- i% (B.1)
dUs |y —g  KIed) +15

i{ iontovy nasyteny prud prvej sondy pri napiti 0 V. Ak S; = S,

potom ] =1, .

dl; a
- (B.2)

dUs |y o KTt 2

Z'Jr

ne = — (B.3)

e 0,618 57

M; je hmotnost pozitivnych iontov.
Spojita tedria [6]
igln (Z£

+ ( 4r ) (B4)

T 2rLk(T, + Tyt

n™ je koncentrécia pozitivnych iontov, i; nasyteni iontovy prad, T;, pu+
teplota a mobilita pozitivnych iontov.
Za predpokladu n, > n";T =T, = n" =n" +n. = n,.

Bezzrazkova tedria méa dobru platnost pre nizke tlaky, za strednych tlakov
je nutné pouzit spojitt tedriu.
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T forma

15

10

-15

-80 -60 -40 -20 0 20
UVl

Obr. B.1: Dvojsondové merania T forma

H forma

*

-90 -80 -70 -60 -50 -40
uvl

Obr. B.2: Dvojsondové merania H forma
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Dodatok C

Existencia riesenia stacionarneho problému

Zaoberam sa postupom ddkazu existencie slabého riesenia systému diferen-
cidlnych rovnic (4.11), (4.12) s okrajovou podmienkou P, samotné odvodenie
popisujem v kapitole 4.5 za vstupnych predpokladov popisanych v kapitole
4.1 na strane 20. 7 a ¢ st vektorové funkcie s m zlozkami (v mojom pripade
m=12), 7= [ny,...,m|, ¢ = [c1,...,cn]. Predpokladam zakladna znalost
Sobolevovych priestorov a funkcionalnej analyzy.

Slaba formulacia, hladam:

n; € W1’2(Q>; n; = Mo Na 0f)
n; >0
1=1...m

p € WH(Q); ¢ = na 99
Spliujtce: Vi) € W )

“(
/ D;e ’“T SD)Vﬁi - Vipdz+

Q; Qj) (Qi Qj Ql)
—( B+t e — (Bt e
_ ET; T ET _ kT; VET; TR
+/ E Kijnmje ( ¢ J ¢—|— E Liﬂnmjnle ¢ J ! l/JdZ:
Q=

jl

Knne T z/1+ L, njmyn,e k% % wdz
() (e )
jlr
’ (C.1)
/gzeVgp-dez:/(ZZQiﬁie_’%@wdz (C.2)
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Dékaz existencie chcem vykonat pomocou Schauderovej vety o pevnom
bode, technika ddkazu je rozobrana v knihe [19](kap. 6.5).
Definujem zobrazenie ®:

/Q eV - Vipdz = /Q ;Qime_fﬁ‘p@bdz (C.4)

Oy : (p,n) — ¢
c spliuje :
ci € WH(Q); ¢; = Ty na 09
¢ >0

1=1...m

/ Die—%wvmci - Vipdz+
Q
+/ Z Kijcﬂje—<
€
N / Z Kymjme <%+%)w¢ + Z lerﬁjﬁlﬁre_(’%+’“ﬂ m)Wwdz
2

jlr

Q) Q)

R I P (1t e
LN )+ Lijicimjne A Ydz =
jl

(C.5)

Chcem ukazat, Ze existuje m: ®(7) = m. Dokaz rozdelim do nasledujtcich
krokov:

1. Existencia a jednoznacnost ¢ ako riesenie rovnice (C.4).

2. Obmedzenost ¢:
n; € [0,N] = |p| < Cysv. z2€Q

3. Existencia a jednozna¢nost ¢; ako rieSenie rovnice (C.5).

51



4. Obmedzenost a pozitivnost ¢;: B
n; € [O,N] = C; € [O,N], ||C,‘||W1,2(Q) <Cyn

5. Slabéa spojitost zobrazenia ®:
n—n—= ®(n) — ¢(n)

6. Pomocou Schauderovej vety o pevnom bode ukézat existenciu m:
d(n) =7n.

Postupne jednotlivé kroky:

1. Existencia a jednoznacnost ¢ ako riesenie rovnice (C.4):
Rozlozim ¢ na ¢ = x + ¢o; x € Wy*(Q) a zavediem operator A:

AW (Q) — (We(Q)

(Ax),¥) = / e (Vx + Vi) - Vb — ZQmie—%(Xﬂoo)wdz (C.6)
“ i

Operator A ma nasledujice vlastnosti:

(a) Potencionalny operator s potenciondlom F":
— 1im Fxts¥)—F(x)
(A(x), ¥) = lim ==X

Q;
F(v) = /QE%’V'U‘Z + €eVu - Vg + Z kﬂﬁiefrﬂ(w“m)dz

(b) Rydzo monoténny: (A(vy) — A(va),v; — vg) > 0; v # vy

(¢) Koercivny | l|i|m <Aﬁz)‘"”> — 00
v||—00
Z tedrie potencionalnych operatorov plynie podla [27] (Proposition
42.11.) slaba zdola polospojitost potencidlu F', nasledne existencia a
jednoznaé¢nost rieSenia nasledujicej tlohy [27] (Theorem 41.A.; Pro-
position 38.7.):
Alx) =0
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2. Obmedzenost ¢:
Ako testovaciu funkciu v (C.4) vezmem 1) = ¢ — ¢y a ziskam apriérny
odhad:

Q;
/EW V(e =g dz—/Zsze T (o — o) dz
Q
Qz
< ETme te *1%°dz
[p>

2 (0 — o) exp (=% (9 — o)) <

(C.7)

71

2 Fr. 2
lelRvrz@) < CellVellizg)

C <€||V(pHL2(Q)HVQDOHLQ(Q) + ‘Q‘NZ/{TZ esz ||900||Loo(sz))
(C.8)

(Fr. - podla Friedrichsovej nerovnosti)

Lavé strana nerovnosti (C.8) je kvadraticka v ¢lene || V||, oproti tomu
prava strana iba linedrna. Nutne teda existuje konstanta

C : IVl < €. Podla viet o kompaktnom vnoreni je v jednej
dimenzii priestor W2(2) kompakte vnoreny do priestoru spojitjch
funkcii C(Q2) a mam k dispozicii nerovnost:

sup o] < Caf|llw (@) (C.9)

Kombinéaciou (C.9), (C.8) dostavam sup |p| < Cy, konstanta C'y zévisi
Q
na N.

3. Existencia a jednoznacnost ¢; ako riesenie rovnice (C.5):
.. — 1,2 : S
Rozlozim ¢; na ¢; = x+70; x € Wy~ (§2) a zavediem bilinedrnu formu
B a linearny funkcional f:

B: W) x Wy*(Q) — R
Q;
Blx.v) = [ #ovy- Vods
Q

Qi %
+[2;Kiniﬁje (mm#j%

w + ZLileiﬁjﬁl€_<kTi KT le)Wde
4l

(C.10)
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f: We*(Q) — R

_/ZKjlﬁjnle <§7g+le) ¢+2Lmnynmr€ (’% i+ ) ipdz
R

jlr

(C.11)

Bilinearna forma B je zjavne eliptickd a obmedzena, podobne je fun-
kcional f tiez obmedzeny:
(a) B je W - elipticka:
B(v,v) > inf (Di) e~ 7 =0 |92, S al[ulfna
(b) B je obmedzena:

194 e
B(v1,v5) € Ne = i |10 0w 2(0) X
%”‘P”L‘X’(Q) (L?Tj,‘-‘t-%)H%HLOO(Q)
X |:Sllp (D@) +Zj Kije J +Zjl Lilee J :|
J
(v

(c) f je obmedzeny:

|f(v)] < Zﬂr< KuN + Ly N?) |75l wo 20 [V w2 %

Q1 1Q
(72 + B+ 18 ) leloo o)

Xe

Podla Lax-Milgramovej vety existuje prave jedno x splitujice [8] (str.
207):

Bx.¥) = =B, ¥) + f(¥)  WeWg (@):  (C12)
(B(70, . ) chapem ako linedrny funkcional.)

4. Obmedzenost a pozitivnost ¢;:
Pozitivnost ¢; je mozné ukazat jednoducho, dosadenim za testovaciu
funkciu ¢» = ¢; do rovnice (C.5), lava strana rovnice (C.5) je pozitivna,
zatial ¢o prava strana je negativna: 0 < B(c;, ¢; ) = f(¢; ) < 0 a nutne
¢, =0=¢ >0.
(¢; = min(0, ¢;), na hranici ¢; = m;p > 0 a teda viem ¢; = 0 na 05,
¢; je skutocne reguldrna testovacia funkcia.)
Apriérny odhad je mozné ziskat podobnym postupom ako v bode 2,
pouzitim testovacej funkcie v = ¢; — T;0 sa da ukdzat, Ze existuje
konstanta C': ||¢;||wrz) < Ch.
Obmedzenost v zmysle |¢;| < N sa mi nepodarilo bohuzial dokézaf,
platnost mozem iba predpokladat.
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5. Slabéa spojitost zobrazenia ®:
Priestor W12(Q) je v jednej dimenzii kompaktne vnoreny do C(f2) a
podTla vlastnosti kompaktného vnorenia slab4 konvergencia vo W12(Q
prechddza na silnti konvergenciu v C(2). Dalej je mozné ukazaf, ze:

n —=m vWY(Q) | _, (&) (-2 )
T v C(Q) fa OXPE miexpl *Y v LA(Q)

(C.13a)

= _\ 7 1,2

Zf N f X ‘éV(Q)(Q) } 7l — e v L2(Q) (C.13b)
Nech n" — 1 vo Wh2(Q) a ¢7 = ®;(n"), ¢ = ®;(n). Postupnost ¢ je
podla bodu 2 obmedzend a je z nej mozné vybrat slabo konvergentnt
podpostupnost 37 : 7 — 7 vo WH2(0Q).
Podla (C.13) AY(¢Y — o) — AV (T — o) = 0, preto je 7 riesenim tlohy
(C.4), z jednoznacnosti riesenia plynie 7 = .
Méam dokazané, ze ked »7 — 7, potom tiez ®;(n?) — P4(n) vo
W2(Q).
Uplne rovnakym spdsobom sa ukaze slaba spojitost zobrazenia ®.

6. Pomocou Schauderovej vety o pevnom bode ukézat, Ze existuje m:
o(n) =n.

V ={ve W Q)" |v| < N;|lvillwiz) < Cnii = 1.m}
Mnozina V' je uzavrend obmedzend konvexnd a vdaka kompaktnému
vnoreniu tiez prekompaktna v priestore spojitych funkeii.

Ukazem, ze zobrazenie ® : V' — V je spojité v priestore spojitych
funkcii. Nech mam postupnost:

{7} eV, v —ovv(CH)

Postupnost {v7} je obmedzend vo W?(Q) a preto je mozné z nej vy-

brat slabo konvergentnt podpostupnost 37 : ©¥ — 7, potom ale tieZ

vY — 7 v C(Q) a z toho vyplyva rovnost 7 = v.

V predchddzajticom bode som ukézal slabti spojitost zobrazenia ® vo W'2((Q2)
a nutne teda:

V= v = P(v7) = P(v) v C(Q)

Podla Schauderovej vety potom existuje aspor jeden bod € V' taky,
ze ®(n) =m [12] (str. 69) a [19](str. 8).
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