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Kapitola 1

Uvod

Booleovsks funkcia je svojou definiciou velmi jednoduchy abstraktny matematicky pojem.
V praxi je vsak teéria Booleovskych funkceif velmi dobre aplikovatelns na velmi siroku gkalu
(i nanajvys aktudlnych) problémov. Zrejme je to sposobené préve jej jednoduchostou ¢o do
definicie, jej dostatocnou mierou abstrakcie. V odbore zlozitosti bol napriklad prvy problém,
pre ktory bola dokizanid NP-tiplnost, problém splnitelnosti Booleovskej funkcie zadanej v
tvare CNF.

A préve to viedlo k tomu, Ze sa medzi zna¢ne veobecnymi Booleovskymi funkciami hladali
podtriedy, ktoré by mohli mat lepsie vlastnosti (napriklad kvadratické, kubické, acyklické,
kvazi-acyklické, CQ-funkcie, Hornovské, skryte Hornovské, ...). V tejto praci som sa zame-
ral prave na Hornovské funkcie. Tie zaujimaji medzi Booleovskymi funkciami tak trochu
vynimocné postavenie. A to prave z dovodu, ze odstranuju obrovski nevyhodu obecnych
skryvajicu sa v zlozitosti problému splnitelnosti a zdroven st dostatoéne vieobecné na to,
aby v nich boli formalizované mnohé praktické problémy, obzvlast z oboru umelej inteligencie
a relacnych databaz.

Pri nardbani s Hornovskymi funkciami je klicovou otdzkou volba reprezentdcie. V otdzke typu
reprezentacie sa na tikor menej typickych (obvody, pravdivostné tabulka) bude praca zaobe-
rat len s funkciami vyjadrenymi v najbeznejsej forme - vo forme formuli a to v disjunktivne;
normdlnej forme (DNF). Této disjunktivna normalna forma vsak nie je jednoznacne urcena,
existuje typicky exponencidlne mnoho ekvivalentnych vyjadreni danej funkcie. Pricom ¢&i
uz z pohladu priestorovej, ale i ¢asovej zlozZitosti je jasné, Ze praca s kompaktnejsou re-
prezentaciou je vyhodnejsia. Preto jednym z najaktualnejsich problémov v tejto oblasti je
problém nazyvany Horn Minimization (HM) - minimalizécie reprezentdcie Hornovskych for-
muli, na ktory sa praca zameriava. Pri rieSeni tohto problému existuje viacero pristupov.
Jednou z moznosti je aproximacia. Mimo inych autorov sa tymto zaoberal aj Bhattacharya a
kol. [2], kde okrem aproximécie skimali pri probléme minimalizécie aj malo skiimané postupy,
ako napriklad pridavanie novych premennych za tic¢elom celkového zmensenia reprezentacie i
vzhladom k po¢tu povodnych premennych.

Alternativnym pristupom je hladanie podtried Hornovskych formuli, pre ktoré by bol problém
minimalizdcie rieSitelny v polynomidlnom ¢ase. Najzndmejsim pripadom st kvadratické fun-
kcie (algoritmus na minimalizdciu uvadza napriklad aj Kronus [11]). Tie si vSak uz znaé¢ne
obmedzené a v praxi malo vyuZitelné. Preto je snaha néjst vSeobecnejsie vyjadrenie. Tak
napriklad Hammer a Kogan [9] uviedli uz zna¢ne pouzitelnejsiu mnozinu acyklickyjch funkcif
a eSte aj jej nadmnozinu quasi-acyklickych funkcii. Jeden z najnovsich vysledkov v tejto ob-
lasti priniesol Boros a kol. [3] uvedenim takzvanych CQ-funkcii.



Dalsou intenzivne studovanou podtriedou problému Hornovskej minimalizécie je trieda Hor-
novskych formuli s obmedzenim poctu literdlov na jeden term. Takéto obmedzenia vsak ty-
picky neprindsaji uspech. To sa vie napriklad u vyssie spominaného problému splnitelnosti.
Pri probléme Hornovskej minimalizécie nie je tento aspekt preskimany tuplne do detailov.
Znacne totiZz zdlezi na tom, ¢o povazujeme za parameter, ktory chceme minimalizovat. A to
je prave oblast, ktora je napliiou tejto préce.

V prvej kapitole zhrniem zakladné definicie tykajuce sa Hornovskych funkcii, ako aj vety a
néstroje, ktoré potom budem vyuzivat vo vsetkych ostatnych kapitoldch.

Ako bolo spomenuté vyssie, problém minimalizacie je zna¢ne zavisly od miery, ktorou meriam
mier minimality, dokonca aj takych ktoré boli doteraz uvazované len mimo svet Hornovskych
funkcii. Pozrie sa na ich vlastnosti, vzajomné zavislosti a rozoberie problém minimalizicie
pre kazdu z nich.

Dalsie kapitoly sa venuji problému minimalizdcie pri obmedzeni poctu literdlov v terme. V
pripade, kedy pouzivame ako mieru pocet literalov v celej formuli, ukazali Cepek, Kucera [6],
7e aj pri obmedzeni poc¢tu literdlov v terme na 5, zostdva tento problém NP-fazky. Ak
mierou minimalizdcie je pocet termov vo formuli, ukézali Boros, Cepek [4] Ze sa d4 pocet
literdlov na term obmedzit az na &fslo 3. Prave rozbor tohoto dokazu bude népliou tretej
kapitoly. Ako sa ukaze, dokaz obsahuje chybu. Uvediem protipriklad, dokladne preskimam
silu dokézanych tvrdeni. Pokisim sa mnozstvo uzitoénych pomocnych tvrdeni uvedenych v
tomto dokaze pouzit na zkonstruovanie ekvivalentného problému hladania tzv. HV-pokrytia.
Okrem demonstracie komplikovanosti situdcie tak dam priestor a prostriedky na pripadné
budtice dokdzanie toho, ¢o chcel povodny dokaz dokézat.

Nie je zndmy ziaden iny vysledok, ktory by ukazal NP-tazkost minimalizcie v pocte termov
pri obmedzeni na akykolvek vyssi pocet literdlov v terme. Stvrtd kapitola si zaumieni tito
prave vzniknutd medzeru vyplnit a dokdzat aspoi slabgie tvrdenie, v ktorom sa neobmedzi
pocet literdlov v terme na 3 (ako to ¢inil povodny dokaz), ale na 4. Ukaze to redukciou
z NP-fazkého problému zndmeho ako Set Covering. Respektive z jeho modifikacie, ktord
mé obmedzenie mohutnosti mnozin na 3, nazvaného 3-Set Covering. Dokaz NP-tazkosti to-
hoto problému je taktiez sicastou tejto kapitoly. Rovnako aj dokazy NP-tazkosti dalsich
problémov, ktoré si nevyhnutné pre tento dokaz.

1.1 Zakladné pojmy

V tejto sekcii objasnim zakladné pojmy z oblasti Booleovskych a Hornovskych funkcii. Uve-
diem aj niektoré zakladné vlastnosti popisovanych objektov vo forme Lemmat. Aby som
zabranil netimernemu navySovaniu rozsahu prace, nebudem uvddzat dokazy vsetkych tvr-
deni. Obzvlast ak je dokaz velkého rozsahu a dé sa néjst v inej literatire. V takomto pripade
sa typicky odkéZem na zdroj, kde sa d4 ndjst a uvediem aspon ndznak dokazu. Podobny
postup budem volit aj v nasledujticich kapitolach.

Pri tvorbe tejto kapitoly som vychédzal takmer vylucéne z [5].

1.1.1 Booleovské funkcie

Zakladnou definiciou je



Definicia 1.1 Booleovskd funkcia je zobrazenie

f:{0,1}" — {0, 1}.

Malymi pismenami z konca abecedy budem oznacovat logické premenné, typicky z,y. Mozu
teda nadobtdat hodnoty 0, 1, ktoré st ekvivalentami logickych hodnot false, true. Pri operdciach
s logickymi premennymi budem pouzivat na oznacenie disjunkcie xVy, konjukcie Ay, negécie
7. Vyskyt premennej alebo jej negécie budem nazyvat literdl, pricom vyskyt premennej je
pozitivny literdl, vyskyt jej negacie negativny literdl.

Definicia 1.2 Booleovskd formula:
a) kazdd atomickd formula (literdl) je booleovskd formula,
b) ak A, B si booleovské formule, potom aj A, AV B, A\ B si booleovské formule

Slovom term budem oznacovat konjukciu literalov, v ktorej sa Ziadna premennd nevyskytne
zaroven v pozitivnom i negativnom literdle. Na reprezentaciu Booleovskych funkcii budem
pouzivat prave formule, a to takmer vyluéne v tvare:

Disjunktivna normaélna forma (DNF) je disjunkcia termov.

Dovolit si to mozem preto, lebo plati nasledujtice tvrdenie:

Veta 1.3 KaZdd Booleovskd funkcia sa dd vyjadrit v tvare DNF.

Dékaz. Majme funkciu f(n) na n premennych zy,...xz,. Definujme tabulku:
Ty Ty ... Zy | f(n)
0 0 0 0
0 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

Kde v jednotlivych Stipcoch mame hodnoty premennych, v poslednom StIpCi hodnotu funkcie.
Vyslednd DNF bude disjunkciou termov, kde kazdy term odpoved4 jednému riadku tabulky,
kde mé funkcia hodnotu jedna. Pri tvorbe termu z jedného riadku sa pouzije postup, kde sa
hodnota nula nahradi negativnou premennou a hodnota jedna pozitivnou. Takze v pripade
hodnot, ktoré si naznacené v tabulke by vyslednd DNF vyzerala

Pozndmka: Z tabulky je pekne vidiet, Ze pocet roznych Booleovskych funkcii nad n pre-
mennymi je 2"). Riadky totiz odpovedaji réoznym ohodnoteniam premennych, tych je 2.
Booleovskéa funkcia potom moéZze mat na kazdom riadku bud hodnotu jedna alebo nula.
Takychto réznych kombindcif je prave 2.

Zavediem si eSte jedno znacenie. Formule v tvare DNF budem oznacovat kaligrafickym
pismom velkymi pismenami, typicky F, G, H . Symbolom F budem oznacovat mnoZinu



termov DNF F .

Pre funkcie f a g budem pisat f < ¢, ak f = 1 = g = 1. Presnejsie povedané, ak
pre vietky hodnoty premennych plati V(z1,...,z,) € {0,1}" : f(z1,29,...,2,) = 1 =
g(r1,x9,...,2,) = 1, kde f a g st definované na n premennych. Kazdy term taktiez od-
poveda Booleovskej funkcii, takze toto znacenie sa vztahuje aj na termy. Dokonca v pripade,
kedy bude pre nejaky term 7' a funkciu f platit, ze T' < f, takyto term ozna&fm pojmom
implikant funkcie f. Term T sa nazyva primarny implikant funkcie f, ak je implikantom,
a po vypusteni Tubovolného literalu prestdva byt implikantom (7" sa nedd skratit). Ak je T
implikantom f a nie je primarny, potom existuje 7" tak, ze T' < T < f, T' je primarny
implikant f. V takomto pripade hovorime, ze 17" absorbuje T'.

Pozndmka: V DNF je kazdy term implikantom reprezentovanej funkcie.

Ak je vsak kazdy term v DNF primdrnym implikantom reprezentovanej funkcie, potom
tito DNF nazvem primarnou. DNF F reprezentujicu f nazvem irredundantnou, ak vy-
pustenim Iubovolného termu z F dostanem DNF, ktora uz nereprezentuje f.

Hovorime, ze F je kanonicka DNF, ak obsahuje vSetky primarne implikanty reprezentova-
nej funkcie.

Termy T; a T, maji konflikt v premennej x, ak x € T} a & € Ty (alebo naopak). Po-
vieme, ze 17 a T, maju konsenzus, ak maju konflikt v prave jednej premennej. Potom ak
T, = Az, Ty = Bz, tak cons(T1,Ts) = AN B.

Ako hovori Veta 1.4, ktort uvediem nizsie, na ziskanie kanonickej DNF slizi

Konsenzudlna metéda: Na vstupe ma DNF F . Kym sa F moZe menit, opakuj:
1) vykonaj vSetky absorbcie, ktoré sa vykonat daji

2) najdi Tubovolné dva termy majiice konsenzus, a ak nie je absorbovany termom, ktory
uz je v F pritomny, tak ho pridaj do F

Veta 1.4 (Quinn) Nech F je DNF reprezentujica f. Vistupom konsenzudlnej metddy so
vstupom F je kanonickd DNF reprezentujica f.

Doékaz. Sporom. Nech G = R; V Ry V...V Ry je vystupom konsenzualnej metédy a nech P
je primdrny implikant f, pricom P # R;,Vi. Definujme P = {term Q|Q < P,Vi : Q £ R;}.
Kedze P € P, tak P # (). Nech je teda P* najdlhsi term v P.

e | P*| = n (vSetky premenné)
PP=1=P=1=f=1
Pr=1=V%i:R,=0= f =0, Spor

o P <n-—1
Vieme teda, ze dx : © ¢ P*. Termy xP*, zP* nie su v P, pretoze P* bol najdlhsi.
Kedze P* < P, potom aj zP* < P a zP* < P. Potom ale musia tieto dva termy
porusovat vlastnost Vi : Q@ £ R;. Musia teda existovat termy R;, R; také, ze plati
zP* < R;,R; = Az, A C P* a zéroven zP* < R;,R; = Bx,B C P*. Potom ale
tieto termy maji nutne konsenzus cons(R;, Rj) = A A B, kde AA B C P*. Kedze
je to konsenzus prvkov z G , musel byt metédou pridany, alebo absorbovany nejakym
Ry, € G. Potom ale R, C AN B C P* ateda P* < Ry a to je spor s nalezenim do P. [



1.1.2 Hornovské formule

Term T' sa nazyva Hornovsky, ak obsahuje nanajvys jeden negativny literdl.

DNF F sa nazyva Hornovska, ak sa sklada len z Hornovskych termov.

Booleovska funkcia f sa nazyva Hornovska, ak ma aspon jednu reprezentiaciu pomocou
Hornovskej DNF. Term T sa nazyva ¢iste Hornovsky, ak obsahuje prave jeden negativny
literdl. Analogicky definujeme ciste Hornovskit DNF, ¢iste Hornovsku funkciu.

V pripade Hornovskych funkcif je dobre znamym faktom (napriklad [7]), ze kazdy primarny
implikant (¢iste) Hornovskej funkcie je (¢iste) Hornovsky. Takze kazda priméarna DNF (¢iste)
Hronovskej funkcie je (¢iste) Hornovska.

Pre zjednodusenie znacenia pri praci s termami si zavediem zjednodusené znacenie, kde
namiesto konjunkcie premennych x Ay A zZ budem pisat len jednoducho xyz. Ak budem mat
mnozinu premennych S = {x1, 2y, ...,z,} a premenni z, budem namiesto A, .47 A Z pisat
len jednoducho Sz. Na niektorych miestach sa v pripade takychto termov budem na mnozinu
S pozitivnych literdlov odkazovat ako na lavi stranu termu a na premennt z, teda na pre-
mennu ktord vystupuje ako negativna, ako na hlavu termu.

V 1vode som spominal, ze Hornovské formule maji prave ti vyhodu, ze pre nich je
algoritmus na zistenie splnitelnosti polynomidlny. Problém splnitelnosti je vsak definovany
na konjuktivnej normélnej forme (CNF). Citatela nemusi zaujimat ¢o CNF je, podstané je
totiz to, ze v pripade DNF (a v celej praci sa zaoberam préave vyluéne DNF) je tento problém
ekvivalentny problému falzifikovatelnosti, oznacovany FALS, ktory hladéd ohodnotenie, v
ktorom ma funkcia hodnotu 0. (CiZe v podstate zistuje, ¢i dand formula je tautolégiou.)
Pre ndzornost uvediem aspoi naivni verziu algoritmu na FALS DNF:

1) Kym existuje zadporny linearny term z;:

(a) dosad z; =1
(b) z formule vyhod termy obsahujiice ;

(c) z termov obsahujtcich z; tento literdl vyhod
Ak som tymto vytvoril prazdny term, potom KONIEC - formula nie je falzifiko-
vatelna (je tautolégiou)

2) Zvysné premenné ohodnot nulou.

Tento algoritmus pracuje v case O(nl), kde n je pocet premennych, [ je pocet literdlov. Exis-
tuje aj o mélo chytrejsi algoritmus, ktory pracuje v ¢ase O(1).

Velmi dolezitym a ¢asto pouzivanym pojmom pri $tidiu Hornovskych funkeif je forward
chaining. Je to procediira, pomocou ktorej sa d4 overit, ¢i dany term je implikantom zadanej
¢iste Hornovskej funkcie. Na vstupe mé ¢iste Hornovski DNF F reprezentujicu funkciu f,
podmnozinu () jej premennych a na vystupe da mnozinu R, ktora je nadmnozinou mnoziny
Q. Vagne povedané, mnozina R reprezentuje mnozinu vSetkych premennych, ktoré su “odvo-
ditelné” z premennych, ktoré st v ). Pricom tato “odvoditelnost” sa d4 nahliadnut napriklad
tak, 7Ze pri pokuse falzifikovat F je R mnozinou vsetkych premennych, ktorych ohodnotenie



na 1 je vynitené ohodnotenim premennych z () na 1.

Forward chaining. Na vstupe ma ¢iste Hornovski DNF F = \/7", S;2;, a podmnozinu
premennych (). Potom:

1) R:=Q
2) Kym existuje ¢ tak, ze S; C R a z;, ¢ R, potom R := RU {xj,}

Vystupom procediry forward chaining je mnozina R. Vseobecne v d'alsom texte vysledok
procediiry forward chaining nad DNF F s pociatoénou mnozinou ) budem oznacovat sym-
bolom R£(Q).

O uzitocnosti tejto procediry, hovori ndsledujice Lemma. KedZe ho budem v d’alsom
texte hojne pouZivat, nebudem sa na neho zakazdym odkazovat. Jeho dokaz neuvediem, d4
sa ndjst v mnohych publikdcidch, napriklad v [11], [8].

Lemma 1.5 Ciste Hornovskyj term Qi je implikantom &iste Hornovskej funkcie f zadanej
ciste Hornovskou DNF F prdve vtedy, ak y € Rr(Q).

Na zéklade tejto vety si zadefinujem eSte dva pojmy. Premennd z je v F odvoditelna z
mnoziny S, ak z € Rz(S). Term Sz je odvoditelny z F , ak x € Rz(S).

Dalsia z uzitoénych vlastnosti Hornovskych DNF je vyjadrend v nasledujicom Lemma.

Lemma 1.6 Pre kazdi Hornovski DNF sa dd v éase O(I?) ndgst ekvivalentnd primdrna
irredundantnd DNF.

Dékaz. Majme Hornovskit DNF F . UkaZem, ako k nej ndjst primarnu irredundantnii DNF
F", ktord bude ekvivalentna.

Dolezitym faktom je, ze pre kazdi Hornovski DNF H a term Sz vieme v linedrnom case
O(1) (I je pocet literdlov) zistit, ¢i Sz < H. A to tak, ze v H polozime vsetky premenné z S
ako rovné 1, premennu x polozime rovnt 0 - ttito novit DNF nazvyme H’'. Tym zabezpecime,
7e ST je pravda. Ak ma byt splnend podmienka Sz < H, musi byt nutne aj H' pravda, a
to pre kazdé ohodnotenie. Inymi slovami, nesmie byt falzifikovatelnd. A to zistime tak, Ze
pustime linedrny algoritmus FALS na H'. A ak m4 byt Sz < H, musi algoritmus skoncit s
odpovedou NO (teda s odpovedou “vstupnd DNF nie je falzifikovatelnd”).

Takze teraz si zoberieme F , z nej vytvorime primarnu F”. A to tak, ze z kazdého termu T
spravim primdrny nasledovne. Skisim z neho odstranit nejaky literal a zistim, ¢i aj po jeho
odstraneni plati 7" < F (horeuvedenym linedarnym algoritmom). Ak dno, odstranim tento
literal. Takto postupne vyskisam vsetky literdly. Této cast spusti pre kazdy literal horeuve-
deny algoritmus, to ndm déva zloZitost tejto ¢asti O(I?).

Teraz z priméarnej F' spravim primarnu irredundanti F”. A to tak, ze pre kazdy term zistim,
¢i nie je redundantny. Najprv F” := F'. Potom pre kazdy term T poloz F” := F"\ T a skus
¢i T < F". Ak 4no, tak term je nadbyto¢ny, nechaj ho mimo F”. Ak nie, tak term T vrat
do F”. Pre kazdy term som pustil horeuvedeny O(l) algoritmus, takze ak t je pocet termov,
tak tato cast bez{ v case O(It).

O
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Kapitola 2

Hornovska Minimalizacia (HM) a
netradicné miery

V tejto kapitole zadefinujem problém Hornovskej minimalizdcie (HM). Velmi vdgne sa d4
povedat, ze je to snaha pre zadani DNF F najst jej minimdlnu reprezentdciu, to jest DNF
F' ekvivalentu F taku, aby jej dizka bola najmensia mozna. Otazkou je, co je to “dlzka for-
mule”.

A prave na tito otdzku sa v tejto kapitole pokisim ¢o najkomplexnejsie odpovedat. Skisim
néjst vsetky odpovede, ktoré pre Hornovské DNF déavaji nejaky dobry zmysel.

Vo vedeckej literature sa pod pojmom Horn Minimization vacsinou mysli jej minimalizacia
vzhladom k najprirodzenejsej miere - poc¢tu termov vo formuli. Velmi ¢asto pouZivanou je
este aj celkovy pocet literalov vo formuli. Obe tieto miery su celkom bezne pouzivané aj na
meranie dfiky vseobecnych formuli v tvare DNF (nie nutne Hornovskych).

Specidlny tvar Hornovskej DNF vsak umoziuje divat sa na velkost jej DNF aj na zdklade
inych kritérii, ktoré u ostatnych nemaji obdobu. Takto napriklad Kronus [11] zadefinoval
mieru, ktort vo svojej praci oznacil ako |F|,. Tam aj na zdklade clanku z oblasti relacnych
databéz, ktory publikoval Maier [12], vytvoril dokaz o polynomidlnej zlozitosti minimalizacie
Hornovskych formuli vzhladom k tejto miere. Podobny pristup som zvolil aj ja v tejto ka-
pitole a na zdklade ¢lanku z oblasti hypergrafov, ktory publikoval Ausiello a kol. [1], som
zadefinoval d’alsie tri miery, ktoré dévaji aj vo svete Hornovskych funkcii dobry zmysel.
Potom s pomocou viet a lemmat dokdzanych v [11] a [1] odvodil aj ich vlastnosti a vzdjomné
vztahy.

Pod pojmom miera ¢iste Hornovskej formule budeme rozumiet nejaké zobrazenie z
mnoziny vSetkych Hornovskych DNF do mnoziny prirodzenych ¢isel. Dlzka (velkost) for-
mule v miere |F|, bude teda hodnota tejto miery pre tito DNF. Povieme, ze formula
F je miniméalna vzhladom k miere |F|,, ak neexistuje Ziadna ina DNF F’ tak, aby pla-
tilo |F'|z < |F|z-

Teraz mozem prejst k definicii, ktord je v tejto préaci klticova.

Definicia 2.1 Problémom Hornovskej minimalizdcie (HM) v miere |F|, rozumieme:

Zadanie Hornovskdi DNF F | prirodzené ¢islo k, miera |F|,.

Otazka FEristuje DNF ekvivalentnd s F tak, aby na nej bola definovand miera |F|, a jej dizka
bola nanajvys k¢
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Niekedy budem oznacovat problém Hornovskej minimalizdcie vzhladom k miere |F|, ako
HM-x.
Vzhladom k podmienkam, ktoré som stanovil pre miery, moézem dokézat nasledujiice tvrdenie.

Lemma 2.2 Problém Hornovskej minimalizdcie vzhladom k lubovolnej miere |F|, je v NP.

Dokaz. Majme instanciu problému HM-x, ktorda mala na vstupe Hornovski DNF F a mieru
|F|., a na ktort bola kladnd odpoved a je dand (nie nutne Hornovskd) DNF F ako “certi-
fikat”.

Najprv (v polynomidlnom ¢ase) zistime hodnotu |F'|,. Ak je vécsia ako k, zamietneme F’
ako certifikat.

Pre kazdy term T" z F' skonstruujeme v polynomidlnom ¢ase primarny implikant 7" DNF
F tak, aby platilo T" < T" < F (odstranovanim literdlov - vid dokaz Lemma 1.6 - az na to,
7e novovznikajici term budem testovat v tomto pripade nie voci F’, ktora nie je Hornovsk4,
ale voci F, ktord je Hornovskd). Nech F” je disjunkcia tychto primarnych implikantov. Z
predchadzajicej kapitoly vieme, ze kazda primarna DNF Hornovskej funkcie je Hornovska.
Takze ak F” nie je Hornovska, zamietneme F’ ako certifikat.

Teraz si overime, ¢i F a F” reprezentuju tu istu funkciu. Najprv overime, ¢i F < F”. A to
tak, ze pre kazdy term T zistime, ¢i T" < F”. Ako som ukdzal v dokaze Lemma 1.6, toto
vieme v case O(1), [ je pocet literdlov (kedze st obe Hornovské). Prebehne to pre kazdy term,
to ndm déva O(lt),t je pocet termov. Podobne overime, ¢i F” < F.

Ak F” presla vsetkymi testami, tak mame skuto¢ne rieSenie problému minimalizdcie. Ak
niektory z testov zlyhal, potom mozeme F” ako certifikdt odmietnut.

O

Pozndmka: Problém hladania minimélnej DNF v pripade vieobecnych formuli (nie Hor-
novskych) je NP-fazky pre kazdi mieru. Staci si uvedomit, ze FALS je $pecidlny pripad
minimalizdcie. Ak totiz formula nie je falzifikovatelna, je tautologicky rovnd 1 (xVZ). Predpo-
kladdm samozrejme, Ze v lubovolnej miere je kazd4 formula dlhsia ako tautologickd jednicka.

2.1 Pomocné tvrdenia

V tejto sekcii uvediem zakladné definicie a tvrdenia tykajice sa mier minimality, ktoré mi
potom v sekcidch nasledujicich umoznia dokdzat vety, ktoré su vysledkom celej tejto kapi-
toly. Pre prehladnost tak uc¢inim v stlade s formalizéciou z [11] a z [1].

Pre konjunkciu D = A, ¢ = oznacim symbolom I(D) mnozinu premennych tvoriacich jej
literaly, ¢ize v tomto pripade I(D) = S.

Definicia 2.3 Pre Hornovski DNF F reprezentujiucu Booleovski funkciu f a pozitivne kon-
qunkcie D a E poviem, Ze D implikuje E podla F , ak plati

Vo € I(E)\ I(D) : (D7 < f).

Toto budem znacit D — E podla F . Ak zdrover E — D podla F , potom je D ekvivalentné
E podla F , ¢o budeme oznacovat D <+ E. Pre lubovolni konjunkciu S pozitivnych literdlov
oznacim symbolom Ex(S) mnoZinu tych termov F , ktorych lavd strana je ekvivalentnd S
podla F . Symbolom ez (S) oznacim mnozinu lavyjch strdn termov z Ex(S).
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Teraz popiSem procediru nazvani modifikovany forward chaining. Jej priebeh nad F je
uplne rovnaky ako priebeh normalneho forward chaining az na to, ze pri behu nad vstupnou
mnozinou S moZe pouzivat len tie termy z F , ktorych lavd strana nie je ekvivalentnd s S.
Inak povedané, pouziva len termy 7', pre ktoré plati T' ¢ Ex(/,cq ). Vysledni mnozinu
modifikovaného forward chaining nad DNF F so vstupnou mnoZinou S budem oznacovat

RA(S).

Definicia 2.4 Nech F je ciste Hornovskdi DNF reprezentujica f, C' a D si pozitivne kon-
Junkcie také, ze C — D podla F . Poviem, Ze C' priamo implikuje D podla F (s oznacenim
C %= D), ak ezistuge irredundantnd ciste Hornovskd DNF G ekvivalentnd s F , pre ktord plati
1(D) € Ry(I(0)).

Definicia 2.5 Majme ciste Hornovski DNF F reprezentujicu f. Zdrojovi mnoZinu S na-
wem nadbytoénou, ok AT : S < T,5 = T.

F nazvem LR-minimdlnou, ak je primdrna irredundantnd a zdroven neobsahuje Ziadne
nadbytocné zdrojové mnoziny.

Lemma 2.6 Nech F je ciste Hornovska primarna iredundantnd DNF a S je jej zdrojovd
mnozina. Nech T je pozitivna konjunkcia takd, Ze S <> T a zdroveri S = T (podla F ).
Potom DNF G definovand ndsledovne

Uz akUzeF,U#S

Prokom G je {Tx ak St € F

je ekvivalentnd F .

Dékaz. Kompletny dokaz tohoto tvrdenia je v [11]. Na tomto mieste uvediem aspon myslienku
dokazu.
Vieme, ze S *+ T, takze pri odvodzovani T' z S nemusi byt pouzity ani jediny term, ktory md
ako lavii stranu mnozinu S. TakZe ak z F odstrdnim vsetky termy, ¢o maji ako lavii stranu
S, term T bude v tejto novovzniknutej DNF aj nad’alej odvoditelny. Takze ak v G pustim
forward chaining nad S, mnozina 7" bude vo vysledku zahrnutd. A ak pustim v G forward
chaining nad 7', zahrnu sa mi tam urcite vSetky premenné, ktoré by sa mi v F zahrnuli nad
S (ked'ze som nahradil vsetky vyskyty S za T). A kedze jediny rozdiel medzi F a G st len
termy ¢o maju ako lavi stranu S alebo T', dokézal som tym ich ekvivalenciu. (Najprv F < G,
potom aj G < F.)
O

V dalsom texte budeme budeme pod pojmom elimindcia nadbytocnej zdrojovej mnoZiny
rozumiet prave operdciu popifsand v zneni Vety 2.6. Poznamendm, Ze touto operdciou sa
nemeni pocet termov. Inak povedané - vysledna DNF G mé rovnaky pocet termov ako F .
Pocet zdrojovych mnozin sa vSak znizil o jednicku (nahradili sme vsetky vyskyty S, nahradili
sme ich zdrojovou mnozinou T, ktord bola obsiahnuta uz i v F ).

2.2 Miery minimality
V tejto kapitole sa teda konecne dostdvam k tomu, ze pre danu ciste Hornovski DNF

F zadefinujem miery, podla ktorych sa moze posudzovat jej velkost. Hlavnym ticelom tejto
definicie bude snaha ukézat, aky tazky bude problém Hornovskej minimalizcie vzhladom k
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tymto mieram. Takze zéroven s definiciou miery zadefinujem aj pojmy, ktoré charakterizuju
vlastnost “byt minimélny vzhladom k tejto miere”. Ak nebude mozné aby doslo k omylu,
budem tieto pojmy v dalsom texte navzdjom zamieniat (napriklad sa budem odkazovat na
mieru SAM, namiesto |F|,).

Definicia 2.7 Majme ciste Hornovski primarnu irredundanti DNF F reprezentujucu Hor-
novsku funkciu f o n premenngch. Povieme, Ze F je:

o Source-minimum (SM) - ak je F minimdlna vzhladom k poctu réznych zdrojovych
mnoZin, tj. vzhladom k miere |F|s definovanej nasledovne' :

|Fls = 1{5]Sz € F}.

o Term-minimum (TM) - ak je F minimdlna vzhladom k poctu termov, tj. vzhladom k
miere

| Fle = | 7]

o Source-term-minimum (STM) - ak je minimdlna vzhladom k miere

Floe = 17l + |7
o Source-area-minimum (SAM) - ak je minimdlna vzhladom k velkosti zdrojovej oblasti,

1. k miere
Fla= > T
T|3:U:T:TEE.7:—

e Optimum (O) - ak je minimdlna vzhladom k jej skrdtenej reprezentdcii, tj. k miere

[ Flo = [Fla + [Fle

e Literal-minimum (LM) - ak je minimdlna vzhladom k celkovému poctu literdlov, tj. k

miere
Fl=Y |7
TeF

Pri definicii som pouzil niekolko novych vyrazov, ktorych vyznam sa dal dovtipit, ale
pre istotu ich zadefinujem presne. Konjunkciu pozitivnych literdlov T nazvem zdrojova
mnozina DNF F , ak 3z : Tz € F, kde z je premenna F . Terminom zdrojova oblast
DNF F budem mat na mysli sti¢et mohutnost{ vsetkych jej zdrojovych mnozin (teda ak sa
jedna zdrojova mnozina vyskytne vo viacerych termoch, do zdrojovej oblasti ju zapocitam

len raz).
Pre jednoduchost si zavediem eSte nasledujice znacenie. Pre DNF F ozna¢im pismenom
a velkost jej zdrojovej oblasti (teda a (= az) = |F|.), pismenom m pocet termov (teda

m (= mx) = |F|:), plsmenom s pocet roznych zdrojovych mnozin (teda s (= sx) = |Fls).
Pismenom n budem v stilade so zvyskom prace oznacovat pocet premennych.

Pozastavim sa eSte nad tym, preco som dal do definicie podmienku primérnosti a irre-
dundantnosti. Plati nasledujice Lemma:

Kronus v [11] oznac¢uje tito mieru symbolom |F|,.
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Lemma 2.8 Majme Hornovski DNF F, mieru | F|, lubovolni z vyssie uvedenyjch (. |F|, €
{Fss | Fles | Flsts | Flay [ Flos [Fli}). Medzi vsetkymi DNF, ktoré si ekvivalentné F a zdroven
minimdlne vzhladom k miere |F|, méoZeme ndjst v kvadratickom case Hornovski DNF F,
ktord je primdrna a irredundantnd.

Dékaz. Majme predpoklady tvrdenia, potom vieme ndjst DNF (nie nutne Hornovski), ktora
je ekvivalentnd F a minimdlna vzhladom k | F|,. Z nej vieme na zdklade dokazu Lemma 1.6
(a s rovnakou pozndmkou u tohto pouzitia ako v pripade dokazu Lemma 2.2) skonstruovat v
¢ase O(1?) ekvivalentni primdrnu irredundanti DNF F’. KedZe je primérna, je aj Hornovska.
Tvorili sme ju tak, ze sme postupne odstranovali termy a literaly.

Rozborom pripadov u jednotlivych mier sa d4 velmi jednoducho rozmysliet, Ze odstrdnenim

termu alebo literdlu sa nezvysuje hodnota tejto miery.
O

TakZe teraz viem, Ze medzi minimalnymi DNF viem vzdy najst primarnu irredundnantni.
Preto sa v definicii SM (SAM, TM, STM, O, LM) mo6Zem obmedzit len na tie z nich, ktoré
tuto podmienku splnaju.

Priklad 2.9 Majme nasledujice Hornovské DNF. (Ich rozdelenie zatvorkami na dve casti je
len z dovodu prehladnosti.)

a) Primdrna irredundantnd DNF F .
(abeV abd V ca Vv dbV cde) V (ef V feV egV eh V ghe V ghkl)
b) Ekvivalentnd SM formula,
(abeV abd V ca Vv dbV abe) V (ef V feVegV eh V ghe V ghkl)
ktord vznikne z F nahradenim klauzule cde klauzulou abe.
c¢) Ekvivalentna TM formula,
(abeV abd v ca NV dbV cde) V (ef V fgV fhV ghe V ghkl)
ktord vznikne z F nahradenim klauzuli fe, eg, eh klauzulami fg, fh.
d) Ekvivalentnd STM formula,
(abeV abd V ca NV dbV abe) V (ef V fgV fhV ghe V ghkl)
ktord vznikne z F kombindciou oboch vyssie uvedenych nahradens.
e) Ekvivalentnd SAM formula,
(abeV abd V ca Vv dbV abe) V (ef V feV egV eh V ghe V fkl)
ktord vznikne z SM formule z bodu b) nahradenim klauzule hgkl klauzulou fkl.
f) Ekvivalentnd O formula,
(abeV abd V ca Vv dbV abe) V (ef V fgV fhV ghe V fkl)
ktord vznikne z STM formule z bodu d) nahradenim klauzule hgkl klauzulou fkl.

Pozndmka: To, ze st formule z prikladu ekvivalentné sa d4 overit procedirou forward
chaining, ich minimalita vzhladom k danej miere “hrubou silou”.
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2.3 Vzijomna zavislost

V tejto ¢asti budem skimat vzfahy medzi jednotlivymi mierami. Ako sa ukézZe, tieto miery st
velmi silno navzéjom prepojené. Vysledkom tejto kapitoly potom bude dokaz, ze platia vsetky
vztahy medzi mierami ako si uvedené na Obrdzku 2.1 (kde napriklad sipka STM = TM
znamens, ze ak je F STM, tak je zarovéii aj TM). Z obrazku je napriklad vidiet, Ze pre kazdi
funkciu f sa dd ndjst DNF F , ktord ju reprezentuje a je minimdlna vzhladom ku vSetkym
uvedenym mieram okrem LM.

LM ™ =—— STM

N

_primame +
iredundantné

V
N
7 0

SM ——— SAM

N

Legenda: minimalizacia polynomialna

minimalizacia NP - tazka

Obr. 2.1: Vztahy medzi mierami

Na dokaz tychto zdvislosti vsak potrebujem este niekolko pomocnych tvrdeni.

Lemma 2.10 Majme ciste Hornovskii DNF F . F je Source minimum prdve vtedy ked F je
LR-minimdlna.

Dokaz.

— Tato implikdcia je priamym dosledkom Lemma 2.6. Ak by totiz nebola LR-minimélna,
mohli by sme eliminovanim nadbytoénej zdrojovej mnoziny znizit |F|, o jednicku. To by bol
spor s predpokladom, ze F je SM.

<= Kompletny dokaz je uvedeny v [11]. Konkrétne tam je ukdzané, ze ak mame DNF G |
ktord je SM a irredundantnti DNF F | ktora je s G ekvivalentnd a existuje takd konjunkcia
pozitivnych literdlov ze |Eg(S)|s < |Ex(S)|s, potom existuju U € ex(S),V € ex(S),U #V
také, ze U *+V podla F .

A z tohto uz dokaz priamo vyplyva. Ak by totiz F bolo LR-minimalne, ale nebolo SM, potom
by existovala SM DNF G a nutne by teda pre nejaké S platilo, ze |Eg(S)|s < |Ex(S)|s. Z toho
by ale vyplyvala existencia U a V' takych, ze U =V v F ', ¢o by bol spor s LR-minimalitou.
O

Lemma 2.11 Majme ekvivalentné ciste Hornovské DNF F a G , ktoré si obe SM. Potom
pre lubovolni konjunkciu pozitivnych literdlov S plati |Ex(S)| = |Eg(S)|. Naviac pre kazdé
X; € ex(9) existuje prave jedno Y; € eg(S) také, Ze X; Y, a zdroven Y; = X,.

Dékaz. Kompletny dokaz je opit v [11]. Uvediem len naért myslienky.
Ak by platilo, ze pre nejaké S je |Ex(S)|s < |Eg(S)|s, potom by museli existovat dve rozne
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Y;) Y, € Gataké X; € F, ze Y; = X, a zarovenn Y}, = X;. Ale pre X, existuje také Y;, ze
X; = Y,. Mali sme j # k, takze aspon jedno z j,k je rozne od [, BUNO k # 1. Kedze za
urcitych podmienok (ktoré su teraz splnené) plati tranzitivita > |, potom z predchédzajiceho
vyplyva, ze Yy %Y}, ¢o by bol spor s tym, ze G je SM.

U

Vysledkom tejto kapitoly je nasledujica veta zhrinujica implikacie medzi jednotlivymi
konceptami minimalizacie.

Veta 2.12 Majme ciste Hornovski DNF' F .
a) Ak F je STM, potom F je SM.

b) Ak F je STM, potom F je TM.

c) Ak F je SAM, potom F je SM.

d) Ak F je O, potom F je SAM.

e) Ak F je O, potom F je STM.
Dokaz.

a)

(STM = SM). Budem postupovat sporom. Nech F je teda STM, ale nie je SM. Podla
Lemma 2.10 nie je LR-minimdlna a ked'Ze je STM, tak je aj primdrna irredundantn.
Existuje teda aspon jedna nadbytoéna zdrojova mnozina S. Eliminovanim tejto zdro-
jovej mnoziny dostaneme pomocou Vety 2.6 DNF G | ktord je ekvivalentna F . Dostali
sme DNF, ktora ma rovnaky pocet termov ako F , ale pocet zdrojovych mnozin mé o
jedna mensi nez F . To je spor s predpokladom, ze F je STM.

(STM = TM). Postupujme sporom. Predpokladajme teda, ze F je STM ale nie je TM.
F nie je TM, existuje teda TM DNF G | ktord ma ostro menej termov. Podla casti a)
tejto vety je FSM, takze G ma viac rovno zdrojovych mnozin nez F . Keby vsak nastala
rovnost a G malo rovnaky pocet zdrojovych mnozin ako F , tak vzhladom k faktu, Ze
G mé ostro menej termov by muselo mat aj ostro mens{ stcet s + m a to je spor s
predpokladom, ze F je STM.

Takze G m4 ostro viac zdrojovych mnozin nez F a teda nie je SM a podla Lemma 2.10
nie je ani LR-minimdlny. KedZe G je TM, je primarny a iredundantny, mé teda nevy-
hnutne aspon jednu nadbytocni zdrojovi mnozinu. Majme DNF H | ktoré dostaneme
z G odstranenim vsetkych nadbytoénych zdrojovych mnozin. Podla definicie a Vety 2.6,
H je LR-minimélne a ekvivalentné G (teda reprezentujice tu istd funkciu). Zaroven je
podla Lemma 2.10 SM. Ked'ze podla ¢asti a) tejto vety aj Fje SM, maji Ha Frovnaky
pocet zdrojovych mnozin. Zaroven H mé ostro menej termov nez F (pretoze G mé os-
tro menej termov nez F a H sme dostali z G odstranovanim nadbyto¢nych zdrojovych
mnozin, ktoré nezvysuje (dokonca zachovéava) pocet termov). H je ekvivalentné F a ma
mensi sicet |F|s + |F|; a to je spor s predpokladom, ze F je STM.

(SAM = SM). F je primarny irredundantny (ked'ze je SAM). NavySe F nemd ziadnu
nadbytoéni zdrojovi mnozinu (inak by sme totiz odstranenim tejto nadbytocnej zdro-
jovej mnoziny na zaklade Vety 2.6 dostali ekvivalentni DNF', ktora by mala mensiu
zdrojovi oblast nez F , ¢o by bol spor s predpokladom, ze F je SAM). Takze F je
LR-miniméalny a teda podla Lemma 2.10 je aj SM.
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d) (O = SAM). Postupujme sporom. Predpokladajme teda, ze F je optimédlna (minimalny

sucet a + m), ale existuje ekvivalentnda SAM DNF G | ktord ma ostro mensiu zdrojovi
oblast nez F . Podla bodu ¢) tejto vety je G SM. Zéaroven aj F je SM (inak by nebola
podla Vety 2.10 LR-minimdlna, existovala by teda nadbytotnd zdrojovd mnozina, jej
odstranenim by sme dostali DNF s mensou zdrojovou oblastou a rovnakym poétom
termov, ¢o by bol spor s predpokladom, ze F je O).
Existuje teda bijekcia ¢ medzi zdrojovymi mnozinami Fa Gtaka, ze S > ¢(5) a zaroven
#(S) % S (Lemma 2.11). Nech H vznikne z F tak, ze nahradime vsetky termy Sz
termami ¢(5)Z (pre kazdui zdrojovi mnozinu S formule F). Viacndsobnym aplikovanim
Vety 2.6 dostavame, ze H je ekvivalentnd F . Zaroven ma rovnaky pocet termov ako F,
ale zdrojovii oblast ma rovnaki ako G (a té je ostro mensia ako zdrojova oblast F ).
H mé teda mensi sicet a + m nez F , a to je spor s predpokladom, ze F je O.

e) (O = STM). Budem postupovat podobne ako v dokaze casti d) tejto vety. Takze opét
sporom - nech F je O, nie je STM, existuje STM DNF G ekvivalentné F . Rovnako
ako v dokaze casti d) tejto vety dostaneme, ze F je SM. Z dokdzanej ¢asti a) priamo
dostavam, ze aj G je SM. F nie je STM, G je STM, plati teda sg + mg < sr + mg.
Obe DNF st SM a teda sg = sz a z toho plynie mg < mzr. Kedze F je O, plati
ar+mr < ag+mg. Z predchéadzajicich dvoch nerovnosti dostavame ar < ag. Obidve
formule st SM, méme teda podobne ako v d) bijekciu ¢ : S % ¢(S5), ¢(S) = S. Nech
‘H vznikne tentokrat z G nahradenim vsetkych termov SZ termami ¢(S)z. Mame teda
my = mg,ay = ar,ay +my < ar +mg, spor s predpokladom, ze F je O.

O

Pozorovanie 2.13 Ak nepocitame mieru |F|;, tak Ziadne iné implikdcie tykajice sa vztahov
jednotlivijch mier minimality neplatia (samozrejme okrem tych, ktoré ziskame tranzitivitou).

Dékaz. Podla prikladu 2.9. Je vidiet, Ze
a) SM formula z bodu b) prikladu nie je TM (a teda ani STM),
b) TM formula z bodu c) prikladu nie je SM (a teda ani SAM, ani STM),

)

)
¢) STM formula z bodu d) prikladu nie je SAM,
d) SAM formula z bodu e) prikladu nie je TM (a teda ani STM),
)

e) ziadna z formuli z bodov b) az e) prikladu nie je O.

O

Na obrazku 2.1 je okrem vzajomnych vztahov mier vyznacena aj zloZitost minimalizacie
vzhladom k prislusnej miere. Vdaka prave dokdzanému tvrdeniu mi vSak na potvrdenie
tychto zlozZitosti stac¢i ukdzat nasledujice.

Primarnost a irredundantnost sme schopni, ako som uZ uviedol vyssie, zabezpe¢it v po-
lynomiédlnom case.

Minimalizacia SM je uskuto¢nitelnd v polynomialnom ¢ase. Vdaka Lemma 2.10 mi staci
eliminovat vsetky nadbytoéné zdrojové mnoziny, na ¢o mi v podstate staci forward chaining.
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Podrobny dokaz polynomidlnej zlozitosti tohoto problému véetne algoritmu sa dé najst v [11].
NP-tplnost problému HM-1 bola dokdzand vo viacerych publikdcidch, napriklad [11], [6].

NP-tiplnost problémov HM-t a HM-a ukdzem v kapitole 4. Tym budi zlozitosti vietkych
problémov odvodené.
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Kapitola 3

3-HM: Chyba v existujucom dokaze

V probléme Hornovskej Minimalizacie sa, podobne ako v inych NP-tplnych problémoch,
skumaji aj pripady, v ktorych sa oproti pévodnému zadaniu urobi nejaké obmedzenie difajic,
7Ze sa problém zjednodusi. Bud sa nédjde polynomislny algoritmus, ktory takyto obmedzeny
problém riesi, alebo sa ukaze ze aj pri obmedzeniach zostava problém NP-tuplny a teda nemé
vyznam ani v budiicnosti hladat polynomidlny algoritmus (aspon do doby kym sa neukéze, ze
P = NP). Takéto obmedzenia su typicky na mohutnosti mnozin, pocty prvkov. Vo vécsine
pripadov sa ukazuje ako kriticky prechod z éisla 2 na &fslo 3. Tak napriklad splnitelnot
obecnych kvadratickych DNF je jednoducha, kym o probléme 3SAT sa uz davno vie, ze je
NP-uplny. U kvadratickych je jednoduchy aj problém ich minimalizacie. Naproti tomu u
Hornovskych, napriek tomu Ze u nich mdme splnitenost polynomiélnu, je problém mini-
malizdcie NP-uplny. A to, ako som ukéazal v predchadzajicej kapitole, u takmer vsetkych
mier (teda s vynimkou miery po¢tu zdrojovych mnozin). Tak sa hladali ur¢ité obmedzenia,
ktoré by u NP-fazkych mier tito minimalizdciu zjednodusili. A u Hornovskej Minimalizacie
sa ako najcastejsi sposob obmedzenia berie pocet literdlov na term. Pricom sa méa za to, ze
¢im nizsie ¢islo, tym vicsia Sanca, Ze sa podari najst polynomidlny aloritmus. KedZze Hor-
novské funkcie si podmnozinou obecnych je jasné, ze pri obmedzeni literdlov na 2 vieme
néjst polynomialny algoritmus. Potom je snaha néjst ¢o najtesnejsiu hranicu v tomto obme-
dzeni. V tomto tsili si vysledky rozne v zavislosti od miery, podla ktorej minimalizujeme.
Tak napriklad v pripade miery poctu literdlov v celej DNF' je najlepsim doteraz dokdzanym
vysledkom, ze aj pri obmedzeni poctu literalov na term na 5 zostava problém NP-tuplny. Pre
obmedzenia poc¢tu literdlov na 3 a 4 nevieme s istotou povedat ani ¢i je to polynomidlne ani
¢i NP-tazké. V pripade miery, pri ktorej sa berie do tivahy pocet termov, je situdcia lepsia.
Dokonca sa dosiahla tiplne tesnd hranica - dokézalo sa v [4] aj pre obmedzenie poctu na tri,
ze je tento problém NP-iplny. Avsak ako ukaze jeho rozbor, ktory je obsahom tejto kapitoly,
prislusny dokaz obsahuje isté nezrovnalosti. V snahe tiito nezrovnalost odstranit uc¢inim jeho
podrobny rozbor, ukazem Sirsie suvislosti dokazanych viet.

Dokaz v snahe prevodu z Hamiltonovskej cesty v grafe G vytvori definiciu jemu analogickej
¢iste Hornovskej funkcie fg a jej DNF. Minimalna forma tejto Hornovskej DNF by potom
mala generovat prave Hamiltonovski cestu v povodnom grafe. Avsak, ako ukdzem, mnozina
podgrafov, ktoru tato fg generuje, je o cosi Sirsia. V tejto praci som tieto podgrafy nazval
HV-pokrytie. Vzhladom k tomu, Ze je silny predpoklad, Ze problém Hornovskej minimalizdcie
je skutoéne NP-tfazky aj pri tomto obmedzeni, bolo mojou snahou problém ekvivalentného
grafu funkcie fg nadefinovat o najpresnejsie, pretoze sa da ocakavat, Ze aj problém genero-
vania tychto mnou nadefinovanych HV-pokryti bude taktiez NP-fazky.
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V prvej casti kapitoly uvediem poévodny dokaz NP-tuplnosti HM pri obmedzeni poctu literalov
na term na tri, tak ako je uvedeny v [4]. Potom ukézem, kde nastal v tomto dokaze chybny
predpoklad. Zvysok dokazu potom uvediem len schématicky, kedze vzhladom k chybe uz
bude neplatny a nepouZitelny.

V dalsej casti potom rozoberiem, kde nastala chyba a ako to v skuto¢nosti je. Ukdzem aj
myslienkovy postup pri definovani skutoc¢nych vlastnosti struktir uvedenych v povodnom
dokaze.

V poslednej ¢asti potom uvediem konecny vysledok - HV-pokrytie, véetne dokazu, ze problém
hladania minimdlnej reprezentdcie fg je skutocne ekvivalentny hladaniu nejakého HV-pokrytia
povodného grafu G. Tento vysledok ma potencidl pouzitelnosti v tom, Ze ak sa ukdze, Ze je
NP-tplny, tak na zdklade tejto kapitoly bude automaticky dokdzand aj NP-tiplnost Hornov-
skej minimalizacie pri obmedzeni dizok termov na tri. Oproti 3-HM vsak moze mat vyhodu
v tom, Ze je to grafovy problém a vzhladom k znac¢nej Sirke vedomosti v oblasti grafovych
algoritmov je dost mozné, Ze sa jeho NP-fazkost dokdze lahsie.

3.1 Existujiuci dokaz

V tejto casti uvediem prepis élanku Boros, Cepek [4].

Ako som spominal v tvode kapitoly, tento ¢ldnok mal za hlavny ciel ukdzat NP-iplnost
problému Hornovskej minimalizacie aj pri obmedzeni dizok termov na tri. Nalezitost do NP
ukdzana rovnako ako v Lemma 2.2. NP-fazkost ukdzand pomocou prevodu zo zndmeho NP-
tiplného problému hladania (neorientovanej) Hamiltonovskej cesty v kubickom grafe.

Nech G = (V, E) je lubovolny neorientovany graf na n vrcholoch s m hranami. Kazdy
vrchol grafu si ozna¢ime Booleovskou premennou z;, takze V. = {x1,29,...,2,}. V celej
kapitole budeme predpokladat, ze graf G je jednoduchy, t.j. Ze nem4 slucky (hrany (z,z))
ani viacnasobné hrany. Ku grafu G zadefinujeme k nemu pridruzent f; pomocou nasledujicej

DNF
Fe=(\ vz)v( \/ map) (3.1)

x;, €V (zi,mj)GE

kde v oznacuje jednu dodatoéni Booleovski premenni. Ako vidiet, DNF (3.1) pozostdva
z m + n termov a kazdy term pozostava z maximaélne 3 literdlov. Kazdy term je zaroven
ocividne ¢iste Hornovsky a primdrny. Primdrnost sa dé nahliadnut napriklad tak, ze ked
Tubovolni premennti nastavime na hodnotu jedna, potom si lahko vynttime hodnotu funkcie
fo nula tym, ze aj vSetkym ostatnym premennym priradime hodnotu jedna.

Graf G = (V, E) oznacujeme ako kubicky, ak kazdy jeho vrchol nalezi presne trom hrandm,
tj. Vo € V : deggq(z) = 3.

Vysledkom celého élanku potom malo byt dokdzanie nasledujiiceho tvrdenia:

Veta 3.1 Nech G = (V, E) je kubicky neorientovany graf. K nemu pridruzend ciste Hor-
novskd funkcia fo md DNF reprezentdaciu s maximdalne m + 2 termami prdave vtedy, ak v
grafe G existuje Hamiltonovskd cesta, tj. cesta prechddzajica kaZdym vrcholom prave raz.

Najprv ukdZeme, Ze kazdd DNF reprezentdcia fo musi matf minimélne m + 2 termov.

Takze kazdd DNF, ktord pozostdva z maximalne m + 2 termov musi byt nutne minimélna
a mat teda presne m + 2 termov. Clanok si dal za tikol aj polynomidlny prevod medzi
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Hamiltonovskou cestou a minimalnou reprezentaciou funkcie fo a naopak. To je prave cast,
ktora sa nakoniec nezdarila.
Nasledujice Lemma charakterizuje vsetky primarne implikanty funkcie fg.

Lemma 3.2 Nech G = (V, E) je graf a uwvaZujme k nemu pridruZend funkciu fo definovani
rovnicou (3.1). Term T je primdrnym implikantom funkcie fg prdve vtedy, ked je splnend
jedna z nasledujicich podmienok:

a) T = vxy, pre nejaké x € V', alebo
b) T = z,x;@) pre nejaké (x;,x;) € E kde k ¢ {i,7}, alebo
¢) T = x;x;0 pre nejaké (x;,x;) € E.

Doékaz. Podmnozinu S C V vrcholov grafu G nazvem stabilnd, ak ziadna hrana grafu G
nem4 oba svoje konce v tejto mnozine. D4 sa odpozorovat, Ze

o Rr,(S)=25,ak S CV je stabilna,
o Rr,({zi,z;}) =V U{v}, ak (z;,2;) € E a nakoniec

e Ry, ({v}) = VU {o}.

Z toho vyplyva ze vSetky implikanty kategdrif a), b) a c) si implikantami fo a naviac vypus-
tenim Tubovolného literalu vzniknt termy, ktoré uz implikantami nebudu, takze si to vsetko
skutocne primarne implikanty fq.

Na druhej strane, ak je nejaky term 7' primarnym implikantom funkcie fg, potom musi byt
¢ciste Hornovsky (kedZe vieme, Ze kazdy primdrny implikant ¢iste Hornovskej funkcie je Hor-
novsky). Takze predpokladajme, ze T je tvaru T' = Qy, kde @ je podmnozina premennych
ay ¢ Q. Potom Rr,(Q) # Q (kedze musi obsahovat y), takze na zdklade vyssie uvedeného
musi{ byt @ bud premennd v alebo nejakd hrana (z;,z;) € E. Primalita 7' potom implikuje,
ze v prvom pripade T = vy (teda ze T je kategérie a)) a v druhom pripade T' = z;x;7y (teda
T je kategérie b) alebo c), v zavislosti od y).

0

V stlade s vyssie zavedenym, pre hranu e = (z;,z;) € E grafu G, budem termy z;z,;0 a
x;x;0 pisat skrétene ev, exy.
Kazd4 primarna DNF F funkcie fg musi na zdklade Lemma 3.2 pozostavat jedine z termov
typu a), b) a c). Zavediem nasledujiice znacenie.

e S(F)={x € Vl]vz je term v F},

H.(F)={x € V|eZ je term v F},e € E,
I(F) = {e € E|H.(F) # 0},

T(F) = {e € Elev je term v F}, a nakoniec

e D(F) = Uee](}') H(F).
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Takze pouzitim prave zavedeného znacenia moze byt kazdd primarna DNF funkcie fg

zapisana ako
F=(\ vV V e)v(\ e (3.2)

z€S(F) e€I(F) z€He(F) e€T(F)

Takze napriklad pre DNF Fg z rovnice (3.1) mame S(F) = V,Ve € E : H(F) =
0,1(F) =0,D(F) =0, T(F) = E. Ak uvazujeme o procedure forward chaining nad F so
vstupnou mnozinou {v}, potom S(F) oznacuje “Startovni” (starting) mnozinu premennych,
zahrnutych v procedire do vyslednej mnoziny ako prvé, mnozina I(F) potom mnozinu “pro-
strednych” (intermediate) a nakoniec T'(F) mnozinu “koncovych” (terminal) premennych.
Pri zachovani tejto neformdlnej terminolégie nazvem termy objavujice sa v Lemma 3.2
v kategérii a) ako startovné, v kategdrii b) ako prostredné a v kategérii c¢) ako koncové.
Mnozina H.(F) je mnozina “hlav” (heads) prostrednych termov odpovedajicich hrane e € E
a mnozina D(F) potom odpovedd “doméne hlav” (domain of heads) prostrednych termov.
V nasledujicom Lemma ukézeme, ze medzi vSetkymi minimalnymi (v poéte termov, tak i
d'alej v celej kapitole) DNF funkcie fg je vzdy aspoii jedna, ktord m4 isté pekné vlastnosti v
zmysle vyssie zavedeného znacenia. Ba ¢o viac, takdto DNF sa d4 ziskat z kazdej minimélne;
DNF v polynomialnom case.

Lemma 3.3 7 danej minimdlnej DNF Fy funkcie fo sa dd odvodit ind minimdlna DNF Fy,
ktord je primdrna a splna nasledujice podmienky:

a) S(Fi) a D(Fy) su disjunktné a pokrjvaji celi V,
b) Ho(Fy) N He(Fy) = 0 pre vsetky e # €,

c) I(Fy) a T(Fy) su disjunktné a pokryjvagi celi E.

Dékaz. Kompletny dokaz sa dd najst v [4]. Na tomto mieste len podotknem, Ze tento dokaz
pozostava zo sekvencie Styroch pripustnych modifikacii povodnej DNF Fj, ktoré na jednej
strane zarucuju, ze modifikovand DNF bude ekvivalentnd povodnej a na druhej strane za-
chovavaji pocet termov (teda ak bola povodnd DNF minimdlna, tak aj modifikovand bude
minimélna).

O

Uvediem niekolko d'alsich vlastnosti DNF F;. Najprv zavediem znacenie N, (F;) = {¢’ €
Ele # ¢ C eUH.(Fy)}. Mnozina N.(F;) teda odkazuje na potencidlne termy, ktoré sa moézu
pouzit procedirou forward chaining po tom, ako bola do vyslednej mnoziny zaradend aj
hrana e.

V d'alsom texte sa budeme zaoberat len DNF Fj, preto na zjednodusenie znacenia budem jej
nazov vynechévat na miestach, kde to bude mozné. Teda napriklad namiesto I(F,;) budem
pisat len jednoducho I. Podobne pre ostatné znacenia.

Lemma 3.4 Pre kazdi hranu e € I plati N, # ().
Doékaz. Vykonajme forward chaining nad F; so vstupnou mnozinou e € I. Po prvom kroku

procediry méame v R(e) mnozinu e U H,. Ak by teraz bolo N, = (), potom by v tomto
bode procedira skonéila bez toho, aby do R(e) zaradila v. To by bol spor s faktom, ze ev je
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priméarny implikant fg.
O

Lemma 3.5 Ak md graf G aspon dve hrany (tj. m > 1), potom I # ().

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze graf md hrany e, e’ a zdroven I = (). Takze plati, ze
e,e/ € T, teda F, obsahuje termy ev, ¢'v. Taktiez musi pre vsetky x € V platit, ze z € S.
Teda F, obsahuje aj termy vz pre vietky x € €'\ e. Takze nasledujiicou modifikdciou ziskame
DNF ekvivalentné F; a obsahujice o jeden term mene;j.

e Vymaz termy ev, v pre x € €'\ e.
e Pridaj termy e pre x € €'\ e.

Na prvy pohlad je vidiet, Zze ked vysledok tychto modifikdcii oznaéime ako JF5, potom
{v} € Rx,/(e) a {z} € Rz (v) pre vietky z € ¢ \ e. Teda obe DNF st skutocne ekviva-
lentné, ¢o je v spore s minimalitou F;.

O

Lemma 3.6 Ak m > 1, potom existuje také e € I, pre ktoré e C S.

Dékaz. Podla Lemma 3.5 ak graf G' obsahuje asponn dve hrany, potom I # ), a teda aj
D # () (z definicie). Nech x € D Tubovolny, pozrime sa na R({v}). KedZe vZ je implikantom
fa = Fi, musi platit ze z € R({v}). Nech ey je prvy prostredny term pouzity v tomto
forward chaining (takyto term musi existovat, kedze literdl Z sa objavuje v F; iba raz, a to v
prostrednom terme). To ale znamena, ze vrcholy hrany e boli do R({v}) zahrnuté pouzitim

vyluéne Startovnych termov a teda e C S.
O

Lemma 3.7 Akm > 1, potom |S| > 2,|I| < |D| < n—2 a Fy obsahuje aspori m+2 termov.

Dékaz. Prva nerovnost je priamym dosledkom Lemma 3.6. Druhé nerovnost je zas dosledkom
vlastnosti b) z Lemma 3.3. Nerovnost | D| < n—2 vyplyva z Lemma 3.3 a) pouzitim nerovnosti
|S| > 2. Na urcenie poctu termov vo formuli si pripomenme jej tvar:

Fa=(\vr)v(\/ \ ex)v(\/ ev).

TE€S ecl x€H, ecT

Takze pre pocet termov dostavame

pocet termov v Fy = |[S]|+ Z |He| + |7 =

ecl
S|+ D +[T] =
S|+ I +|T|=|S| +m >
2+m.

(AVARVS

(3.3)
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Prvé rovnost vyplyva z Lemma 3.3 b). Nésledné nerovnosti vyplyvaji priamo z nerovnosti
ukazanych vyssie v tomto Lemma.

O

Teraz uvediem jednoduché ale uzitocné Lemma, ktoré pojednava Specidlny pripad, kedy
|| nadobuda svoju maximalnu hodnotu, ¢ize |I| =n — 2.

Lemma 3.8 Ak |I| =n — 2, potom
a) S = e pre nejaké e € E;
b) |He| =1 pre vietky e € I;
¢) pre vsetky e € I a ¢ € N, plati |ene'| =1, tj. hrany e a ¢ tvoria v G cestu dizky dva;
d) Fy obsahuje presne m + 2 termov.
Dokaz.
Cast a).
Podla Lemma 3.3 a) méme |S|+|D| = n a podla Lemma 3.7 mdme n—2 > |D| > |I| = n—2,

z toho dostdvame |D| = n — 2 a teda |S| = 2. Na druhej strane, podla Lemma 3.6, S mus{
obsahovat hranu grafu G.

Cast b).

Podla ¢asti a) tohoto Lemma |D| = |I| a teda pouzitim Lemma 3.3 b) dostdvame, ze |H.| = 1
musi platit pre vietky e € I.

Cast c).

Toto je trividlny dosledok ¢asti b) tohoto Lemma.

Cast d).

Podla casti b) méme ), |H.| = |I| a teda vSetky nerovnosti v (3.3) sa stdvaji rovnostami.
O

Uvediem este posledné z technickych Lemmat, ktoré boli v pévodnom ¢lanku uvedené pred
tym, ako sa pristupilo k dokazovaniu Vety 3.1. Zaroven vsetky tieto Lemma boli bezchybné a
ukazovali pekné vlastnosti Fy, ktoré vyuzijem aj neskor pri hladani problému ekvivalentnému
hladaniu minimélnej formy fq.

Lemma 3.9 Ak F, obsahuje presne m + 2 termov, potom |I| = n — 2.

Dokaz.

Vsetky nerovnosti v (3.3) sa v tomto pripade stdvaji rovnostami a to znamend, ze |S| = 2 a
|I| = |D|. Na zéklade Lemma 3.3 a) plati |S| + |D| =n a teda |I| =n — 2.

U

Nésledne ako autor ¢lanku dokazal vsetky tieto uzitoéné Lemmata, presiel k dokazu sa-
motného tvrdenia. Avsak tu hned zkraja dosiel k chybnému predpokladu, ze ku kazdému
e € I existuje takzvand e-cesta, tj. postupnost hran grafu G v tvare {e = ey, e, ..., ¢}, kde
pre kazdé e;,i = 1...1 plati e; C E. Naviac pre e; = (y;_1,¥;) také, ze e; € Ne,_,,j =2...1
(teda v Fy je term e;_qy; pre j = 2...1). Zaroven e; € T' (teda F, obsahuje term e;0).

Toto sa zdalo byt ako celkom priamociary dosledok toho, Ze pre kazdé e € I : N, # 0 a

25



zéroven |H,.| = 1 a naviac je toto H, pre e unikétne (ziadne dve ho nemaji zhodné). A ked'ze
naviac |S| = 2 a S = e pre nejaké e € E, bol to idedlny kandidat na zaciatok takejto cesty. A
vzhladom k tomu, Ze Ziadne dve hrany nemaji zhodné H, a zéroven S a D tvoria mnoZinu
vietkych vrcholov sa zdalo, Ze to takmer nutne musi byt priamociarou reprezentdciou Ha-
miltonovskej cesty. Avsak ma to dva zadrhele:

e |H.| =1, aviak N, moze byt dvojprvkové - obe vrcholy hrany e mozu stcasne tvorit
“naslednika”

e v e-ceste si vyberme e; = {y;_1,y;},j € {2,...,l}. Vieme, ze ¢;;; € N,,. V clanku
sa automaticky predpokladd, ze e;11 = {y;,yj+1}. AvSak v skutocnosti sa moze velmi
lahko stat, ze e;11 = {y;_1,v;j41}, teda Ze sa pouzije “predchédzajici” vrchol este raz.

Prvy pripad, teda ten, kedy obe vrcholy mozu byt v N, autor podrobne riesi. Je to zaroven
moment, ktory ten dokaz pomerne znacne komplikuje. Vytvara sa tym totiz akési “napojenie
v strede” cesty. Tu zas pride vhod to, Ze graf G je kubicky. To ulahéi situdciu v tom, zZe takéto
napojenie sa v skuto¢nosti moze stat len na zaciatku, alebo na konci e-cesty. Potom sa tieto
dva pripady zvlast rieSia a prislusnd DNF sa modifikuje tak, aby tieto napojenia realizovala,
tj. predlzovala e-cestu az po moment, kedy bude obsahovat vsetky vrcholy a stane sa tak
cestou Hamiltonovskou.

Druhy pripad vsak nebol v dokaze brany v zretel. A ako ukazem v nasledujicej casti tejto
kapitoly, mal d’alekosiahle nésledky v tom, Ze vyslednd e-cesta sa uz ani zd aleka nepodobala
na cestu Hamiltonovskd.

3.2 Skutocna tvar fg;

X3

Obr. 3.1: Najjednoduchsi protipriklad

Na obréazku 3.1 je hned prvy najjednoduchsi protipriklad aky ma napadol. Zobral som si
DNF tvaru:
Il.TQI_g vV ZE’Q(IZ{J,ZL'_;; V $2.T417

Kde prave posledny term narusuje povodnu predstavu e-cesty. Na zdklade definicie e-cesty
by namiesto neho mal byt spravne term z3x40. Tym by sa nevytvorila “odbocka”, ale cesta
by §la d'alej rovno.

Takze z toho vyplyvalo, Zze namiesto rovnej cesty, sa vytvarala akéasi “stonozka” - cesta

s kratkymi odbockami tak, ako je naznacena na obrazku 3.2. Povedal som si, Zze to by
ale obtiaznosti problému nemuselo vadif. Ved n4jst takiito jednu dlhd stonozku v grafe
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Obr. 3.2: Stonozka vytvorend namiesto rovnej cesty

prechddzajicu vsetkymi vrcholmi je akiste rovnako tazké ako néjst cestu. Tento prevod nie
je dotiahnuty, ale len pre predstavu. Majme graf a chceme v fiom néjst Hamiltonovski cestu.
Ku kazdému vrcholu v grafe stupna tri a viac pridame este jeden vrchol navyse a spojime
ich hranou. Potom by n&jdenie stonozky v tomto grafe odpovedalo najdeniu Hamiltonovskej
kruznice v pévodnom.

Tato myslienka vychédzala z toho, ze napojovanie jednotlivych stonoziek na seba sa riadi
rovnakymi pravidlami ako napojovanie povodnych e-ciest. A sice, Ze napojenie je mozné
uskutocnit len na konci alebo na zaciatku. V povodnom dokaze to bolo takto preto, lebo
uprostred cesty méa kazdy vrchol stupen 2. Na napojenie je vSak potrebna hrana mimo tuto
cestu. Ale takdto hrana by automaticky zvysila stupen oboch participujicich vrcholov na
tri, a teda by uz nezostala “volny slot” pre napojenie odbocky. Z toho potom vyplyvalo, Ze
sa odbocka moze uskutocnit len na konci alebo na zaciatku - kedZe jedine tam st vrcholy
stupnia jedna. LenZe v tejto stonozke s, ako vidiet, vrcholy stupiia jedna aj uprostred - to
st tie “nohy” stonozky. TakZe napojenie sa d4 uskutocnit aj na kazdej takejto nohe - vid
obrazok 3.3.

Obr. 3.3: Napojenie jednej stonozky v prostriedku inej stonozky.

Na tomto obrazku je nakresleny graf generovany nasledujicou DNF":
(l’lfljgfg \/.I'Ql’g.fg V $3$8ba7’l’4 \/33'3]74.175 V T4T5Tg vV T5Tglr V 1’6257?_)) vV (.7351’&’59 V T8T9x 10 \/.1'91}10’(_))

Kde v zatvorkach su jednotlivé stonozky. Prva zatvorka odpoveda vodorovnej stonozke, druhé
zatvorka potom vertikdlnej stonozke, ktora sa na tu horizontalnu napoji pomocou hrany
{z5, xs}, ktord lezi mimo e-cestu.
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No dobre, tak skiisme si predstavit, ako by vyzeralo viacndsobné napojenie takych stonoziek.
Na obrazku 3.4 je viacero stonoziek na seba napojenych.

\I/J LY

r

Obr. 3.4: Viacnasobné vzajomné napojenie stonoziek.

Nuz ale to je vlastne presne kostra grafu. Je vidiet na prvy pohlad, Ze kazdd kostra grafu
sa d4 takto vyskladaf zo stonoziek. Zdalo sa teda, ze lubovolnd kostra grafu generuje DNF
s minimalnym poc¢tom termov. Zdalo sa to prirodzené aj vdaka tomu, Ze Iubovolné kostra
grafu a Hamiltonovskéd kruznica zdielaju isty spoloény parameter “minimality” - a to, Ze
maji |[E| = |V| — 1. Co vlastne odpovedd jednotlivim termom v minimélnej DNF - pre
kazdi hranu jeden term (mimo pociatoénej mnoziny S). Ak by bola toto pravda, tak by bol
povodny dokaz uplne nepouzitelny.

3.2.1 Stonozkovanie

Ked som sa vsak pokusil vytvorit algoritmu, ktory by z Iubovolnej kostry generoval mi-
nimalnu DNF, velmi rychlo som narazil na problém. A tym je préve t4 “napojujica hrana”,
ktord je mimo tejto cesty. Na obrdzku 3.3 je to hrana {zs,zs}. Ako sa ukézalo, tdto hrana
tento problém znacéne komplikovala. Pre kazdé napojenie sa totiz musela najst hrana. A to z
podgrafu, ktory uz bol vytvoreny. To ma viedlo k definicii Stonozkovania, tj. pokrytia grafu
G stonozkami tak, aby som mal tieto spéatné hrany. Prirodzenym poziadavkom teda bolo
mat jednu Hlavnu Stonozku, z ktorej by sa vytvarali ostatné. Stonozkovanie som nadefinoval
nasledovne:

Definicia 3.10 Podgraf S grafu G sa nazyva stonoZkou v grafe G ak sa mnoZina vrcholov
grafu S dd rozdelit na dve disjunktné mnoziny T(S) (vrcholy tela) a N(S) (vrcholy noh) tak,
aby platilo:

a) mnozina vsetkych vrcholov z T'(S) tvort cestu
b) Yv € T(S) : vsetci susedia vrcholu v (v grafe G) si v N(S)
c) T(S) tvori cestu. Obe koncové body tejto cesty si stupria 1 (tzv. konce tela).

Definicia 3.11 Kostra K grafu G sa nazyva stonoZkovanim, ak obsahuje asporn jednu
stonoZku a zdroven je mozné zvolit si jednu stonozku (nazvyme ju Hlavnd stonozka - HS) tak,
aby boli splnené nasledujice podmienky:
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a) Konce noh hlavnej stonozky si hranou grafu G spojené s nejakym vrcholom jej tela (tdto
hrana vsak nie je sicastou kostry, co je prirodzené kedZe kostra neobsahuje cykly). Cize
je splnend nasledujiica podmienka:

Vo e N(HS)3e ={v,y} € E(G\K):yeT(HS)

b) Kazdy vrchol K je sucastou nejakej stonozky v K
c) Kazdy vrchol v € T(S) pre nejaki stonozku S, nie je prvkom inej stonozky nez S
d) Kazdad stonozka v K je ukotvend v K

Definicia 3.12 Nech K je stonozkovanim grafu G. Stonozka S je ukotvend v K ak:
a) Je Hlavnou stonozkou K

b) Je napojend na nejaki stonozku ukotveni v K

Definicia 3.13 Nech K je stonozkovanim grafu G. Stonozka S je napojend na stonozku T
v K ak:

a) Pre nejaky koniec tela v stonozky S plati v € N(T')

b) V grafe G\ K existuje hrana {v,y}, kde y € T(U) pre nejaki stonozku U ukotveni v K

X4 x4l
X X X3 X5 X5 X7 Xy %y xa\//xs X5 %7 Xy Ko Xy K5 X5 X

a) Kubicky graf ) Stonozkovanie grafu ) Nestonozkova kostra

Obr. 3.5: Kubicky graf a jeho kostry. Jedna je stonozkovanim, druhé nie je.

Teraz vyvstala otdzka, ¢i moze existovat graf v ktorom existuje stonozka a zaroven v
ktorom je kostra, ktord stonozkou nie je. Pokisil som sa takyto graf ndjst. A skutocne sa mi
to podarilo. Na obrazku 3.5 je tento kubicky graf a jeho dve kostry. Jedna z tychto kostier
je stonozkovanim, druhd nie je. (To, Ze jedna je stonozkovanim je oc¢ividné. To, ze druhé nie
je by sa dalo ukdzat rozborom vsetkych moznych Hlavnych Stonoziek. Tychto moznosti je v
skutoénosti len tri.)

Nuz ale toto situdciu komplikovalo. Vyzeralo to, Ze problém hladania stonozkovania bude

vskutku NP-fazky, ked'Ze budem musiet zrejme prehladdvat vsetky kostry a u kazdej z nich
zistovat, ¢i je alebo nie je stonozkovanim.

29



V snahe dokézaf ekvivalenciu medzi hladanim minimdlnej DNF a hladanim stonozkovania
v grafe som dospel k jednému prikladu, ktory ju vyvratil. Na obrazku 3.6 vidime kostru grafu,
ktord generuje minimalnu DNF' ale nie je stonozkovanim. Tento protipriklad ma uz potom
priamo viedol na stopu definitivnemu rieseniu - problému HV-pokrytia. Ako ukdzem v nasle-
dujticej sekcii, problém ndjdenia HV-pokrytia je skutocne ekvivalentny hladaniu minimdlnej
DNF funkcie fg.

X X X3 X, X

5 % %7

Obr. 3.6: Kostra grafu generujica miniméalnu DNF funkcie fq, ktora nie je stonozkovanim.

3.3 HV-pokrytie

V tejto casti uvediem vlastny vysledok tejto kapitoly. Tym bude nadefinovanie nového problému
HV-pokrytia, ktory je ekvivalentny hladaniu minimdlnej reprezentécie funkcie fg. Pre ttito
ekvivalenciu tychto problémov uvediem aj podrobny dokaz vo forme algoritmov na prevod,
véetne dokazov ich korektnosti a zlozitosti.

V priebehu vypracovdvania prace sa mi ani po nemalej vynaloZenej ndmahe nepodarilo néjst
polynomidlny algoritmus na hladanie tohto HV-pokrytia. V ¢lanku [4], ktory som rozobe-
ral v tejto kapitole, bolo ukdzanych nemélo uzitoénych a nie tplne jednoduchych Lemmat,
ktoré ukazovali pekné vlastnosti a vyzerali byt pomerne uzitoéné. Tvar funkcie fg sa mi zdal
dostatocne vSeobecny. VsSetky tieto fakty dohromady vo mne evokovali pocit, ze problém
najdenia HV-pokrytia bude vskutku NP-fazky. Tento fakt sa mi bohuzial nepodarilo ukazat.
Uvediem tu vsak aspoil ¢iastoény ciel - ukdzal som, Ze problém hladania HV-pokrytia je
ekvivalentny hladaniu miniméalnej reprezentdcie funkcie fg. Toto tvrdenie moze neskor slizit
na opravu povodného dokazu.

3.3.1 Definicia

Pri specifikovani presnej definicie som vychadzal z protiprikladu pre stonozkovanie (obrazok 3.6),
pricom som sa snazil odstranit nedostatok stonozkovania. Ten spocival v tom, Ze netrebalo,
aby do kazdej odbocky viedla napojujica hrana z Hlavnej stonozky, ale aby do kazdej odbocky
viedla hrana z “uz vygenerovaného grafu”. To znamena, ze za¢nem v hrane, ktoru v JF, repre-
zentuje mnozina S, a potom podjdem po jednej ceste k lubovolnému listu. Ttito cestu nazvem
hlavnd, vSetky vrcholy na nej stt H. Ak budem chcietf odbocit na vedlajsiu cestu (do vrchola s
oznacenim V'), budem musiet mat okrem samotnej odbocky aj napojujicu hranu z nejakého
vrcholu, v ktorom som uz bol.
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Takze v obrazku 3.6 je zaroven zobrazeny jeden modelovy priklad HV-pokrytia, kde
vs = x1, f(xg) =V, f(x13) = V, ostatné vrcholy maji ohodnotenie H.

Definicia 3.14 HV-pokrytie kubického grafu G je trojica (K, f,vs), kde K je kostra grafu
G, vs € G je vrchol v grafe, f je funkcia f : V(K) — {H,V} spliugice nasledujice pod-
muenky:

a) vg je v K list (degy(vs) =1)

b) flvs)=H

¢) degg(v) =3 = f(v) = H

d) ak v nesusedi so Ziadnym vrcholom stupria 3, potom f(v) = H
e) pre kazdy vrchol v stupria 3 v K (degy(v) = 3) plati:

e nech u je ten jeho sused, ktory je najblizsie k vg v K. Potom f(u) = H.

e spomedzi zvysnych dvoch jeho susedov md 1 hodnotu f rovni H, druhy V

f) do kazdého vrcholu grafu vedie v (K, f) HV-cesta z vrcholu vg

Definicia 3.15 Majme kubicky graf G, jeho kostru K, funkciv f : V(K) — {H,V}. Z
vrcholu w vedie do vrcholu v HV-cesta v (K, f) ak:

a) u=v (HV-cesta je reflexivna)
b) Jw : {v,w} € E(K) a existuje HV-cesta z u do w

c) ak f(v) =V Adegy(v) > 1, potom musi byt naviac splené:
Jw : {v,w} € E(G\ K) a ezistuje HV-cesta z u do w.

Obr. 3.7: Graf s odboc¢kami - pre kazdd dve napojujice hrany.

Predstavme si jednu odbocku - ti predstavuje vrchol s ohodnotenim V' - je to vrchol, do
ktorého ide hrana v prislusnej kostre a zaroven do neho ide hrana mimo tuto kostru. Takze
v povodnom grafe je tento vrchol spojeny dvoma rovnocennymi hranami s uz odvodenym
podgrafom. Ttto situdciu zndzoriuje obrazok 3.7 (kde f(z3) =V, f(z5) = V). Je vidiet, ze
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z tychto dvoch hran, ktorymi je odbocovaci vrchol spojeny s povodnym grafom, si mozem
Tubovolnu z nich zvolit za hranu v HV-pokryti a ti druht za napojujticu hranu. Z toho je vi-
diet, ze ak mam v HV-pokryt{ k vrcholov stupiia 3, potom existuje 2* roznych ekvivalentnych
HV-pokryti, ktoré sa daji néjst v polynomidlnom ¢ase (avsak ocividne moze byt ich pocet
az exponencidlny).

Poznamka: Ak bude jasné o aké K a aké f uvedené v definicii sa jednd, budem pre jed-
noduchost pisat iba “HV-cesta”.

V definicii HV-pokrytia, v bode e) som spomenul suseda, kory je “najblizsie k vg v K.
Taky sused vzdy existuje a je prave jeden. K je kostra, takze pre kazdé dva vrcholy existuje
prave jedna cesta, ktord ich spaja. Tak existuje aj cesta, ktora spaja vrcholy vg a v. Potom
toto u je ten jeho sused, ktory sa v tejto ceste nachddza (nachadzat sa tam aspon jeden musf
(kedze degy (vs) = 1) a je to maximdlne jeden, lebo inak by sa vytvoril v K cyklus).

Teraz prejdeme k Vete vyjadrujicej ekvivalenciu problému HV-pokrytia s hladanim mi-
nimalnej DNF funkcie fg.

Veta 3.16 Majme kubicky graf G. Jemu odpovedajica ciste Hornovskd fg md DNF repre-
zentdciu s maximdlne m + 2 termami prave vtedy ak existuje HV-pokrytie grafu G.

Dokaz uvediem vo forme algoritmov na prevod problémov. Najprv z HV-pokrytia na DNF
fa, potom opacne.
Pozndmka: Ak budem na nejakom mieste dokazu pisat symbol typu z;, budem odkazovat na
premennt odpovedajicu nejakému vrcholu. Ak pouzijem symbol typu y; budem odkazovat na
hocijakt premennt, tj. bud premenni odpovedajiicu nejakému vrcholu, alebo na premenni v.

3.3.2 HV-pokrytie - DNF

Majme teda HV-pokrytie (K, f,vs) grafu G. Ja z neho skonstruujem DNF F | ktord bude
reprezentdciou funkcie f; a bude mat maximéalne m + 2 termov.

V algoritme pouZivam tieto premenné, popisem ich podla toho, ako vystupuji v kroku2:

e r Premennad, ktora sa prave spracovava. Do F pridam termy tvaru azb, kde a je jej uz
spracovany sused, b si vSetci jej ostatni susedia.

e p Uz spracovany predchodca premennej x.

F Tvoriaca sa vysledna DNF.

O Fronta s odbockami - vrcholmi oznacenymi ako V', na ktoré sa dostane rad az sa
najde napojujica hrana.

Popis algoritmu:
1) Inicializacia.

Nech z je (ten jediny) sused vrcholu vg v K.
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F = {vug, v}, p := vg, O = (), vSetky vrcholy grafu ozna¢ ako nespracované, vrchol
vg ozna¢ ako spracovany. Vsetky hrany oznac¢ ako nespracované.
Pokra¢uj krokom 2).

2) Idem po hlavnej,
a to od vrcholu z, smerom k listom.
Ozna¢ vrchol x ako spracovany, ozna¢ hranu {p, z} ako spracovani. Pozri sa, kolkych
nespracovanych susedov ma x v K:

(a) Ziadneho. Som v liste. Teda na konci cesty.
F=F+pxo
Ak je O prazdna, pokracuj krokom 4).
Inak pokracuj krokom 3).

(b) Jedného, ozna¢me ho z;. Jednoducha rovnd cesta.
F=F+pxa,p=x,0:=1
Pokracuj krokom 2).

(¢) Dvoch, ozna¢me ich x4,z tak, aby platilo: f(z1) =V, f(x2) = H. Odbocka.
F = F +{pxiy, xx122},p := x,x := xy,0znac¢ hranu {z, z;} ako spracovant.
o degg () =1
Oznaé z, ako spracovany.
o degy(xy) =2
0O:=0 + 1

Pokrac¢uj krokom 2).

3) N4jdi schodni odbocku.
N&jdi hranu {z;, 22} € E(G \ K) taku, ze x; je spracovany a x5 je v O.
P = X1,X := Xo, Ty Vyber z O
Pokra¢uj krokom 2).

4) Nespracované hrany.
Pre kazdu nespracovani hranu {z1, 22} € F(G):
F = F + 1290, oznac ju ako spracovant.

Korektnost kroku 2).
PiSe sa tam “oznac¢ hranu {p, x} ako spracovani”. Existuje takdto hrana? Overim si pripady,
kedy do x nieco vkladdm. V kroku 1) priamo pisem “nech z je sused vrcholu vg”, takze této
hrana existuje. Vo vSetkych ostatnych pripadoch ked do x nieco vkladdm, tak napiﬁam aj
premennu p. A to zakazdym tak, aby boli susedia.
To, preco si v kroku 2)a mozem dovolit ukonéit algoritmus, odvodim niZsie v ¢asti venovanej
uplnosti algoritmu.

V kroku 2)c je z stupiia 3, takze mozem bez ujmy predpokladat, ze jeden z jeho susedov je
H, druhy V.

Korektnost kroku 3).
Zavediem si alternativnu definiciu HV-pokrytia. T4 nech je definovana presne rovnako ako
riadna, ale s tym rozdielom, Ze namiesto HV-cesty budem poZzadovat alternativnu HV-cestu.
A t4 bude opét definovand presne rovnako ako riadna, ale s tym rozdielom, Ze bod ¢) nahradim
nasledujicim textom:
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c) ak f(v) =V Adegg(v) > 1, potom neexistuje HV-cesta z u do v.

Ak pridem do tohto kroku algoritmu, tak oznacené ako spracované su presne tie vrcholy,
ktoré by spliovali alternativnu definiciu HV-pokrytia. Ale ziaden z nespracovanych ttuto al-
ternativnu definiciu nespfﬁa (véetne tych, ¢o si vo fronte O).

V oboch definicidch je podmienka, Ze prislusny vrchol musi byt hranou z K spojeny s nejakym
uz spracovanym vrcholom (kedZe spracované st presne tie, ktoré v tomto kroku spfﬁajﬁ de-
finfciu existencie HV-cesty, mozem si dovolit tieto dva pojmy zamieriat). Ale kde sa moze
nejaky nespracovany vrchol hranou napojit na nejaky spracovany? Ked sa pozriem na prie-
beh algoritmu, tak zistim, ze som zacal so susedom vg a potom som postupoval tak, ze vzdy
som kazdého suseda bud napojil, alebo dal do fronty O. Z toho vyplyva, Ze prave jedine vr-
choly, ktoré st v O sa mozu napojit. Takze ak mam eSte nejaky nespracovany vrchol zaradit
medzi spracované, musim najprv zaradit aspoi jeden vrchol spomedzi O. Ale pre vsetky tieto
vrcholy vieme, ze spliiuju podmienky HV-pokrytia (predpoklad), ale nespliuji podmienky
alternativneho HV-pokrytia. Z toho vyplyva, Ze musi spomedzi vrcholov v O existovat aspoi
jeden taky, pre ktory je podmienka c) splend. To som mal ukdzat.

Konec¢nost algoritmu.
V kazdom kroku ozna¢im minimalne jeden vrchol ako spracovany. Ak si vSetky vrcholy spra-
cované, algoritmus koné¢i. Vrcholov je kone¢ény pocet.

Uplnost algoritmu.

V tomto odstavci ukazem, ze algoritmus oznacil vSetky vrcholy ako spracované. Na zéklade
toho potom nizsie dokazem (v odstavei “Odpoveda F funkcii fg?”), ze takto vytvorend DNF
reprezentuje cela fq.

Nech teda existuje vrchol v taky, ze prebehnuti algoritmu nebol zaradeny medzi spraco-
vané. Zoberme si cestu P = (vg = v1,v9,03,...v) v K z vrcholu vg do v (z definicie kostry
grafu takdto cesta existuje). Vieme, ze vg je oznaceny ako spracovany (v kroku 1) ) a v
nespracovany. Oznacme teda v; prvy nespracovany vrchol na tejto ceste. Z toho vyplyva, ze
vj = v;_; je spracovany a su spojeni navzdjom hranou. Ak f(v;) = H, potom bol pri spra-
covavani vrcholu v; urcite vlozeny do premennej x a teda v nasledujicom kroku spracovany.
Ak f(v;) = V,degg(v;) = 1, potom bol v kroku 2)c pri spracovavani v; okamzite oznaceny
tiez ako spracovany. A konecne ak f(v;) = V,degy(v;) = 2, potom bol pri spracovavani v;
v kroku 2)c vlozeny do fronty O. Takze fronta O bola neprdzdna. No ale pri dokazovani
korektnosti kroku 3) som ukézal, Ze vzdy ked je O neprdzdna, tak sa tam ndjde jeden taky
vrchol, ktory zaradim medzi spracované. No ale vzdy v kroku 3) jeden prvok z O vyberiem
a spracujem. Prvkov je konecény pocet, takze ak by som aj vzdy vyberal z O iny prvok ako
v;, v kone¢nom pocte cyklov by som sa dostal do stavu, kedy je vo fronte O iba v;. Ale aj
pre tito konstaldciu fronty plati vyssie uvedené tvrdenie, takze nutne musi byt v; zaradené
medzi spracované.

Zlozitost algoritmu.
Krok 1) trva O(m) - inicializacia datovych struktir.
Pri vhodne zvolenych datovych struktiurach trva krok 2) konstantny cas.
V kroku 3) prechddzam frontou O a pre kazdy prvok sa v konstantnom ¢ase pozriem na
vrcholy s ktorymi je spojeny. Trva teda maximélne O(n).
Krok 4) trva O(m).
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V kazdom cykle algoritmu mozem prejst krokmi 2) a 3), jeden krok trvé teda ¢as maximdlne
O(n). Ako som spiminal v ¢asti venovanej Konec¢nosti algoritmu, pocet cyklov je maximalne
n.

Celkov4 zlozitost algoritmu je teda O(m + n?).

Korektnost algoritmu.
Odvodenim korektnosti jednotlivych krokov sme ukézali, Ze algoritmus moéze vzdy vykonat
jednotlivé kroky. Konec¢nostou zase, Ze skon¢i v realnom case. TakZe ndm v koneénom case
algoritmus vydd DNF F . Musime eSte overit podmienky, ktoré sa na niu kladi. A sice, ze
reprezentuje fg a ze ma maximalne m + 2 termov. Tym bude dokaz hotovy.
Najprv si vSak odvodim jedno pomocné tvrdenie, ktoré je nevyhnutné k dokazaniu tychto
dvoch podmienok.

Lemma 3.17 F spl;ia vsetky vlastnosti kladené na Fy v zneni Lemma 3.3.

Tymto bude dokazané, ze spiﬁa aj vSetky nasledujtice vlastnosti odvodené z tohto tvaru.
Dokaz.

e F je primarna.
Z Lemma 3.2 vieme, ze kazdy term, ktory je tvaru a) b) alebo ¢) je primérnym impli-
kantom. V kroku 1) som priddval len termy tvaru a). V kroku 2)a zas len termy tvaru c)
(uz vyssie som ukdzal, ze v tomto kroku vzdy platilo, ze {p, z} je hrana). V kroku 2)b
len termy tvaru b), kedZe {p,z} je hrana a x; je rézny od oboch (nie je x, lebo je jeho
susedom a nie je p, lebo p je spracovany a x; nie je). No a konecne v kroku 2)c opét
len termy tvaru b) - odévodnenie rovnaké ako v predchddzajicom pripade. V kroku 3)
som do Fni¢ nepridaval a to, ze vSetky termy pridané v kroku 4) si tvaru c¢) je o¢ividné.

e Vlastnost a).
Mnozina S je tvorens vcholom vg a jeho susedom. Ziaden z tychto vrcholov uz nepridam
ako negativne premenné (o¢ividné - p sa nikde nepriddva ako negativna premennd).
Teraz ukazem, ze ziadnu premenni nepridam dvakrat ako negativnu. Termy, ktoré nas
zaujimaji sa priddvaji jedine v kroku 2)b a 2)c. D4 sa lahko vypozorovat, ze ked
raz premennu oznacim ako spracovanu, nikdy sa uz nedostane do nejakého termu ako
negativna (vzdy priddvam ako negativne premenné len susedov prave spracovavanej
premennej). Pozrime sa na jednotlivé kroky, ¢i sa nemoze stat, ze nejaki premenni
pridam dvakrdt. V kroku 2)b priddvam premennd z;. Ale hned nato ju vlozim do
premennej x a teda hned’ na zaciatku nasledujticeho cyklu ju oznaéim ako spracovant
(a teda sa uz nikdy nevlozi ako negativna). V kroku 2)c cakd premennt 5 rovnaky osud.
Co sa deje s premennou z1, ktord sme tiez pridali ako negativnu? Ak degy(x1) = 1,
potom ju ozna¢im hned ako spracovani a teda je vSetko v poriadku. V tom druhom
pripade ju vlozim do fronty O. Z tejto fronty sa vyberaji prvky len v kroku 3). A tam
sa tato premenna vkladd hned do premennej z, tok algoritmu sa posle na krok 2), v
ktorom sa hned na zaciatku oznaéi ako spracovani.
Popocitam, kolko termov tvaru z;z;&; priddm. Ak ich bude n — 2, ukdzal som teda, ¢o
som mal. Vieme, Ze kazdy vrchol sa spracuje prave raz. Pozrime sa, kolko termov nami
pozadovaného tvaru sa do F vklada pri jednom takomto spracovavani v kroku 2).
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— Ak je vrchol stupna 1, nevlozi sa ani jeden.
— Ak je vrchol stupna 2, vlozi sa prave jeden.

— A ak je vrchol stupna 3, vlozia sa 2 takéto termy.

Jediny vrchol, ktory sa nespracovava v kroku 2) je vrchol vg. Ten je ale stupna 1 a
nepridava ziaden term nami pozadovaného tvaru, takze vyssie uvedené plati pre vsetky
vrcholy.
Zavediem si teraz oznacenie. Nech ny; = pocet vrcholov stupna 1, ny = pocet vrcholov
stupna 2 a ng = pocet vrcholov stupna 3.
V tedrii grafov sa d4 velmi Iahko odvodit, Ze pre kazdy kubicky graf, ktory je stromom
plati, ze n3 = n; — 2. (Pre cestu to plati. Vzdy ked na nu v strede napojim nejaki
dalsiu cestu, zvysim pocet listov o jedni¢ku aj pocet vrcholov stupiia 3 o jednicku. Ked
napojim na list, nezvysim ani jedno. Kazdy strom sa d4 takto vyskladat z ciest.)
Z rovnic

ny+ng+nsg=n

n3:n1—2

dostavam
Nno =n—+2—2%n;.

Spocitam teda pocet termov, ktoré nas zaujimajui

t termov = 0% (ny)+1x(n+2—2%ny)+2%(n; —2) =n+2—2%xn;+2%xn; —4 =n—2

Vlastnost b).
Uz v predchadzajicom kroku som ukézal, ze ziadnu premennu nepridam dvakrat ako
negativnu.

Vlastnost c).

Vzdy ked som v algoritme vlozil do F nejaky term tvaru z1227,y € V(G) Uwv, oznadcil
som hranu {z1,x9} ako spracovani. Mohol som pridat nejaky term tvaru x;x;y kde
by platilo ze {z;,z;} je uz spracovand? Ked algoritmus vstupuje do kroku 2) plati, ze
hrana {p,z} eSte nie je spracovand. Ukdzem to rozborom pripadov podla toho, odkial
mdzem do kroku 2) vstupit.

Ked algoritmus vchddza do kroku 2) z kroku 1), vSetky hrany si oznacené ako nespra-
cované.

Plati: kazda spracovana hrana spojuje len dva spracované vrcholy, alebo jeden spraco-
vany a druhy prvkom O (to vyplyva z toho, ze vzdy ked oznacujem nejakd hranu ako
spracovant, tak toto tvrdenie plat{). Takze ked do kroku 2) vchédza z kroku 2)b, je
T := x1, ale toto z; je nespracované (podla toho som ho vyberal), takze je nespracovand
aj hrana {z, z1}, ktord bude pri néslednom vstupe do bodu 2) hranou {p, z}.

Ked do kroku 2) vchadzam z kroku 2)c, stane sa budiicou hranou {p, z} prave hrana
{z,x5}. Ale v tomto pripade je x5 nespracovany, takze ani tdto hrana nemoze byt spra-
covana.

A konecne ked do kroku 2) vchddzam z kroku 3), tak sa skiimanou hranou stane
{x1,x2}. Tato hrana vsak nemoze byt spracovand, pretoze ju vyberam z E(G \ K). A
jediné miesto, v ktorom vyberdam hrany z tejto mnoziny je prave len krok 3). Ale ak v
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tomto kroku raz nejakd hranu vyberiem, tak hned v nasledujicom cykle sa z nej stane
spracovana (a aj oba jej vrcholy, ¢im je jej opédtovné vybratie v tomto kroku tplne
nemozneé).

Z tohto vsetkého teda viem, ze ziadnu hranu som nepridal dvakrét (¢i uz bola ako
negativna premennd v, alebo nejaky vrchol grafu). Takze vieme, ze I(F) NT(F) = .
MozZe sa stat, aby existovala po skonceni algoritmu v G nejaka nespracovans hrana?
Vdaka kroku 4) je to nemozné.

Ma F presne m + 2 termov?
Kedze F je tvaru JFy, plati pre neho aj Lemma 3.8 a stac{ mi teda ukdzat, ze |I| = n — 2.
Ale to vyplyva priamo z pred chvilou dokdzanych vlastnost{ a) a b) a z faktu, ze |S(F)| = 2
(kedZe termy tohoto typu priddvam len v kroku 1) algoritmu a tam ich priddm dva).

Odpoveda F funkcii fg?

e F < fa
Mam ukézat, Ze kazdy term z F je implikantom funkcie fg. V dokaze Lemma 3.17 som
dokonca ukazal, ze kazdy term z F je primarnym implikantom funkcie fg.

o fo <F
Vieme, ze fq = (\/x cv 'Ufl-) V (\/(%Ij) cE xixﬂ?). Takze dokaz si rozdelime na dve casti.

—vg; < F,Vx; €V
UkéZem, Ze ked procediira forward chaining za¢ne s premennou v, tak vo vyslednej
mnozine procediry budi vsetky vrcholy grafu. Tym to bude dokézané. (Algorit-
mus sadm vlastne tplne presne kopiruje ¢innost procediry forward chaining, ale
skiisim to ukdzat precizne.)
7 Lemma 3.17 vieme, ze pre kazdy vrchol z existuje v F term, v ktorom tento vr-
chol vystupuje ako negativna premenné. A opit - ak ukdZem, Ze vzdy ked takyto
term priddvam, tak jej pozitivne premenné s odvoditelné z v, tak som hotovy.
V kroku 1) to plati. Ked pridem z kroku 1) do kroku 2), tak v ten moment st
obe premenné p a z odvoditelné z v. Takze ked potom v bode 2)b a 2)c priddvam
term pxzy, tak pre tento term tvrdenie plati. V kroku 2)c priddvam navyse aj
term xx,7>. Ale pre tento term to tiez plati, ked'ze som sicasne s nim vlozil aj
term pzz;. V oboch pripadoch potom pokrac¢ujem opét do bodu 2), ale s novymi
premennymi p a z. Ale tie st vzhladom k prave pridanym termom tiez odvoditelné
Z 0.
Poslednym pripadom zostdva, ked do kroku 2) pridem z kroku 3). Tam som pre-
mennt z, vybral z O. Ale ked si povSimneme situdciu, v ktorej sa do O vlozila,
zistime Ze v ten moment bola odvoditelnd z v. Dalsiu premennt volim spomedzi
spracovanych. Ale vidy ked oznacujem premennt ako spracovant, tak je taktiez
odvoditelna z v.

- I’il’j'l_} < JT",V{Z’Z',.T]‘} ek
7 dokdzaného Lemma 3.17 vyplyva, Ze mi ttito vlastnost staci ukdzat pre hrany z
I(F). Intuitivne je to jednoduché: zacnem s hranou {z;, z;} a budem pokracovat
vzdy po hlavnej ceste (vrcholoch s oznacenim H) a raz déjdem k listu, ktory mi
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pridd premenni v. Ak by som chcel byt precizny, tak to mézem ukézat napriklad
rozborom pripadov podla toho, kde takyto term v algoritme priddvam.

* V kroku 2)b.

Budem postupovat pomocou procediry forward chaining. Za¢nem teda s mnoZzinou
{p,z} a budem sa chciet dopracovat k tomu, aby som pridal v. Ako vyzerd
postup procediiry forward chaining? Hned v tomto kroku 2)b algoritmu k
vyslednej mnozine pridam vrchol z;. Nésledne oznac¢im vlozim do premennych
p a = dve z prvkov vyslednej mnoziny a pokrac¢ujem krokom 2). Pozriem sa
na to, ¢o sa deje s p a x tentokrat. V principe si 2 moznosti. Bud sa k nim
v kroku 2)a pridd v a som teda hotovy (pouzil som len premenné z vysledne;
mnoziny). Alebo sa k nim pridd v kroku 2)b alebo 2)c d'alsia premennd ;.
Tato sa ale pridala pomocou termu, ktory obsahuje ako pozitivne premenné
len premenné z vyslednej mnoziny, takZe tiito premennd moézme pridat k
vyslednej mnozine procediry forward chaining. V oboch tychto pripadoch
vSak algoritmus pokracuje opét bodom 2). A tam bude bud pokracovat done-
konecna opit do bodov 2)b, 2)c, alebo raz ddjde do bodu 2)a a budeme hotovi.
A ked'Ze vieme, Ze algoritmus je koneény, urcite nastane druhy z pripadov.

* V kroku 2)c.
Dokaz uplne rovnaky ako v predchadzajicom pripade, iba s tym rozdielom,
7e tu sa hned na zaciatku daji do vyslednej mnoZiny nie tri, ale hned styri
premenné - {p, x, z1, xs}. Potom sa do premennych z a p vlozia tiez dve prvky
z tejto mnoziny. Dalej analogicky.

3.3.3 DNF — HV-pokrytie

Nech teda fg ma DNF reprezentaciu Fy s maximalne m + 2 termami. Pomocou modifikécii
0, 1, 2, 3 (z Lemma 3.3) vytvorime DNF F spliujicu vsetky dosledky tvrdeni 3.3 az 3.9.
Na zdklade DNF Fnajprv uréim vrchol zg. Potom z tejto DNF budem postupne vytvarat K
- kostru grafu G ako aj funkciu f : V(K) — {H,V}. A to tak, ze vzdy vezmem jeden term
z F , spracujem ho a na zéklade toho bud obohatim mnozinu K, rozsirim funkciu f, alebo
oboje ¢ dokonca ani jedno. Kazdopadne budi f, K, xg v kazdom kroku spliiovat definiciu
HV-pokrytia grafu G’ = (V, E), kde V(G') = K az,y € E(G') akz € K,y € K,z,y € E(G).
Inak povedané, G’ odpoveda restrikcii grafu GG na vrcholy K. Navyse, az spracujem aj po-
sledny term z F , G’ bude totozny z G. Tym vytvorim HV-pokrytie grafu G. Na zaciatku
si teda polozim V(K) = 0, E(K) = (), f nedefinovana v ziadnom z;, vs nedefinovany, fronty
P a O prazdne. V dalsom texte budem symbolom G’ oznacovat graf G ztiZzeny na vrcholy z
aktudlnej mnoziny K, tak ako je to definované vyssie.

Takze zacneme s mnozinou S.

Vieme, Ze existuje hrana eg € E(G) taka, ze S = eg. Oznacme si BUNO vrcholy tejto hrany
ako eg = {x1,x2}. Zdroven plati, ze eg € I, H., # 0, takze existuje v Fterm x12o; pre nejaké
i, BUNO nech je to 3. Zarovei vieme, 7e Ny # 0, takze v E(G) existuje hrana e; = {x1, 23}
alebo ey = {x2, 23} alebo oboje sicasne. Ak existuje hrana e;, tak potom F obsahuje term
e10 alebo e ; pre nejaké i. Teda e; € I(F) alebo e; € T(F). Obdobne to plati aj pre es.
Predpokladajme, ze e; € I(F) V ey € I(F).

Ak by totiz nastal pripad, ze aj e; € T'(F), aj ex € T'(F), tak to by znamenalo, ze G obsahuje
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len tieto tri vrcholy @, xo, 3. Pretoze ak by existoval nejaky d'alsi, tak by sa k nemu DNF
F pomocou procediry forward chaining nikdy nemohla dostat z premennej v. Zacala by s eg,
pridala x5 a potom by uz Ziaden d’als{ vrchol nemohla pridat. V takomto pripade polozim
E(K) = {{x1, 22}, {2, 23}}, f(x) = HYz € V(G),vs = x1. Nie je tazké si rozmysliet, Ze to
odpoveda HV-pokrytiu grafu GG. V nasledujicom texte teda predpokladajme, ze G je aspon
4-prvokvy.

Mia teda zaujimaju len situdcie, kedy su tieto hrany v I(F). Rozdelim si dva pripady:

a) Prave jeden z ey, ey je v I(F) - obrdzok 3.8

V=X, X5

Obr. 3.8: Zaciatok cesty - {z2, 23} € I(F).

(druhd hrana je bud v T'(F), alebo neexistuje vobec). BUNO predpokladajme, e je to
9. Méme teda termy e;a3, eo; pre nejaké i. Polozme V(K) = V(K)U{zy, 22}, E(K) =
E(K) U {z1,22},vs = z1, f(z1) = f(z2) = H. Nie je tazké nahliadnut, ze K, f,vg
spliuju podmienky HV-pokrytie pre graf G’. Napriklad to, ze f(x;) bude vzdy H
plynie z definicie HV-pokrytia. Tak aj to, ze f(xy) = H nikdy neporusi podmienky
definicie, je odvoditelné. Bud nebude susedit so Ziadnym vrcholom stupiia 3 - vtedy
je jeho oznacenie ako H nespochybnitené. Rovnako tak aj v pripade, Ze z neho pojde
eSte dalsia hrana a stane sa teda vrcholom stupna 3 (napriklad tym, ze v F bude term
zox;T; pre nejaké j). Zostéva posledny pripad a sice ze bude susedit s nejakym vrcho-
lom stupna 3. Vtedy ale bude nutne najblizsie k x1, pretoze z x; uz nevedie ziadna
d'algia hrana.

P=PU (l’g, 1’227332)

Este pozndmka k obrazkom: plné éierne hrany bud st v K, alebo tam s istotou budu
patrit. Modra ¢iarkovand ¢iara zndzoriiuje “smer rozsirovania” - tj. ak je medzi dvoma
premennymi modra Ciara, v nasledujicom kroku sa spracuje term, ktory obsahuje ako
pozitivne literdly oba jej konce.

Obe hrany st v I(F), teda e; € I(F),es € I(F).

Méme teda termy 2273, x123%;, T2w3T; pre nejaké i, j. BUNO nech i = 0,] = 4.
Takze graf G obsahuje cyklus x;x9x3. Zaroven z toho plynie, Ze graf G obsahuje bud
hranu {z1, x5} alebo hranu {z3,x5} (alebo oboje sucasne). To isté plati pre hrany
{a, x4}, {23, 24}. Teraz sa pozrime o sa deje s vrcholom z3. Uz vieme, ze bol pouzity
v dvoch hranéch. Teda sa moze vyskytnit uz len v jednej alebo v Ziadnej. TakZe méme
opit dva pripady:
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(a) x3 sa uz nevyskytne v d’alsej hrane - obrazok 3.9

Obr. 3.9: Zaciatok cesty - e1, es € I(F), z3 uz nebude v daliej hrane.

Takze ndm pribudni termy z;257;, v2247;, kde y;,y; st bud dalsie premenné,
alebo v. Teraz polozim: vg = x3, V(K) = V(K) U{z1, 29,23}, F(K) = E(K) U
{{z1, 23}, {x1, 22} }, f(x3) = f(x1) = H, f(x2) = V. Opét mozme overit, ze K je
HV-pokrytim G’. Vieme, zZe x; bude v K stupiia 3, mé oznacenie H. x, bude mat
stupern 2 (jednu hranu obsahujicu x5 som uz ”vyhodil hranu {xs, 23}), je oznaceny
ako V, dostanem sa do neho po hrane {z9, 23} € G’ \ K z vrcholu z3 = vg.
Rozhodnem sa ¢o s termom w,24y;:

e Y =10
V(K) :=V(K) U{zd}, BE(K) := E(K) U{zz, 24}, f(24) = H
Tymto som neporusil ziadnu podmienku HV-pokrytia.
ey =1x; €V(G)
P:=PU (l’4,$21‘4fj)
Rozhodnem sa ¢o s termom xqx5%;:
® Yy =
V(K) = V(K)U{as}, B(K) == E(K) U{zy, 25}, f(25) = H
Tymto som opéit neporusil Ziadnu podmienku HV-pokrytia.
oy, =1z € V(G)
Ked7Ze z; je v G stupiia 3, k termu 2,257 musi existovat term zsz67y7. Podla
toho ako vyzera sa rozhodnem:
—Yr=v
V(K) = V(K)U{xe}, E(K) := E(K) U{xs, w6}, f(26) = H

-y =z7 € V(G)
P=PU ($6,I5$6f7)

Ani v jednom z vyssie uvedenych pripadov som neporusil podmienky HV-

pokrytia ¢i podmienky kladené na P (ako sa dozvieme neskor).
x3 sa eSte vyskytne v jednej z hran,
BUNO nech v hrane odpovedajicej termu z3xs77. Potom nutne existuje aj term
TosTe. Ak uvazime vietky mozné termy, ktoré mozu vzniknit z vyssie uvedenych
T1XoT3, T1T3T5, ToXz Ty, tak mozu vzniknit uz len posledné dve moznosti:
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i. Nevznikol uz ziaden d'alsi term - obrizok 3.10.

Obr. 3.10: Zaciatok cesty - e1, ey € I(F), x5 v hrane, ziaden d'alsf term.

Tj. mame termy x, 203, T103%5, ToT3Ty & T3T5T7, ToTaZs. Teraz mozem polozit:
vs = a1, V(K) = V(K)U{x1, 29, 23,24, 25}, E(K) = E(K)U{{x1, 22}, {2, 23}, {x3, 25}, {
flxe) = f(xy) = f(xs) = H, f(x3) = V. Opiit sa mozeme jednoducho pre-
svedcit, ze K teraz spliiuje vSetky podmienky HV-pokrytia grafu G'.
Termy 57476 a r3x507 su v I(F). Takze z nich urcite vznikni d'alsie hrany.
Z prvého vznikne x4x67s (lebo inak by bol vrchol zy stupiia 4) a z druhého
vznikne z52779 (lebo vrchol x3 by bol stupna 4).
P := PU{ (¢, x42673), (7, x527T9) }
ii. Vznikol este posledny mozny term, a to x5y, - obrazok 3.11.

Takze mame termy x1T2%3, £123T5, Tol3Ty & T3T5Y;, L1T5Yk, ToTsLe. Schvalne
som v tomto vycte nechal namiesto novych premennych iba y;, yx. A to z toho
dovodu, Ze jedna z tychto premennych musi byt nutne rovn4 v.
Ak by totiz obidve tieto premenné odpovedali premennym nejakého vrcholu,
tak by sme dostali nové termy x3x527, x12575. Oba tieto termy st prvkami
I(F). Teda N, je neprazdne pre oba. V pripade prvého termu by teda v grafe G
musela existovat hrana {z3, z7} alebo {x5, x7}. Prvd moznost nemoze nastat,
lebo z3 by malo stupen 4. Takze existuje hrana {x5,z7}. Teraz ale nemoze
existovat ani hrana {x;,7s} (lebo z; by malo stupen 4), ani hrana {zs, s}
(lebo x5 by malo stupen 4).
Vieme teda, Ze jedno z y;,y; musi byt rovné premennej v. Robim to neréd,
ale musim tu vlozit este jedno rozdelenie na dva pripady:
Ay =0
Polozime vg = 3, V(K) = V(K) U {21, 22, 23,24, 25}, E(K) = E(K)
{1, w2}, {zr, w5} {zr, a5} {ao, wad), f(21) = fl2s) = flaa) = flas) =
H, f(xz9) = V. Aj teraz je K HV-pokrytim grafu G'.
Uvdzim eSte term x1z5y; € I(F). Z neho musi vzniknit dalsia hrana,
{z1,yx} to nemdze byt (z; by malo stuperii 4), takze to musi byt {zs, yx}.
Nech sa tak stane pomocou termu z5y,z7. Z podobného dovodu musi k
termu zow4 T existovat term xyx475.
P := PU{(yk, v5yxt7), (z6, x4x6Ts) }

-

41



Obr. 3.11: Zaciatok cesty - e1, es € I(F), x5 v hrane, este dalsi term.

B. Y = U

Polozime vg = x1, V(K) = V(K) U {21, 29,23, 24,25}, E(K) = E(K) U
{{z1, w3}, {w2, w3}, {ws, a5}, {w2, wa}}, f(21) = f(23) = flwa) = flas) =
H, f(xy) = V. Aj teraz je K HV-pokrytim grafu G'.

Uvazim eSte term x3zsy; € I(F). Z neho musi vzniknit d'alsia hrana,
{z3,v;} to nemdze byt (z3 by malo stupeii 4), takze to musi byt {zs,y;}.
Nech sa tak stane pomocou termu zsy;27. Z podobného dévodu musi k
termu zor4 T existovat term x,x675.

P=PU {(y“ J]5yif7>, (ZE67 ZE4IGZL’_8)}

Dovolim si este poznamku. Vyssie v jednotlivych moznostiach som vymenuvaval premenné
az do z9. Ak by sa kedykolvek stalo, Ze by ten graf bol mensi, to jest Ze by namiesto tej
premennej y; v tom dokaze mala vystupovat premennd v (nech je to v terme z;157;), tak by
som sa zachoval podobne ako v pripade b)a. To znamen4, Ze by som takyto term nevlozil do
P, ale by som ho rovno spracoval. A to v tom zmysle, ze by som do K vlozil vrchol x5, hranu
{1, 22}, a vrchol x5 oznadil ako H.

Indukény predpoklad.

V doterajSom priebehu som si teda zalozil graf K, vyznacil vg, pre prvky K nadefinoval
hodnoty funkcie f. A to tak, ze dohromady spliuji podmienky HV-pokrytia grafu G’. Inak
povedané, dokazal som indukény predpoklad. Teraz dokazem krok od grafu K ku grafu KUzx;
pre nejaké i tak, aby sa zachovali vlastnosti HV-pokrytia (to v8etko samozrejme s pomocou
nasej DNF F ).

Podmienky kladené na vg boli vo vietkych pripadoch splnené, tito premennt uz menit ne-
budem. To znamen4, Ze v d'alSom texte uz nemusim zakazdym odvodzovaf, preco prislusnd
vg splnuje vSetky podmienky HV-pokrytia na nu kladené.

Fronta P.
V kazdom kroku som si do fronty P vlozil dvojicu (z,T), kde = je premennd a T € F je
term tvaru xyxay, kde x1, o si nejaké vrcholy grafu G (ich pomenovanie ¢islicami 1 a 2 len
pre zjednodusenie). Pricom plati, ze 1 € K, a teda existuje HV-cesta z vg do vy. Zaroven
r ¢ K, 1o ¢ K. 7 toho vyplyva, ze 1 md k vrcholu vg najmensiu vzdialenost (v K) spomedzi
vietkych troch (z vrcholu vg sa k z, 5 mozem dostat jedine cez x1). Dalej plati, ze z1 je v K
bud’ stupia 1, alebo je stupiia 2 a vedie z neho v K hrana do nejakého vrcholu z; takého, Ze
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f(z;) = V. Vsetky tieto podmienky budu aj v nad’alej vzdy splnené, ked budem do fronty
P nieco vkladat.

V nasledujicom texte ked budem pisat, Ze medzi nespracovanymi termami z F (alebo v O)
hladdm pre x taky term, ktory je tvaru x, 22, budem tym prirodzene mysliet, Ze mi vyhovuje
aj term xx25. Do fronty P vSak tieto termy ulozim vzdy tak, aby splnovali vyssie uvedené
vlastnosti. To znamens, ze ak bude potrebné, BUNO prehodim nenegované premenné tak,
aby tieto podmienky spliovali.

Fronta O.

Tato fronta bude obsahovat “odbocky” z hlavnej cesty. Pre jeden prvok fronty (z,T) € O
bude platit, Ze T je tvaru z;24,. Kde z; € K. Spomeniem este, Ze v priebehu algoritmu
priddm do K vsetky x z O a to tak, ze budu hranou (z K) spojené s z;. (Samozrejme ak
budd stupiia vécsieho ako 1, tak aj hranou z E(G \ K) s nejakym vrcholom z K.)

Ak v dalsom texte pre nejaky vrchol poviem“z; € O”, bude to znamenat, Ze v O existuje
nejaky prvok tvaru (z;, S), S Tubovolné (prirodzene az na vyssie uvedené pravidld). Podobne
ak poviem “R € O” pre nejaky term R, bude to znamenat, Zze v O existuje prvok tvaru
(xj, R) pre nejaké z;.

Teraz sme pripraveni, aby sme mohli pristiipit k popisu jedného kroku algoritmu, ktory
z DNF F vytvara HV-pokrytie. Takyto krok je zndzorneny na obrazku 3.12, kde z; € K.

Obr. 3.12: Jeden krok algoritmu. Prave spracovavanym termom je zix25.

1) Vyber prvy prvok z fronty P,
vloz ho do (x,T). Ak bola fronta P prézdna a ni¢ si nevybral, chod na krok 6). Inak
chod na krok 2).

2) Zisti, ako vyzera pokracovanie cesty.
T = x,28, medzi nespracovanymi termami teda musi existovat term tvaru z,z,1s
alebo term tvaru zx,y, alebo oboje stucasne. Na zaklade toho sa rozhodnem:
(a) Ak existuju oba a y3 # v,y4 # v, chod na krok 5).

(b) Ak existuju oba a yy # v, y3 = v, alebo ak existuje len zx,3y (nech je y4 cokolvek),
chod na krok 3).

(c) Ak existuji oba a y3 # v, ys = v, alebo ak existuje len z;x533(nech je ys cokolvek),
chod’ na krok 4).
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(d) Zostal uz len pripad, kedy existuji oba a y3 = v, y4 = v. Teraz si moézem vybrat,
¢i budem pokracovat krokom 3) alebo krokom 4). BUNO pokracuj krokom 3).

V kazdom pripade oznac oba termy v F ako spracované.

3) Pojdem rovno.
V(K) =V(K)U{z}, E(K) = BE(K)U{xy,z}, f(x) == H
Yy =1
V(K):=V(K)U{x}, E(K) := E(K)U{z, 22}, f(x9) =V
e y, = x4, pre nejaké xy € V(G \ K)
P:=PU ($2,$$2f4)
Pokracuj krokom 1).

4) Nasleduje odbocka.
V(K):=V(K)U{x}, E(K) := E(K)U{x1, 22}, f(x2) := H,O := O + (z, x1213)

o Ak y3 # v, tj. y3 = x3,23 € V(G \ K), potom je term zoz3y5 prvkom mnoziny
nespracovanych termov z F (kde y5 = v alebo y5 = 5,25 € V(G \ K)). Oznac
tento term ako spracovany a:

— Y=
V(K) =V (K)U{x3}, E(K) := E(K)U {29, 23}, f(x3) = H
— Ys = Ts

P=PU ($3,[E2$3[)3_5)
Pokra¢uj krokom 1).

5) Cesta sa rozdvojuje.
V(K) =V(K)U{z,z2}, E(K) := E(K)U{{zy,2},{z1,22}}, f(x) .= H, f(z2) = V.
Existuje nespracovany term xoz3ys. Oznac¢ ho ako spracovany a:

® Ys =0
V(K) = V(K)U{zs}, B(K) = E(K) U {xs, 23}, f(3) == H
® Ys = Ty

P:=PU (%3,%2%313_5)

Zaroven existuje aj nespracovany term xx4ys. Oznac ho ako spracovany a:

® Yo =V
V(K) =V (K)U{zs}, B(K) := E(K) U {x, a4}, f(z4) = H
® Ys = T

P := P U (x4, x0470)

Pokracuj krokom 1).
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6) Ndjdenie napojujicej hrany.
Spomedzi nespracovanych termov z F vyber jeden tvaru S = x1x2,, kde obe po-
zitivne premenné st bud v O alebo v K a negativna premennd nie je z K. Teda
(x1€ KV €O0)N(x e KV e O)Nxy € V(G K).
Ak ziaden takyto term neexistuje, pokrac¢uj krokom 9).
Ak existuje, ozna¢ tento term ako spracovany a dohladaj termy z12993, 2220s. Ma-
ximalne jeden z y bude premennd, druhy bude v (inak by z5 malo stupen 4). Nech je
to ys4 (z je teda vrchol, ktory sa napoji na x,). Mdze nastat aj pripad, kedy existuje
len jeden z tychto termov, vtedy tento term oznac¢im xx57s.
Ak (existuji oba a z; € O) alebo (y5 = v,ys = v a jedna z x, z1 je prvkom O - nech je
to z1) :

e 7 O vyber zaznam patriaci k x1, nech je to T' = xox17},.
V(K):=V(K)U{n},E(K):= E(K)U{xg,x1}, f(x1) ==V
(Tymto zarucim, ze v d'alsich krokoch bude skutocne prva premenna v terme v K
a teda pripadné vlozenie tohto termu do P neporusi podmienky.)

A dalej ak:

e existuju oba a z € K alebo existuje len jeden a z, € K (nezavisle na ys).
Pokracuj krokom 7).

e existuju oba a z € O alebo existuje len jeden a s € O (nezéavisle na ys).
Pokrac¢uj krokom 8).

e existujui oba a y3 = v,y = v.
V stlade s vyssie uvedenym, ak jedno z x, x1 bolo prvkom O, tak to bolo z; a uz
je vlozené v K.
Teraz sa rozhodneme podla druhého

—zrze K
Pokracuj krokom 7).

-—z€0
Pokra¢uj krokom 8).

7) Napojenie na koniec.
Méme teda term S = z1272, 71 € K,z € K. Aspon jeden z x;,x musi byt stupiia 1 v
K. BUNO nech je to z;. Existuje teda term x;z5y3.

® Ys="v
V(K) = V(K)U{x2}, E(K) := E(K) U {z1, 22}, f(22) := H
Pokracuj krokom 6).
® Ys =13
P .= PU(IQ,LUlJ]Q.fg)
Pokracuj krokom 1).

8) Napojenie odbocky.
V kroku 6) sme nasli napojujici term S = zy225,x; € K. Vieme, ze x € O, teda v O
existuje term tvaru T" = xoxay,. Vyber ho z O a:
V(K) =V(K)U{z}, E(K) = BE(K)U{xg,z}, f(x) =V
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Medzi nespracovanymi termami F existuje term tvaru xx,ys. Oznac ho ako spracovany

a:
[ ] y = v
V3(K) =V(K)U{xo}, E(K) := E(K)U{z, 22}, f(z2) := H Pokracuj krokom 6).
® Y3 =13

P:=PU (5172,%.772.173)
Pokra¢uj krokom 1).

9) Napojenie odbociek dizky 1.
Pre vietky (z,7T) € O,T = z1279:

o V(K):=V(K)U{z},E(K) = E(K)U{zy,2}, f(x) =V

Overenie kroku 2) algoritmu.
Pri rozhodovani o d'alsom toku algoritmu v tomto bode sa stalo, Ze viaceré moznosti z tych,
ktoré mozu nastat, som poslal do rovnakého kroku algoritmu. Chce len mélo ndmahy overit,
ze vsetky tieto kroky si skutocne korektné pre kazdu z tychto moznosti.

Overenie kroku 3) algoritmu.

Md4m spracovat term tvaru xyz@,, pricom viem, ze existuje aj term zzoy; (a pre ziadne y;
neexistuje term tvaru zyx97;). Viem, ze x7 € K,degy(x1) = 1. Takze ak priddm x do grafu
K, neporusim okamzite podmienku e) definicie HV-pokrytia (ak budem chciet neskor pridat
do K nejaky vrchol z; tak, aby bol spojeny hranou s x;, tak ho ozna¢im ako V', ¢ize polozim
f(z;) = V). Podmienky d) a c¢) uz neskor v procese porugit vrcholom z nemozem, ked'ze
som ho oznacil ako H. Zostdva podmienka f). Z vg vedie HV-cesta do vrcholu z; (indukény
predpoklad), do K som pridal hranu {x;, z}.

Pripad y4 = v. Pre vrchol x tu platia rovnaké argumenty ako vyssSie pre xy, takze zo ne-
porusuje podmienku e). Rovnako ani podmienky d), c¢). Podmienka f) je splnena tym, ze,
ako som vyssie ukdzal, do vrcholu = vedie HV-cesta, pridal som aj hranu {x, zs}.

Overim eSte obsah P. x € K, vyssie som ukazal, ze do neho ide HV-cesta z vg. x9, x4 nie st
z K. x je stupna 1 (v K je spojeny len s x1).

Overenie kroku 4) algoritmu
M4m spracovat term tvaru x,zd,, pricom viem, Ze existuje aj term x,z2y3 (a pre Ziadne y;
neexistuje term tvaru zzyy;).
Pridal som vrchol x5, hranu {zy, 2}, existuje HV-cesta z vg do x1, plati teda podmienka f)
definicie HV-pokrytia. Podobne platia a platit vzdy budi podmienky d), ¢). Neskor v algo-
ritme pridam z fronty O do grafu K aj vrchol x a to s oznacenim V. To bude ale v poriadku,
pretoze ho hranou pripojim na vrchol zy, ktory je H a je spojeny hranou s x, ktory je tiez
H. Podmienka e) bude teda splend pre vrchol ;.
Je mojou povinnostou eSte objasnit, preco v pripade y3 # v, nevyhnutne existuje zoz37s
pre nejaké ys. Tak to je jednoduché. Ked'ze vieme, 7e existuje z1x273, tak musi existovat aj
hrana {z,z3} alebo {z,x3}. Ale z; uz m4 stupen 3, musi to byt druhd z menovanych. A
teda musi term existovat (a to bud ys = v, alebo y5 = x5, 25 € V(G \ K)).
Pripad y5 = v: x4 je v K, existuje teda HV-cesta k vg, vlozil som aj hranu {xs, z3}, existuje
teda HV-cesta od vg aj pre x3. Aj ostatné podmienky definicie HV-pokrytia st splnené.
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Pripad ys = o5: 29 € K, 23 ¢ K, 25 ¢ K, degy(z2) = 1.

Overenie kroku 5) algoritmu.

Vrchol x; je stupna 3, ma oznacenie H. Jeho susedia maju jeden H, druhy V. Vrchol x je
spojeny hranou s 1, ma teda HV-cestu. Vrchol x5 je V', je susedom vrcholu stupna 3. Zaroven
je hranou (z K) spojeny s x1. Ale ¢o je dolezitejsie, je hranou {z, x5} € F(G \ K) spojeny
s vrcholom x, f(x) = H, existuje HV-cesta z vg do x. Poznamendm len, ze hrana {z,z,} sa
do K ani nikdy nepridé, pretoZe okrem termu z,x395 sa uz nebude spracovavat Ziaden term
obsahujici 3 (lebo inak by bol xs stupna vécsieho ako 3). A z tohto termu sa hrana {zo, ys}
urcite neprida, lebo takisto by bolo x5 stupna vicsieho ako 3.

Zaujimavost: tento krok algoritmu som nazval “rozdvojka”, pretoZe v nom vrcholy x a
vystupuji ako tplne rovnocenné. Su vzajomne prepojené hranou (mimo K). Takze som sa
mohol Tubovolne rozhodniit, ktory z nich bude Hlavny a ktory Vedlajsi.

Overenie kroku 6) algoritmu.
NemozZe sa stat, Ze sa premennd x vyskytne v terme typu z 24> tak, aby zo € K. To by
porusovalo ti vlastnost modifikovanej minimalnej DNF, Ze Ve # ¢’ : H (F) N Hy (F) = 0.
V pripade z; € O som si mohol dovolit vlozit do K aj premennd z. Zaroven viem, ze k
nej prislusny zédznam v O uz nebudem nikdy potrebovat. Ak by sa totiz aj stalo, Ze by este
existoval nejaky term typu x;z12;, tak by bola vynitend existencia termu x;z;z; (inak by
bolo z; stupna 4). Z toho plynie, ze bude nutne deg, x; = 1 a teda je zachovanie HV-cesty
k tomuto vrcholu zaru¢ené napojenim na x.
To, ze v tomto kroku algoritmus vyberie skuto¢ne vsetky zo zvysSnych termov nachadzajicich
sa medzi eSte nespracovanymi, je podrobne objasnené v casti [,Jplnos.t7 algoritmu.

Overenie kroku 7) algoritmu.
Jeden z x1, z musi byt stupna 1 preto, lebo ak by boli obaja stupna 2, tak hranou {xy,z} by
sa stali stupfiom 3. Ale kvoli termu z;24> by jeden z nich musel byt napojeny na 5. Spor.
V pripade, Ze boli obe premenné z1, x stupia 1, tak mohli existovat oba termy x;229s, T227s.
V tomto pripade by vsak aspon jeden z nich musel byt rovny v (inak by bol vrchol z, stupna
4). BUNO nech by to bol y5. V tomto pripade nech sa algoritmus zachova tplne rovnako ako
je v nom popisané. Ni¢ sa nepokazi.
KedZe x; € K, mdme splneny predpoklad existencie HV-cesty a vlozenim x5 sa prediii. Aj
podmienky kladené na frontu P sa zachovaju.

Overenie kroku 8) algoritmu.
Tento krok je schématicky zndzorneny na obrazku 3.13. Vlozili sme x, pritomnost HV-cesty
je zarucna napojenim na x; € K.

Tvrdim tam, Ze existuje term tvaru xzoys. To vyplyva z toho, Ze jediny sposob ako sa

sem dostat je z kroku 6) algoritmu. No a tam preposlem tok do tohto bodu len v pripade, 7e
takyto term existuje.
V tomto kroku sa nestardm o pripadny term xiz27y. Je to tak preto, lebo z kroku 6) sem
pridem jedine v stave, kedy by takyto term neexistoval, alebo by pripadné y, bolo rovné v.
Ani jeden z tychto pripadov nemusim riesit, lebo neporusuje Ziadnu z vlastnosti HV-pokrytia
¢i vlastnosti kladenych na P, O.
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Obr. 3.13: Napojenie odbocky. xg, 21 € K.

Overenie kroku 9) algoritmu.

Kedze som v kroku 6) uz nevybral ziaden term spomedzi nespracovanych, tak ziaden ne-
spracovany term neexistuje (toto podrobnejsie odvodim nizsie v Casti Uplnost’ algoritmu).
Zaroven je fronta P prézdna (inak by som sa sem nedostal). Takze vSetky spracované pre-
menné st bud v K alebo v O (objasnené v ¢asti Uplnost algoritmu). Pod spracovanymi
termami mam na mysli premenné, ktoré vystupovali v nejakom terme z I(F) ako negativne.
Vieme, ze kazda premenna je v nejakom z tychto termov. Z toho dostavame, ze kazdy vrchol
je teraz bud v K alebo v O. Ziadna premenns z O nie je zéroven aj v K. Takze mozme ku
K pripojit vSetky prvky z O, pretoze budi stupiia 1 v K a teda sa na nich nebude klast
poziadavka, aby boli hranou z V(G \ K) spojené s nejakym vrcholom z K.

A stupna 1 budd préve preto, ze vSetky premenné si uz spracované (su v K). A tie, ktoré
st v O budti spojené hranou priamo ku K, takZe pomoc tohto vrchola nebudi potrebovat.

Koneé¢nost algoritmu.
V kazdom cykle algoritmu sa oznac¢i aspon jeden nespracovany term tvaru zix.23 z F ako
spracovany (za cyklus algoritmu mozme povazovat napriklad kazdu situdciu, kedy sa vrati
do bodu 1) alebo 6)). V silade s predchddzajicim znacenim, x3 oznacuje premenni odpo-
vedajicu vrcholu grafu, teda x3 # v. Tychto termov je koneény pocet (presne n - pocet
vrcholov grafu). Teda po n krokoch nebude mat algoritmus o oznacovat a bude pokracovat
krokom 9). Krok 9) skoné¢i v ¢ase O(n).

Zlozitost algoritmu.
Vsetky kroky algoritmu (okrem 6) a 9)) mozu pri vhodne zvolenych datovych struktirach
trvat konstantny cas. Krok 6) potom trva az O(n). To ndm pre kroky 1) az 8) ddva zlozitost
O(n?). Krok 9) je O(n). Inicializacny proces (n&jdenie prvku vg a po¢iatoéné naplnenie fronty
P) mozme zvlddnut v konstantnom ¢ase. Vytvorenie vhodnych datovych struktir v O(m).
Takze cely algoritmus dohromady déva O(n?).

Korektnost algoritmu.

Vyssie je overovanie korektnosti jednotlivych krokov algoritmu. To jest, ze v kazdom kroku
vytvorend mnozina K, funkcia f, vrchol vg splitovali jednotlivé podmienky HV-pokrytia. Co
som vsak neoveroval je, Ze ¢i mi novopridané vrcholy nevytvorili cyklus (a tym by porusili
podmienku, ze K je kostra grafu G). Pre inicializaény proces (graf indukéného predpokladu)
to je velmi lahké overit rozborom jednotlivych pripadov. Teraz overim jednotlivé kroky algo-
ritmu. V krokoch 1), 2) som do K ni¢ nepridaval. V krokoch 3), 4), 5), 7) som vzdy pridaval
len vrcholy x, ktoré sa nachadzali
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o v terme T = z,205 € P. Ale vieme, 7e vlastnost P, ktord hovori o tom, Ze z; €
K,z ¢ K,z5 ¢ K, sme po cely ¢as zachovavali a jej zachovanie overovali v jednotlivych
krokoch.

e v este nespracovanom terme T' = z;x,;%. Ale ked Ze term nebol este spracovany, nemohol
som nikdy predtym pridat premenni x do K (inak by sa u F porusila podmienka
Ve # € : H(F)N Ho(F) = 0.

V krokoch 6), 8) a 9) som (mimo uz odévodnenych pripadov) pripéjal len vrcholy z, ktoré sa
v O nachddzali v terme tvaru x;27,. Ked som v priebehu algoritmu do fronty O dal term to-
hoto tvaru, nikdy som zaroven toto x nepridal do mnoziny K. Zaroven som tento term oznacil
ako spracovany (takZe som ho nemohol pouZit znova). A nepridal som ho ani do fronty P.
A v ostatnych krokoch algoritmu, v ktorych sa pridavaju vrcholy do K, sa spracovavali len
termy z P. A z tych termov sa do K vkladali len premenné, ktoré boli “v strede” (a tie sa
potom zahodili, nedavali sa uz do O).

Uplnost algoritmu.

Je kazdy vrchol z G skutocne aj v K7 Vieme, ze v Fsa kazdy vrchol nachadza v nejakom terme
ako negovana premenna. Spracoval som kazdy term z F , ktory ma ako negovant premenni
x; # v. Vzdy, ked som nejaky term oznacil za spracovany, bolo zdroven zabezpecené, Ze
sa premennd xo, ktord je v nom ako negovand, urcite dostane do K. A to tak, ze sa do K
priamo vlozila, alebo sa vlozila do P ako sicast termu tvaru z;z,7; (teda ako “strednd”).
Ked si pozrieme ¢o sa v jednotlivych pripadoch deje s premennou, ktora je v strede (v popise
algoritmu oznacené ako ), tak st opif dve moznosti — bud sa priamo vlozi do K, alebo
sa vloz{ do O ako strednd. A ked uz nie v kroku 8) ¢i 6), tak v kroku 9) sa kazd4 takdto
premenna do K urcite dostane.

Este poslednou otézkou zostava: spracoval som z F skutocne kazdy term tvaru zixe23? V
kroku 6) algoritmu vyberiem luboviny nespracovany term z F . Takze jediny sposob ako ho v
tomto kroku nevybrat je, Ze nesplnil poziadavky na neho v bode 6) kladené. A sice, Ze musi
byt tvaru S = z1225, kde (z1 € KVx1 € O)A(x € KVz € O)Axy € V(G \ K). Takze pre
spor predpokladajme, ze existuju nespracované termy a ziaden z nich algoritmus v kroku 6)
nevybral. Ktord z podmienok mohla byt problémom?

e 1, c V(G\K)
Zoberme si Tubovolny z nespracovanych termov. Vieme, Ze kazd4 premennd je v G.
Takze pre nesplnenie podmienky by muselo x5 € K. Do K sa ale nedostala ziadna
premennad, ktora by nebola v nejakom spracovanom terme ako negovana. Takze musela
byt eSte v nejakom d'alsom terme ako negovand. Vieme vsak, Ze Ve # €' : H,(F) N
H.(F) = 0. To je spor.
Takze tato podmienka je splnend pre vsetky este nespracované termy.

o (11€EKVr€eO0)N(ze KVreO)
Ked algoritmus oznaci nejaky term za spracovany, premennd ktord v fiom vystupuje
ako negovana skonc¢i bud v K alebo v O alebo v P. Do bodu 6) algoritmu sa mozem
dostat jedine z bodu 1) ked uz nie je vo fronte P ziaden prvok, alebo z bodov 8), 7) ale
v tomto pripade tiez nie je vo fronte P ziaden prvok (lebo do tohto bodu som sa dostal
z bodu 6), kedy musela byt fronta P prazdna a ja som do nej ni¢ nepridal). Takze
vieme, ze v momente rozhodovania si vsetky uz spracované premenné (premenné ktoré
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vystupuji ako negované v uz spracovanych termoch) bud v K alebo v O.

Teraz tvrdim: medzi nespracovanymi termami musi existovat aspon jeden taky, ktorého
obe pozitivne premenné sa uz vyskytli v nejakom spracovanom terme ako negované. Ak
by to tak totiz nebolo, znamenalo by to, Ze tieto nespracované termy su “izolované”. A
to v tom zmysle, Ze si odvoditelné len z premennych, ktoré st ako negované len v rdmci
tejto skupiny. Ak by v ramci lubovolnej DNF nejakej f¢ (po prislusnych modifikdcidch)
toto platilo, znamenalo by to, Ze by sa aspoii jeden vrchol eg musel nachédzat v mnozine
ich pozitivnych premennych. Toto ale v naSom pripade nie je mozné, pretoze celu eg
sme uz v indukénom predpoklade zaradili do K.

Z oboch vyssie uvedenych dostdvame, Ze medzi nespracovanymi termami musi byt
aspon jeden taky, ze pre obe jeho pozitivne premenné x plati, ze v € K V x € O.
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Kapitola 4

4-HM: NP-uplnost

V tejto kapitole dokéZem tvrdenie, ktoré by malo byt najvicsim prinosom celej prace. A
teda ukézat, Ze problém Hornovskej minimalizacie je NP-tiplny vzhladom k najpouzivanejsej
miere |F|;, a to aj v pripade, ze obmedzime pocet literdlov v terme na styri (v zhode so
znacenim z prvej kapitoly budem pouzivat skratku 4-HM-t).

Ako som uz spominal v ivode kapitoly 3, doteraz najsilnejsim dokazanym vysledkom bolo,
7e problém Hornovskej minimalizacie je NP-tiplny aj ked obmedzime pocet literalov na term
na tri. Pre akykolvek vyssi pocet literdlov na term uZ tvrdenie plati automaticky (kedze je
to len zovseobecnenie problému). Avsak ukazal som, ze v dokaze tvrdenia je chyba, takze
teraz nevieme ni¢ nielen o zloZitosti problému pri obmedzeni na tri, ale ani na akykolvek
vyssi pocet literalov na term.

Takze dokazanim NP-uplnosti 4-HM bude tato novovzniknutda medzera aspon ¢iastocne vy-
plnena. A kym sa neopravi predchadzajici dokaz, bude aj najsilnejsim doteraz dokazanym
tvrdenim.

Kapitolu som rozdelil na dve ¢asti. V prvej dokazem NP-iplnost problému, ktory som nazval
3-Set Covering. V druhej potom prevodom z tohto problému ukdzem aj NP-tiplnost problému
Hornovskej minimalizacie.

4.1 3-Set Covering

NP-tplnost problému 3-Set Covering ukdzem prevodom z problému nazvaného 3-Exact Co-
ver. Avsak ani dokaz tohto problému nebol nikde podrobne spracovany, tak ho tu taktiez
uvediem. A NP-uplnost 3-Exact Cover ukdZem prevodom z problému Tripartite Matching.
Pod tymto problémom budem rozumiet:

Tripartite Matching:
Zadanie:

a) Tri mnoziny A, B, C, pricom |A| = |B| = |C| = n,
b) terndrnu reliciu U C A x B x C,

¢) v U su obsiahnuté vsetky prvky kazdej mnoziny
(teda plati Va € AJu = (uq, uq, uz) € U tak, ze u; = a, analogicky pre B a C).

o1



Otdzka: Existuje W C U tak, aby |W| = n a ziadne dve prvky W sa nezhodovali v Ziadnej
suradnici (tj. aby platilo ¥(uy, ug, ug), (v1,v9,v3) € W i uy # v1 Aug # vy A ug # v3)?

Ak by sme v zadani nemali podmienku ¢) a namiesto bodov a) a b) by sme mali polozené
UCTxXTxT,|T| =n, potom by sme mali presne problém, ktory ukazal ako NP-tiplny uz v
roku 1972 Karp [10], kde ho nazval 3-DIMENSIONAL MATCHING. Ukazem, ze zmeny, ktoré
som v jeho definicii uéinil s zanedbatelné a NP-tiplnost tohto problému nijak nenarusuju.

Podmienka c).
Tto viac-menej iba technickid podmienku som si tam pridal, aby mi prevod na 3-Exact Co-
ver sedel formdlne presne. Je viak vidiet, Ze je to podmienka celkom prirodzend. Ak by totiz
nebola splnend, tak by sme mali okamzite odpoved na Otdzku kladent problémom - bolo by
to NIE. Dovolim si teda tvrdit, Ze kazd4 redlna implementdcia algoritmu na jeho riesenie by
si tiuto podmienku overila hned na zaciatku. To sa d4 vykonat v case O(3|U|).
Ak by som mal na¢rtntt presny formalny polynomidlny prevod z problému bez tejto pod-
mienky na problém s touto podmienkou, potom by vyzeral nasledovne. Najprv v ¢ase O(3|U]|)
zisti, ¢i st mnozinou U pokryté vsetky prvky kazdej mnoziny A, B, C.
Ak nie st pokryté vsetky prvky, potom preved tento problém nasledovne: A = B = C =
{0,1}, U = {(0,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}. Kedze neboli pokryté, problém bez podmienky c)
by dal odpoved NIE. Pri tomto zadani da odpoved NIE aj problém s touto podmienkou
(jednoduché overit rozborom - vsetkych troch - moznosti).
Ak st pokryté, preved problém 1:1 - presne rovnaké zadanie.

Podmienka troch mnozin A, B, C' namiesto jednej 7.

O tom, Ze tato podmienka NP-tiplnosti nijak nebrani, svedéi napriklad aj fakt, Ze NP-tiplnost
Tripartite Matching v presne mojom zadani, ale bez podmienky c), dokdzal uz aj Papadi-
mitriou [13] (str. 199-201). A to prevodom priamo z 3SAT.

Ale to, 7e ked polozim A, B, C' namiesto jednej 7" tak to nijak nenarusuje povodné zada-
nie, je uz na prvy pohlad jasné. Prvky U su totiz usporiadané trojice a teda sa nijak “ne-
mieSaju”. Pri prevode z 3-Dimensional Matching na Tripartite Matching by teda stacilo
polozit A = B = C = T. Problémy si potom tplne ekvivalentné a nie je potreba robit ani
ziaden prevod.

4.1.1 3-Exact Cover je NP-tuplny

V literature sa bezne objavuje problém s nazvom Exact Cover, je to dokonca jeden z naj-
starsich NP-tplnych problémov, ukézal to uz Karp [10]. AvSsak na dokdzanie NP-iplnosti
problému 3-Set Covering budem potrebovat jeho modifikovani verziu, ktort som nazval 3-
Exact Cover (3-EC). Je to problém identicky s Exact Cover, avsak ma obmedzenie mohutnosti
mnozin v fiom participujicich na 3. V tomto oddiele dok&Zem NP-tiplnost tohto problému.

3-Exact Cover:
Zadanie: Mnozina X = {z1,...,x3} premennych, jej podmnoziny Si, ..., Sy, kde
VJ . Sj g X, ‘Sjl =3a Uj:l...m Sj = X.
Otdzka: Existuje presne k mnozin S;,,...,S;, tak, aby U,_, ,5j, = X7

Najprv overim, ¢i je tento problém v NP.
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To je ale ocividné. Majme certifikat, rieSenie problému 3-EC, mnoziny S;,,...,S;,. Najprv v
case O(k) popocitam, ¢i ich je skutoéne presne k. Ak nie, certifikdt zamietnem.
V ¢ase O(3k) zistim, ¢i pokryvaji celi X.

NP-tazkost tohto problému ukdzem prevodom z Tripartite Matching. Prevod je tplne
priamociary, kedze TM je §pecidlnym pripadom 3-EC.

Tripartite Matching:
Zadanie: Tri mnoziny A, B, C, pricom |A| = |B| = |C| = n, terndrnu relaciu U C Ax B x C,
v U su obsiahnuté vsetky prvky kazdej mnoziny
Otdzka: Existuje W C U tak, aby |W| = n a ziadne dve prvky W sa nezhodovali v ziadnej
suradnici?

3-Ezact Cover z neho skonstruovana:
X =AUBUC,k=n, pre kazdé u = (uy, ug, u3) € U skonstruujem S; = {uq, ug, us}.

Teraz overim ekvivalenciu problémov. To je, Ze ked mam rieSenie jedného, Ze prevod mi
skutocne zarucil, ze som tym dostal aj rieSenie druhého.

™ = 3-EC

Na prvy pohlad je jasné, ze podmienky, ktoré mi kladie zadanie na mnoziny S; si splnené a
skutocne plati, ze Vj : S; C X, [S;[ =3 a ;- ,, 5 = X.

Majme W - riesenie problému TM. Riesenie problému 3-EC skonstruujem nasledovne: pre
kazdy w = (wq,ws,w3) € W poloz S}, = {w, wq, w3}. Vieme, ze ziadne dve prvky mnoziny
W nemaji ani jednu stiradnicu zhodni. A ked'ze je tychto prvkov dohromady n, musia nutne
pokryvat kazdi z mnozin A, B, C. Pouzili sme vSetky prvky W, kazdy sme dali do nejakej
S;,, takze zjednotenie mnozin S;, pokryva zjednotenie mnozin A U B U C, ¢o je presne X.
Zaroven |W|=n=[|{S;,}|=n==k.

3-EC = TM
Majme riesenie problému 3-EC, mnoziny 5j,,...,S;,, ktoré pokryvaji celd X. Kazdd z
mnozin Sj, = {x,, x,, x,} obsahuje po jednom elemente z mnozin A, B, C, nech z, € A, x, €
B, z, € C. Pre kazdu takito mnozinu mozeme teda vytvorit jeden prvok w € W nasledovne
w = (xp, T4, ). Pocet prvkov W je teda k = n, pokryvaju vsetky mnoziny A, B, C, z toho
vyplyva ze kazdy prvok W ma jedinecnu kazdu siradnicu a teda ziadne dve nemajui siradnice
rovnaké. [J

4.1.2 3-Set Covering je NP-uplny

Podobne ako v predchadzajicom pripade, aj problém Set Covering je jeden z najstarsich
NP-tplnych problémov [10]. Avsak na dokdzanie klticového tvrdenia tejto kapitoly budem
potrebovat opit jeho modifikovanii verziu, ktori som nazval 3-Set Covering (MnoZinové po-
krytie s obmedzenim mohutnosti mnozin na 3, skratka 3-SC). V tomto oddiele dokazem,
ze tento problém zostava NP-tuplny aj pri tomto obmedzeni mohutnosti zdrojovych mnozin.
7Z tohto problému potom odvodim NP-iuplnost problému Hornovskej minimalizacie. Najprv
popisem, ako znie zadanie problému.
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3-Set Covering:
Zadanie: Mnozina X = {z1,...,x,} premennych, jej podmnoziny Si,...,S,,, kde
Vi S; C X, |8 =3 al;_,_,, S5 =X adané prirodzené ¢fslo h.
Otdzka: Existuje nanajvys h mnozin Sj,, ..., S;, tak, aby U,_; , Sj, = X7

Nélezenie do NP.
Ocividné. Majme certifikat, riesenie problému 3-SC, mnoziny Sj,, ..., S;,. Najprv v O(l) case
popocitam, ¢i ich je skutoéne maximalne h (teda ¢i I < h). Ak nie, certifikdt zamietnem.
V ¢ase O(3l + n) zistim, ¢i pokryvaju celu X.
[

NP-tazkost tohto problému ukéZzem prevodom z problému z predchadzajiceho oddielu -
3-Exact Cover. Prevod je tiplne priamociary, ked'ze 3-EC je opét Specidlnym pripadom 3-SC.

3-Ezxact Cover:
Zadanie: Mnozina X' = {x,..., x%, } premennych, jej podmnoziny S7,...,S,,, kde
Vj: S C X’]S’]—3aU]1m] X'

Otdzka Existuje presne k mnozin S} , ...,

S tak, aby (J = X"?

11kjk

3-Set Covering z neho skonstruovany:

X=X n=3k(S=9,.  ..Se=5)h=k

3-EC = 3-SC
Na prvy pohlad je jasné, ze podmienky, ktoré mi kladie zadanie na mnoziny S; st splnené a
skutocne plati, ze Vj : S; C X, [S;| =3 alU;_; ,, 5 = X.
Majme rieSenie problemu 3-EC: Presne k mnozin S7 ..., S} tak, aby {J,_, ,S; = X'
Za riesenie problému 3-SC zvolim presne tie isté mnoziny, teda Sj,,...,S;,. Viem, ze mi
pokryvaju celi X a je ich nanajvys h (pretoze ich je presne h).

3-5C = 3-EC
Majme riesenie problému 3-SC, mnoziny S;,,...,Sj,,l < h, ktoré pokryvaju celd X. Kedze
n = 3k = 3h, pocet prvkov X je 3h, potom nutne [ = h. Takze mame presne k mnozin, ktoré
pokryvaji celé X, riesenfm problému 3-EC si teda skutoéne mnoziny S = Sj,,..., S}, =
Sin-
O

4.2 4-HM-t je NP-uplny

Pouzijem na to dokaz, ktorym Ausiello [1] ukdzal obdobné tvrdenie v oblasti hypergrafov pre-
vodom zo Set Covering. Dokaz vSak vyzadoval radu tprav. Najzavaznejsou bola modifikacia
redukcie problému Set Covering na instanciu - v jeho pripade “hypergrafu”, - v mojom
pripade Hornovskej DNF. Jeho dokaz totiz dokazoval NP-tiplnost pre lubovolny hypergraf,
neobmedzoval velkost hyperhrdn - ekvivalent obmedzenia poctu literdlov v terme. A tak v
jeho dokaze by ani pouzitie 3-Set Covering namiesto vSeobecného Set Covering nepomohla.
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Dalsim problémom bolo to, ze v pripade hypergrafov si autor mohol dovolit povedat len “tato
hrana musi byt v kazdom hypergrafe”. V pripade dokdzania esencidlnosti termov je situdcia
o cosi zlozitejsia.

Vysledkom tejto kapitoly bude dokaz nasledujicej vety.

Veta 4.1 Problém Hornovskej minimalizicie v miere |F|; je NP-iping aj ked obmedzime
pocet literalov v kaZdom terme vstupnej DNF na 4.

Predtym nez prejdem ku dokazu tejto vety, ukdZem ako bude vyzerat prevod tohto
problému a ukdéZem aj niekolko dolezitych vlastnosti novovzniknutej instancie Hornovskej
DNF. S ich pomocou uz bude dokaz jednoduchy.

3-Set Covering:
Zadanie: Mnozina X' = {/,...,z, } premennych, jej podmnoziny S, ..., S, kde Vj : S} C
X189 =3 al;_, ., S5 = X" a dané prirodzené ¢islo h.
Otdzka: Existuje nanajvys h mnozin Sj ,..., 5} tak, aby U,_, , Sj, = X7

4-HM-t z neho skonstruovana:
Mnozina premennych tohto HM bude pozostavat z x1, ..., T, Si, ..., Sm a naviac premenns
T'. Pre kazd zdrojovi mnozinu S}, j = 1...m, ndlezia do F tri typy termov

a) ng
b) S;z; pre Vr; € S}
c) x,»lxhxiggj kde zj , @ , 2} € Sj‘

Za premenni ohranicujicu pocet termov zvolime k = ) 1S%]) +m + h.

j:l...m(

Obr. 4.1: Hypergraf vizualizujuci 4-HM-t asociovant s instanciou Set Covering

Hypergrafy (tj. grafy kde st hrany nahradené hyperhranami, ktoré mozu vychddzat z
viacero vrcholov a kon¢it v jednom) sice s problematikou priamo nesivisia, ale na zdklade
Obrazku 4.1 si mozme lepsie vytvorit predstavu o tom, ako vyzera skonstruovans instancia
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4-HM-t. Jedna hyperhrana odpoveda jednému termu, vrcholy z ktorych ide hyperhrana
odpovedaju pozitivnym literdlom, vrchol do ktorého vedie hyperhrana zas negativnemu li-
teralu. “Chodenie” po hyperhranach grafu odpoveda postupu procediry forward chaining.
Ak zaEneme s nejakou mnozinou R premennych, tak z nej sa mozme vybrat po lubovolnej hy-
perhrane takej, ze vSetky vrcholy z ktorych hyperhrana vychadza si v R. Vrchol, do ktorého
tato hyperhrana vchadza moézme pridat do mnoziny R. Ak sa teda tymto sposobom vieme
dostat z mnoziny premennych R do premennej y, tak term Rj je implikantom funkcie, ktori
tento graf reprezentuje.

Kedze v instancii 3-Set Covering je obmedzend mohutnost podmnozin S; na 3, tak vsetky

termy majui nanajvys 4 literaly. Takze vzniknutd instancia je skutoc¢ne 4-HM.

Ako neskor popiSem v procese prevodu uz zminimalizovanej instancie 4-HM-t spé#t na instanciu
3-Set Covering, toto ziskané riesenie pred samotnym prevodom najprv (v polynomidlnom case

- Lemma 1.6) prevediem na primérnu irredundanti DNF. A az potom spét na inStanciu 3-

Set Covering. Takze nizsie pri dokazovani vlastnosti tejto ziskanej zminimalizovanej DNF

mozem kludne predpokladat, Ze je primérna irredundantna. Naproti tomu, F nie je irredun-

dantnd (vd'aka comu ju mozem vzhladom k poctu termov minimalizovat ). Avsak primérna je.

Primalita F .
Overme si najprv, ¢i su vsetky termy J primarne.
Pomerne jednoducho si mozeme overit, Ze F nemd implikanty diiky jedna. Pre spor nech
existuje taky pozitivny literal, ktory je implikantom. Ohodnotme jeho premenni hodnotou
jedna. Potom by som si vynitil hodnotu nula pre funkciu (reprezentovani DNF F) tym, ze
by som ohodnotil aj vSetky zvysné premenné hodnotou jedna. Spor. To plati pre pozitivne
literdly zlozené z lubovolnej premennej F . TakZe ziaden pozitivny literal nie je implikantom.
Overim este implikanty diiky jedna vo forme negativneho literalu. Nech teda 7" = 1, potom
polozenim Vj : S; = 1 a Vi : x; = 1 vynitim hodnotu funkcie 0. Ak S; = 1 alebo #; = 1,
potom si hodnotu 0 pre funkciu vynitim, ak polozim T'=0a Vj: S; =0aaj Vi: 2; = 0.
Nemém teda implikanty dizky jedna a z toho automaticky vyplyva, Ze termy z bodu a) ab)
v definicii F st primarne. Zostava overit termy definované v bode c). Nech pre spor existuje
taky term z,x32.S; v F , ktory nie je primdrny. BUNO nech z, je premenna o ktoru sa
da skratif. Tvrdim teda, Ze 2.5, je implikant F . Procedira forward chaining so vstupom
{p, z.} vSak k tejto mnozine uz ni¢ nepridd. A to preto, lebo jediné termy, ktoré obsahuji
premenné x; su tie ¢o su definované v bode c). Ale vsetky tieto termy maji préve tri pozitivne
premenné (ked'ze |S;| = 3,Vj), takze dve premenné vo vstupnej mnozine nemézu “uspokojit”
ziaden term. A teda vstupna mnozina sa uz neobohati ani o jedind premenni. A teda ani o
premennu Sy.

Kvoli prehladnosti si zavediem nasledujiice znacenie. Pojmom implikant typu X budem
oznacovat vsetky primdrne implikanty funkcie reprezentovanej DNF F | ktoré neobsahuji
premenni 7' a obsahuji niektortd z premennych x; vo forme negativneho literalu. Podobne
implikant typu S bude oznacovat vsetky primdrne implikanty funkcie reprezentovanej DNF
F, ktoré neobsahuji premenni 7" a obsahuju niektort z premennych S; vo forme negativneho
literalu. Termy, ktoré obsahuji premennt 7' ma nateraz nebudi zaujimat.

A este jedno pomocné znacenie: I(j) = {i[z; € S}
Vieme, ze konsenzuédlna metoda generuje vsetky primarne implikanty. A zZe kazda primarna
DNF sa skladd vyluéne z primarnych implikantov. V nasledujicom texte sa vo forme Lemmat
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pokusim ukézat, aké vSetky mozné primarne implikanty jednotlivych typov moézu existovat
v nejakej primarnej DNF', ktora bude ekvivalentna F .

Lemma 4.2 Neezistuje Ziaden ing implikant typu X okrem tych, ktoré si definované v bode b)
definicie F .

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze mame primarny implikant P = (A ieJ SN Ner i) NTy.
Vzdy ked 2} € S, tak S;z; € F. Takze pre vietky j € J plati, ze ), ¢ S%, inak by to bol
spor s primalitou P. Teraz vieme, ze P je primarny implikant funkcie, ktoru reprezentuje
aj F . Takze musi byt odvoditelny forward chainingom nad F . Presne povedané forward
chaining nad F so vstupnou mnozinou {S;|j € J} U {x;|i € I} musi do vyslednej mnoziny
zahrntt aj zy. LenZe x;, sa moze pridat do vyslednej mnoziny len pomocou nejakého S; a to
pomocou implikantu typu X. Vieme vsak, ze medzi {S;|j € J} taky term nie je. Nemoze sa
v8ak pomocou zvysnych x; pridat? NemozZe, pretoZe by vo vyslednej mnozine museli byt uZ
predtym obsiahnuté vsetky prvky jeho S%, takze aj xx. To by ale znamenalo, ze k € I (ked'ze
z nie je v ziadnom S;,j € J), o nie je mozné - nemodze byt v terme aj premenna, aj jej
negacia.

O

Lemma 4.3 Kazdy implikant typu S je tvaru P = (\;c;zi) A (s 55) A S, a spliia nasle-
dugjiice podmienky:

a) Pre kazdéi' € I(1)\ I existuje j" € J Ze i’ € I(j').
b) 1() ¢ I

c) I CI(l)

d) INI(j) =0 pre kazdé j € J

e) I=0=1|J>2

Dékaz. Podmienka a).

Pre spor nech existuje také i’ pre ktoré to neplati. Zaénem forward chaining nad Fso vstupnou
mnozinou {z;|i € I} U{S;|j € J}. Za prvé: premenné S; mi pridaji len z; # xy. Za druhé:
vSetky z; mi teraz pridajui len také S;, ktoré neobsahuju x;. Tieto dve tvrdenia zostdvaji v
platnosti pre kazdy krok procediry forward chaining. V koneénom kroku forward chaining
skonéf a x;y nebude pridané. Ak sa nepridd z;, nemoze sa pridat ani S;. Spor s predpokladom,
ze P je implikant.

Podmienka b).

Inak by to bol spor s predpokladom, ze P je primarny.

Podmienka c).

Ak by to nebola pravda, nech I’ = INI(l). Na zédklade prvého bodu by bol potom implikantom
aj term (N\;cp i) A (Njes i) A S;. A to je spor s primalitou P.

Podmienka d).

Nech teda existuje také i, ze i’ € I a zaroven x; € Sj. Z bodu ¢) potom nutne aj z; € S;.
Nuz ale v tomto pripade aj term (A;cp gy i) A (Ajes S5) A Sy je implikantom JF . A to preto,
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lebo forward chaining by v prvom kroku pridal na zaklade termu S; 2 do vyslednej mnoziny
xy a potom by pokracoval iplne rovnako ako pri terme P. Spor s primalitou P.

Podmienka e).

Ak by bolo velkosti 1, potom by term S;S; bol implikantom. Pri forward chaining by sa z
jedinej premennej S; museli pridat tri premenné z; tak, aby tie potom odvodili S;. Ale to je
mozné jedine v pripade, ze S} = ). Predpokladajme vSak, ze zadanie 3-Set Covering toto
nepriptsta. Predpokladat to mozme preto, lebo by sme mohli tiplne rovnako robit cely tento
dokaz pre modifikované 3-SC, v ktorom by bola podmienka, Ze ziadne dve mnoziny S; nemaju
presne tie isté literdly. A toto modifikované 3-SC je tiez NP-tuplné. Prevod z klasického 3-SC
by bol priamociary - presne rovnaké zadanie. Ak by sme nasli rieSenie v modifikovanom,
bolo by to presne riesenie aj v povodnom. Ak by sme nasli v povodnom, odstranili by sme
duplikéty a bolo by to riesenim aj v modifikovanom (mozno lepsim).

O

Désledok 4.4 Nasledujica tabulka zhriugje vsetky mozné primdrne implikanty typu S, v kto-
rom je Sj.

ZL’iZEjZL‘kS’l xiijpgl
.IZ'SPS[ JIiSquSl
$,5,5.5 | 5,5,5,

Pricom x;,x;,x, € S; a zdroven x;,x; ¢ Sy, S,.

Teraz, ked viem ako vyzeraju vetky primarne implikanty funkcie reprezentovanej JF ,
som pripraveny ukdzat, Ze vsetky implikanty, ktoré som uviedol v definicii F v bodoch b)
a c) su esencidlne. To znamen4, Ze sa musia nachadzat vo vetkych primarnych DNF, ktoré
reprezentuju tu istd funkciu ako F. Term P € F* je esencidlny, prave ked nie je implikantom
F*\ P, kde symbolom F* ozna¢ujem mnozinu vsetkych primarnych implikantov funkcie
reprezentovanej pomocou DNF F .

Lemma 4.5 Vsetky implikanty typu X su esencidlne.

Dokaz.  Ukézeme pomocou forward chaining. Zoberme si P = Sy%&,, chceme ho odvo-
dit v F*\ P. Takze zacneme z mnozinou {Sy}. Kedze nemam ziadne z;, tak na zdklade
Lemma 4.3 e) viem, ze implikant typu S pouzit nemo6zem. Pouzijem vSetky implikanty typu X
ktoré mozem, do vyslednej mnoziny doplnim z., xs € Sp. Takze v Rz({Sp}) mam {S,, z., xs}.
Teraz vsak uz nemozem pouzit ani Ziaden implikant typu S, pretoze mam len dve premenné
x; a my vieme, ze |S;| = 3,Vj. Je tam sice aj S, ale vdaka Lemma 4.3 d) nendjdem Zziaden
primarny implikant, v ktorom by sa nachadzal spolu s z., z;.

O

Lemma 4.6 Vsetky implikanty typu S uwvedené v bode c) definicie F si esencidlne.

Dokaz. Podobne ako v predchadzajicom dokaze ukdzeme pomocou forward chaining. Zo-
berme si P = xixjxkgl, chceme ho odvodit v F*\ P. Forward chaining zatne s mnozinou
{xi,zj, 21} kde x;, 24, 2 € S;. Implikanty typu X sa pouzit nedaji. Spomedzi vsetkych im-
plikantov typu S by sa dal pouzit len jeden, a tym je P, ten vSak pouzit nemozme.
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Z predchadzajuceho textu vyplynulo, Ze jediné termy, ktoré mozem pri minimalizacii z
F odstranit, s tie ktoré obsahuji premennt 7. A odstranim prave tie z nich, ktoré obsahuji
také S;, ¢o nevystupuju v rieseni problému 3-Set Covering. Ako ukdzem d'alej, vzniknutd
DNF bude aj po ich odstraneni ekvivalentna F .

Teraz uz mam vsetky poznatky k tomu, aby som mohol ukdzat, Ze instancie jednotlivych
problémov su skutocne ekvivalentné.

Dokaz Vety 4.7:
Nélezitost do NP som uZ ukazal pre obecné HM v Lemma 2.2.
4-HM-t je podproblém, takze nalezenie do NP sa samozrejme zachovava.

3-SC = 4-HM-t
Majme teda riesenie problému 3-SC: S} ..., 57 tak, aby |J,_, ,Sj, = X'. Skonstruujem
DNF G, ktoré bude riesenim 4-HM-t, takto: Do G ddm vsetky termy typu b) a c¢) v takom
tvare ako su v popise 4-HM-t. Spomedzi termov typu a) ddm prave TS_jl, oI S;-h. Na prvy
pohlad je vidiet, ze celkovy pocet termov v Gje > (ISj]) +m+h. Je G ekvivalentné F 7

j=1l..m

e < F
Kazdy term z G je pritomny aj v F , takze G < F.

e F <G

Jediné termy, ktoré si v Fa nie st v Gsu termy typu a). Pre nich overime, ¢i st implikan-
tami G . U¢inime tak procediirou forward chaining. Staci mi ukazat, Ze ak zacnem s T,
tak vo vyslednej mnozine budu vsetky premenné S;. V prvom kroku procedira pouzije
vietky T'Sj,,...,TS;,. Kedze vieme, 7e ,_, , S = X', tak v nasledujicom kroku
procedira pomocou termov S;, &; pridd vsetky z1,. .., z,. Teraz sa uz moézu pouzit aj
vietky termy typu c¢) a do vystupnej mnoziny procediry forward chaining zaradit aj
zvysné S; (ktoré sa nepridali uz v prvom kroku).

4-HM-t — 3-SC

Majme teda DNF G’, ktord je ekvivalentna F a majica maximalne k= 3.,  ([Sj[)+m+h
termov. V polynomialnom case z nej vyrobime ekvivalentnii primarnu irredundanti DNF
G (Lemma 1.6). Vzhladom ku sposobu akym z nej robime primarnu a irredundantnii DNF je
jasné, ze bude mat aj nadalej maximalne k termov (v tomto procese ziaden nepriddvame).
Na zdklade Lemma 4.5 a Lemma 4.6 vieme, ze G ma vsetky termy, ktoré boli v definicii
F v bodoch b) a c). A tych je > S| + m. Takze termov, ktoré moézu obsahovat T
je nanajvys h. Ked'ze musia byt primérne, mozu byt len v jednej z nasledujiicich dvoch
kategoril:

j=1l..m

i) TS;
i) T
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Pre kazdé i € {1...n} plati, ze Tz; je implikantom F (lahké overit - uzitim forward chaining
v dvoch krokoch). A kedze je G ekvivalentnd F , musia byt vsetky tieto termy odvotitelné
pomocou forward chaining nad G .

Teraz turdim: Pre kazdé ¢ € {1...n} plati, Ze bud sa z; nachddza v terme kategérie ii),
alebo je z} prvkom mnoziny S’ takej, Ze S; sa nachddza v terme kategorie i).
Ukézem to sporom. Predpokladajme, ze existuje také z,, ktoré nespiﬁa ani jednu z tychto
podmienok. Avsak aj pre toto z, plati, Zze term Tz, je odvoditelny v G . Zoberme si prie-
beh procediry forward chaining nad G so vstupnou mnozinou {7'}. Nech teda P je term,
s pomocou ktorého sme do vystupnej mnoziny vlozili premennu z,. Vieme, ze v nom musi
z, vystupovat ako negativna, a ze takéto termy si v G len tvaru S;z; (kedze podla pred-
pokladu nespadéd z, do kategérie ii)). Nech teda P = Syz,. Podla predpokladu vieme, ze
Sy nie je v terme kategérie i). TakZze sa musel v postupe procediry forward chaining pridat
nejakym termom R = (A\;c; Sj) A (Njer i) A Sy. Kedze x, sa pridalo v procediire az neskor,
musi platit a ¢ I. Ale pre vsetky termy typu S na zdklade Lemma 4.3 a) plati: pre kazdé
i' € I(b) \ I existuje j' € J ze ¢ € I(j'). No ale kedze toto S; je uz vo vyslednej mnozine
procediry forward chaining znamend to, ze bud sa premennd z, vlozila skor ako on (¢o je
spor s predpokladom), alebo tam bol zaradeny uz na zaciatku tym, ze bol v kategdrii i). No
ale to je taktiez spor s predpokladom tvrdenia.

Z prave dokazaného uz priamo vyplyva, Ze ako riesenie problému 3-SC mozme polozit:
e vsetky S;, ktoré sa nachddzaji v terme kategorie i)
e pre kazdé x; z termu kategérie ii) vyber ndhodne jednu z S;, ktord ho obsahuje

Pocet takychto termov je v si¢te mensi nez h, pokryvaju celd X', mohutnosti mnozin S; som
nemenil.

O
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4.3 HM-a je NP-uplny

V tejto casti ukdzem NP-tiplnost Hornovskej minimalizécie vzhladom k miere |F|,. Tym
doplnim aj posledny chybajici ¢lanok kapitoly 2 a v obrazku 2.1 uz budi dokézané nielen
vztahy medzi mierami, ale aj ich zloZitosti.

Dokaz spravim velmi podobne, ako som v predchddzajicej ¢asti 4.2 ukézal NP-uplnost
Hornovskej minimalizcie vzhladom k poctu termov. Prevod zo Set Covering sa len mierne
pozmeni. Ako ukazuje obrazok 4.2, pribudla jedna premennd 7; a termy 7'S; sa nahradia je-
dinym termom S1 S5 . .. S, T4 T. Vzhladom k podobnosti dékazov, uvediem tento len v skratke,
vynechavajic niektoré samozrejmé kroky.

Obr. 4.2: Hypergraf vizualizujuci HM-a asociovanu s inStanciou Set Covering

3-Set Covering:
Zadanie: Mnozina X' = {x’l, ..., T} premennych, jej podmnoziny Si,...,S;,, kde Vj : S} C
X8 =3al;., .5 =X"a dane prirodzené ¢islo h.
Otazka Existuje nanajvys h mnozin S7 , ..., S} tak, aby U,_, , 57 = X7

HM-a z neho skonstruovana:
Mnozina premennych tohto HM bude pozostdvat z 1,...,x,, S1,..., Sy, a naviac premenné
T a T. Pre kazdd zdrojovid mnozinu S%, j = 1...m, ndlezia do F dva typy termov

b) Sjz; pre Va; € S]
c) ;71,5 kde ), x] € S
a k nim naviac jediny term

a) P:SlSQSmTlT

Za premennii ohranicujiicu velkost zdrojovej plochy zvolime k = 3>7._,  (|Sj]) +m +h+1.
Oznacenie bodov definujicich jednotlivé termy JF som schvalne prehddzal tak, aby sedeli s
dokazom 4-HM-t.
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Veta 4.7 Problém Hornovskej minimalizacie v miere |F|, je NP-iplng.

Dékaz. Nélezitost do NP som uz ukézal v Lemma 2.2.

3-SC = HM-a
Majme teda riesenie problému 3-SC: S} ..., 57 tak, aby |J,_, ,Sj, = X' Skonstruujem
DNF G, ktoré bude riesenim HM-a, takto: Do G ddm vsetky termy z bodov b) a c¢) tak,
ako st uvedené v definicii F . Namiesto termu P ddm term P’ = S;, S, ... S; TiT. Na prvy

pohlad je vidiet, ze velkost zdrojovej plochy Gje >~ . (|Sj|)+m+h+1. Je Gekvivalentné F?

e F<§
Jediny term, v ktorom sa lisia je P. Chceme teda ukdzat, ze P < G. Ked je P = 1,
potom vsetky jeho literdly si rovné jednej, o to viac ich podmnozina, takze z toho
plynie, Ze aj term P’ je rovny jednej. A teda aj G .

e < F

Zacneme procediru forward chaining nad Fso vstupnou mnozinou {Sj,, Sj,, . .., S, 11 }.
Ked'ze mnoziny S; pokryvajui vSetky premenné, v prvom kroku sa do vystupnej mnoziny
pomocou termov b) zahrnd vSetky premenné x;. Z nich sa v druhom kroku odvodia
vSetky S;,7 =1...m. A z tohto uz pomocou termu P sa zahrnie aj premennd 7". Takze

P’ < F. Ostatné termy su zhodné.

HM-a = 3-SC
Majme teda DNF G’, ktora je ekvivalentnd F a jej zdrojova plocha je maximalne k =
> ic1.m(S5]) + m + h + 1. V polynomidlnom case z nej vyrobime ekvivalentni primarnu
irredundanti DNF G (Lemma 1.6). Jej zdrojovd plocha sa vzhladom na $truktiru primarnych
implikantov nezvacsi.
Ked sa pozrieme na vietky primdrne implikanty, ktoré mozu z F vznikntit konsenzudlnou
metédou zistime, ze je situdcia velmi podobna tej z dokazu 4-HM-t. Akurdt v tomto pripade
sa netvoria termy, ktoré obsahujui 71" ako pozitivny literdl, iba negativny. Takychto termov je
viac, vzdy obsahuju aj premennid 7; a niekolko S; a z;.
Implikanty typu X a typu S maji teda presne rovnaky tvar. Implikanty obsahujice T, T}
mi nepomozu ani tentoraz, preto aj v tomto pripade platia Lemma 4.5 a Lemma 4.6. Na
zéklade nich vieme, ze G mé vsetky termy, ktoré boli v definicii F v bodoch b) a c). Ich
zdrojova plocha je v sticte >0, |Sj|+m (kedze kazdé dve S} majii ind mnozinu prvkov).
Takze zdrojové plocha zvysnych termov je nanajvys h + 1. Medzi nimi sa ndjde aspon jeden
s literdlom T (T sa nemohlo “vytratif”).
v ) ANTIANT

Tvrdim: kazdy term z Gobsahujici premennt 7' je tvaru @ = (A\;c; S;) A (Njer
a naviac platf, ze Vi=1...n: (i € I)V (3j € J : 77 € S})).

Sporom. Nech existuje také ) a také a € 1...n pre ktoré to neplati. Zacneme forward
chaining nad F s mnozinou {xz;|i € I} U{S;|j € J} UT;. Kazdé z S;,j € J do vyslednej
mnoziny vlozi vsetky také z;, Ze x; € Sj. Ziaden z nich teda nevlozi z,. Existuje aspon jedno
Sy,r=1...m také, ze x, € S,. Toto S, nebolo v pociatotnej mnozine (r ¢ J) a zaroven sa
nikdy do vyslednej mnoZiny ani pridat nemoéze, ked'Ze v nej nie je ani z,. A teda sa nemoze
v F pouzit term P na odvodenie T. Takze () nie je implikantom funkcie reprezentovane;j
pomocou F a teda F a G nie su ekvivalentné. Spor.
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Zoberme si Tubovolné také Q. Z prave ukdzaného tvrdenia vyplyva, Ze ako rieSenie
problému 3-SC mozme polozit:

e vsetky S;, ktoré sa nachadzaji v terme @) (teda j € J)

e pre kazdé x; z termu @ (teda ¢ € I) vyber ndhodne jednu z S;,j = 1...m, ktora ho
obsahuje

Pocet literdlov v terme @ je nanajvys h + 1, z toho minimélne jeden je T}, takze tychto
mnozin je nanajvys h, pokryvaji celd X', mohutnosti mnozin S; som nemenil.

0
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Kapitola 5

Zaver

Hlavnym tcelom prace bolo podat prehlad o zlozitosti problému hladania minimalnej re-
prezentacie Hornovskych funkcif so zvlastnym zretelom na reprezentdciu pomocou DNF -
problém nazyvany Horn Minimization. V odbornej literatire sa pod tymto ndzvom vécsinou
objavuje minimalizdcia diZky DNF vzhladom k poé¢tu termov alebo literdlov.

V druhej kapitole som sa pokisil na zaklade vysledkov z tedrie hypergrafov rozsirit sposob
nazerania na dlzku formule o ¢o najvacsi pocet mier, ktoré maji v pripade Hornovskych fun-
kcif dobry zmysel. Ukédzal som, ze mnohé z nich spolu sivisia a to do takej miery, ze sa kazda
Hornovska funkcia d& zminimalizovat vzhladom ku vSetkym mnou definovanym mieram (az
na |F|;). Zaroven som ukdzal zlozitost problému Hornovskej minimalizécie pre kazdu z nich.
Otvorenym problémom zostala pozicia HM-1 (pocet literdlov) vzhladom k ostatnym mieram.
V préci sa neobjasnilo, ¢i je implikovana alebo implikuje inii minimalnu formu.

V tretej kapitole som podal podrobny rozbor dokazu z ¢ldnku [4], podla ktorého zostéva
Hornovsk4 minimalizacia vzhladom k poétu termov NP-tiplné aj pri obmedzeni diiky ter-
mov na tri (3-HM-t). Ukédzal som, kde je v dokaze chyba. Zaroven som sa pokusil mnozstvo
uzitoénych tvrdeni v tomto dokaze uvedenych pouzit na opravenie tohto dokazu. Zadefino-
val som problém HV-pokrytia, ktory je ekvivalentny tomu z ¢ldnku. Avsak zloZitost tohto
problému som nepreukazal. Otvorenym problémom teda zostava, ¢i sa tento dokaz da opra-
vit. Napriklad tym, Ze by sa dokdzala NP-tiplnost problému HV-pokrytia. Pripadne ukézat
NP-tiplnost problému 3-HM-t inym spésobom.

Zaverecnd kapitola potom priniesla najvacsi prinos, ked medzeru vzniknutd ndjdenou chy-
bou v tretej kapitole zaplnila o Cosi slabsim tvrdenim - totiz ze Hornovska Minimalizacia
vzhladom k poétu termov zostédva NP-iuplnd aj pri obmedzen{ dizok termov na Styri. Dokaz
som u¢inil prevodom z problémov (3-Set Covering, 3-Exact Cover), ktorych NP-tplnost som
taktiez ukazal.

Zaroven som ukdzal NP-tuplnost Hornovskej minimalizicie aj pre mieru doteraz u Hor-
novskych funkcif neuvazovani - o velkost zdrojovej plochy, ¢o je stic¢et mohutnosti zdrojovych
mnozin. Zaujimavym faktom je, Ze Hornovskd minimalizacia vzhladom k poctu zdrojovych
mnozin je lahka.
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