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Uvod

Klasické postupy statistického uvazovania casto predpokladaji presne Spe-
cifikované rozdelenie dat, napriklad exponencialne rozdelenie s parametrom
A = 5 alebo normované norméalne rozdelenie, o ktorom vieme, ze méa nulovii
strednt hodnotu a jednotkovy rozptyl. Tieto predpoklady vsak nie st vzdy
splnené, hodnota parametra nie je znama, stredna hodnota a rozptyl nie st
blizsie urcené. Popripade vieme, ze distribu¢né funkcia F' nejakého rozdele-
nia je spojita, ale ni¢ viac. Vsetky spomenuté problémy nas vedu k pojmu
empiricka distribu¢na funkcia, ktora sa stala predmetom tejto prace.

V prvej kapitole zavedieme pojem empirickd distribu¢na funkcia a po-
piSeme jej asymptotické vlastnosti. Zameriame sa na jej vztah k povodnej
distribucnej funkcii /' ndhodného vyberu a spravanie pri velkom rozsahu.
Zistime, Ze je nestrannym a konzistentnym odhadom funkcie F'.

Druhé kapitola je venovana najznamejsim jednovyberovym a dvojvy-
berovym testom zalozenym na empirickej distribuc¢nej funkcii. St uvedené
predpoklady ich prevedenia, nulové hypotézy, testovacie Statistiky a kri-
térium pre zamietnutie nulovej hypotézy. Vybrané testy st doplnené pri-
kladmi, na ktorych vysktsame pouzitie jednotlivych testov a riesenia dopl-
nime grafmi a tabulkami.

V tretej kapitole nasimulujeme nahodné vybery z dvoch odlisnych rozde-
leni s roznymi rozsahmi a pomocou statistického softwaru a jednovyberovych
testov z druhej kapitoly otestujeme hypotézu, Ze vybery pochadzaja z nor-
malneho rozdelenia. Pouzité prikazy podrobne popiseme, vysledky a kritické
hodnoty usporiadame do prehladnych tabuliek a doplnime grafmi pre jed-
notlivé pripady. Takto vizualne posidime empirickt a teoreticku distribuc¢na
funkciu rozdelenia, z ktorého nahodné data pochadzaji za nulovej hypotézy,
a distribu¢ni funkciu rozdelenia, z ktorého boli naozaj nasimulované.

Riesenia prikladov, grafy aj simulécie v praci st prevedené pomocou
Statistického programu R 2.8.1, ktory je volne dostupny na webovej stranke
http://cran.r-project.org/index.html.



Kapitola 1

Empiricka distribu¢na funkcia
a jej asymptotické vlastnosti

1.1 Uvod

V tejto kapitole sa zozndmime s empirickou distribu¢nou funkciou a zame-
riame sa na jej vlastnosti, o ktoré sa neskér budeme opierat.

Nech (92, 4, P) je pravdepodobnostny priestor, kde € je neprazdna mno-
zina elementarnych javov, A je o-algebra podmnozin €2 a P je pravdepo-
dobnostnd miera. Ozna¢me (X, B) vyberovy priestor, kde X je borelovska
podmnozZina R™ a B je systém borelovskych podmnozin X. Meratelné zo-
brazenie X : (2, A) — (X, B) sa nazyva n-rozmerny nahodny vektor.

1.2 Empiricka distribu¢na funkcia

Nech Xj,..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia s distribu¢nou funkciou F,
kde n € N. Nech je dané x € R a nech

0 pre X > x,

I(X<z)= { 1 inak (1.1)
je tzv. indikatorova funkcia. Funkciu
~ ] —
F,(x)=— I1(X; < 1.2
@)= <) (12)

nazyvame empiricka distribu¢na funkcia.
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Obr. 1.1 Tlustrativny obrazok grafu distribuénej funkcie normélneho rozdelenia N (0,1)
(vykreslena stvislou ¢iarou) a prislusnej empirickej distribuénej funkcie ndhodného vyberu
z N(0,1) s rozsahom 25 pozorovani, ktory bol nasimulovany v programe R

Uz z definicie je zrejmé, ze ﬁn(:c) je schodovita sprava spojita funkcia so skok-
mi v pozorovanych hodnotach X;. Ak usporiadame hodnoty nahodnych veli-
¢in X1, ..., X, podla velkosti do postupnosti X(;) < X <...< X(y), potom
mozeme polozit

~ k
F.(x) = - pre x € (x(k), x(k+1)) k=0,1,...,n (1.3)
a T(g) = —00, T(n41) = OO, pri€om zy,. .., T, je realizacia ndhodného vyberu

Xi,...,X,. Hodnota nﬁn(x) je pocet elementov vyberu X, ..., X, ktoré
su mensie ako x.



1.3 Vlastnosti empirickej distribucnej funkcie

Ukézeme (formélne aj graficky), Ze s rastticim n sa funkcia ﬁn(x) blizi k sku-
to¢nej distribu¢nej funkcii F'(x). Zvolme pevné x € R a pre naSe potreby
zapiSeme F,, (z) v tvare

~ _ 1 «—
Fy(w) =Y, =~ PR (1.4)
=1

kde V; = I(X;<x),i = 1,...,n je definované vztahom (1.1). Teda Y;
nadobtida len hodnoty 0 alebo 1 prez = 1,...,n a mé alternativne rozdelenie
Alt(p) s parametrom p = F' ().

S pouzitim vztahu (1.4) teraz uz lahko dokazeme, ze nF, ~ Bi (n, F (x)),
pretoze pre pevne zvolené z € R je nF, (x) = > | Y, suctom nezavislych
rovnako rozdelenych ndhodnych veli¢in Y; ~ Alt (F (x)), kdei= 1,...,n.

Pre strednit hodnotu a rozptyl empirickej distribu¢nej funkcie plati:

EF, (z) = EY, = EY, = F (), (1.5)
5 1 F(z) (1 - F(x))

varF, (x) = varY, = —varY; =
n

- (1.6)

Zo vztahu (1.5) plynie, Ze F, () je nestrannym odhadom funkcie F'(z)
a zo vztahu (1.6) vidime, ze varF,, () — 0 pre n — oco. Spojenie tohto po-
znatku s Cebysevovou nerovnostou nasledujicim spésobom, kde pre kazdy

e > 0 plati
F(z)(1 - F(x))

2

— 0 pre n — oo,

2 (|ﬁn (x) — F(z)| > e) <

ne
nam ukazuje, ze F), (x) je aj konzistentnym odhadom F'(x), dokonca pre
kazdé = € R plati

F, (z) — F (z) s.v. pre n — oc. (1.7)

Vztah (1.7) plynie z aplikacie silného zakona velkych ¢isel pre nezavislé rov-
nako rozdelené nahodné veli¢iny.

Nasledujtuca veta predstavuje este silnejsie tvrdenie, pri ktorom sa ne-
musime obmedzovat na pevné x.



Veta 1.1 ( Glivenko-Cantelli ).
sup|13n () — F(x)| 20 pre n— oo.
Dokaz: Vid Borovkov [3], str. 5-6. O

Ak je F(x) spojita, potom plati

/2
P (lim sup ] 1n - sup
n—00 nlnn

Tento vztah (vid Borovkov [3], str. 12) ndm priblizuje rychlost konvergencie
z vety 1.1. Z Moivre-Laplaceovej vety (vid Appendix, Veta A.3) odvodime
asymptotické normalne rozdelenie pre pevné x a n — oc:

Fo(x) - F(x)‘ - 1) ~1.

Vit (B (@) = F (2)) = v/ (Yo = BYS) 5 N (0, F (2) (1 - F(2))).

Interval spolahlivosti: Nech Xi,..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia
s distribu¢nou funkciou F. Zostrojime priblizny interval spolahlivosti pre
F (z) metédou, ktort popisali napr. Dupaé¢, Huskova [4], str. 106.

Nech z je Tubovolne zvolené realne ¢islo. Z tvrdenia odvodeného z cen-
tralnej limitnej vety

N (ﬁn () — F(@) L N(0,F (2) (1 - F(2)))
plynie

Jn (—ﬁ”(@‘m) ) <4 N (0,1).

F(z)(1-F(z))

Nasledujuci krok umoziiuje Cramérova-Sluckého veta (vid Appendix, Veta
A4)

Fr(z)—F(z) d
n = = — N (0,1).
Vi <¢Fn<x>(1—Fn<x>)) 0.1)

Nech ug je kvantil normovaného normalneho rozdelenia, kde v naSom pri-
pade 3 =1—a/2 a0<a<1. Potom

p [_ul_g < /i <¢ F(2)F(z)

)
= = <U_o| —1—« re n — o9,
Fn(m)(l—Fn(m))) ! 2} P
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z ¢oho plynie

~ ﬁ‘nx 1fﬁnx ~ ﬁnx 1-Fp(x
P {Fn(x) —Ul—g\/ ( )\(/ﬁ ) < F(x) < Fn($)+u1_c2x\/ ol Gl ))}

—1—a pren — oo.

Dostaneme intervalovy odhad F(z) o asymptotickej spolahlivosti 1 — «

= Fu(@)(1-Fa(®) = Fo(z)(1-Fn(z))
(Fn(x)—ulg\/ \(/ﬁ )’ Fn(f/U)‘FUlg\/ ( ))

Empirické odhady parametrov: Nech X1, ..., X,, je ndhodny vyber z roz-
delenia s nezndmou distribu¢nou funkciou F'(z) a 6 = t(F') parameter,
ktor§ odhadneme pomocou funkcie F), (). Namiesto ¢ (F) spocitame 6, =
t(ﬁn) Odhad 6, sa nazyva empiricky odhad parametra 6 (¢ oznacuje fun-

kcional).
Najskor
+oo 1 n
hz) dF,(z) = =S h(X; 4 X
/ (@) dFife) = L3IHOG) e pewns

Oznaéme X := X1, kde X je podla predpokladu ndhodn4 veli¢ina s rozdele-
nim s distribu¢nou funkciou F'. Teraz uz lahko odvodime empirické odhady
k-tého momentu a, = EX* a k-tého centralneho momentu b, = E(X—-EX)*
ako

+o00

~ 1 <
iy = ap(X)= [ 2" dF,(z)==) X
o= w0 = [ et iR = 3o
400 1 n
by = bk(X):/(x—al)k an(x):ﬁZ:(Xi—al)k



Dalsou charakteristikou ndhodného vyberu je 3-kvantil prislusného rozde-
lenia (napr. pri odvodeni priblizného intervalu spolahlivosti pre F'(x) bol
spomenuty kvantil normovaného norméalneho rozdelenia), definovany pred-
pisom

5 =F13) =inf{x: F(z) > B}, 0<p<1.
Hodnotu

Tg = Z/T\n_l(x) = inf {m ; F\n(x) > ﬁ}, 0<p<1,

vyjadrenu tiez pomocou empirickej distribu¢nej funkcie, nazveme vyberovy
kvantil. Viac prikladov na vyberové charakteristiky uviedol Borovkov [3],
str.7.

Na zéaver tejto kapitoly si eSte mozeme pre lepsiu predstavu graficky naznacit,

F (z) (vid obr. 1.2).

n =20
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Obr. 1.2 Grafy distribu¢nej funkcie normalneho rozdelenia N(0,1) (vykreslend stvis-
lou modrou farbou) a prislusnej empirickej distribu¢nej funkcie s naznacenym rozsahom
nahodného vyberu, ktory bol nasimulovany v programe R
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Kapitola 2

Testy zalozené na empirickej
distribucnej funkcii

2.1 Uvod do neparametrickych testov

V predchéadzajtcej kapitole sme si vymenovali vlastnosti empirickej distri-
bu¢nej funkcie (EDF), ktord ma este jednu vynimoc¢nu vlastnost a tou je
vhodny tvar z hladiska aplikacii a vyuzitia v Statistike.

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf testami, ktoré spocivaju v posu-
dzovani zhody EDF nahodného vyberu s nejakou teoretickou distribu¢nou
funkciou. Patria do skupiny tzv. testov dobrej zhody, ktoré overuji hypo-
tézu, ze dany nahodny vyber pochadza z nejakého teoretického rozdelenia.
Okrem toho casto testujeme hypotézy, ktoré tvrdia, ze dva nezavislé na-
hodné vybery pochadzaju z toho istého rozdelenia. Volba vhodného testu
potom tizko suvisi s prislusnou alternativou, ktora zavisi na tom, ¢o moézeme
a chceme o tychto rozdeleniach predpokladat.

Klasické postupy statistického usudzovania ¢asto predpokladaji normalne
rozdelenie dat, pripadne nejaké iné, ale taky predpoklad nie je skoro nikdy
splneny. Preto boli vyvinuté neparametrické metddy usudzovania, tzv. ne-
parametrické testy, ktorych vyhoda spoc¢iva v tom, Ze na tvar rozdelenia
dat nemusime klast Specidlne poziadavky.

Teoria testovnia hypotéz je dopodrobna rozoberana vo viacerych publi-
kécidch. Zakladné definicie a pojmy, ktoré budeme v tejto casti pouzivat,
uvadza napr. Andél [1], kap. 8, Dupa¢, Huskova [4], kap. 6, viaceré si vy-
svetlime ¢i uz v priamo texte alebo v appendixe na konci prace. Text je
doplneny prikladmi a riesenia st prevedené pomocou softwaru R 2.8.1.
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2.2 Kolmogorovov-Smirnovov test

Medzi najznamejsie testy, ktoré si v tejto praci rozoberieme, nesporne patri
Kolmogorovov-Smirnovov (dalej K-S) test, ktory sa stal vychodiskom pre
vznik dalsich testov zaloZzenych na podobnom principe.

2.2.1 Jednovyberovy Kolmogorovov-Smirnovov test

Pozrime sa najskor na jeden nahodny vyber Xi,..., X, s nezndmou dis-
tribu¢nou funkciou F(z), ktort odhadneme pomocou EDF F),(z). Chceme
otestovat hypotézu Hy : F(r) = Fy(x) proti alternative H; : F(x) # Fy(z),
kde Fy(z) je distribuéné funkcia nejakého spojitého rozdelenia. Testovacia
statistika jednovyberového K-S testu méa tvar

K, = sup ’F\n(l’) —Fo(x)|7 (2'1)

—oo<r<o0

a pri jednostrannej alternative

~

Ky o= sup (Fulw) = Fo(z),
Kf = s (Fe) = Ful).

Pri testovani Statistickych hypotéz sa snazime hladat postupy, ktoré nam
pomdzu mimimalizovat hodnoty pravdepodobnosti chyb 1. a 2. druhu, ¢o
vSak stucasne pre obe hodnoty nie je mozné dosiahnut. ZniZenie jednej moze
mat za néasledok zvysenie druhej a naopak. Aby sa Statistiky K-S testu dali
pouzivat v praxi, bolo treba docielit odpovedajicu hladinu vyznamnosti,
tzn. obmedzit chybu 1. druhu nejakym dopredu danym malym ¢islom «,
a € (0,1).

Kolmogorovov tvar statistiky K-S testu umoznil tabelizovanie rozdelenia
K, Smirnov ziskal tvar pre K a K, .

Veta 2.1. PreVx > 0

1. Kolmogorov (1933)

[e.e]

lim P(K, <z)= Y (=1ye ¥ (2.2)
j=—00

14



2. Smirnov (1941)
lim P(K > z) = e 2. (2.3)

n—oo

Ako uvadza Serfling [9], Kolmogorovov povodny dokaz (2.2) bol zalo-

zeny na vyjadreni funkcie F,, pomocou podmieneného Poissonovho procesu.
Smirnov pouzil presné vyjadrenie P(K,” > z), aby ukazal (2.3).

K-S test spociva v porovnani najvicsej vzdialenosti EDF ﬁn(x) a teoretickej
distribu¢nej funkcie Fy(z) s prislusnou kritickou hodnotou K, («). Pre men-
Sie rozsahy n je uvedend v tabulkach (napr. Sheskin [10], str. 1167) alebo ju
mozeme aproximovat ¢islom

1. 2
K, (o) =4/—1In— re n > 30.
(@) =45 -In— P >
Velké hodnoty K, také, ze K, > K,(«), svedéia v neprospech Hy a ttto
hypotézu mozeme na zaklade K-S testu zamietnut na prislusnej hladine a.

Priklad 1. Niekolkymi meraniami sa zistovala dlzka $pecidlnej automobi-
lovej stuciastky. Vysledky (vid [11]) v em boli nasledovné:

5,83 5,80 5,85 5, 88 5,84 5,83 5,98 5,78

5,82 5,81 5,86 5,82 5,90

Ulohou je na hladine o = 0, 05 overif hypotézu o normalite rozdelenia nahod-
ného vyberu namerangch hodnot, ak predpisand dlzka stéiastky je 5,8 cm
a povolend odchylka od normy je 0,01 cm.

Riesenie:

kych testov priamo naprogramovana. Cely nasledujici postup podrobnejsie
vysvetlime, aby sme si ukézali, aké uplatnenie maja vztahy z prvej Casti
prace.

Vsetkych hodnot je 13, teda rozsah vyberu je n = 13. Najskér namerané
hodnoty usporiadame podla velkosti od najmensej po najvicsiu. To vyuzi-
jeme a zo vzfahu (1.3) spoc¢itame EDF nahodného vyberu Fy3(z). Dalsim
krokom je zistit, aké hodnoty nadobtda teoretické distribu¢né funkcia Fy(x)
normalneho rozdelenia so strednou hodnotou 5,8 a rozptylom 0,01. Potom
uz lahko spocitame samotné rozdiely medzi Fi3(x) a Fy(x), staéi sa obmedzit

15



na body skokov. Podla vztahu (2.1) prave suprémum tychto rozdielov urci
hodnotu statistiky K73.

V programe R 2.8.1. zapiSeme namerané data do vektoru z a zoradime
ich prikazom sort (x). Spoc¢itame hodnoty empirickej a teoretickej distribuc-
nej funkcie prikazmi ecdf (y) a pnorm(y,EX,sqrt(var)), kde y=sort(x)
symbolizuje vektor zoradenych dat podla velkosti, EX = 5,8 a var = 0,01.
Vysledky zapiSeme do tabulky 2.1.

i | 2w | Fo(za) | Falre) | Fa(rasy) | A A

1 5,78 | 0,4207 0 1/13 0,3438 | 0,4207
2 1 5,80 | 0,5000 1/13 2/13 0,3461 | 0,4231
3 /581 05308 | 2/13 3/13 | 0,3091 | 0,3860
4 58] 05792 | 3/13 5/13 | 0,1946 | 0,3485
5 5,82 | 0,5792 5/13 5/13 0,1946 | 0,1946
6 || 5,83 | 0,6179 | 5/13 7/13 | 0,0794 | 0,2333
7 1 5,83 | 0,6179 7/13 7/13 0,0794 | 0,0794
8 || 584 06554 | 7/13 8/13 | 0,0400 | 0,1170
9 || 5,85 | 0,6915 8/13 9/13 0,0008 | 0,0761
10 || 5,86 | 0,7257 9/13 10/13 0,0435 | 0,0334
11 || 5,88 | 0,7881 10/13 11/13 0,0580 | 0,0189
12 || 5,90 | 0,8413 11/13 12/13 0,0817 | 0,0048
13 || 5,98 | 0,9641 12/13 1 0,0359 | 0,0410

Tab. 2.1 Hodnoty empirickej a teoretickej distribuc¢nej funkcie

Pre vysvetlenie! Al = |F,(za11) — Fo(z)| a A2 = |Fu(za) — Fo(zwm)].
Vyznacena hodnota v poslednom stipci odpoveda testovej Statistike K3,
teda najvécsiemu rozdielu medzi Fi3(z) a Fy(z). Z tabulky 2.1 sa da vy¢itat,
ze toto suprémum nastalo v bode ().

Samotny K-S test vykoname prikazom ks.test (y,pnorm,EX,sqrt(var)),
¢o znamenad, ze program R prevedie jednovyberovy K-S test s obojstrannou
alternativou a otestuje, ¢i data ulozené vo vektore y pochadzaji z normal-
neho rozdelenia s distribu¢nou funkciou oznacenou ako pnorm, so strednou
hodnotou EX a rozptylom var. Vysledkom budi nasledujiice vystupné para-
metre, kde D udava hodnotu testovacej statistiky K3 a parameter p-value
oznacuje p-hodnotu:

1V tabulke 2.1 namiesto vjrazu | F,, (z;)— Fy(z;)| by sme mohli rovnako napisaf | F}, (z;—
—€) — Fy(x;)| a |Fy(zis1) — Fo(z;)| by sme mohli vymenit za |F,(z; + €) — Fo(;)|, kde
v_oboch pripadoch € — 0. V prvom pripade vSak mozeme e vynechat kvoli spojitosti
F, () sprava. Tato vlastnost sme uviedli v 1. kapitole.
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One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: y

D = 0.4231, p-value = 0.01905

alternative hypothesis: two-sided

Warning message: In ks.test(y, pnorm, EX, sqrt(var)) :

cannot compute correct p-values with ties

Na konci vystupu vypisal program R varovné hlasenie, Zze pomocou funkcie
ks.test nie je mozné vypocitat spravnu p-hodnotu kvéli zhodnym pozoro-
vaniam. Teraz vSak tento problém ignorujeme, lebo o zamietnuti H, rozhod-
neme na zaklade porovnania kritickej hodnoty a hodnoty Kj3.

Zéaver: Kriticki hodnotu jednovyberového K-S testu Ki3(0,05) = 0,3610
sme vyhladali v tabulke A21, Sheskin [10]. Kedze K3 = 0,4231, potom
K3 > K33(0,05). Na zéklade tohto vysledku zamietame nulovii hypotézu
na hladine a = 0, 05.
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Obr. 2.1 Graf Fi5(z) a Fy(x)

Do grafu na obrazku (2.1), ktory vizuélne posudzuje zhodu EDF a teore-
tickej distribucne]j funkcie z prikladu 1 je vertikalnou preruSovanou Ciarou
vyznacené sup_ ..o | Fn() — Fo(z)].
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2.2.2 Modifikacia — Lillieforsov test

Obcas sa stane, ze nepozname zakladné parametre rozdelenia, z ktorého po-
chadza pozorovany nahodny vyber, tzn. stredni hodnotu a rozptyl (napr.
u normalneho rozdelenia) a musime tieto parametre odhadnaf. Tym sa zmeni
rozdelenie Statistiky K, za inak rovnakych podmienok dojde k zmenseniu
sily testu a vtedy je vhodné pouZif namiesto K-S testu jednu z jeho modifi-
kacii pre distribu¢ni funkciu s odhadovanymi parametrami.

Lillieforsov test, pomenovany po Hubertovi Lillieforsovi, ma rovnaky tvar
testovacej Statistiky ako jednovyberovy K-S test. Pouziva sa vsak na testo-
vanie nulovej hypotézy, ktord hovori, ze skiimané data pochadzaju z nor-
malneho rozdelenia, pricom strednd hodnota a rozptyl nie si blizsie Speci-
fikované. Tieto parametre pred prevedenim testu odhadneme nasledujicim
sposobom: stredni hodnotu pomocou vyberového priemeru

x-1 d X (2.4)

n <
=1

a rozptyl pomocou vyberového rozptylu

1 _
S2 = X; — X)% 2.5
o) (25)
Z tohto dovodu vyuziva Lillieforsov test odlisné kritické hodnoty ako jedno-
vyberovy K-S test. Je mozné ich vyhladat v tabulkach, napr. v knihe Sheskin
[10]. Ak testovaciu Statistiku Lillieforsovho testu ozna¢ime symbolom K,

mozeme ju alternativne vyjadrif ako
K = max {K:*, Kn_*} ,

kde

K;r* = max {1 —p(z)}, Kr:* :iix%axn {p(z) — ! },

’L:]-:"wn n n

pricom pg) = @ ((X (0 — X ) / 0), kde @ je distribuéna funkcia normalneho
rozdelenia so strednou hodnotou X a smerodajnou odchylkou o.

Priklad 2. Pozmenime zadanie predchadzajtceho prikladu nasledovne: Nie-
kolkymi meraniami sa zistovala dl7ka $pecidlnej automobilovej stciastky.
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Vysledky v ¢m vid priklad 1. Ulohou je na hladine o = 0,05 overif hypo-
tézu, ze data pochadzaju z normalneho rozdelenia.

RiesSenie:

Normalne rozdelenie, z ktorého za hypotézy H, pochadza ndhodny vyber
nameranych hodnét, nemé presne urcené hodnoty parametrov. Na testova-
nie nulovej hypotézy pouzijeme Lillieforsov test, ktory prevedieme pomocou
programu R 2.8.1. Uvazujeme hladinu o = 0, 05. Pri niektorych vypoctoch
bude mozné vyuzit aj vztahy z predchadzajacich kapitol.

Strednt hodnotu a rozptyl odhadneme vyberovymi parametrami. V tomto
pripade, ked je rozsah maly, nie je tazké spocitat vyberovy priemer zo vztahu
(2.4) a vyberovy rozptyl z (2.5). V programe R pouZijeme v prvom pripade
prikaz mean(x) a v druhom var(x).

Analogicky, ako v predchédzajicom priklade, by sme spocitali vzdiale-
nosti medzi EDF F),(z) a teoretickou distribu¢nou funkciou (oznacenou napr.
ako F7(x)) norméalneho rozdelenia, tentokrat s odhadnutymi parametrami.
Skor nez prejdeme na prevedenie samotného testu, si pre lepsiu predstavu
mozeme graficky v programe R vytvorif vizudlne porovnanie F,,(x) a F(x)
aj s najvicsou vzdialenostou v jednom z 13 skokov. Na obr. 2.1 sme ju
vyznacili prerusovanou vertikalnou ciarou.
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Na prevedenie Lillieforsovho testu v programe R potrebujeme Specialnu
kniZnicu nortest?, ktord obsahuje viacero jednovyberovych testov na tes-
tovanie hypotézy, ze ndhodny vyber pochédza z norméalneho rozdelenia. Za-
danim prikazu 1illie.test(x), kde x je vektor, do ktorého sme ulozili 13
nameranych hodnot, dostaneme vysledok jednovyberového testu s nasledu-
jucim vystupom.

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: x
D = 0.1634, p-value = 0.4478

D oznacuje hodnotu testovacej Statistiky K a p-value je p-hodnota. V knihe
Sheskin [10] v tabulke A22 kritickjch hodnot Lillieforsoveho testu najdeme
hodnotu K75(0,05) = 0, 234.

Zaver: Kedze K;; < K75(0,05), tzn. Ze hodnota testovacej Statistiky nelezi

v kritickom obore, nezamietame nulovii hypotézu na uvazovanej hladine
a =0,05.

2.2.3 Dvojvyberovy Kolmogorovov-Smirnovov test

K-S test nedosahuje dobré vysledky len pri testovani rozdelenia jedného
nahodného vyberu. Pozname aj tzv. dvojvyberovy K-S test, ktory meria
maximalne odchylky dvoch empirickych distribu¢nych funkcii.

Budeme sa zaoberat zrovndvanim dvoch nezavislych ndhodnych vyberov
Xi,..., X, aYq, ..., Y, sospojitymi distribuénymi funkciami F(z) a G(z).
Testujeme hypotézu Hy : F(z) = G(z) proti alternative H; : F(x) # G(x).
Téato alternativa hovori, Ze F' a GG nie su rovnaké, ale nemdZzeme prijat Ziadny
zvlastny predpoklad o sposobe, akym sa odlisuju.

Nech F,(z) je EDF prvého vyberu a G,,(x) je EDF druhého vyberu,
kde F,(z) a Go(z) st zavedené vztahom (1.2). Dvojviberovy K-S test mé
statistiku tvaru

Kpm = sup |Fp(z) — Gu(2)],

K
—oo<r<oo

2http://cran.r-project.org/web/packages/nortest /
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a pri jednostrannej alternative

K., = sup (F\n(x) - @m(‘r))a
—oo<r<o0

Kom = sup (Gu(z) — Fu(z))
—oo<r<oo

Za platnosti H, teda podla vety 1.1 K,,,,, — 0 s pravdepodobnostou 1 pre
m — 00,n — 00. Toto tvrdenie si upresnime neskor vo vete 2.2..

Oznacime kritickt hodnotu dvojvyberového K-S testu symbolom K, ,,(cv).
Hypotézu Hy zamietame na hladine vyznamnosti «, ak K, ,, > K, ().

Ako ukézala Jureckova [6], K-S test je tzv. poradovy test. To znamen4,
ze zavisi len na poradiach.

Ozna¢me (X1,..., X, Y1,.... V) = (Z1,...,Zxn), kde N = m~+n. Uspo-
riadajme pozorovania Z,...,Zy do postupnosti Z(;) < --- < Zy). Vektor
(Zay, - -, Z(ny) je vektor poradi tychto pozorovani. Nech V; = O ak Z; po-
chadza z prvého vyberu a V; = 1 ak Z; pochadza z druhého vyberu. PretoZe
E, (z)a ém( ) st neklesajice, schodovité a skoky nastavaju len v nlektorych
z bodov Z;,j = 1,..., N, sta¢l hladat suprémum rozdielu Fo(z) = Gyn(2)
v tychto bodoch. Teda plati

FZy) = “[(1-VD)+(1—V) 4+ (1-V))],

_

@Mam 23%0}P~+%L j=1,...,N.

Z tychto dvoch rovnosti Tahko odvodime rozdiel

-~ - n+m m
Fo(Zin) — Gon(Zi) = : —Vi—e=Vi|, j=1,....N
(Zi)) (Zg) =~ Pm+n ] ]} j
(2.6)
a spocitame
Kn,m:m+n' sup m -Vi—-=V;, j=1,...,N. (27
mn  1<<N | m+n
Kedze veli¢iny Vi, ..., Viy zavisia len na poradiach, plynie zo vztahu (2.7), zZe

aj K, ., je len funkciou poradi a Ze kritické hodnoty nezavisia na F', pretoze
rozdelenie vektora poradi za platnosti Hy nezavisi na F'. Podobne sa da
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odvodif vzfah (2.7) aj pre K/, a K, . Absolitne hodnoty staci zamenit
za obyc¢ajné zatvorky. Tabulky kritickych hodnét uviedol napr. Sheskin [10],
str. 1169-1170.

V nasledujtcej vete si ukdzeme, ze rozdelenie testovacej Statistiky K, ,,

pri n — 0o, m — oo nezavisi na rozdeleni pévodného vyberu.

Veta 2.2. Za platnosti Hy

lim P ( " Ky < :v) = K(x), x>0, (2.8)
n—00,Mm— 00 n-+m
kde K(x) = 1+23°5° (—1)ke 2",

Dokaz: Vid Borovkov [3], str. 384, Veta 1. O

. AN . v N v 92
Funkciu K (x) mdZeme aproximovat pomocou pociatoénych ¢lenov 1—2¢=2,

Potom dostaneme

P <Kn,m < \/ajn_n> =1- 26_2:1:27
mtn

pricom vyraz na pravej strane sa rovnd 1 — « pre z = 2’ = %ln 2 Pre
(03

.....

/

m+n. 2
In —.

T
Ny 2mn «Q
m—+n

H, zamietneme na prislusnej hladine «, ked K, ,, > K, ().

K, (@)

n,m

V ¢om teda spociva Kolmogorov-Smirnov test? Podla Andéla [1] moze
byt praktické prevedenie nasledovné: z vyberov Xi,..., X, a Y1,...,Y), sa
spocitaju F,(z), Gn(x) a veli¢ina K, ,,. Pre malé m a n sa K, , porovna
s presnymi kritickymi hodnotami K, ,, ().

Pre velké m a n sa vyuzije veta 2.2 a polozi sa xy = |, /ﬂnKmm' Vy-
pocita sa hodnota K(xp). Ak K(zy) > 1 — «, potom zamietneme Hj na
asymptotickej hladine a.
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2.3 Cramerov-von Misesov test

2.3.1 Jednovyberovy Cramerov-von Misesov test

Vratme sa k pociatoénému problému testovania hypotézy Hy : F = Fy, kde
nahodny vyber n nezavislych pozorovani X; ma rozdelenie s distribu¢nou
funkciou F(z) a EDF F,(z). Pri testovani hypotézy H, proti alternative
H, : F # Fy, kde Fj je distribu¢na funkcia nejakého spojitého rozdelenia,
Smirnov modifikoval Statistiku, ktora vytvorili Cramer a von Mises, do tvaru

W2 =n / U(E() [Fule) — Fo@)] dFo(a) (2.9)

kde ¢(u),0 < u < 1 je nezdpornd véhova funkcia. V literature (vid napr.
Durbin [5]) je venovana zvlastna pozornost hlavne dvom variantom Statistiky
W2 so $pecialnym tvarom funkcie 1. Pokial (Fy(z)) = [Fo(z) (1 — Fo(z)]) ™",
potom ide o tzv. Andersonovu-Darlingovu Statistiku, ktorej sa budeme ve-
novat neskor. Ked ¢ = 1, potom sa jedna o tzv. Cramerovu-von Misesovu
(dalej C-vM) statistiku® a piSeme

o0

W2 = p / F(o) ~ A@)] dFy(a)

—00

V praxi sa casto vyuziva nasledujici alternativny zapis

n

1 20— 1
2 __

1=

kde puy = Fo(z@u)) a x(;) je v poradi i-td4 najvyssia hodnota nahodného
vyberu pre i = 1,...,n.

Hypotézu H, zamietneme na hladine a, ak hodnota $tatistiky W?2, ktort
dostaneme prevedenim testu, je vicsia ako kriticka hodnota jednovyberového
C-vM testu W2(«), ktortt ndjdeme v tabulkdch, napr. Stephens [12].

3Je zndmy aj tzv. Li-variant Cramerovho-von Misesovho testu so Statistikou M tvaru
o0

M =/n [ |E.(z)— Fo(x)| dFy(x). Viac v &énku Schmid, Trede [8].
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Veta 2.3. Za platnosti Hy plati

> 2
hmP(W3<A):p<Z f <)\>, A >0,

n—00 -
=1

kde Sy, 53, ... st nezavislé nahodné veliciny s normalnym normovanym roz-
delenim N(0,1).

Dokaz: Vid Serfling [9], str. 64. O

2.3.2 Modifikacia — Andersonov-Darlingov test

Nech je hypotéza a alternativa rovnaka ako v predchadzajicej podkapitole.
Ako sme uz uviedli, ked vahovi funkciu ¢ (Fy(x)) vo vztahu (2.9) nahradime

, -1 < v o 4. .
vyrazom [Fy(x) (1 — Fy(z))] ", dostaneme tvar testovacej Statistiky jedno-
vyberového Andersonovho-Darlingovho (dalej A-D) testu

. FE@-RE)]
wn | fLom -5 (x])) AFol).

—00

Nasledujuci alternativny zapis, vypocitany na zaklade postupu, ktory pod-
robnejsie popisal Durbin [5], sa v praxi pre vypocetné tcely pouziva ¢astejsie.
Teda

A =—n=> (2i—1)(Inz+In(l - 2.1)) /n, (2.11)
i=1
kde z; = Fo(x(;)) a ;) je i-t4 hodnota pozorovania ndhodného vyberu s roz-
sahomn,1=1,...,n.
Hypotézu Hy zamietneme na prislusnej hladine «, ak plati A? > A%(«),
pricom A?(«) je kritickd hodnota jednovyberového A-D testu. Tabulka kri-
tickych hodnoét je uvedend v ¢lanku Stephens [12].

Priklad 3. Vezmime si zadanie z prikladu 2. Na hladine o = 0,05 otestu-
jeme hypotézu Hy, 7e namerané dizky stcéiastky pochadzaji z normalneho
rozdelenia. Pouzijeme jednovyberovy C-vM a A-D test.

RiesSenie:
V programe R 2.8.1. nac¢itame kniznicu nortest, ktord oba tieto testy ob-
sahuje. Do vektora x ulozime namerané hodnoty. Prikazom cvm.test (x)
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otestujeme nulovi hypotézu, ze 13 hodnét pochadza z normalneho rozde-
lenia s odhadnutymi parametrami, ktoré pomocou prikazov mean(x) pre
odhad strednej hodnoty a var(x) pre odhad rozptylu, vypocita program R
sam. Potom na tej istej hladine a = 0,05 prevedieme A-D test prikazom
ad.test (x), ktory tiez pouziva vyberové parametre. Vysledky zapiseme do
spolocnej tabulky 2.2.

TEST test. Stat. krit. hodnota p-hodnota | rozhodnutie o Hy
C-vM | W& =0,9040 | W(0,05) = 0,1213 | p=0,1365 | Hy nezamietame
A-D A2 =0,5719 | A%(0,05) =0,6830 | p=0,1112 | Hy nezamietame

Tab. 2.2 Vistupné parametre testov v programe R na hladine o = 0,05

Vysledok C-vM testu, prevedeného v programe R, je zaznamenany v dru-
hom riadku tabulky 2.2 spolu s kritickou hodnotou W(0,05) = 0,1213.
Vypocitali sme ju na zaklade postupu, ktory uviedol Stephens [12], ako

W2(0, 05)

Wa(0.05) = 320, 57m)"

(2.12)

kde n uddva rozsah vyberu. V nasom pripade dosadime n = 13 a W2(0,05) =
0,126. Na zaklade porovnania 0,9040 = W3 < WZ(0,05) = 0, 1213 neza-
mietame nulova hypotézu na uvazovanej hladine a = 0, 05.

Vystupné parametre a rozhodnutie o Hy na zaklade A-D testu najdeme
v trefom riadku tabulky 2.2. KedZe 0,5719 = A2 < A2(0,05) = 0, 6830,
nezamietame Hj na hladine o = 0, 05.

2.3.3 Dvojvyberovy Cramerov-von Misesov test

Podla Andersona [2]| je v pripade dvojvyberového testu C-vM test pova-
zovany za silnej$i ako dvojvyberovy K-S test. Nech X, ..., X, je ndhodny
vyber s distribu¢nou funkciou F'(z) a EDF F,(z) aYi,...,Y,, je ndhodny vy-
ber s distribu¢nou funkciou G(x) a EDF C/J\m(x) Uvazujeme hypotézu, podla
ktorej oba vybery maju to isté (nespecifikované) spojité rozdelenie. Potom
statistiku takéhoto dvojvyberového Cramer-von Misesovho testu proti oboj-
strannej alternative Hy : F' # G zapiSseme v tvare

W = [nimm} 7 (o)~ Gola) Sl (2),  (213)

—00
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kde ﬁn+m(x) je EDF obidvoch vyberov dohromady, tzn. (n+m) An+m(m) =
nkF,(x)+mG,,(x) a dava kazdému pozorovaniu Xi, ..., X,, Y1,...,Y,, vihu
1/ (n+ m). Integral (2.13) sa da prepisat na tvar

W = [ 2] {Z R ~Ga] + 3 [ - émm)r} .

S pouzitim vztahu (2.6) testovaciu Statistiku prepiSeme nasledovne

1w n 2
nmjzl n-—+m

Odtialto, rovnako ako v predchadzajicom dvojvyberovom K-S teste, plynie,
Ze Statistika Cramer-von Misesovho testu zavisi len na poradiach. Tabulky
Anderson [2]). Pri véi¢Som rozsahu m a n sa musia dopocitavaft, najcastejsie
metédou Monte Carlo alebo bootstrapom. Pre velké m,n je mozné odvodit
limitné kritické hodnoty.

Veta 2.4. Za platnosti Hy a pre lubovolné X\ > 0 plati

lim P(Wn,m<A):P(Zj232 <)\>,
n—00,Mm—00 T

j=1

kde Uy, Us, ... si nezavislé nahodné veliciny s normdlnym normovanym roz-
delenim N(0,1).

Dokaz: Dokaz je mozné najst v knihe Jureckova [6], str. 64., Veta 6. [

Poznamka: Ako uviedol Lehmann [7], Kolmogorovov-Smirnovov, Crame-
rov-von Misesov a Andersonov-Darlingov test si konzistentné testy.
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Kapitola 3

Simulacie testov o normalite
rozdelenia nahodného vyberu
v programe R 2.8.1

3.1 Nahodny vyber z normalneho rozdelenia
N(0,1)

V programe R 2.8.1. vygenerujeme prikazom rnorm(n,EX, sqrt (varX)) na-
hodny vyber z normélneho rozdelenia so strednou honotou £ X = 0 a rozp-
tylom varX = 1. Generovanie prevedieme trikrat pre rézne rozsahy n. Aby
sme ten isty vyber o n datach mohli pouzif viackrat, je vhodné si ho ulozit
do vektoru napr. x.norm priradenim x.norm = rnorm(n,EX,sqrt(varX)).
Pri opdtovnom generovani by sme vSak dostali iné data (napriklad, ak by
sme simuldciu spustili opdt od zacdiatku). Ak sa takej situacii potrebujeme
vyhnit, pomdze ndm prikaz set.seed(k) s parametrom k, zadany hned
na zaciatku, po ktorom rnorm(n,EX,sqrt(varX)) vygeneruje vzdy tie isté
data pre dany rozsah n aj pri opdtovnom spusteni programu, ¢o ma viacero
vyhod.

Zvolime set.seed(1111). Na uvazovanej hladine a = 0,05 postupne
otestujeme hypotézu Hy, ze nahodny vybery s rozsahmi 20, 100 a 1000 po-
chadza z normalneho rozdelenia proti alternative H,, ze vyber pochadza
z iného nez normalneho rozdelenia. Prikazom require(nortest) sa otvori
kniZnica nortest s dalsimi testami pre normalitu. Potom uZz moZeme pouzit
K-S test pre norméalne rozdelenie s parametrami 0 a 1 a Lillieforsov test,
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C-vM test a A-D pre rozdelenie s odhadnutymi parametrami mean (x.norm)
namiesto strednej hodnoty a var (x.norm) namiesto rozptylu, ktoré program
R vypocita na zaklade nasimulovanych dat. Medzi vstupné data pre kazdy
test patri testovany vektor x.norm. Po ich prevedeni zapiseme hodnoty tes-
tovacich statistik, kritické hodnoty, p-hodnoty a rozhodnutie o zamietnuti
¢ nezamietnuti Hy do tabulky 2.3. Kritické hodnoty K-S a Lillieforsovho
testu uviedol Sheskin [10], pre C-vM (pouzijeme vztah (2.12) ) a A-D test
vid Stephens [12].

’ TEST \ test. Stat. \ krit. hodnota \ p-hodnota \ rozhodnutie o H ‘

n =20

K-S 0, 1888 0,2940 0,4218 Hjy nezamietame
Lill 0,1477 0,2340 0, 3029 Hjy nezamietame
C-vM 0, 1007 0,1229 0,1016 Hy nezamietame
A-D 0,6415 0, 7040 0, 0806 Hy nezamietame
n = 100

K-S 0, 1004 0, 1360 0,2655 Hy nezamietame
Lill 0,0473 0, 0860 0, 8422 Hy nezamietame
C-vM 0,0311 0,1254 0, 8306 Hy nezamietame
A-D 0,2051 0, 7540 0, 8690 Hjy nezamietame
n = 1000

K-S 0,0198 0,0430 0, 8281 Hy nezamietame
Lill 0,0152 0, 0280 0,8310 Hjy nezamietame
C-vM 0,0408 0,1259 0, 6664 Hy nezamietame
A-D 0,3094 0, 7870 0, 5567 Hy nezamietame

Tab. 2.3 Vysledky testov na uvazovanej hladine o = 0,05 o nulovej hypotéze, Ze
nédhodny vyber s rozsahom 20, 100 a 1000 pochadza z normalneho rozdelenia

Z tabulky 2.3 vidime, Ze testy nezamietli nulovii hypotézu o normél-
nom rozdeleni dat. Tieto vysledky sme cakali, lebo data boli vygenerované
ako nahodny vyber z N(0,1). Svedéi o tom aj obrazok (1.2), na ktorom
je znazornend distribu¢na funkcia normovaného normélneho rozdelenia, od
ktorej sa empirickd distribu¢na funkcia ndhodného vyberu so zviacsujicim
sa rozsahom dat odklana coraz mene;j.
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3.2 Nahodny vyber z Laplaceovho rozdelenia
L(1,1)

Pre program R je Laplaceovo rozdelenie obsiahnuté v kniznici VGAM!. Za
n postupne dosadime hodnoty 20, 100 a 1000. Pouzijeme set.seed(1111)
a vygenerujeme nahodny vyber o rozsahu n pomocou jednoduchého prikazu
rlaplace(n,location,scale), kde location a scale st parametre rozdelenia
a obe maji hodnotu 1. Hodnoty si ulozime do vektoru x.lap. Samostatne
pre kazdé n otestujeme hypotézu Hj, ze nahodny vyber pochadza z normal-
neho rozdelenia a pouzijeme Lillieforsov, C-vM a A-D test pre jeden vyber
s odhadnutymi parametrami a vstupnymi datami x.lap. Uvazujeme hla-
dinu vyznamnosti @ = 0,05. Aby sme ziskali prehlad o vyslednych détach,
zapiSeme ich do tabulky:

’ TEST ‘ test. Stat. ‘ krit. hodnota ‘ p-hodnota ‘ rozhodnutie o H ‘

n =20

Lill 0,1742 0, 1900 0,11510 Hj nezamietame
C-vM 0,1159 0,1229 0,06227 Hy nezamietame
A-D 0, 8005 0, 7040 0,03142 Hy zamietame

n = 100

Lill 0,0861 0, 0886 0,06470 Hy zamietame
C-vM 0,7575 0,1254 0,01194 Hy zamietame
A-D 4,529 0, 7540 0,01861 Hy zamietame

n = 1000

Lill 0,0682 0,0280 7,349.10~*? | H,y zamietame
C-vM 1,6844 0,1259 1,772.107% | Hy zamietame
A-D 9,1383 0, 7870 2,200.1071¢ | Hy zamietame

Tab. 2.4 Vysledky testov na uvazovanej hladine o = 0,05 o nulovej hypotéze, Ze
nahodny vyber s rozsahom 20, 100 a 1000 pochédza z normalneho rozdelenia

Kritické hodnoty sme ziskali rovnako ako v podkapitole 3.1. Pre vicsie
rozsahy, teda n = 100 a n = 1000 vsetky testy zamietli nulovi hypotézu
na uvazovanej hladine a = 0,05, ¢o znamena, ze potvrdili alternativu, Ze
nahodny vyber je z iného nez norméalneho rozdelenia. V nasej simulécii lo
o Laplacovo rozdelenie L(1,1). Pri simuldcii s 20 pozorovaniami je vsSak

Thttp://cran.r-project.org/web/packages/ VGAM/
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vysledok iny. Mohli by sme povedat, Ze sa prvé dva testy, Lillieforsov a C-
vM, dopustili chyby 2. druhu, tzn. nezamietli hypotézu H, napriek tomu, Ze
plati H;. Treti test, tj. A-D test, nulovii hypotézu zamietol aj pri n = 20.

Pre grafické postidenie empirickej a teoretickej distribucnej funkcie st
uvedené nasledujice grafy.

n =20
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0.4

0.2

distribucne funkcie

- - Ly

—— N(mean(x),var(x))
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T T T T I I
-4 -2 0 2 4 6

distribucne funkcie a EDF nahodneho vyberu z L(1,1)

0.0
|
i

data nahodneho vyberu z L(1,1)

n =100
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distribucne funkcie a EDF nahodneho vyberu z L(1,1)

0.0

T T T T I I
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data nahodneho vyberu z L(1,1)
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n = 1000

1.0

0.4

0.2

distribucne funkcie

- - Ly
—— N(mean(x),var(x))
— EDF

T T T T T T
-4 -2 0 2 4 6

distribucne funkcie a EDF nahodneho vyberu z L(1,1)

0.0

data nahodneho vyberu z L(1,1)

Obr. 1.2 Grafy distribuénej funkcie normalneho rozdelenia s vyberov§mi parametrami
(vykreslend modrou stvislou ¢iarou), distribu¢nej funkcie Laplaceovho rozdelenia L(1,1)
(vykreslena cervenou preruSovanou ¢iarou) a prislusnej empirickej distribucnej funkcie
s naznacenym rozsahom nasimulovaného nadhodného vyberu
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Z.aver

Ustrednym motivom celej prace bola empirickd distribu¢na funkcia. Dé-
kladne sme popisali jej zakladné a asymptotické vlastnosti, zamerali sme
sa na jej vztah ku skutocnej distribuc¢nej funkcii ndhodného vyberu z ne-
jakého rozdelenia. Ukazali sme, ze pri pevne zvolenej redlnej hodnote = je
empiricka distribu¢na funkcia nestrannym a konzistentnym odhadom tejto
funkcie. Navyse, pri velkom rozsahu, je jej dobrou aproximaciou. V prikla-
doch sme odvodili empirické odhady r6znych momentov a intervalovy odhad
neznamej distribucnej funkcie.

Zvlastnu pozornost sme venovali testom dobrej zhody, menovite $lo o Kol-
mogorovov-Smirnovov (K-S), Lillieforsov, Cramerov-von Misesovov (C-vM)
a Andersonov-Darlingov test, ktoré testuju hypotézu, Ze ndhodny vyber po-
chadza z nejakého rozdelenia so spojitou distribu¢nou funkciou. Zaoberali
sme sa aj dvojvyberovym K-S a C-vM testom, ktoré skimaja hypotézu,
ze dva nezavislé nahodné vybery pochadzaju z toho istého rozdelenia. Tato
Cast prace sa zameriavala na popisnt stranku testov, zdmerom nebolo hod-
notenie, ktory test je lepSie pouzit v akej situdcii, alebo ktory z nich mé vic-
Sie vypovedajtce schopnosti ako ostatné. Hlavnym cielom bakalarskej prace
bolo ¢itatela obozndmif s vyuzitim empirickej distribuc¢nej funkcie v mate-
matickej statistike pomocou menovanych testov, ktoré si zalozené prave na
empirickej distribu¢nej funkcii a maji nemalé vyuzitie pri testovani spomi-
nanych hypotéz.

7 tohto dévodu bola praca doplnena nielen prikladmi, ale aj simulaciami
jednovyberovych testov s rieSeniami a grafmi prevedenymi pomocou prog-
ramu R 2.8.1, vdaka ktorym si ¢itatel lepSie predstavi spravanie empirickej
distribuc¢nej funkcie voci teoretickej distribuc¢nej funkcii rozdelenia, z ktorého
pochadzal nasimulovany nahodny vyber.
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Appendix A

Zakladné definicie a tvrdenia

A.1 Limitna cdast

V tejto Casti si vysvetlime zakladné definicie a pojmy z tedérie pravdepodob-
nosti. Nech (€2, A, P) je pravdepodobnostny priestor, na ktorom je defino-
vand postupnost redlnych nadhodnych veliéin X1, X»,... a redlna ndhodnéa
veli¢ina X.

Definicia A.1l. Povieme, ze X, konverguju k X s pravdepodobnostou 1
(skoro vsade, silno), ak P(lim,_., X, = X) = 1. Pifeme X,, =% X.

Definicia A.2. Povieme, ze X, konverguji k X v pravdepodobnosti, ak
lim, oo P(| X, — X| < €) = 1 pre kazdy ¢ > 0. Pifeme X,, — X.

Definicia A.3. Nech X, mé distribuéni funkciu F,, a X mé distribuéna
funkciu F. Povieme, ze X,, konverguji k X v distribtcii (konverguju slabo),
ak lim,, . Fx, (z) = Fx(z) pre kazdé = také, ze Fx je spojitd v x. PiSeme
X, -4 X.

Vety A.1-4 st uvedené v rovnakom alebo podobnom zneni spolu s dékazmi
(pripadne s odkazmi na dokazy) v knihe Andél [1], dodatok B.

Veta A.1 (Cebysevova nerovnost). Nech redlna ndhodnd velicina X md
strednii hodnotu i a konecny rozptyl o*. Potom pre kaZdy € > 0 plati, Ze

02

PUX —p > < %
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Veta A.2 (Silng zdkon velkych cisel pre rovnako rozdelené ndhodné ve-
liciny). Nech Xi,...,X, siu nezdvislé rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny
s konecnou strednou hodnotou . Ak n — oo, potom % Sov o Xn — p s prav-
depodobnostou 1.

Veta A.3 je jednym z vyjadreni centrélnej limitnej vety (oznacujeme CLV)
pre veli¢iny s binomickym rozdelenim. Hovori, Ze pri velkom pocte nezavis-
Iych pokusov konverguje binomické rozdelenie k normalnemu v distribucii.

Veta A.3 (Moivreova-Laplaceova). Nech pre kazdé n > 1 je Y, ~ Bi(n,p),
kde p € (0,1). Potom

Y. —
lim P ”—npgx = ¢(x) z € R,
nee np (1 —p)

kde ¢(x) je distribucnd funkcia normovaného normdlneho rozdelenia N(0,1).

Veta A.4 (Cramérova-Sluckého). Nech X1, Xs, ... je postupnost ndhodnych
velicin s distribucngmi funkciami Fi, Fy, ..., nech I je distribucnd funkcia
a k konstanta. Nech F,, konverguju slabo k F. Nech pre postupnost ndhodnijch
velicin Y1, Ys, ... plati, Ze Y, k. Definujeme R, = X,, +Y,, S, = X,.Y,
a T, = X,/Y,, kde FE. FS a FT si po rade distribucné funkcie veli¢in
R,.,S, a T,. Potom FE(z) konverguji slabo k F(x — k). Ak k > 0, potom
F% konvergugi slabo k F(z/k) a FT konverguji slabo k F(kx).

A.2 Teoéria odhadov

Definicia A.4. Nech Xi,..., X, st nezavislé rovnako rozdelené nédhodné
veli¢iny z rozdelenia s distribu¢nou funkciou F'. Potom hovorime, zZe ide
o ndhodny vyber z tohto rozdelenia.

Chceme odhadnit nejaku charakteristiku rozdelenia Fp, na zéklade nadhod-
ného vyberu Xi,..., X,. Predpokladame, ze Fy, € F, kde F je mnozina
uvazovanych rozdeleni, ktoré nazyvame model (rodina). VSeobecne F =
{F@, fedC Rk}, kde # je neznamy parameter.

Definicia A.5. Bodovym odhadom 0, parametra 0y = t(Fp) rozumieme
Tubovolnt meratelnti funkciu dat 6, = T,,(Xi, ..., X,) € R¥, pre lubovolné
k e N.



Definicia A.6. Povieme, Ze 0, je nestranny odhad parametru 6, = t(Fo)
v modeli F, ak plati £0,, = 6y, VI, € F.

Definicia A.7. Povieme, 7e 6, je konzistentny odhad parametru 6, = t(Fp)
v modeli F, ak plati 6, 2 6,, VF, € F.

Definicia A.8. Interval B = (Cr(Xy,...,X,),Cu(X1,...,X,)) € R sa
nazyva intervalovy odhad parametru 0y = ¢(Fy) € R s pravdepodobnostou
pokrytia 1 — v € (0,1), prave ked Pg,(B 3 6p) = 1 — «. Intervalu B sa tiez
hovori interval spolahlivosti a 1 — o sa nazyva spolahlivost.

A.3 Teoria testovania hypotéz

Uvazujme nulova hypotézu Hy : F' € F a alternativu H;, : G € G, kde F
a G st dva disjunktné modely rozdeleni. Nech X = (Xj,..., X,,) je ndhodny
vektor.

Test hypotézy je dany testovacou Statistikou S(X) € R a kritickym obo-
rom C' € R. Pokial S(X) € C = zamietame H, v prospech H;, pokial
S(X) ¢ C' = nezamietame H,.

Pri testovani sa mozeme dopustit dvoch chyb: chyby 1. druhu, ked za-
mietneme H, aj napriek tomu, ze Hj plati a chyby 2. druhu, ked nezamiet-
neme H, napriek tomu, ze Hj neplati. Kvalitu testu potom posudzujeme
podla pravdepodobnosti, s ktorymi tieto dve mozné chyby nastani.

Definicia A.9. Nech o € (0,1) je dopredu stanovené ¢islo. Potom ¢islo
supper P(S(X) € C) = « sa nazyva hladina vyznamnosti testu (skratene
hladina testu). Pre priblizné testy (asymptotické) je ich hladina « priblizna
(asymptotickd) pre n — oo.

Definicia A.10. Nech P € G. Cislo 3(P) = P(S(X) € C) sa nazyva sila
testu proti alternative.

Definicia A.11. Test nazveme konzistentnym prave vtedy, ked G(P) > «
pre VP € G.

Definicia A.12. P-hodnotou p nazyvame najmensiu hladinu testu, pri kto-
rej este nezamietneme hypotézu Hy.

Tzn. ze ak je p < «, potom zamietame nulovi hypotézu H, na hladine
vyznamnosti .
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