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Uvod

Tato praca je clenena na Styri kapitoly, pricom tvoria dva celky.

Ulohou prvych troch kapitol je zaviest pojmy a odvodif ich zédkladné vlast-
nosti, ktoré budu potrebné v hlavnej casti mojej prace, v stvrtej kapitole.

V prvej kapitole si zavedieme vSeobecnu Strukturu, Banachov priestor funkcii
generovany svojou funkénou normou. K nemu pripojime asociovany priestor s
asociovanou normou a dualne vyjadrenie normy prvkov z asociovaného pries-
toru. Nakoniec uvedieme pre nasu pracu najpodstatnejsie pojmy — absolutnu
spojitost normy a slabé Lebesgueove priestory.

V druhej kapitole zadefinujeme distribu¢na funkciu a pomocou nej aj nerast-
lce prerovnanie, pricom pre oba pojmy uvedieme ich aplikaciu na jednoduché
funkcie. Tiez si rozvinieme zakladné vlastnosti tychto funkcii, ktoré predovset-
kym mapuji vztahy medzi pévodnymi funkciami a ich distribuénymi funkci-
ami, prip. nerastiicimi prerovnaniami.

Tretia kapitola navizuje na druht a venuje sa Hardyovej-Littlewoodovej ne-
rovnosti, ktora objastiuje zakladny vztah medzi sti¢inmi funkcii a stéinmi ich
nerasticich prerovnani.

Takmer vsetky dokazy v prvych troch kapitolach st vynechané a mézte ich
najst v publikacii Bennett, Sharpley [1], ktord je zarovenn hlavnym zdrojom
informacii, uvedenych v tomto celku.

Stvrta kapitola pozostava zo Styroch tvrdeni, ktoré prinagajt charakterizaciu
funkcii s absolutne spojitou normou v slabych Lebesgueovych priestoroch, ¢o
bolo hlavnym cielom tejto préce.



Kapitola 1

Banachov priestor funkcii

V tvodnej kapitole sa zozndmime s Banachovymi priestormi funkcii a ich za-
kladnymi vlastnostami, ktoré budeme potrebovat v tejto praci. Banachove
priestory funkcii s Banachove priestory pozostavajice z meratelnych funkcii,
v ktorych norma urcitym sposobom suvisi s mierou v priestore, na ktorom su
funkcie definované. Napriek tomu, Ze na$im cielom st slabé Lebesgueove pries-
tory, ktoré nie st Banachovymi priestormi funkcii, definované pojmy budua
davat zmysel aj pre ne.

Pre nasu pracu budeme potrebovat priestor s mierou, na ktorom buda defi-
nované funkcie, s ktorymi budeme pracovat. V dalSom texte ho budeme vzdy,
ak nepovieme inak, povazovat za o-koneény priestor s iplnou mierou.

Definicia 1.1.  Nech (R, u) je priestor s mierou taky, ako sme ho opisali
vyssie. Nech MT (R, u) (skratene M™) je podmnozina vSetkych u-meratel-
nych funkcii na R takych, Ze ich hodnoty lezia v [0,00]. Charakteristickt
funkciu p-meratelnej podmnoziny E priestoru R znacime xg. Hovorime, Ze
zobrazenie p : M™T — [0, 00] je Banachova funkénd norma (alebo jednoducho
funkénd norma), ak pre vsetky f, g, fn, n = 1,2,3,..., z M7, pre vietky
konstanty a > 0 a pre vSetky p-meratelné podmnoziny F priestoru R platia
nasledujtce vlastnosti:

(V1) p(f)=0 <« f=0psv., plaf)=ap(f),
) +

p(f+9) < p(f)+p(9);
(V2) 0<g<fusv. = plg) <p(f);
(V3) 0< ful fusv. = p(fa)lp(f);
(V4) w(E) <o = p(xe) < oo
(V5) wE) <o = : fdp < Crp(f);

pre nejakt konstantu Cg, 0 < Cp < oo, ktord zavisi na F a p, ale nezavisi

na f.

Ozna¢me M (R, ;1) mnozinu vSetkych p-meratelnych redlnych (alebo komplex-
nych) funkcii na R a Mg(R, u) tie z nich, ktoré st koneéné pu-s.v. Zapisy tychto
mnozin budeme skracovat na M a M. Tak ako zvyc€ajne, namiesto funkcii
pracujeme z triedami funkcii, pricom jedna trieda zahtna funkcie, ktoré sa
navzajom liSia len na mnozine miery nula.

Definicia 1.2. Nech p je funkéna norma. Subor X = X(p) vSetkych
funkcii z M, pre ktoré plati p(|h|) < oo, nazyvame Banachov priestor funkcit
a pre f € X definujeme

1£1lx = p(l£])-
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Definicia 1.3. Nech p je funkénd norma, jej asociovand norma p’ je zob-
razenie definované na M™ predpisom

p’(g):sup{/ngdu:fEMJ“,p(f)gl}, pre g € M™. (1.1)

Tvrdenie 1.4.  Nech p je funkénd norma, potom jej asociovand norma p'
je tiez funkénd norma.

Definicia 1.5. Nech p je funkéna norma, X = X (p) je Banachov priestor
funkcii uréeny p (ako v Definicii 1.2) a p’ je asociovana norma p. Banachov
priestor funkcii X (p’) uréeny p’ nazyvame asociovany priestor k X a znacime

X'

Poznamka 1.6. 7 definicie asociovanej normy a definicie Banachovho pries-
toru funkcii plynie, Ze norma funkcie g v asociovanom priestore X’ je dana

lgllx- = sup /R Faldp: £ e X, |fllx < 1. (1.2)

Pozndamka 1.7.  Plati tvrdenie, ze kazdy Banachov priestor funkcii X je
zhodny s jeho druhym asociovanym priestorom X”. Teda, ze f patri do X
prave vtedy, ak patri do X" a plati

If1lx = £l x.

Toto tvrdenie nie je jednoduché dokézat, ale ndvod mézme néjst v Bennett,
Sharpley [1] s. 10.

Posledn vlastnost abstraktnych Banachovych priestorov funkcii, ktor si za-
vedieme bude absolutna spojitost normy. Pri tom budeme pouzivat {E, }2° ,
postupnost j-meratelnych podmnozin R. Dalej pouzijeme zapis E, — 0 u-
s.v., ak charakteristicka funkcia y g, konverguje bodovo k 0 p-s.v. Nie je tazké
vidiet, ze E,, — () u-s.v. prave vtedy, ak limes superior

limsup F,, = ﬁ [j E,

n— 00
m=1ln=m

postupnosti {£,,} je mnozina miery nula.

Definicia 1.8.  Hovorime, ze funkcia f v Banachovom priestore funkcii X
ma absolitne spojiti normu v X, ak || fxg, || — 0 pre kazda postupnost mno-
7in {E,}°°, spliiajicu E, — 0 p-s.v. Mnozinu vietkych funkcii s absoltitne
spojitou normou znac¢ime X,. Ak X = X, hovorime, Ze priestor X md abso-
lutne spojitu normu.
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Na zéaver tejto kapitoly zadefinujeme priestory, ktorym sa budeme venovat v
hlavnej Casti tejto prace — slabé Lebesgueove priestory.

Definicia 1.9.  Slaby Lebesgueov priestor LP(R, ) znac¢ime LP*°(R, ) a
pre p € [1,00) definujeme

LI (R ) = {f € MR ) [flpoe = sup Au({1f] > AN7 < oo}

Pozndmka 1.10. Ked bude zrejmé, o ktory priestor s mierou sa jedna, bu-
deme pisat LP°° namiesto LP"*°(R, p).

Pozndmka 1.11.  ,Norma“ |- || 00, pomocou ktorej sme definovali slaby Le-
besgueov priestor LP>°>° (znadime tiez || - [|Lr. ), nie je v skuto¢nosti norma.
Pre zaujimavost, pre p > 1, v priestore L”*> je ,norma“ || - ||, ekviva-
lentna norme (tentoraz uz skutoénej norme) | - ||(p,o0), priCom priestor L'
uz ekvivalentne normovatelny nie je. V tejto kapitole sme zadefinovali pojmy
pre Banachove priestory funkcii. Slabé Lebesgueove priestory nie st Bana-
chovymi priestormi funkcii, napriek tomu pojmy ako asociovany priestor a
absolttna spojitost normy maju pre ne zmysel, pretoze sposob akym ,norma“
| - || Lp.>= generuje priestor LP>*>° je rovnaky (funkcia do neho patri ak je jeho
norma kone¢nd), akym generuju funkéné normy svoje Banachove priestory
funkcii. Pre jednoduchost budeme v dalSom texte itvodzovky vynechévat.



Kapitola 2

Distribu¢na funkcia a nerastiice prerovnanie

V tejto kapitole zadefinujeme distribucné funkcie a pomocou nich nerastice
prerovnanie. Slovo prerovnanie ndm moze davat zmysel napriklad pre ko-
necné postupnosti, ked prerovnanim myslime novt postupnost, ktora vznikla
permutaciou poradia ¢lenov povodnej postupnosti. Podobny pojem potrebu-
jeme zadefinovat pre funkcie, ktoré st dané na vSeobecnom priestore s mie-
rou. Vytvorime ho tak, aby distribu¢na funkcia funkcie po prerovnani bola
zhodnéa s distribu¢nou funkciou poévodnej funkcie. Teda aby funkcie boli su-
meratelné, pricom tento pojem bude davat zmysel aj medzi funkciami defino-
vanymi na réznych priestoroch.

Nech (R, i) znaci, ako v predoslom, o-kone¢ny priestor s iplnou mierou.

Definicia 2.1.  Pre funkciu f € My(R, p) definujeme jej distribucni funk-
ciu predpisom:

prQA) = p({z € R[f(2)[ > A}), A el0,00).

Distribu¢né funkcia py popisuje mieru troviiovych mnozin funkcie f, pricom
zavisi len na absolatnej hodnote |f| a jej hodnoty mozu zahriiovat aj hodnotu
+00.

Definicia 2.2. Nech f € My(R, ) a g € Mo(S, p). Hovorime, Ze funkcie f
a g st sumeratelné, ak j1r(X\) = py(A) pre vsetky A > 0, ¢ize ak maja rovnaka
distribu¢na funkciu.

Tvrdenie 2.3.  Predpokladajme, Ze f, g a fn, (n = 1,2,...), patria do
Mo(R, 1) a o je nenulové redlne cislo. Potom distribucnd funkcia py je ne-
zdpornd, nerastica, zprava spojitd a dalej plati

(@) gl <|fl p-sv. = pg < py;

. A
(i1) paf(N) = py (m) , pre A > 0;

(48) prprg(M + A2) < pp(M) +pg(A2),  pre Adig > 0;
(tv) |f] <liminf|f,| p-s.v. = pp <liminfpuy,

a specidlne, o 11f] pso. = lug| 1 lugl:

Priklad 2.4. Bude uzito¢né vyjadrit distribu¢na funkciu nezapornej jed-
noduchej funkcie. Nech

f(x) = ZanEj (LL‘),
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kde E; st po dvoch disjunktné podmnoZiny R kone¢nej miery a a; > as >
-+ > a, > 0. Potom dostdvame predpis distribu¢nej funkcie ;5 funkcie f:

n J
pp(A) = ijx(aj+1»aj)('r)’ kde m; = ZU(EZ)
=1 i=1

a an+1 je definované ako nula.

Definicia 2.5. Nech f € My(R, i), potom nerasticim prerovnanim f na-
zyvame funkciu f* definovani na [0, 00) predpisom

fr(t) ==1nf{\ > 0, us(N) < t}, pre t > 0. (2.1)

Poznamka 2.6. Nerastice prerovnanie f* je nie¢o ako ,zovSeobecnend in-
verzia k p¢“. V pripadoch ked 5 je ostro klesajica a spojita plati f* = ,u;l.
Funkcia f* je definovana na nezapornych realnych ¢islach, pricom ak je pries-
tor (R, p) koneény, plati f*(¢) = 0 pre vSetky ¢t > p(R). Vsimnime si, ze ak
pre vSeobecnu f vytvorime jej distribuénu funkciu py, a potom vytvorime v,
distribu¢nt funkciu k pf (v je klasickd Lebesgueova miera), dostaneme presne
nerastice prerovnanie f*. To je priamym doésledkom rovnosti

f5(@t) = sup{\, pur(N) >t} = vy, (1), pre t > 0, (2.2)

ktora plynie z definicie distribu¢nej funkcie, nerastiiceho prerovnania a faktu,
Ze py je nerastica funkcia.

S nerastiicim prerovnanim sme ziskali silny nastroj, pretoze napriek tomu, ze
moze byt nerastiice prerovnanie oproti povodnej funkcii silne zjednodusené
(je definované na nezapornych redlnych éislach, kde sa bude pravdepodobne
lepsie pracovat ako na vSeobecnom priestore (R, 1)), stdle ndm, ako uvidime
dalej, poskytuje o povodnej funkcii dostatok informécii. Odvodme si niektoré
jeho vlastnosti, ale predtym este uvedme dva priklady.

Priklady 2.7. (a) Vyjadrime tvar nerasticeho prerovnania jednoduchej
funkcie f z Prikladu 2.4. Podla (2.1) a tvaru funkcie f mo6zme vidiet, ze
f*(@t) = 0, ak t > m,. Dalej, ak m,, >t > m,_1, potom f*(t) = a,, ak
Mp—1 >t > my_o, potom f*(t) = a,_1, a tak dalej. Podla toho mame

f*(t) = Za'jX[Mj_l,mj)(t)a pre t 2 07
j=1

kde mg = 0. V tomto pripade sme si funkciu vyjadrili pomocou ,zvislych
blokov*.
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(b) Niekedy je uzito¢nejsie rozdelit funkciu na ,vodorovné bloky“ namiesto
zvislych. TakzZe jednoduchu funkciu z prikladu 2.4. mézme zapisat v tvare

z) = bixn,(z), (2.3)
k=1

kde koeficienty by st kladné, mnoziny Fj maji konecni mieru a vytvaraja
postupnost Fy C Fy C --- C F,,. Porovnanie s Prikladom 2.4. ukazuje, Ze

b, = ap, — ap+1, Fk:UEj, prek=1,2,....n
Takze vyjadrenim dostaneme

= Z Dk X[0,1(f1))- (2.4)
k=1

Tvrdenie 2.7.  Predpokladajme, Ze f, g a f,, (n = 1,2,...), patria do
Mo(R, 1) a a je lubovolné redlne cislo. Nerastice prerovnanie f* je nezd-
pornd, nerastica, zprava spojitd funkcia na [0,00). Dalej plati

(@) gl <|fl p-sv. = g*"<f%

(i) (af)” =lalf*;

(i13) (f+9)"(t1 +t2) < f*(t1) + 9" (t2), pre ti2 > 0;
(

i) |f] <liminf|f,|p-s.v. = f* <liminf f

$pecidlne, |fn| T |f| p-sv. = fr1f%;

() [ urN) <A, prepup(N) < oo;
(vi) pe(f (1) <t pre f*(t) < oo;
(vit) f a f*su sumeratelné;
(vied) (| f[7)" = (f7), pre p € (0,00).

Poznamka 2.8. Kedze podla predchadzajiceho tvrdenia je funkcia f su-
meratelnd so svojim nerasticim prerovanim f*, bude f € LP**°(R, u) prave
vtedy, ak bude f* € LP**°([0,00),v). Tento fakt plynie priamo z definicie
slabych Lebesgueho priestorov.



Kapitola 3

Hardyova-Littlewoodova nerovnost

V tejto kapitole uvedieme nerovnost, ktora je vysledkom prace G. H. Hardyho
a J. E. Littlewooda. Tato integralna nerovnost popisuje zékladny vztah medzi
suéinmi funkcii a stiéinmi ich nerasttcich prerovnani, a preto sa nam v dalsej
¢asti urcite zide. Tato nerovnost je zovSeobecnenim elementérnej nerovnosti

n n
k%
Jj=1 Jj=1

kde (ay,as9,...,a,) a (by,ba,...,b,) st koneéné postupnosti nezapornych re-
dlnych ¢isel a {a}}7_; je postupnost prvkov a; usporiadanych zostupne (po-
dobne {b7}7_;). Inymi slovami, suma nadobudne svoje maximum ak st obe

postupnosti usporiadané rovnako. Za¢nime pomocnym tvrdenim.

Lemma 3.1.  Nech g je nezdpornd jednoduchd funkcia na (R, p) a nech E
je lubovolnad p-meratelnd podmnozina R. Potom

/EngS/OM(E)g*(S)dS- (3.1)

Veta 3.2 (Hardy & Littlewood)  Nech f a g patria do Mo(R, 1), potom

/R ol dp < / F*(5)g(s) ds. (3.2)

Pri integrovani sa moze stat, Zze nebudeme potrebovat integrovaft cez cely pries-
tor, a tak uvedme este tvrdenie, v ktorom sa integruje na mnozine konecénej
miery. Tym ziskame tvar, ktory neskor pouzijeme. Dokaz ziskame jednodu-
chou modifikaciou poévodného dokazu.

Tvrdenie 3.3 Nech f a g patria do My(R, n) a A je podmnozina R tak,
zZe u(A) < a pre nejaké kladné redlné ¢islo a. Potom

/ Faldp < / " ()" (s) ds. (3.3)
A 0

Dokaz. Kedze f* a ¢g* zavisia len na absolutnych hodnotach f a g, staci
tvrdenie dokézaf pre nezaporné funkcie f a g. Dokonca, staci dokazovat pre f
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a g jednoduché, pretoze potom staci pouzit vlastnost (iv) z Tvrdenia 2.7. a
Leviho vetu. TakZe v tomto pripade, mézme pisat

flz) = Z ajxe, (),

kde By C E; C --- C Epyaa; >0, pre j =1,2,...,m (ako v 2.3). Takze
podla 2.4 plati

£ =D ajxpouey ).
j=1

A nakoniec podla Lemmy 3.1. mame

m

m n(E;NA)
/\fg!duzzaj/ gduézaj/ g (s)ds
A NA 0

j=1 B j=1

:/ > aiXo,u(E,04))(5)g" (5) ds
0

j=1

=/ Zan[o,u(Eij))(S)g*(S) ds
0

j=1

5/0 ;%X[o,u(Ej))(S)g*(S) ds:/o F*(s)g* (s) ds. O

Doékaz tohto tvrdenia je jednoduchou modifikaciou dékazu Hardyovej-Little-
woodovej nerovnosti, ktory je uvedeny v Bennett, Sharpley [1].

Pozndmka 8.4. Dalsim okamzitym désledkom Hardyovej-Littlewoodovej ne-
rovnosti je

/ faldp < / " ()97 (s) ds, (3.4)
A 0

pre kazdu funkciu g definovani na A a stimeratelnt s g.



Kapitola 4

Charakterizacia funkcii s absoltne spojitou
normou na slabom Lebesgueovom priestore

Tak ako to uz byva, niektoré definicie st krajne nepraktické. Vlastnost absol-
utnej spojitosti normy je medzi nimi, ¢o je motivaciou na vznik jednoduchsej
charakterizacie, pomocou ktorej by sme mohli rozhodnut, ¢i dand funkcia mé
alebo nemad absolttne spojiti normu. Ako vhodny nastroj sa pontuka nerastiice
prerovnanie, ktoré zachovava mieru troviiovych mnozin, ale pracuje sa s nim
omnoho jednoduchsie. Podla definicie (1.7.) mame overit, Ze pre kazda postup-
nost mnozin { £, }°°, (pre vietky n je E,, C R) splitajicu E,, — () u-s.v. plati
lfxE,|lpcc — 0. Ak ¢iselnd postupnost p(E,) konverguje k nule, moze byt
problémom, ak hodnoty funkcie f na FE, dosahuja ,rychlo“ vysoké hodnoty,
¢iZze néas zaujima okolie nuly nerastticeho prerovnania f*. Lenze E,, — () pu-s.v.
nemusi vzdy znamenaf, Zze miera ¢lenov tejto postupnosti konverguje k nule.
Tiato podmienku spliia aj postupnost mnozin, ktorej prvky tvoria doplnok
ku guli, ktorej polomer rastie. Tento popis slazi len pre predstavu, pretoze
vo vSeobecnom priestore s mierou (R, ) vobec nemusime mat k dispoziciu
metriku, a teda hovorif o nejakej guli ¢i dokonca jej polomere nemusi mat
zmysel. Predstava je vSak jasnad a z nej je zrejmé, Ze nas na nerastiicom pre-
rovnani f* bude zaujimat okolie nekone¢na. Dalsou dobrou myslienkou je, Ze

pre dany priestor LP*° je funkcia s nerasticim prerovnanim f*(x) = #
v urc¢itom zmysle hrani¢nou, pretoze pre takuto funkciu sa suprémum v de-
finicii normy || - ||p,.c nadobtida vSade a je konstantne rovné jednotke. Takze

nasou hypotézou je, ze funkcia f bude mat absolitne spojiti normu prave
vtedy, ak na okoli nuly resp. nekone¢na bude jej nerasttice prerovnanie rast
pomalsie resp. klesat rychlejsie. V re¢i Landanovych smybolov

f (I’) _O(Il/p), prex—>0,
. 1
f(x) :O(W)’ pre x — oo.

Podme tato hypotézu dokézat. Zaéneme nutnostou podmienky.

Veta 4.1.  Nech f je lubovolnd funkcia z Mo(R, u) N LP*>°(R, ) s absolutne
spojitou normou. Potom plati

Hm f*(t)tr = 0.

t—04

Doékaz. Definujme postupnost mnozin {E,}>° ; predpisom F,, := {z € R :
|f(x)] > n} a pomocou E,, postupnost {¢,}°°; nezdpornych redlnych ¢isel
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tak, ze t, = pu(F,). Kedze f € LP*°, musi platit E,, — 0 p-s.v. a t, — 0.
Podme dokazovat:

0= lim |[fxm,|Lr= (4.1a)
= lim sup Mu({|fxm,|> )7 (4.1b)

=0 < A<o

= lim sup Av({f"Xx@0,4,) > A})

=0 <A< oo

= m sup A({f*X(0a) > A)

=00 p<A<oo

= lim sup A({f" > A})r.

=00 pA<oo

S I=

(4.1¢)

=
—~
=~
—_
Sy
~—

S =
—~
=
[a—
Q]

N—

Vysvetlime si jednotlivé kroky podrobnejsie:

(4.1a) Kedze f ma absolutne spojitit normu, podla definicie E,, — 0 u-s.v.
rovnost plati.

(4.1b) Rozpisali sme definiciu normy || - || Lp.cc.

(4.1¢) V tomto kroku sme presli ku klasickej Lebesgueovej miere v a k neras-
ticemu prerovnaniu f*. Pri¢om rovnost nastava, pretoZe

(4.1ca) pre vsetky A < n sa oba vyrazy v supréme rovnaji )\,U,(En)%
(4.1c¢b) a pre vSetky A > n sa rovnaja Au({|f| > )\})%

(4.1d) PodIa (4.1ca) je pre vsetky A < n vyraz v({f*xo4,) > )\})% kon-
stantny, a teda cely vyraz v supréme rastie spolu s A\. Tym padom
takymto zmensenim definicného oboru supréma sa jeho hodnota ne-
zmeni.

(4.1e) Vieme, ze A > n. Nech z € {f* > A}, potom X(0,)(z) =1, a teda x €
{f*X(0,t,) > A}. Opacna inkluzia je zrejma. Takze miery spominanych
mnozin sa rovnaju.

Oznac¢me ty := v({f* > A}) a pokracujme

1 1
lim sup Av({f">A})» = lim sup A} (4.1f)
N0 p<A<oo N0 n<A<oo
1
> lim  sup f*(t\)t} (4.1g)
N0 n<A<oo
= limsup f*(t))t]. (4.1h)
A— 00

(4.1f) Vyuzili sme prave zavedené oznacenie.

(4.1g) Funkcia f* je nerastiica a zprava spojita, takze sme pouzili nerovnost
fr(ta) <A

(4.1h) Definicia limes superior.

1
Zistili sme, Ze limsup,_, f*(tk)tf je zhora ohraniceny nulou. Lenze limes
inferior z toho istého vyrazu je nezdporny, kedze samotny vyraz je vzdy ne-
zaporny. Takze tieto dve hodnoty si obe rovné nule a dostavame existenciu
limity, ktoré je pochopitelne tiez rovné nule.
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V poslednom kroku uz len prevedieme substitiiciu a ziskame dokazované tvr-
denie: ) )
0= lim fr0t: = lim f*(E)t]. O
— 00

ta—04

Veta 4.2.  Nech f je lubovolnd funkcia z Mo(R, u) N LP*>°(R, ) s absolutne
spojitou normou. Potom plati

m f*(t)tr = 0.

t—o00

Doékaz. Definujme postupnost mnozin {E,}>>, predpisom E, = {z €
R : |f(z)| < 1/n}. Kedze f € LP>, plati E, — () pu-s.v. Dalej definujme
postupnost {s,}>° ; nezdpornych redlnych ¢isel tak, ze s, = u(|f| > 1/n).
Tato postupnost je neklesajica, pretoze u(|f| >1/n) = v(f*>1/n) a f*
je nerastica. Ak by bola ohranicena, bola by f* od nejakého bodu nulova,
a teda by tvrdenie platilo trividlne. Nech naopak nie je ohrani¢ena. Podme
dokazovat:

0= lim [[fxg,||Ls > (4.2a)
= lm sup Au({fxp,| > AP (4.20)
N0 0< A< o0
— lim  sup A({f*X(s,00) > AD7 (4.2¢)
N0 <A<
= lim sup A/({f"X(s,,00) > )\})% (4.2d)
n—00 g xel
= limsup A\v({ f*X(s,,00) > )\})% (4.2¢)
)\H0+

Vysvetlime si jednotlivé kroky:
(4.2a) Podobne ako v predoslom dokaze vyuzivame predpoklad, ktory nam
spolu s E,, — () u-s.v. dava rovnost.
(4.2b) Rozpisali sme definiciu normy || - || Lp.c-
(4.2¢) V tomto kroku sme vykonali prechod k nerastiicemu prerovnaniu f*.
Pri¢om rovnost nastava, pretoze:
(4.2ca) Prevsetky A > 1/n st mnoziny {f*x (s, ,00) > A} a {|fxE,.| > A}
prazdne.
(4.2¢b) Pre A < 1/n je to zlozitejsie. Mnozina {|fxg,| > A} je mno-
zina prvkov z priestoru R, pre ktoré plati A < |f(z)| < 1/n.
Mnozina { f*X(s,,0c) > A} je mnozina nezapornych realnych ¢i-
sel y takych, ze A < f*(y) < f*(s,). Vieme, Ze f a f* sa st-
meratelné, a teda rozdiel velkosti tychto mnozin, v prislusnych
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mierach je v({f*(sn) < f* < 1/n}). Lenze s, sme si defino-
vali tak, aby platilo s,, = p(|f| > 1/n) = v(f* > 1/n), a teda
v({f*(sn) < f* <1/n})=0.

(4.2d) Ako sme videli v (4.2ca), na mnozine {\ > 1/n} je vyraz v supréme,
ktory je vzdy nezaporny, nulovy, a teda vypustenim tejto mnoziny z de-
finicného oboru supréma sa hodnota supréma nezmeni.

(4.2¢) Definicia limes superior.

Podobne ako v predoslom dokaze nam z toho, Ze limes superior z nezaporného
vyrazu je nekladné c¢islo vyplyva, ze limita existuje a je nulova. Pokracujme

0= lim A({f"X(s,000 > AP = lim Av({f* > A})7.
A—>O+ A—>O+
Poslednti rovnost dokézeme osobitne. Odhadnime rozdiel vyrazov vo vnuri
limit
AV "X (sn,00) > ANP = A({f" > A})7| =
= Av{f X(sni00) > AD)? —v{f7 > A7 | = Asp — 0,

pre A iduce k 0 zprava.
Rovnost plati a moézme pokracovat

B

)\li%l_,_ Av({fF> A} = )\ILI&_ At (4.2f)
> lim f(t] (4.29)

)\HO_Q_
= lim frtty. (4.2h)

A—00

(4.2f) Znacenie z predoslého dokazu.

(4.2g) Analogicky ako v minulom dokaze, kedze funkcia f* je nerastica a
zprava spojita, plati nerovnost f*(ty) < A

(4.2h) A na zaver substitucia v argumente limity. [

Postacujucost podmienky je trochu zlozitejsia, a tak si najprv dokdzeme, Ze z
platnosti limit plynie, Ze f* méa absolitne spojiti normu a odtial potom, Ze
to isté tvrdenie plati aj pre f.

Veta 4.3.  Nech f je lubovolnd funkcia z My(R,pn) N LP>°(R, ) a nech
platia limity
1 1
lim f*(t)tr =0 a lim f*(¢t)t» =0.

t—04 t—oo

Potom nerastice prerovnanie f* md absolutne spojiti normu.

Dokaz. Nech E, je Iubovolna postupnost mnozZin taka, ze E, — () v-s.v.

Zvolme ¢ > 0 Iubovolné a ukazme, Ze ||f*xE,||Lr. < € pre n dostatocne
velké.
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Podla predpokladov vieme, Ze

36, >0 f*(t)tr

N

, pre t € (0,01);

365 >0 f*(t)tr

AN
N M| ™

, pre t € (d2,00).

Bez ujmy na vSeobecnosti (BUNV) predpokladajme, ze §; < d2. Podme od-
hadovat

T =

| f*xE,|lLre = sup Av({f*xE, > A})

0<A<o0
=max{ sup A{f'xg, > )\})%, sup -+, sup
f*(61)<A<o0 Fr(62) <A< f*(01) 0<ALf*(62)
Pouzili sme definiciu normy || - ||zr.~ a definiény obor supréma sme rozdelili

na tri oblasti. Ak bude suprémum cez kazdu z tychto troch mnozin ohranicené
€, potom aj suprémum cez ich zjednotenie bude ohranicené £ a dostaneme to,
¢o sme chceli dokézat.

1. XA € (f*(61),00): Plati

sup  A({f*xp, >ANF < sup A({fF>AD)F <e.
F*(81)<A<oo f*(01)<A<0

Prva nerovnost je jednoduché, ale vysvetlime si podrobnejsie druhti nerovnost.
Zafixujme A. Ak existuje t tak, ze f*(t) = A, potom je t < 1, a plati

M({f* > A7 = fr(t)tr <

Do | ™

Pri prechode k suprému sa nam sice ostra nerovnost moze zmenit na neostri,
ale to nevadi, pretoze 5 < €. Nech naopak také ¢ neexistuje (ide o ,schod®).
Oznacme

Mo({f* > ADF = A5 < A7 = lim f(8)t7 <.

Posledné nerovnost naozaj plati, pretoze ak sa limitne blizim k ¢ zlava, potom
jet <t <41, ateda vyraz v limite je vzdy mensi ako 5. Limitnym prechodom
dostanem opit neostri nerovnost, ale podobne ako vysSie uz len pouzijem
s <e.

2

2. A € (0, f*(d2)): Pokracujme druhou oblastou

T =

sup A({f*xm, >ADF < sup M({fF>A}F <e.
0<AL f*(d2) 0<AL f*(d2)
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Postupujeme podobne ako v predchadzajicom pripade. Ak existuje t tak, ze
f*(t) = A, potom je t > 2, a plati

MW > AP = Fr e < <.

Prechodom k suprému dostaneme neostrii nerovnost a 5 odhadneme €. Nech
naopak také ¢ neexistuje (opéf ide o ,schod“). Oznacme

t:=sup{t, f*(t) > A},
A= lim f*(¢).

t—t_
Z vlastnosti nerastticeho prerovnania mame f*(d2) > A>Xat>dy, ateda

M > A)F = \iF < M7 = lim f*(t)tF <

t—t_

L\DI(*)

PretoZe pre t dostato¢ne blizko # je t > J, a teda f*(t)t% <s.

3. N € [f*(d2), f*(61)]: V tejto mnozine uz nemame problém so ziadnou ,sin-
gularitou®, a tak tvrdenie nie je tazké dokazat. Pozrime sa na to:

1 * * 1
sup M{fxE, > Ay < sup f v f xe, > A7,
Fr(02) <AL f*(d1) Fr(02) <AL f*(d1)

V tomto kroku sme odhadli A\ najviiéSou moznou hodnotou. V dalsom kroku
vyuzijeme jednu zo zékladnych vlastnosti miery, ktort si tu pre kompletnost
uvedieme.

Tvrdenie 4.4. (veticka z miery) Nech (X,S,u) je priestor s mierou.
Magme postupnost mnozin {Ag}3e,, pricom A, € S; Ay D Ay D - a
(A1) < oo. Potom plati

1 (ﬂ Ak> = lilgn,u(Ak).
k

V nasom pripade budt mnoziny Ay, predstavovat mnoziny |J- , E, N (0, d2).
Ukazme, ze oba predpoklady veticky st splnené

U E.n(0,6) c | J Enn(0,62),  previetky k €N
n=k-+1 n==k

1% <[OJ En N (0,52)) S I/((O,(SQ)) < oQ.

n=1
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Kedze E, — (0 p-s.v., je zrejmé, ze aj E, N (0,03) — 0 p-s.v. Pouzijeme
definiciu tejto konvergencie a aplikujeme veticku

0=v(() JEn(0,6)) = Jim ( U Enn(0,62)) > Jim (1 (0,62)).
k=1n=k n==k

Dokéazali sme, Ze miera mnozin F,, ktoré st podmnozinou mnoziny konecnej
miery, v nasom pripade interval (0, d3), konverguje k 0. Takze existuje ng tak,
ze pre vSetky n > ng plati

V(E, N(0,82)) < <f*(661))p.

Pokracujme poslednym krokom

T =

sup  fH(6)v({f xE, > A7 <
Fr(02) <AL f*(671)
< sup SO xm, > F6)D7 (4.30)
f*(02) <AL f*(61)
= 00 xm, > [F(02)})7 (4.3b)
< (1) (En N (0,8:))7 < e. (4.3¢)

(4.3a) Odhad plati, pretoze miera mnoziny {f*xg, > A} sa so zmensujicim
sa A zvicsuje alebo nanajvys nemeni.

(4.3b) Suprémum moézme vynechat, pretoze vyraz vo vnatri uz nezavisi na \.

(4.3¢) Prvéa nerovnost nastéva, pretoze ak redlne ¢islo x > 0 patri do mno-
ziny {f*xg, > f*(02)}, potom musi x patrif do E, a zaroven musi
byt f*(z) > f*(d2). KedZe f* je nerastica funkcia, druhd podmienka
je ekvivalentna tomu, Zze x je mensie ako do, a teda dokopy, = patri
do mnoziny FE, N (0,ds). Posledny odhad plati pre vSetky n > ng.

Zhrnutim vsetkych troch krokov dostavame, ze pre vsetky n > ng je

||f*XEn||LP,oo < €. O

Na zaver nas caka posledny krok, a to uzavretie kruhu implikacii navratom k
absolutnej spojitosti funkcie f.

Veta 4.5.  Nech f je lubovolnd funkcia z My(R, ) N LP>°(R, ). Ak ma
jej nerastuce prerovnanie f* absolitne spojiti normu, ma absolitne spojiti
normu aj samotnd funkcia f.

Dokaz. Vezmime Iubovolnt postupnost mnozin E,, taku, ze E,, — 0 p-s.v.
V prvom kroku vyrobime rozklad tychto mnozin a pomocou tohto rozkladu
dokazeme, ze || fxEg, || Lr.-- konverguje k nule.

n |
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KONSTRUKCIA ROZKLADU: Definujme pomocné tiroviiové mnoziny v pries-Jj
tore (R, )

Higpy :={z e R: [7(b) <|f(@)] < [ (a)},  pre0<a<b<oo,

pri¢om hodnotami f*(0) a f*(oco) sa myslia limity lim;_.o f*(¢) a lim;_,~ f*(t).
Plati lim;—, o f*(t) = 0, pretoze f € LP°°. Vsimnime si, Ze pre vSetky b < oo
je u(Hq,p)) < oo. Opak by bol v spore s predpokladom f € LP°°.

Na mnozinach konec¢nej miery splyva konvergencia k prazdnej mnozine s kon-
vergenciou v miere k nule (Tvrdenie 4.4.). TakZe pre vSeobecny interval (k —
1, k) mozme odhadnut

k
(\V/E > k)(EInkg)(Vn > nkg) : M(H(k—l,k) N En) < K_?’, (44@)

pricom za ngy budeme vzdy brat najmensie vyhovujuce ¢islo.

Postupnost nx, je v premennej £ neklesajtca, pretoze ju(H—1 )N Ey,) — 0 pre
n — oo. Nech je k pevné. BUNV mozme predpokladat, ze limy_, o ngs = oo.
Inak by muselo platit H_1 ) N E, = () od nejakého n. V tom pripade by
sme kazdy c¢len postupnosti nge porovnali s ¢ a ak by bolo ¢ vicsie, tak by
sme nim tento ¢len postupnosti nahradili. Tym by sme ziskali nova postup-
nost ne, ktora by spliiala nerovnosti (4.4a) a navyse by rastla do nekoneéna
s rastacim /.

Definujme ny := max{nig, nag, ..., }. Kedze limy_, o nge = 0o a postupnost
nge je v premennej ¢ neklesajuca, je aj postupnost n, neklesajica a plati
limy_, o n¢ = 00. Dalej pre vietky n > ny, plati

¢ ¢
pHon 0 B = Yl n B <Y &= TH0 )
k=1 k=1

Vyuzili sme len fakt, Ze miera zjednotenia disjunktnych mnozin je rovna suctu
ich mier a kolekciu nerovnosti (4.4a).
Vezmime pevné n > ni! a preni definujme ¢, tak, Ze plati n,, < n < ng_ 1.
KedZe ny tvori neklesajiucu postupnost, ¢, je dobre definované. Z definicie
nam vyplyva platnost limit

lim ¢, =00 a lim n = oo.
n— 00 £y —00

Teraz prejdime k samotnej definicii rozkladu mnoziny FE,,

F,:=FE,N H(Oln)?

G, : = E,\F,.
Tento rozklad je uz z definicie disjunktny a navyse plati
lim p(F,) = lim p(Fy) = lim u(E, N Hgy ) < lim 201 g
im n) = lim n) = lim n im =
n—>OOH ﬁn—>c><>’u En—>o<>’u (0,6n) £, —00 2€%

1Pre n < n1 nemame definovany rozklad, ale ani ndm ho netreba, pretoZe nas zaujimaji
len ,,velké“ n.
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V prvom kroku sme vymenili argument n za £,,. Tento krok je korektny, vdaka
tomu, ze n — oo prave vtedy, ked ¢, — oo. To plati vdaka definicii 4,
konkrétne kvoli nerovnostiam n,, <n <ng, 1. Dalej sme rozpisali F}, podla
definicie a pouzili (4.4b).

Mnozina G,, mé tiez peknu vlastnost. Ak zafixujeme n, kazdy prvok z G,, bude
mimo mnoziny H ¢, ). To znamena, Ze hodnoty funkcie f na G,, nepresiahnu
f*(£,). Tato hodnota navyse s rasticim n klesd k 0, pretoze f € LP>°. To
znamend, ze funkcia f konverguje na G,, rovnomerne k nule

reG,=z¢ Hog,) = su(I;) |f(x)| < f*(ln) = hm SucI:) |f(x)] = 0.
reGy o ze

HLAVNA CAST: Zvolme € > 0 Iubovolné. Zafixujme najprv n. Prefi mame
¢,, podla vyssie uvedenej definicie. Rozpisme definiciu odhadovaného vyrazu

1
[fxE, |l = sup Au({|fxe,| > A})?
0<A<o0

=max{ sup ..., sup ...}
0<ALf* (4n) f*(n)<A<o0
V poslednom kroku sme rozdelili defini¢ny obor supréma na dve oblasti, pri-
¢om v dalsom slede bude nasim cielom odhadnit pomocou e supréma cez obe
tieto oblasti. Tieto odhady ndm staci previest pre dostato¢ne velké n.

1. Odhad pre A € [f*({},),00): Zacnime

1 1
sup  Mu({lfxm.| > AP = sup  Au({|fxr.| > A})7 (4.4c)
fr(fn)<A<oo f*(£n)<A<o0
< sup Au({[fxr.| > Ab)P (4.4d)
0<A<oo
= [ fxF. e (4.4e)

Vysvetlime si jednotlivé kroky:

(4.4c) Pre A € [f*(¢n),00) sa hodnoty u({|fxe,| > A}) a u({|fxr,| > A})
rovnaju, pretoze skiimame tie body mnoziny E,,, v ktorych je hodnota
f vicsia ako f*(£,), a teda tie, ktoré patria mnozine Hg ), Cize aj
Fn.
alebo nanajvys ostat rovnaka.

(4.4¢) Pouzili sme definiciu normy || - || r.c -

V dalsom vyuzijeme predpoklad f* € (LP-*°),, podla ktorého existuje a > 0
tak, ze || fX(0,0)||Lr- < €. Dalej kedZe p(F,) konverguje k 0, existuje index 7
taky, Ze pre vSetky n > 7 je u(F,) < a. Teraz mézme pokracovat v odhadovani

1fxF, e = sup /Ifgldu

HgH(LP 00)/<1

|9H(LP oo)/<1 /

= ||f* X(o,a)HLPvOO <g,
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pricom sme pouzili dvakrat dualne vyjadrenie normy pomocou prvkov z aso-
ciovaného priestoru (Poznamky 1.6. a 1.7.) a Hardyovu-Littlewoodovu nerov-
nost (3.4). Tym je odhad na prvej oblasti hotovy.

2. Odhad pre A € (0, f*(¢,,)): Pokra¢ujme druhou oblastou

sup  Au({|fxm.| > AP =

0<Af*(£y)

= sup  Au(F) + a({|fxe.| > AN)7] (4.4f)
0<A f* (£n)

< auE)+  sup Aa({lfxa.] > AN (4.49)

0<AL f*(£y)

= sup Mu({[fxa. | > AN+ (G)u(F) (4.4h)
0<A<o0

= |lfxcn | + F* () u(Ey). (4.40)

Opéf rozoberme jednotlivé kroky:

(4.4f) Mnozinu {|fxg,| > A} sme rozdelili na dve casti. Tam kde plati
f > f*(¢,) a kde plati f < f*(¢,). V prvom pripade je zahrnuté celé
mnozina F,, pretoze A < f*(¢,), a teda do mnoziny {|fxg,| > A}
automaticky patria vSetky body F,,. ZvySok bude patrif mnozine G,,.

(4.4g) V jednom zo s¢itancov sme odhadli A pomocou f*(¥,,) a vybrali ho von
zo supréma. Mo6zme tak ucinit, pretoZe uz nie je zavisly na .

(4.4h) Rovnost nastava, pretoze pre vSetky A > f*(¢,) plati rovnost
pv({|fxc,| > A}) = 0. Teda pridanim takychto pripustnych hodnot
pre A sa hodnota supréma nezmeni.

(4.47) Definicia normy || - || p.ec.

Druhy ¢len st¢tu odhadneme hodnotou 5. Je to hracka, pretoze aj u(F),),
aj f*(l,,) konverguju k 0 pre n iduce do co. Prvii konvergenciu sme odvodili
vysSie a druhd plynie z predpokladu f* € LP-°°. Takze existuje index n taky,
ze pre vsetky n > 7 je p(Fy,)f*(ln) < 5.

A nakoniec

1
[fxc,|lre = sup Au({[fxc,| > A})?
0< A<

< sup Au({f"(ln) > [f(z)| > A})

0<A<o0

= sup Au({f "X, 00) >)\})% (4.4k)
0<A<o0

= [ f"X(t,00) |l Lr>>,

T =
—~~
=
>~
.
N—

kde sme znovu pouzili dvakrat definiciu normy || - ||zr. a zvy$né dva kroky

si vysvetlime:

(4.4j) Vieme, Ze hodnoty funkcie f v bodoch mnoziny {|fx¢a,| > A} s v in-
tervale (A, f*(¢,)), pretoze tak sme si definovali G,,. Takze ked si vez-
mem vSetky body priestoru, ktoré patria do tohto intervalu dostanem
mnozinu s rovnakou alebo vé¢Sou mierou.
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(4.4k) V tomto kroku sme pouzili fakt, ze f a f* st simeratelné a nerasttcost
nerasticeho prerovnania f*.

Na odhad posledného vyrazu mézme pouzit absolutni spojitost normy f*.
Kedze (¢,,,00) — () p-s.v., existuje index n taky, ze pre vSetky n > 7@ je
1 f*X (2, ,00)||Lrooe < 5. Takize dokopy mame:

1 . €
sup  Au(|fxe.| > N7 = |fxa, e~ + p(Fn) f* (L) < 513
0< A< f* (£r)

A teda ||fxE,||Lr.o < € pre vSetky n > max{n,n,n}. O

Zhrnutie 4.6.  Nech f je lubovolnd funkcia z Mo (R, ) NLP>° (R, 1), potom
funkcia f ma absolutne spojiti normu prdve vtedy, ak platia limity

0

S =
I

lim f*(t)t

t—04

tlim fr()

T =
I

0.
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