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Abstrakt: Tato praca sa zaobera budicou hodnotou anuit s roénymi platbami
s nahodnymi trokovymi mierami. Zameriava sa na bezné anuity s platbami me-
niacimi sa podla aritmetickej a geometrickej postupnosti. V praci st odvodené
vzorce pre priemer a rozptyl budicich hodnét anuit. Na zaciatku (kapitola 2) st
uvedené vztahy pre budicu hodnotu anuit s pevnymi tirokovymi mierami. Hlav-
nou ¢astou prace je kapitola 3, v ktorej st dokdzané vzorce platné pre priemer a
rozptyl budtcej hodnoty anuit s ndhodnymi Grokovymi mierami. Praca vychadza
z ¢lankov [4] a [1], priom je zamerana hlavne na ¢lanok [1], v ktorom st uz
opravené chyby z ¢lanku [4]. Na zéver (kapitola 4) st uvedené $pecilne pripady
anuit s numerickym a grafickym riesenim.
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Abstract: The thesis describes accumulated values of annuities with yearly pa-
yments under independent random interest rates. The thesis focuses on general
annuities with payments varying in arithmetic and geometric progressions which
are important varying annuities. Mean and variance formulae of the final values
of the annuities are derived in the thesis. In the beginning (chapter 2) the formulae
of the final values of the annuities under fixed rates of interest are shown. Chap-
ter 3 is the main part of the thesis. The mean and variance formulae of the final
values of the annuities under random rates of interest are proofed here. The the-
sis is based on the article [4] and [1]. It is especially focused on the article [1]
which corrects main outcome of the article [4]. In the end (chapter 4) special
cases of the annuites with numerical and graphical solutions are shown.
Keywords: annuity, random interest rate, accumulated value.






KAPITOLA 1
Uvod

Anuita je definovand ako postupnost platieb pocas urcitej doby. Tato praca sa
zameriava na anuity s platbami meniacimi sa podla aritmetickej a geometrickej
postupnosti. VAésinou sa pre jednoduchost predpokladd, Ze trokové miery si
pevne dané a rovnaké pocas vSetkych rokov. Aj napriek tomu, ze tirokové miery,
ktoré sa pouziju pocas nasledujucich rokov nie st teraz zname ani konstanté.
Preto je vhodné uvazovat irokové miery meniace sa ndhodnym spoésobom v ¢ase.
Tato praca je preto zamerana na anuity s nahodnymi trokovymi mierami.

Predpokladame, ze ro¢né tirokové miery st navzajom nezavislé nahodné veli-
¢iny s normalnym rozdelenim. Pouzijeme tento predpoklad na vypocet rekurziv-
nych predpisov, zakladnych charakteristik, ktorymi st priemer a rozptyl budicich
hodnot anuit s platbami meniacimi sa podla aritmetickej a geometrickej postup-
nosti.

Préaca Gerpa hlavne z ¢lankov [4] a [1], pri¢om je zamerand hlavne na ¢lanok [1].
Cielom préace je zhrnutie poznatkov z oboch ¢lankov, doplnenie chybajucich dé-
kazov a skontrolovanie spravnosti vysledkov uvedenych v tychto dvoch ¢lankoch.
Praca vychadza predovsetkym z ¢lanku [1], pretoZe su v 1iom uz opravené chyby
z ¢lanku [4]. VSetky vysledky v praci su dékladne dokazané.

V kapitole 2 zavedieme zakladné principy platné v teérii anuit. Uvedieme
vztahy platné pre roént diskontn(i mieru, ro¢ny diskontny faktor. Za predpo-
kladu pevnych trokovych mier sa zaoberame budtcimi hodnotami konstantnych,
Standardne rasttcich, rasticich anuit s platbami vysky 12, 22, ..., k? a Stan-
dardne klesajucich anuit. Na konci kapitoly 2 rieSime pripad anuit meniacich sa
v aritmetickej a geometrickej postupnosti.

Hlavnou ¢astou préace je kapitola 3, v ktorej Studujeme budtice hodnoty anuit
s ndhodnymi trokovymi mierami. Uvazujeme trokové miery ako ndhodné veli-
¢iny s norméalnym rozdelenim. PouZitim rekurzivnych vzfahov vypocitame prvy
a druhy moment, ako aj rozptyl budtcich hodn6t anuit. To rieSime najskor
pre anuity meniace sa podla aritmetickej postupnosti, nakoniec pre anuity me-
niace sa podla geometrickej postupnosti.

Clanok [1] opravuje chyby z ¢lanku [4]. Pre nizornost st v kapitole 4 gra-
ficky zobrazené konkrétne vysledky, v ktorych je poukdzané na tieto chyby. St tu
uvedené Specialne pripady anuit s numerickym a grafickym riesenim.



KAPITOLA 2
Anuity s pevnymi trokovymi mierami

2.1. Urokova miera, diskontna miera, diskontny faktor

Najskor si pripomenme zakladné znacenie pouzivané v tedrii anuit. Predpo-
kladame, Ze rocna urokova miera j je pevna pocas doby n rokov.
Rocénd diskontnd miera d je dana vzorcom

(1+j)d = (1)
Rocény diskontny faktor v je dany vzorcom
(1+j)v=1 (2)
Z toho dostavame nasledujice vztahy
d=jv, (3)
v+d=1. (4)

2.2. Budtuca hodnota konstantnej anuity

Budica hodnota anuity je ciastka nakumulovand anuitnymi platbama k refe-
rencnému ddtumu, ktory leZi v case za vsetkymai platbami systému.

Predpokladame, ze k& < n, ak nie je ur¢ené inak.

Budiica hodnota predlehotnej anuity s k rocnymi platbami vysky 1 po k rokoch
je oznacena 8y ; a dana predpisom

S = D)+ O+ )+ (1)) (5)

Odkial Tahko odvodime matematickymi tipravami
Sp= A4+ "+ A+ + (1 +)

=1+ N[A+)"T+ @+ )P+ 4+ 1]
1+ -1
1451
:(14_]‘)%
(L+5)r-1

y :

~(1+))

Teda ( )k
. 1+7)"—1
gy = (6)



Zo vztahu (5) odvodime rekurzivny vzorec pre sy ;
Sy = A+ "+ A+ 4+ + (1 +)

=1+ NA+H"+ @+ + . 41

= (L+5) =, + 1)
Teda
S$p; = L+ 7)1+ 85=,)- (7)

Pre polehotni anuitu s budicou hodnotou sy ; zrejme plati

Sklj = USRI

2.3. Buduica hodnota Standardne rastiicej anuity

Budiica hodnota standardne rasticej anuity s k rocnymi platbami vysky 1,2, ... k
v tomto poradi po k rokoch je oznacené (I Js')m ; @ dand predpisom

(I8)g; = (L+ )" +2(1 4+ )"+ + k(1 + ). (8)
Odkial odvodime
(I8, = A+ +20+ )"+ .+ (k=11 +4) + k(1 +)

— A+ DA+ 204+ )2+ (k= 1) (1 +5) + k]

OO N o) e S e 1+5)°-1, 0+ -1
N 1+-1 1+7-1 141 1+j-1
1+ . _ ) .

_ jj)[(1+])k—1+(1+])k—1—1+...+(1+3)2—1+(1+])—1]

1
:E[(1+j)’“+(1+j)’“‘1+...+(1+j)—k]
_EE\j_k
-
Teda
. S — K
(T8)g; = = (9)

Zo vztahu (8) odvodime rekurzivny vzorec pre (I5);
(I8, = A+ ) +20+)" + .+ (k=11 +4) + k(1 +)
=1+ N[A+N" 20+ )P+ 4+ (k= 1)(1+7) + k]

= (1+ ) ((I8)5=, + k)
Teda

(I8)g; = L+ ) (I8 + k). (10)



2.4. Budiica hodnota rastticej anuity s roénymi platbami 12,22 ... k?

Budica hodnota rasticej anuity s k roénymi platbams 12,22, ... k? v tomto
poradi po k rokoch je oznacené (I 25)@ ; a dana predpisom
(IP8)g; = (L+ )"+ 221+ )+ + K1+ ). (11)

Veta 1 Plati (15) 2
i} 2(18)5; — g —
(I%8);,; = g - b . (12)

Doékaz.  Podla vztahu (4), (2) a (11) méame

T

= [+ + 221+ )"+ K1+ )] —%j[(1+j)’“+...+k2(1+j)}

= [A+)" + 220+ + .+ A+ - [+ 4+ E]
=1+ + =10 +) "+ (= (k=D +5) - K
=(1+)"+ @ -1+ )+ =2)1+)" "+ .+ 2k —1)(1+j) — K
= (2. 1-1)(1+5) " +(2-2=1)(1+5) 1 +(2:3-1)(1+5) ' +. . .+ (2k—1)(1+5) —&*

=2[(1+5) +2(1+5) "+ kA +0)] = [A+7) + QA+ .+ (1 +5)] — &

Teda
2I18)z, — S, — k2
2. o |] k‘]
[ |
Zo vzfahu (11) odvodime rekurzivny vzorec pre (1%3)g;
(I28)g, = A+ + 221+ )"+ 4+ (k= 1)*(1+ ) + K2 (1 + )
=1+ N[A+N"T+H 220+ )P+ o+ (k=121 + ) + K]
Teda
(I28); = (L +5) ((1%8)5=1; + +°). (13)

Nasledujuci désledok vyjadruje vztah medzi (1 25)5‘ ;a3

9



Dosledok 1 Plati

(g, = L T A (14

Dékaz. Do vzorca (12) dosadime vzorec (9) a dostavame

2. .
2‘§E|j_k — 5. — k2
— d klj
d
= =
(2 — d)fs’EU — 2k —dk* + (2 — 2)k?
(1+ U)S.E'j — 2k — 2k* + (2 — d)k?
= =
(1+v)3g,; — 2k — 2k% + (1 + v)k?
(1+v) (85, + k) — 2k — 2k°
= d2 .

Odvodime este dve rovnice, ktoré budeme neskdr pouzivat:
(I8)g; = L+ )" +201+ )+ ..+ k(1 + )
= [+ + @+ A+ ]+ [+ 21 +5) 2 4+ (B = 1) (1+7)]

Teda plati
(Ig)ﬁ\j = (Ié)mj - §E|j- (15)

(IP8)mgy = A+ )"+ 220+ )2+ + (k= 1)1 +))
= (22224 )1+ (32 3+ ) A+ )2+ (B —2-k+1)(1+))
= [22(14+5)  +32(1+5)F 2 R (145)] —2[2(1+5) " 3(1+5) 2. Ak (1+))]
A+ A+ TP+ (1)
= [+ +22Q+ )+ R +)] = 2[(L+ ) +2(1+ )"+ k(1 +5)]
A+ )+ A+ T+ (1))
= (I?8)g; — 2(I8)g; + 3,
Teda plati
(I8)5yy; = (I*8)g; — 2(I38)g; + 55, (16)

10



2.5. Buduca hodnota Standardne klesajacej anuity

Budiica hodnota standardne klesajicej anuity s platbami vyskyn,n—1,... n—
k + 1 v tomto poradi po k rokoch je oznacena (Dé)m\ ; a dana predpisom

(D) =n(Q+ ) +(n=1)A+ )"+ +n—k+1)(1+5). (17

Zo vztahu (17) odvodime rekurzivny vzorec pre (D3) 7,

(D8)ag; =n(l+ ) +(n=1)A+)""+.. . +(n—k+1)(1+))
=(1+)[nA+) " +n-1)A+)"+.. +(n—k+2)1+j)+(n—k+1)]
= (1+ ) ((D3);g, + (n —k+1)).

Teda
(D&)gy; = (1 + j)((D's')mlj +(n—k+1)). (18)

Odvodime si vzfah medzi (D3); 5, a (I5)g;-
(D8)pg; =n(l+ )+ (=110 +)""+.. . +(n—k+1)(1+))

—n+1-DA+)f+n+1 =20+ . +(n+1-k)(1+7)
= (n+ D) (1) + @+ "+ o+ A+0)] = [T+ +2(1+) "+ +k(1+7)]
Teda
Vidime, ze sucet buducej hodnoty standardne rasticej anuity a jej zodpove-
dajucej standardne klesajicej anuity je budica hodnota konstantnej anuity.

2.6. Buduca hodnota anuity s platbami v aritmetickej postupnosti

Budica hodnota anuity s platbami v aritmetickej postupnosti po k rokoch je

%]’,Q). Prvéa platba je p. Postupne rastie o g za obdobie, teda vytvéra
postupnost {p, p+¢q, p+2q, p+3q, ..., p+ (k— 1)q}. Hodnota p musi byt
kladnd, ale ¢ moze byt aj zdporné, pokial p + (k — 1)g > 0, aby sme sa vyhli
zapornym platbam.

Plati

G =p+ ) + (p+ )1+ )+ b+ (k= Dg(1+5). (20)

oznacend (§,)

Jednoduchym vypoctom vyjadrime zo vzorca (20) vztah voci 5z ; a (18)z;-

B = p(L+5)" + (p+ )1+ ) 4+ [p+ (k= 1)g] (1 + )

=(p—q+ )1+ )"+(p—q+20L+)""+ ...+ (p—q+kq)(1+)
= (p—q)[(1+5) + (145" "+ .+ Q+5)] +q[(T+) +2(1+5) 4. +k(1+))]
= (p — @)5g; + aI3)z;-
Teda
(B0 = (p = )35, + al18)g. (21)
11



Specidlne pripady:
o Budica hodnota anuity s k rocnymi platbami vysky 1, tj.

p=1, q=20:
@J%m:(L+ﬂ“+u+jﬁ4+.”+u+jyzﬁv
o Budica hodnota standardne rastiucej anuity s k rocnymi platbami vysky
1,2,...,k, tj.
p=1, g=1
.\ (L1 . N . .
Bay” = (L4 D) + 20+ )P+ k(1)) = (T8,
o Budica hodnota klesajicej anuity s platbami vysky n,n —1,... ., n—k+
1, tj.
p=n, q=-—1L
@0%4):nﬂ+jf+0r—UG+jﬁ4+m“+%n—k+1ﬂLhﬂz(D@mﬁ

2.7. Buduca hodnota anuity s platbami v geometrickej postupnosti

Budica hodnota anuity s platbami v geometrickej postupnosti po k rokoch je

oznadcena, (éq)g]’,q). Prva platba je p, postupne sa platby zvy$ujiu v geometrickej
postupnosti s koeficientom ¢ (¢ # 1+ j) za 1 obdobie. Teda ide o postupnost
{p, pq, pd®, pg, ..., pg"~'}. Hodnoty p,q > 0, aby sme sa vyhli zapornym
platbam.
Plati
B = p(L+ )"+ (pa) L+ 5) "+ () L+ ) 44 (pg" ) (14 ). (22)

Jednoduchym vypoctom vyjadrime zo vzorca (22) dalsi vzorec.
(B0 ? = p(L+ )" + (pa) L+ ) + () (1 + )7+ -+ (g )1+ )

=p(L+N[A+)" +q1+ )"+ A +5)" + ..+

N
=p(l+j)—F——F—.
p(L+7) p—
Teda ( e .
=) _ N4 5)"—q
(Sq)gu =p(1+7) 1+j—¢q (23)
kde g # 1+ j.
(Pre ¢ = 1+ j by sme zrejme dostali (S'q)%‘?]’,q) = kpq*.)
Specidlne pripady:
o Budica hodnota anuity s k rocnymi platbami vysky 1, tj.
p=1, qg=1
Gy = )P+ Q) 4+ (L4 )) = & (24)

12



o Budica hodnota anuity s platbami 1, 1+u, (1+u)?, ..., (14+u)*1 tj.
p=1, q=1+wu:

(E)E = (1) 4 ()14 4 () (1)
. 1+u 14+ uy k-1
= (1+j)F 1+1+j+...+(1+j> }
:(1+j)k[1+(1+t)+...—|—(1_|-t)k—1]
:(1+j)k1i+t[(1+t)+(1+t)2...+(1+t)k}
_%gkt’ (25)

kde ¢ je rieSenie rovnice 1+ u = (1 + j)(1 +¢).

13



KAPITOLA 3
Anuity s ndhodnymi urokovymi mierami

3.1. Uvod

Predpokladame, ze rocna turokovd sadzba v k-tom roku je ndhodna veli¢ina .
Predpokladdme, Ze pre kazdé k je E(i;,) = j > 0 a Var(iy) = s*. Predpokladdme,

ze ndhodné velic¢iny ¢y, 22, ..., 7, s nezavislé.
Piseme
E(l4ipy)=1+j=np (26)
a

E[(1+ix)?] = E(1+ 2y +14}) = 1+ E(2i) + E(i})
=14+2j +[E(ip))* + Var(ip) =14+2j + 5> + 5°

=1+ +s"=1+f=m,
kde f = 2j + j2 + s%

Teda
E[(1+4)?] =145+ =1+ f=m, (27)
kde
f=2j+5+s% (28)
Je zrejmé
Var(1+i) =m — i’ (29)

Definujeme r ako riesenie rovnice

1+ f
1+r=—=-. 30
" I+ (30)
Teda
f=J
1+ (31
Pouzitim vzfahu (28) mame
2
s
=i+ - 32
I (32)



3.2. Budtuca hodnota anuity s platbami c¢;, ¢, ..., ¢

Budica hodnota anuity s k-roénymi platbami ¢1, co, ..., ¢, v tomto poradi
po k rokoch je ndhodna veli¢ina C} dana predpisom

Cro=0Q+i)1+ik1)... 1L +d1)en
+(1+ig) (L +ig1) ... (L+id2)cg + ... + (1 +ig)cy,
kde k=1, ..., n. (33)

Zo vzorca (33) odvodime rekurentny vzorec

Cr = [(14ik) (L+ip—1) - .. (1+i)en] + [(L+in) (L+ig_1) - .. (I+ia)co] +. . .+ (1+ix) ek

= (14iy) [[<1+ik—1> (i) e |+ (i) - (i) e+ oA [(T+i—1 ) cri] +ck}
= (1+ig)(Cx-1 +cx), kde k=2, ..., n.

Teda
Ck = (1 + Zk:)(Ck:—l + Ck), kde k = 2, s, N (34)

Predpokladame, ze ¢; = 1, a piSeme

7 toho vyplyva
pp=E(C1) = E[(1+i)a] =E(l+u)=1+j=p,

mi = E(CY) = B[(1+i1)%c] = E[(1+i1)°] = (1+j)* + s =1+ f =m.

Teda

Zo vzorcov (35) a (36) vyplyva
Var(Cy) = E(C}) = [E(C))* = mu — 143

Teda
Var(Cy) = my — ;. (39)

15



Priklad 3.1
Uvazujme ¢; = 1,c0 = ¢35 = ... = ¢ = 0. Teda ide o pripad jednordzovej
investicie na zaciatku prvého roku. V tomto pripade mame
Cro=0404) 144k q)...(1+14) =1+i)Cr1,k=2,...,n. (40)
Pouzitim vzorcov (26) a (35) dostavame
M = E(Ck) = E[Ck,1(1 + Zk)} = E(Ckfl)E(l + Zk) = ,kalE<1 + Zk> = Up—1 M
Odtial
_ 2 _ ok
M = Pe—2ft = ... = [,
teda
e = . (41)
Pouzitim vzorcov (27) a (36) dostavame
mic = B(C2) = E[C2(1+i)%) = B(C_)B[(1 + i) = my_ym,
teda
my, = m". (42)
Pouzitim vzorcov (39), (26) a (27) dostavame

Var(Cy) = B(C}) = [E(CW))* = mu — pii = m"* — ™",

a dalej
Var(Cy) = m* — i = [(145)? + " — (1 4 j)**. (43)
Specialne, po k rokoch méame
E(Cn) = (1+3)", (44)
a dalej
Var(Cp) = m" — i = [(1+5)* +s°]" — (1 +5)*". (45)

Priklad 3.2

Uvazujme ¢; = co = ... = ¢, = 1. C} je teda budica hodnota anuity s platbam:
vysky 1.
Zo vzorca (34) dostdvame
Ck = (1 + Z]J(Ck,l + Ck) = (1 -+ Zk)(l + Ckfl), kde k = 2, ey N (46)

Pouzitim vzorcov (26) a (35) dostdvame
e = E(Cy) = E[(1+1ix)(1 4+ Cy—1)] = E(1 +ix) E(1 4+ Ci—q)
= u[E(1) + E(Cr1)] = p(1 + ).
Teda
pre = pu(1 + p—1). (47)
Pouzitim vzorcov (27), (35) a (36) dostavame
my, = E(C}) = B[(1+ )" (1 + C¢_y)] = E[(1 + )" E[(1 + Cy1)]
= E[(14 i)’ ]E(1 +2C)_1 + C;_y) = m[E(1) + 2E(Cj_1) + E(C;_)]
= m(l + 2pp—1 + mk,l),

Teda

my = m(1 + 241 + mMp_1). (48)

16



3.3. Budtca hodnota anuity s platbami v aritmetickej postupnosti

Vyska platby v k-tom roku je dand vztahom
ck=p+(k—1)q, kde k=1,2, ..., n. (49)

Budica hodnota anuity s k-rocnymi platbami v aritmetickej postupnosti po k ro-
koch je oznacend C} a dané predpisom podla vzorca (33)

+(1+ i) (I +ig-1) ... (L +i)(p+q)+ ...+ (1 +ip)[p+ (k= 1)q],
kde k=1,2, ..., n. (50)

Dosadenim (49) do vzorca (34) dostavame rekurentny vzorec
Ck = (1 + ik)((]k_l + [p—I— (k — 1)(]]), kde k‘ = 2, ey, N, (51)

Lemma 3.1 Nech C} oznacuje konec¢ni hodnotu anuity s platbami v aritme-

tickej postupnosti, tj. p, p+q, p+2q, ..., p+ (k — 1)g. Nech roéné trokova
miera behom k-tého roku je ndhodna veli¢ina iy takd, 7ze E(1 4+ i) = 1+ j

aVar(l+iy) = s% a iy, 9, ..., i sU nezavislé ndhodné veli¢iny. Potom
e = B(Cr) = ()17, (52)

Podobne, pre druhy moment E(C?) mame rekurentny vzorec
2
my, = E(C}) =m [mk,l +2[p+ (k= Dglpr-1+ [p+ (k= 1)q] } , o (83)
kde k=2, ..., n.

Dékaz.  Na dokaz vzorca (52) pouzijeme vzorce (35), (51) a nezavislost

urokovych mier:

je = B(C) = E {(1 tin) (Cor + [p+ (k- 1>q})}
= B(1+ ik)E<Ck_1 +p+ (k- l)q})
- +j)<E[C’k_1] + [p+ (k- 1>Q])
= (1+) {E(l b i) (EICual + [p-+ (b= 2] ) + [p + (1 - Uq]}
= (1+7) [(1 +3)(ElCia] + [p+ (k= 2)a] ) + [p+ (k — 1>q]] =

=) PN T P+ D[+ (k= D] = G
Na dokaz vzorca (53) pouzijeme vzorce (34), (27), (35) a (36):

my, = E(C}) = E([l —|—ik]2[0k—1 +[p+ (k- 1)q]]2>
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=FE(1+ ik)2E<Ck—1 +[p+ (k- 1)(1})2
=mB (G + o+ (k= 1))
= m<E(Ck—1)2 + E<2 [p+ (k- 1)€I}>E(Ok—1) +E[p+ (k- 1)q]2>

= m(myr+2[p+ (k= gl + [p+ (k= 1)g]°),

kde k=2, ..., n.
|
Lemma 3.2 Za predpokladov lemmy 3.1 mame
my = Mg + 2Myy, (54)
2k 2, k—1 2
kde My = p*m" + (p+q)*m* " + ...+ [p+ (k — 1)q] 'm, (55)

Doékaz. V dokaze budeme postupovat indukciou.
Pouzijeme vzorec (53) pre k = 1:
my = p*m.
Mame indukény predpoklad pre k:
my, = pmF + (p+ ¢)*mF L 4 [p+ (k= 1)g]’m

+2((p+ @)m* " + (p+20)m" o+ .o+ [p+ (k= 1) mpu—1).
Pri indukcii pouzijeme vzorec (53):

Mpy1 = m[mk + 2(p + kq),uk + (p + kq)ﬂ
— m[mek +(p+qg)m" 1+ + [p + (k — l)q}zm
+2((p+ m* ' + (p+20)m* Ppa + .+ [p+ (k= 1)g]mpue—1)
+2(p + kq) i, + (p + k‘q)Q]

= (P*m" T (p+ @)?mF 4+ [p+ (k= 1)g]) m? + (p + kg)*m
+2((p+ @)mF i+ (p+29)m* o+ ...+ [p+ (k — Dg]m® s + (p + kg)mu).

Lemma 3.3 Plati
My = (p— q)*35; + 20(p — @) (I8)g ; + ¢ (1?8)5 - (57)

Dékaz.  Pouzijeme vzorec (55) a potom vzorec (27):
My, = p*m* + (p+ ¢)*m" " 4+ [p+ (k= 1)g]*m

= p'm" + (p° + 2pq + ¢)m" 7! + (p* + dpg + 4¢°)m*
18



+...4 [P+ 2(k - 1)pg+ (k —1)°¢*|m

=p*m" +mF T+ )
+2pg [1m* ™t +2m* 2+ 3mF P L+ (B — 1)m]
+ [PmF T 4+ 22mF P 4 L+ (k- 1)°m]

=P [A+ )P+ A+ + A+ N2+ + 1+ )]
+2pg[1(1+ /) 204+ ) +30+ ) P+ + (k= 1)1+ f)]
+E PO+ 220+ N+ (k=121 + )]

= %55, + 2p(18)5=; + ¢ (FP8)55-

Teda
My, = p*35; + 2pq(18)5=5; + ¢*(I*8)5=;- (58)

Odtial dostavame pouzitim vzorca (15) a vzorca (16)
My = p*5gyp + 2pq [(I8)gy; — 355) + @ [(P8)gy; — 2(138)55 + 357
= (0* = 2pq + ¢*)35 + (200 — 2¢°) (I8)g; + P (I8)g

=(p—q)’ g7+ 2p(p — )<]S>k|f+q (I%3 $)ag-

Lemma 3.4 Za predpokladov lemmy 3.1 mame

1
&

—(p— ) [d(p — q) + qv] 55, — q[2d(p — q) + qu] (I3)g; — Pd(I*5)gs

My, = —|(p—q)[dp—q)+q](L+5) 55, +q[dp — @) + q] (1 + ) I8z,

(59)
Doékaz. Pouzijeme postupne vzorce (56), (27), (52) a (21)'
Mo = (p+ @)m"pa + (p+ 2¢)m" 2pa + ... + [p+ (k — 1)q]mpue_y
=@+ a0+ )"+ +200+ )+ 4 [p+ (= Da (1+ e
= () 1+ 1) B +(p4+20) (14 ) (35 ‘”+ +[p+ k—=1)g] (1+) (34

= (p+q) 1+ [(p— )81 +a(L8)1,;] + (p+20) 1+ )2 [(p—q) 3z +a(18)g,] +- -

o p+ (k=D + NP — )=, + aU8)=,]-
19
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Dalej pouzijeme vzorce (6), (9) a znova (6):

(1+j)-1 +q51|j_1}

M= (p+ )1+ ) [<p 9

d d
+(p+2q)(1+ f)F? [(p—(l)“Hd)2 -1 +q§2'jd_ 2] o
)1 — 871— k—
ot [p (B =1)g](1+ f) (p—q)(lﬂ); L d( 1>]

(1+j)—1+q%—1
d d

=(p+q1+H [(p —q)

L+ -1, A1 g
d R

1+ k—1 -1 (I45)F 11 — (k=1
(p_q)( ])d _,_q d y ( )

+(p+2q)(1+ f)F? [(p—Q) +..

o+ [P+ (k=11 + f)

=(p+q1+H!

(p— @)1+ 5)d — (p— q)d + q(1 +j>—q—dq]
d2

(p—q@)(1+4)%d—(p—q)d+q(1+j)* —q—2dq
d2

(p—a)(1+ ) d— (p—q)d +q(1 + ) —q— (k — 1>dq]
d2

+(p+2q)(1+f)“[ .

o [pH(k=1)q] (14£)

_dp—q)+q
==

[(p+q)(1 A4+ (p+2) 1+ A4+
[P+ (k=11 + H +j)’“}

—[(p+ DA+ +p+20) 1+ )+ + [p+ (k—1)g(1+ f)}

S|P+ N 204201+ )4+ (k=D p+ (k= 1)g](1+ )

Pouzijeme vzorec (30):

dlp—q) +q

[(er QL+ A+ + (p+29)(L+r) 21+ 5)" +...

ot o (= D) (1) + )

— |+ A+ "+ p+200+ )P+ + [p+ (k= 1) (1+ f)H
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S|P+ 20+ 20) 1+ )+ + (k= D[+ (k= 1)) 1+ )

:gg?ﬁligﬂ@—q+q—pxr+ﬁh+@—q+2®u+wﬁ”ﬂ+vf

+(p—q+30) A+ A+ ) 4+ (p— g+ k)L + 7)1+ 5)]
—[p+@+ N+ p+200+ )2+ p+ (k-1g(1+ f)}}

o D+ P 2 2 P (e D - D1+ )

_ % (P =)L+ L+ )+ (p— )X +7) (1 + )

+—)Q+r) A+ )+ o)L+ )L+ )"

gL+ A+ ) @+ A+ ) (L) (145 = p(L+ f)F]

—[p+@+ N+ p+200+ )2+ +p+ (k-1g(1+ fﬂ}

= D+ P 2 2k P (e D - D1+ )

- W [[(p =)L+ ) 85, + a1+ ) (I8)g, — p(1 + )]

[P+ + N+ +20) A+ N+ [p+ (k= 1)g)(1+ f)}}

—% {(er QL+ N 20 +200+ NP+ o+ k= Dp+ (- 1Dg(1+ f)}

- de-g)te _d;]) - {(p — (1 +5)" 55, +q(1 + j)'f(lgo;)kr}
_ dlp —d3)+q(1+f)k
_d(p —dg) +q {(p+q)(1+f)k1_|_(p+2q)(1+f)k2+...+[p+(/€—1)q](1—|—f)]
'f%ﬁ<+@u+ff1+2@+2m0+ff2+~~+W—1W”*k‘”d“+fﬂ
=Ry 5, a1+
_ dp —d;z)+q(1+f)k

() [ gy g [ 2 e
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...—[p+(k—1)q][d(p_d§)+q+ (k_dzl)qd](uf)

= S )14 + a1+ 9
1

= [(p —q+q)[d(p — q)] +pq} (1+ /)

1 —
_E[pd(p_w+pq+qd(p—q)+q2+pqd+q2d}(1+f)’“ 1_ .,

. -—% {pd(p—Q)erqﬂL(k‘—1)qd(p—Q)+(k‘—1)q2+(k—1)pqd+(k—1)2q2d} (1+/)

_ % {@ — @)1+ J)" 55, + a1+ )" SH
—% [(p —q)(d(p —q)) +qd(p — q) +PQ} 1+
_% [Pd(p —q)+pg+ (2= 1gdlp—q) + (2 - 1)¢" + (2 - 1)pgd

+(22 — 4+ 1)q2d] 1+ )=
y .—% [pd(p—q)+pq+(k—1)qd(p—q)+(k:—1)q2+(k—1)pqd+(k2—2k+1)q2d] (1+)

= S )1+ )i + a1+ 09

1

2 [(p —q)d(p — q) + qu] — qu(p — q) + qd(p — q) +pq} (1+ /)"

1
—= [pd(p —q)+pq—qd(p—q) — pgd — ¢ + ¢°d

+2¢d(p — q) + 2pqd + 2¢° — 4¢°d + 22(]24 (L4 )=

1
- ﬁ{pd(p—Q) +pq—qd(p — q) — pgd — ¢ + ¢°d

+kqd(p — q) + kpgd + k¢® — 2k¢*d + kzqzd} (1+f).
Pouzijeme vzorec (4):

dp—q) +q

My, = 7

ﬂp—@u+aﬁah+«1+ﬁanJ

1

= {(p —q)(d(p—q) +qv) —q(1 —d)(p — q) + qd(p — q) ‘H%I] (1+ 1)

—% [(p —q)d(p—q) +pg(1 —d) — ¢*(1 — d)

+2q(d(p — q) + pd + q — 2qd) + 22q2d} 1+ L.
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1

L {(p—q)d(p—q)—i-pCI(l—d)—q2(1—d)+kQ[d(p—Q)+pd+q_2qd]+k2q2d} (1+1)

_ % [(p —q)(1+ )85, +q(1 + J')k(lg)kr}
1

-7
kp—@w@—q»+mw+wp«p—@+@u—dn+2%my1+fﬁq—au

1
.._ﬁ

{(p —q@)d(p — q) + qu] +q[2d(p — ¢)] —a(p — q) + pq} 1+ /)"

1
2

{(p —q)[d(p — q) + qv] + kq[2d(p — q) + q(1 — d)] + ff?q?d} (1+f)

= S )1+ + a1+ 09

_ﬁkp_www_”+@ﬂ+ﬂM@—qﬂ+f—fd+f4ﬂ+fV
_%[(p_q)[d(p_Q)—qu]+2q[2d(p—q)+qv]+22q2d:|(1+f)k1_'”

- % [(p — )[d(p — q) + qu] + kq[2d(p — q) + qu] + kngd} (1+1)

_dlp—q)+q
o

[(p —q)ld(p — q) + qv] + q[2d(p — ¢)] + ¢°v + QQd] (1+ /)

kp—@u+4fav+«1+ﬁWw»J

1
2
_%[(p—Q)[d(p—q)Jrqv]+2q[2d(p_q)+qv]+2zq2d}(1+f)k1__“

1 {(p —q)[d(p — q) + qu] + kq[2d(p — q) + qu] + ’f2q2d} (1+7)

A= DR g+ 5 sy, a1+ U
—% {(p — q)[d(p — @) + qv] + ¢[2d(p — q) + qv] + q2d} (1+ f)F
—% {(p —Qd(p — q) + qu] + 2q[2d(p — q) + qv] + quzd} (4 Yo

1

TR [(P —q)ld(p — q) + qu] + kq[2d(p — q) + qv] + k2q2d} (1+f)

= S )14 )i + a1+ 909

Sm DR gk g )
_q[2d(p — q) + qv]
d?

{(1+f)’“+2(1+f)’f‘1+...+k(1+f)}
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¢d {(1 + F 4221+ f) +...+k2(1+f)].

@2
Pouzijeme vzorce (5), (8) a (11):
My, = N D 4 {@o —q)(L+ ) 8, +a(l + j)’f(f'sdk,}

(p—qgldlp—q) +qv] .

22 i
_q[2d(p ZPQ) + qv] (19,

2d 2.
— L (P9

= = |0 = @)l — @) + g (1+ )5y, +aldlp — 0) + a) L+ AT,

—(p—@)[dp — q) + qv] 35, — q[2d(p — q) + @] (I8)z; — d(I*8)g ;-

Lemma 3.5 Za predpokladov lemmy 3.1 mame

my = %[(q—p)[d(p—Q)(l+v)+2qv]5kf—2Q[d(p—Q)(1+v)+qv}(15)kf

—dg* (1 + v)(I8)g; +2(p — @) [d(p — @) + ] (1 + j)*5p,
+2q[d(p — q) + q] (1 + )" (I5)g,]. (60)

Dékaz.  Pouzijeme vzorce (54), (59) a (57):

my = Mg +2Moy, = (p — q)*35; + 2p(p — Q) (I8)g); + ¢ (I*8)5;
+% [(p —q)[d(p — @) + q] (1 + 5)*55, + q[d(p — @) + ¢) 1+ )" (I5)g,
—(p—@)[dp — @) + qv] 3z — q[2d(p — q) + qu] (I8)z; — q2d(]2‘§)E\f}

= S5 [(p — = 2(p—q) [d(p—q) + qv]]

d2
+(L8)g, [261(19 —q) — % [2d(p — q) + qv]]

HP8g 7~ e
+% [(p —q)[d(p —q) + q] (1 + 5)*35, + qdlp — @) + ] (1 + j)k(fé')mr]
= % [i‘fw(dQ(p — = 20— q)[dp - 9) + ]
+(I8)z, (2d2Q(p —q) —2q[2d(p — q) + qv})
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+H(I2)y, f(q2d2 . 2q2d>
+2(p — @) [d(p — @) + ¢] (1 + 5)" 5, + 2q[d(p — q) + ¢] (1 + j)k(fé)mr}

- Sfufo-olar-otc-3-o0)

+(L3)5 <2q [d(p—q)(d—2) — qv})
H(I%5)g [(-1)¢?d(2 — d)]
+2(p — q)[d(p — @) + q] (1 + j)*3g, + 2¢[d(p — @) + ¢} (1 + j)’“(f?i)m} :
Pouzijeme vzorec (4):

1

= s 35 (1a = Pt = )1 +0) + 200

+(19)5, (— 2a[dp — )1+ 0) + ]
—l—([zé)mf [ - dq*(1 + v)]
+2(p — q)[d(p — @) + q] (1 + 5)*35, + 2¢[d(p — ¢) + ¢ (1 + j)k(lﬁ)mr}

— % [((q —p)[dlp—q)(1+v) + QQUD%V

—2q[d(p — )(1 + v) + qu] (I8)g;
—dg®* (14 v)(I*8)5,

+2(p — q)[d(p — @) + q) (1 + 5)*35, + 2¢[d(p — ) + ¢} (1 + j>k(I‘§)kr:| :
n

Lemma 3.5 ndm déava vzorec pre E(C?). Aby sme vypoditali Var(Cy), potre-
. . . 2
bujeme vyjadrenie [E(Ck)] .

Lemma 3.6 Za predpokladov lemmy 3.1 méame

2] . . 2q(p — q)k .
Pe = =g lp —q+ E] (Sﬂu - 25%\3') T g CH

Jﬂ [(18)5; — 201+ kd)(18); — ¥7]. (61)

Dokaz.  Odvodime najskér dva pomocné vzorce, ktoré pouzijeme na konci
dokazu. Pouzijeme vzorec (6) a dostavame

(5,)? = [(HJC; —1] _(1+7) —32(1+J') +1
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A+)Z* -1 51+ -1
d d

 Sag); — 28y,

d d

Teda . 0
Ser . — 287 .
. 2 2k|j klj
(SEU) - T

Pouzijeme vzorec (9) a (62) a dostavame

(62)

d? d?

§5- —2k (1+kd)s7, .
2k|j -9 Z k|5 +/€2—|—%

d
d2
(18)2, — 2(1 + k) T — (k02 g2 2t
d2
& '

d? '

. . 8571, —28%, .
.\ 2 SEU - k 2 S%U - 28E|]k + k2 —lej d klj - QSE‘]k + k2

Teda

(13)2, = (63)

Pouzijeme vzorce (52), (21), (9) a na konci dokazu vzorce (62) a (63):

e = B(Cr) = E)] = (0 — 0)3g; + all3)g;- (64)
Teda )
i = [(p = @)%, + a(18)x;]
= (p = 0)* ()" + 2a(p — )35, (18)g,; + (I3,
Sgy — k
d
2q(p — q)k .,

2q|. ..
= (p—q) [@o —q)+ g] 2, - PR P92,

= (p — 0)*(5g;)” + 2a(p — @) + P (18)7,

+[%][u@bmj—2ct+kdxfﬂmj—kﬂ-

Veta 3.1 Za predpokladov lemmy 3.1 mame
B(Cy) = () (65)

Klj
Var(Cy) = my — i3, (66)
kde my, je dané lemmou 3.5 a pf je dané lemmou 3.6.

Veta 3.2 Ak C}, oznacuje budicu hodnotu anuity s k rocnymi platbami viysky
1 a ak ro¢na trokova miera behom k-tého roku je ndhodnéa veliCina i, taka, ze
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E(l1+iy)=1+jaVar(l+i;) = s* aiy, ia,...,i, st nezavislé ndhodné veli¢iny,
potom

21+ 5)F s, — (24 0)8g — (L4 J)Sap; + 21+ 5) 55,
Var(Cy) = (1+7) k|r (247) k\f. (1+7) 2k|j (1+7) k|]7 (68)
J

kde f je dané vzfahom (28) a r je dané vztahom (32).

Do6kaz.  Vychadzame z vety 3.1. Uvazujme situaciu, ked p = 1 a ¢ =
0. Vieme uz, ze ide o budicu hodnotu anuity s k£ roénymi platbami vysky 1.
Pouzijeme vzorec (21) a dokdzeme vztah (67) pre strednd hodnotu:

B(C) = (B = (0 — @), + 4T3z, = 55

Dokéazeme vztah (68) pre Var(Cy):

Var(Cy) = %[(q —p)[d(p — @) (1 +v) + 2qv] 3

~24[d(p—a)(1+0)+qv] (1) —dg*(14+0) (&) +2(p—) [A(p— ) +a] (1) 5,
+2q[d(p — q) +q] (L + ) (13),] - ]% [p —q+ %q} (33r; — 255;;)

+W+W€§klj B {%} ((19)zm; = 201+ kd) ([, — K]

! : . 1,. )
G [(_1)d(1 o)y + 201 +9)k3E|r} — (B3 — 23g,)

—(1 4 )85 +2(1 4 5)* 85, — 55, + 257
B d

1 Nk I+7+1, . .

2(1 +j)k+1<§%\r — (24 )85, — (L +5)355,; + 2(1 + 5)35,
; .

J

Dalsi délezity pripad je kombinacia p = 1 a ¢ = 1, teda standardne rastica
anuita s k rocnymi platbami vysky 1,2,...,k v tomto poradi. V tomto pripade
podla vzorca (51) mame:

Cr = (1 +11)(Cr1 + k). (69)

Pouzitim vzorcov (69), (35), (26), (36) a (27) Tahko odvodime rekurentné
VZOTCe Pre [i; & Mmy:

= E(Cy) = E[(1+ix)(Cro1 + k)| = E(1 + i) E(Cr1 + k)

= M[E(C'k—l) + k} = ,u[E(C'k—l) + k] = p(pr—1 + k), (70)
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kde k=2, ..., n.

mr = BE(C}) = E[(1 +4)*(Cre1 + k)?] = E(1 + i) E(Cr_1 + k)?

= m[E(C’k,l)2 +2kE(Cy_1) + kz} = m(mp_1 + 2kpp_1 + k?), (71)
kde k=2, ... n.

Veta 3.3 Nech () oznacuje budicu hodnotu Standardne rasttcej anuity

s k ro¢nymi platbami vysky 1,2,... k v tomto poradi po k rokoch. Nech ro¢né
trokové miera behom k-tého roku je ndhodna veli¢ina iy, takd, ze E(1+i;) = 1+
aVar(l+iy) =s*aiy, iy, ..., i, st nezavislé ndhodné veli¢iny. Potom
e = E(Cy) = (I8)g;, (72)
kde k=1, ..., n.
Specialne
pn = E(Cy) = (18)z);- (73)

Doékaz. Vieme, ze p =1 a ¢ = 1. Pouzijeme vzorce (65) a (21):

E(Cy) = (%)%;-q) = (p — @)8g; + aI8)z; = (1 = 1)3g; + 13z, = ([8)z;-

[
Veta 3.4 Za predpokladov vety 3.3 mame
My, = (I%8)g,- (74)
Doékaz. Pouzijeme vzorec (57):
My = (p— q)*85; + 20(p — ) (I8)g ; + ¢ (1?8)5 -
= (1= 1)%85, +2(1 = 1)(I8)g, + 12(I%8)g, = (I*8)gs-
|
Veta 3.5 Za predpokladov vety 3.3 mame
L+ )2 (185, — A+ 585, — 51+ ) (23)x;
2k — j2 ’ (75)
kde f je dané vztahom (28) a r je dané vztahom (32).
Doékaz. Pouzijeme vzorce (59), (1), (2) ap=1,¢=1:
1 - R
Moy = = |(p = @)[d(p — 9) + q] (1 +)*3p, + a[dp — @) + ] (1 + )" (T8,

—(p—q)[d(p — q) + qv] 35, — q[2d(p — q) + qu] (I8)g; — PA(I?8)g
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= % [(1 — 1) [d(1 = 1) + 1] (1 + j)"55, + [d(1 = 1) + 1] (1 + 5)"(I5)g,

—(1=D)[d(Q = 1) + v}, — [2d(1 = 1) + 0] (I8)g; — 12d(12§)k|f]

- % {(1 +3)" (I8)g, — v(I8)g, — d(fzé)klf}

=2 (L+5)"(U8)z, — m(fs)mf - m([ )z
(L)), — L+ )8, — S+ ) (PE)g;
= 2 _
|
Veta 3.6 Za predpokladov vety 3.3 mame
2(1 4 §)*F2(15)z, —2(1 + §)(I8)7, — 7(2 + 5)(I%8)%
= 2Dy = 20 ISy QAN

J
kde f je dané vztahom (28) a r je dané vztahom (32).

Dékaz.  Pouzijeme vzorce (60), (1), (2) ap=1,¢=1:
1

=% {(q —p)[d(p — )1+ v) + 2qv] 55, — 2q[d(p — ) (1 + v) + qv] (15)g,

m

—dg*(1+0) (I*8)5 ;+2(p—q) [d(p—q)+q] (1+4) 55, +2q [d(p—q) +4] (1+j)'“(1'8')m}

= %{(1 — D) [d(1 = 1)1 +v) + 20|55, — 2[d(1 = 1)(1 +v) + 0] (I8)g;

—d(14v)(I?8)+2(1=1) [d(1 = 1)+ 1] (145)"55, +2[d(1-1)+1] (1 +j)’“(1§),w]

1
T

B % {2“ + ) (I8, — 20(I8)g,; — d(1+ v)([%)k'f}

{ — 20(I8)g; — d(1+0)(I?8)g, +2(1 + j)k(Ig)le]

(1+ )2 e 2 . j 1 7 0.
2 24

=%P@wﬁﬁmm—

; (I8)g; — 31 +j)m(12‘§)k|f]

1+
2(1+ )2 (I8)g, — 201+ J)UT8)g; — 52+ ) P9y
7 |
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Lemma 3.7 Plati

. 2 SaRj T 287y
(3g)° = ==, -
(Ié)%lj = (8)z; — 2(1 Zfd)(]é)ku — k2 .

Doékaz. Na dokaz vzorca (77) pouzijeme vzorec (6):

(5,92 = [ 1] (L)% =204 5)" + 1

klj d 2

O Gt B (€ B ) e e S
d? d

 Sam); — 28R

N d

Na dokaz vzorca (78) pouzijeme vzorce (77) a (8):

. .9 . 9 g, —28, .
e = [P R) Sy TP E R T — 2k, K
klg d - d2? - d?
d pi Sp; t (L8)zr; — 2(18)g; (87, — k)

d? d?

(I8)ggy; — 2(18)5,; — 2k [(I8)g;d + k — k] — & _ U8)gg, — 201+ kd)(18)g; — K2

d? 7
n
Veta 3.7 Za predpokladov vety 3.3 mame
21+k+213* _21—‘—]8* —2—{—[237
Var(Cy) = (1478, = 2 ]jQ)( Jrr — 324 3)78);,
U3)gmy — 21+ kd)(I3)g, — F? .

d? ’
kde f je dané vzfahom (28), r je dané vztahom (32) a d je dané vztahom (1).

Dékaz. Pouzijeme vzorce (35), (36), (72), (76) a (78):

Var(Cy) = B(C}) — [B(Cy))”* = my — pf = my, — (15)2,

2(1 +j)k+2(]§)ﬁ|r —2(1+ )8z, — (2 ‘|‘j)([2§)E|f

j2
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U8, — 200+ k) (I8)g, — K>

2
|
Dalsi dolezity pripad je kombinacia p = n a ¢ = —1, teda klesajica anuita
s k rocnyma platbams vysky n,n —1,...,n —k+ 1 v tomto porads.
Mame
co=n—k+1, k=1, 2 ..., n. (80)
V tomto pripade podla vzorca (51) plati

Pouzitim vzorcov (81), (35), (26), (36) a (27) lahko odvodime rekurentné
VZOICe Pre [i & My:

) =E[(1+4ix)(Cr1 +n—k+1)]
=E(1+i)E(Cr1+n—k+1)
p[E(Cr1) +n —k+1]
= u[E(Cha) +n—k+1]
= u(pr—1+n—k+1).

Teda
pr = p(pg—1 +n—k+1). (82)
Analogicky
myg = E(C,?) = E[(l + ik)2(ck_1 +n—k+ 1)2}
:EO+”¥E(%4+n—k+U2
m[E(Cy1)? +2(n —k+ 1)E(Cr 1) + (n — k +1)?]
=m[my_1 +2(n — k+ 1)pp_r + (n — k +1)%.
Teda
my = m(my_1 +2(n —k+ Dpp_1 + (n — k+1)%). (83)
Vsimneme si
pn = np=n(l+j), (84)
my = n’m = n*(1 + f). (85)

Pouzitim vzorcov (26), (27), (28), (84) a (85) odvodime vztah pre Var(C):
Var(Cy) =my — i3 =n*(1+ f) = n*(1+ 5 =n*(1+ f — 1 -2 — 5%
([ =2 — ) = s
Teda
Var(Cy) = n*s*. (86)
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Veta 3.8 Nech C} oznacuje budtucu hodnotu klesajtucej anuity s k£ roénymi
platbami vysky n,n —1,...,n — k + 1 v tomto poradi po k rokoch. Nech ro¢na
trokova miera behom k-tého roku je nahodna velic¢ina iy, takd, ze E(1+i;) = 1+

aVar(l+iy) = s% a iy, i3, ..., i, s nezavislé ndhodné veli¢iny. Potom
= E(Cr) = (n+ L)ig, — (1), = (D8)g- (87)
kde k=1, ..., n.
Ekvivalentne plati
1 k
=|n——|5,;+—= 88
s [n j]skﬂLd, (89)
kde k=1, ..., n ad je dané vzfahom (1).

Doékaz. Na dokaz vzorca (87) pouzijeme vzorce (65) a (21):

M = E(Ck) = (5(a))g\3q) - (p_q><§g|j +Q(]S)E|j = (n+1)5% - (IS)EU = (DS)TTMJ

Pouzitim vzorcov (87) a (8) odvodime vzorec (88):

. " . Spy — K 1. k
,Ltk:(Tl—Fl)SEU—(IS)EU:(n—Fl)SEU— d = Tl—i‘l—c—i SEU—Q—g
1+4]. k j—1—7]. k 1. k
= {n+1_7:|3k|j+32 [n—i_f SEU—FE: n—j SEU-FE
|
Lemma 3.8 Za predpokladov vety 3.8 mame
2
Var(Cy) = [%] (m 2+ mP 22 L pd). (89)

Dokaz 3.8.  Pouzijeme postupne vzorce (83), (82), (26), (27) a (28):
Var(Ci) = my = = m[mir + 2 = b+ Doy + (0 = k417 = i}

= m[my = phoy + g 20—k + Dy + (0 — k1)) — g1}

2
= m(my_y — i) +mppy + (0 —k+1)]" =}

2
:mVar(Ckl)—i-m{%] — 3
L+f 2
1+ f—(14) ,
\9 e

(L+7)

=mVar(Cyx_1) +

=mVar(Cy_1) +
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- 2 . . .2
=mVar(Cy_1) + u 2

L+
s 12
= mVaT(Ckfl) + {m} ,Ui,
pricom stanovime Cy = 0.
Plati ,
s
Var(Cy) = mVar(Cj_ 2
ar(C) =mVar(Coa) + | =]
s 1° s 1°
_ Var(Ch._ R =
m<m ar{Cis) + [HJ} “’“‘1>+ [HJ} &
2
s _ _
L= [1+]} (M2 +mP 2l ).
[
Veta 3.9 Za predpokladov vety 3.8 mame
2 N o 2 - 2.
vty L[ 2l s, | =,
Mmoo 1+1 1+r 1+ f
%_2[”/—'%}(1‘+‘j)k(]§)mr 2[n — 3] I8y (I8, (90)
147 1+ f L+ f ]
2
kde [ = {1 j ] , [ je dané vztahom (28) a r je dané vztahom (32).
J
Dokaz.

Pouzijeme postupne vzorce (89), (27), (88) a (62):

2
S _ _
Var(Cy) = [H]} (L2 4 b2 i)

2
- {1_7_3} [(1+f)k_1:u%+(1+f)k_2,u§+...—i—pdz}

:{1iJ2%ﬁ¢ya(@_§pw+g)in”+(p_§pw+@>j

d

2 2
_ L i]} [n— ﬂ [(1 + f)’“‘l;c;‘%j +(1+ f)“s‘%'j +... +§i|j]

{ s r{ 1] (1+ f)’f—ls'm +2(1+ f)k—%gu + .+ kg
+2 - n—-
1+ J d

[s }%1+fﬁ1+2%1+fﬁ2+.”+k2
+ :
147 d?

2 2. . . .
s 117 [ 52; — 257, ho1 Sar; — 255

— B e A L Ml
[HJ} [” j] { g e
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{ s r{ 1}(1+f)’f—1§1|j+2(1+f)’“—2§2j+...+k:§k|j
+2 - n——
1+ J d
(s A4+ )220+ )24 R
+ :
|14 d?

:{ i r{n_%_ [+ M gy + - Bay] — 2[0Sy, 4+ By

1+ ] d
{ s r{ 1} (L )M 187, + 21+ f)" 285, + ... + kg,
+2 - n— -
1+ J d
s 1P+ L4221+ f)F 24+ k2
+ . :
147 d?
Stanovime
14+ f) =1 +)*Q+1). (91)
Dostavame )
S
= . 92
= -

Dalej pouZijeme postupne vzorce (92), (6), (11) a (30).

Var(Cy) = ;2 (d {n — ﬂ {(1 + f)k—1§§|j +...+ s%]}

—Qd[n— %r[( + ) sy, + -+§k|j]
Iy {n _ ﬂ [(1 T TR ks'ku}
Hlas e e kD

Taaprliesfo, ey

s d
S oo g
+2d[n ﬂ {(Hf)’“ 11%_1+...+ <1+Jd>’“
+[(1+f) F 2214 )24+ KL }>
1+ f

— ﬁ<{n—ﬂ2{(l+f)k1((1+j)2—1) +..+ [(1+j)2’“—1}]

—2[n—%r{(1+f)’“‘1(1+j—1)+...+[(1+j)’“—1]]
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| R T {U m])

1712 1 2 2k
:$<[n_ﬂ [T+ )T+ +.. 4 (1 +5)%]

—2{71——} [(1+f)’“1(1+j)+...+(1+j)’“]+[n—ﬂ [(A+ )+ +1]

+
+
-

Q[n—ﬂ [(1 P A4+ +.. + kA1 +j)’f]

_z{n—ﬂ [(1+f)"“‘1+...+k} + {(fi—)’}f})
:%({n—%}2[(1+f)k_1(1+j)2+...+(1+j)2ﬂ
—2n—12M+f) H145)+ - +O+ﬁ}+—n—l2M+¢ﬁ*+u«+ﬂ

J

+2{n ﬂ {(1+j) (1+7)" +...+k:(1+j)’“]

_%”‘1{0+fy+”'+M1+ﬁ]+{U%mﬂ>'

J 1+ f 1+ f
Dalej pouzijeme postupne vzorce (91), (30) a niekolkokrat vzorce (8) a (5):

Var(C’k) = % ([n — %} [(1 + l)k—l(l +j)2k +.+ (1 + j)%}

oo s
+2[n_ﬂ [(1+y) 147)" +k(1+3)}

(
3]+ (7]
(

_2[n_%]2(1+j>k[(1-I—r)k—ii;-r-i—(l-i—?“)] " [n_%r{%]

safo= k)

-5 [52)
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P 111 T+r 1+
2[n — (1 +5)"(13)g, B 2[n —2)I8)g, (I8,
1+7r 1+ f 1+f ]

3.4. Buduca hodnota anuity s platbami v geometrickej postupnosti
Vyska platby v k-tom roku je dand vztahom
c=p¢" 1t kdek=1, 2, ..., n, (93)
p,g>0, q#1+7, C#1L+f @ #1+r

Budiica hodnota anuity s k-rocnymi platbami v geometrickej postupnosti po k ro-
koch je oznacena Cj. Dosadenim vzorca (93) do vzorca (34) dostavame rekurentny
vztah pre Cy:

Cr = (14+i)(Crr +pd" 1Y), kde k=2, ..., n. (94)

Odtial odvodime rekurentny vztah pre ;. PouZijeme pritom vzorce (26)
a (35):

i = E(Cy) = E[(1+)(Cho1 + p¢" )] = E(L+ i3) E(Cho1 + pg" ")

= 1+ J)[B(Cear) + E(pd* )] = (14 5) (r—1 + p¢" ") = p(pe—r + pg* ).
Teda
pu = ppe—1 + pg"t). (95)

Pouzitim vzorcov (27), (36) a (94) odvodime rekurentny vztah pre myg:

my = B(C?) = E[(1 +it)(Cy1 + pg" V)]
= E(1+1,)°E(Cy_1 +pg" )
= m|[E(Cy-1)* + 2E(Ch-1)E(pd" ) + E(pg")?]
= m(mu—1 + 2pp_1pg" " + pP?* D).

Teda
my = m(my_1 + 2pp—1pg" " + p2q2(k71))- (96)
Poznamenajme
fi1 = pi, (97)
mi = p*m. (98)

Nasledujtica lemma je analdgiou lemmy 3.1.
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Lemma 3.9 Nech C}, oznacuje konecnii hodnotu anuity s platbami v geomet-
rickej postupnosti, t.j. p, pg, pg?, ..., pg®~'. Nech roéné trokova miera behom k-
tého roku je ndhodna veli¢ina iy takd, ze E(1+1i;) = 1+ j a Var(l + i) = s
a iy, i, ..., i, su nadhodné nezavislé veli¢iny. Potom

e = B(Cy) = (3) 7. (99)

Doékaz. Pouzijeme vzorce (26), (35) a (94):

= E(Cy) = E[(l + i) (Cr1 +qu_1)]
= E(1+ i) E(Crr +pg" )
) [E(Cr-1) + pg" ]

=(1+
F)[E +ir-1)E(Cr—z + pgd" ™) +pq’“‘1]

J)E(Croz) + (L4 )pd" > +pd" '] = ...

D tpg 4.+ (U4 9)pd" 2 + pg (ég)fﬁjq).

(1

_l’_
s
— () 1+

]
Lemma 3.10 Za predpokladov lemmy 3.9 mame
me = pPmf+p2Em 4+ P2 O
+2[pgm* s + p@Pm* Py + .+ pd* T ). (100)
Doékaz.  Budeme postupovat indukciou. Pre k = 1 pouzijeme (98):
my = p’m
Nech pre k plati indukény predpoklad
— b 4+ 2P 4+ 2O
+2[pgm* g + p@Pm Py 4 .+ pd* T ).
Pouzitim vzorca (96) pre k + 1 mame
mis1 = m(my + 2upg” + p*¢*)
— m(p*m* + PP 1L PV
+2[pgm" iy + pPm* s + 4 pd* g ] + 2pupd” + PP
— 2mM g P 4 p2q2(k Dim? 4 g2
+2[pgm* +pq2m’“*2uz + o g T g+ g
Vidime, ze vzorec plati aj pre k + 1. Tym sme dokézali lemmu 3.9.
|
Majme
My = pPm* + p*@m ' + .+ p*?% D, (101)
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Moy = pgm* g + p®mF 2 ps + ..+ pd* T mpyy, (102)
my = Mlk + 2M2k. (103)

Lemma 3.11 Plati

(14 f)F —g*

.. 2 2
ey e b OO fl (104)

Mlk:p2(1+f> klf

Doékaz. Pouzijeme vzorce (101), (23) a (27):
My = p*mF + p?@m 7 + .+ p?P% Im
=L+ ) PP+ ) P T )

=P+ N[+ N T+ A+ H7 Y]

_ 2 (1+ f)k - q2k _ 2\
_p(1+f> 1+f_q2 _(SQ)EU :
[ |
Lemma 3.12 Plati
P(L+ )G — (DG
My, = . (105)

I+j—g¢q
Dékaz.  Pouzijeme postupne vzorce (102), (27), (99), (23), (30) a (22):

My, = pgm* ' py + p@®m" s + ..+ pg"rmp

=pg(L+ ) '+ p® (L + ) Ppo+ o+ pd" A+ )

= pa(L+ ) G0 4 g (L+ 1) E)ED 4+ pd T L+ ) ()20
(1+j)—q

(1+5)— ¢
(Y I

] +pg?(1+ f)F? [p(l T

(1+ 5)*1 — q’“‘l}
14+j5—gq

=pq(1+ f)F! [p(l + )

D) 1)
_r(1+))
C1l+j—gq

T HA DT (L - A+ D)
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(PO DT PO P PV )+ (L ) (1 f)’“)]

~ p(L+)
S 1+j—¢q
T A NA ) A+ O+ -1+ f)'“)

(a0 P4

—(u+ff+fu+fw4+¢u+fﬁﬂ+u.+fW”u+fw41+nﬁ]

_p*(1+7)

- [(1+j)k(1 1) (a2 @)

T (L)) = @+ )

—(u+ff+fa+fw*+¢u+ﬁ“%au+fW”u+fww1+nﬁ]

P*(1+7) Nk k-1 k=2 | 2 k-3 k-1
:m (1+7) (1+r)((1+r) +q(1+r)""+¢1+7r)""7"+...+¢ )
1+ _ _ _
—Tiq {p2(1+f)k+p2q2(1+f)k IR A SR DR 1)(1+f>]
p(1+7) " (1+7)"—¢* L4502
=2 ha 1+ ~ T **,
P L e n RS0 - 2
14 i\k+(5 (pa) 140\ (3 (p?,4%)
p(1+7) (Sg)mr ( +‘7)(89)E\f
B 1+j—q '
]
Lemma 3.13 Plati
. .. . .. 27 2
2p(1+ )1 ()07 = (a+ 1+ ) E) "
my = I . (106)
+7—4q
Dokaz.  Pouzijeme vzorce (103), (104) a (105):
. . \(p, N\ (92,6%)
v o _@Yﬂﬂ+2pu+ﬁﬂwm§9—u+ﬁwa&q
my = 1k 2k — 9%\ f 1+]_q
2p(1 4 j)F+! 1+79—q—25—-2
_ p( +]) (gg)gp,q) + +J q‘ J (ég)gp2,q2)
1+j—q klr 1+j—q kS
. . . 2 g2
2p(1+ ) (30D — (g + 1+ j)(E)0
B 1+j—¢q '
|
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Lemma 3.14 Plati

p(L+7) [, N
it =PI 5 2500 (1om

Doékaz.  Pouzijeme vzorce (99) a (23):
ﬂ+jﬁ—q12
14+75—4q
o (L4 5)* = 21+ 5)*¢* + ¢*
(147 -q)?
::ﬁU+JVF1+ﬂ%—q%_2¢«1+ﬁk—¢q
I+j—ql 1+7—4¢ I4+j—q

= ()] = o1+ )

=p*(L+)

_ p(1+j) (1+j)(1+j)2k_q2k
1+5—¢q 1+j5—¢q

N L
Y Gt ) il
¢'p(1+7) p—

_PAH)) [0 o ks \0a)
-7 ey -]

Veta 3.10 Za predpokladov lemmy 3.8 mame

. .. . . 2 2
2p(1+ )G — (L4 + ) E) "

Var(Cy) = , kY
(@) -
p(1+ ) ((5) % — 24" (5,)0) 0s)
1+j—q ’
kde f je dané vztahom (28) a r je dané vztahom (32).

Dokaz.  Pouzijeme vzorce (106) a (107):

Var(Cy) = my — pi3

2p(1+ )G )0 = (14 + ) (5) ")
1+j—g¢q

P+ ) () — 2" Gl
1+75—4¢q

Dolezity pripad nastava pre kombinaciu p = 1 a ¢ = 1, teda anuitu s k rocnymi
platbami vysky 1. PouZijeme vzorec (24):
. .. . .. 2 2
2p(1+ DG — (45 + )G,

Var(Ck) _ k17"+j — k| f
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(L4 ) ((E) I — 244(3,)i0)

1+7—g¢q
21+ ) ()5 = (145 + 1) (E)y
N 1+5—-1
. (1,1 .o\ (1,1
(1+ 1) (G5 —26)5")

1+5—1
2L+ )M 8 — (24 )3y — (L )3am, + 201+ )3y
: .

Iny dolezity pripad nastava pre kombinaciu p=1a g= 1+ u, kde u (u # j
oznac¢uje pevni mieru rastu platieb. Definuje to anuitu s platbami 1, 14 wu, (1 +
u)?, ..., (1+u)*! v tomto poradi. Nech

T+u=(1+j)(1+¢). (109)
Potom plati
Cr = (T4+i1) (1 +ig) ... (1+ig) + (1+u)(1+ig) ... (T+ig) +. . 4+ (T+u) (1 +i).

(110)
Zo vzorca (94) vyplyva rekurentny vztah pre Cy:
Cr = (1 +ix)(Cry + (T +u)" ). (111)
Zo vzorca (95) vyplyva rekurentny vztah pre
sk = (1 + (L +u)" ). (112)
Zo vzorca (96) vyplyva rekurentny vztah pre my:
my = m(me_1 + 2ppe—1 (1 +u)* 1 4 (1 + u)2¢=D), (113)
Specialne zo vzorcov (97) a (98) vyplyvaji nasledujice dva vztahy:
= p=1+7. (114)
mi=m=1+f. (115)
Veta 3.11 Nech C} oznacuje budicu hodnotu anuity s k£ roénymi platbami
vysky 1,1+ u,..., (1 4+ u)*"! v tomto poradi po k rokoch. Nech ro¢nd trokové
miera behom k-tého roku je ndhodna veli¢ina iy takd, ze E(1 +ix) = 1+ j
aVar(l+iy) =s*aiy, iy, ..., i, st nezavislé ndhodné veli¢iny. Potom
(114u) _ (1 + j)k:é%\t

E(CH) = ()L, — (116)

kde f je dané vzfahom (28) a r je dané vzfahom (32).
Doékaz.  Pouzijeme postupne vzorce (99), (23), (109) a (5).

. R . J4u

= B(C) = G = Gl ™

(1+5)F - (1 +u)
(14+j)—(1+u)
41
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(14+7) = QA+ +1)F

S sy g s gy
wl=(1+t)Fk
= (1 +])km

(1+5)" (1+t)k -1

T 1+t [( * )(1+t)—1}

_ (145"
1+t

{(1+t)k+(1+t)k_1+...+(1+t)}

(1 +j)k‘§E\t
1+t

Veta 3.12 Za predpokladov vety 3.11 plati
(1+w)? (2 4 1)3g,, — 2(1 4 5)° (1 + t)*5,,
t
_ (1 + j>2k(§ﬂ\t - 2§E\t)
t(1+1) ’

Var(Cy) =

(117)

kde ¢ je dané vztahom (109),
h je riesenie rovnice 1 + f = (14 u)*(1 + h), (118)
w je rieSenie rovnice 1+ f = (14 j)*(1 + ¢)(1 + w). (119)

Doékaz. Pouzijeme postupne vzorce (108),p = 1, ¢ = 14w, (25), (21), (30), (109)
a (119):

. .o . .o 2 2
2p(1+ 7)1 (3)P) — (14 j 4 q)(3,)%

k|r k|f
Var(Cy) = ‘
(C) e
P+ ) | (5) 20— 244 (5,) 0
1+7—4¢q
. . 1,14u . . 1,(14u 2
__m1+ﬁm%%gv+W—u+g+1+ux%g@+>>
B 1+5—(1+uw)
. . 1,1+u . 1,14u
e D[E)G 20 e
1+j—(1+4u)
1

- 21+ ) (8,

(1+7) -1 +5)1+1)

. . oy (1,(14u)2 e (14w 2(1+u)k(1+j)k+1 =
~[Ui+ QDA D] G = A DG + = S
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(1+4)(=1)

214 ) (L) (L) (17 o (L) ()]

. . o (1, (14w)? e (114w 2(1+u)k(1+j)k+1--
_[1+]+(1+])(1+t)](sg)(%|f(+))—(1—1—])(89)27;‘]. )+ 1 S5t

1
L+)(—t)

2(1+j)k+1(1—|—u)k(ﬁ+r]k+ [1+Tr_l+...+ {HTD

+u 1+u 14+u

(114w 2(1 4+ u)f (14 gkt

. . .oy (1,(14u)2 e
— 15+ A A+] G = 4G e

k| f

1 k1 N k k k-1 T
=T 2014+ (1 +5) (1 +1) [(1+w) + (L w) T (L w)]
[ QD] G (G 2T smt] |

Dalej pouzijeme postupne vzorce (5), (25), (22), (118), (109) a niekolkokrat
vzorec (5):

1 ” ) .
Var(C) = 5| 2+ D)1 = 201+ (1 + 05,

k| f

k \k
it 204+ w)¥ (14 )" .
+(89)ﬂ|‘7 - 1 +t Sk}|t

1 o\ (1,(14u)? . .
= |+ 06 =20+ 0 5,

QA+, 20+w) QA+5)".
1—+t32k\t_ 11t Skt

@[ D @ P (S )

A+d*, 204wt
14+t S2k|t - 1+¢ Sk|t

=% (2+t><1+u)2’“({ - ]k+{(11:£2r1+"'+{<11:J)2D]

2(1+ J)* (1 +1)*5g,, N (1 +5) 555, — 2(1 +u)*(1 + j)*3g,
t H1+1)

—2(1+ j)* (14 t)*55, +

! (2+t)(1+u)2k[(1+h)k+(1+h)k_1+...—l—(l—l—h)]
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2(1+ 7)1+ )F8g, (L4 5)%8g5, — 21+ 0)F (1 + 5)M(1 + j)*3g,
t * t(1+1)
(W) @2+ g, — 201+ )% (1 + 1) 5,
t
(1+5)* [857, — 2(1 +)*3,]
t(1+1)
B (1+u)* (2 + )55, — 2(1 4 )% (1 + t)* 55,
t
(1+ )% {é%lt 201+ )R+ + A+ L+ (1t t)]]

+

t(1+1)
(L) 2+ )3, — 201+ 5)" (1 + ) 5,
t
(1+j)2’“[§2k|t—2[(1+t)2’“+...+(1+t) € ) L (1+t)}]
" e
(L) 2+ )8, — 201+ 5)" (1 + ) 5y,
t
(1+ )% 33 — 203, — 52)|
* i
()24 )85, — 21+ ) (1 + ) 3,
B t
_ (1 + j)%(ﬁs‘%‘t - 2§E|t)
t(1+1) '
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KAPITOLA 4
Zaver

V préci sme sa zaoberali anuitami s Grokovymi mierami, ktoré st navzajom
nezavislé nahodné veli¢iny s normalnym rozdelenim. Zamerali sme sa na anu-
ity s platbami v aritmetickej a geometrickej postupnosti. Vypocitali sme rekur-
zivne predpisy, priemer a rozptyl budtcich hodnét anuit s platbami v aritmeticke;j
a geometrickej postupnosti.

Najskor sme sa zaoberali anuitami s pevnymi trokovymi mierami a odvodili
sme vysledky pre zakladné typy anuit. Hlavnou ¢astou prace boli anuity s ndhod-
nymi arokovymi mierami. Vypocitali sme prvy a druhy moment, ako aj rozptyl
budtcich hodno6t anuit. Nakoniec sme znazornili Specialne pripady anuit pomocou
tabuliek a grafov.

Praca ¢erpa hlavne z ¢lankov [4] a [1]. Vysledky v tychto dvoch ¢lankoch sa
v niekolkych pripadoch nezhoduji. V ¢élanku [1] autori tvrdia, Ze ich vysledky
st spravne. Cielom tejto prace bolo overit spravnost vzorcov v ¢lanku [1], ¢o sa
aj podarilo. V préaci st uvedené podrobné dokazy vsetkych vzorcov z ¢lanku [1].
Porovnanim s vysledkami v ¢lanku [4] je zrejmé, Ze niektoré vysledky v ¢lanku [4]
s nespravne. Jedna sa konkrétne o Theorem 4.3, Theorem 4.5 a Theorem 4.6
z ¢lanku [4]. Tieto rozdiely st znazornené na konci prace (kapitola 4) pomocou
specialnych pripadov anuit.

Hlavnym prinosom prace je overenie spravnosti vysledkov v ¢lanku [1] a ich
podrobné dokazy. Niektoré vysledky boli aplikované numericky pomocou pripo-
jenych grafov.
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KAPITOLA 4

Niektoré numerické vysledky

4.1. Porovnanie vysledkov

V praci sme overili podrobnymi dokazmi spravnost vysledkov z ¢lanku [1].
Uvedieme porovnanie vysledkov s vysledkami z ¢lanku [4]. Jedné sa o vysledky
Var(Cy) pre Standardne rasticu, Standardne klesajicu a geometricky rasticu
anuitu. Pre ndzornost tieto vysledky graficky porovname pre Specidlne pripady
anuit. Uvazujme, ze ndhodné veli¢iny i maji normaélne rozdelenie s paramet-
rami ;1 = 0.035 a 0 = 0.02. Z toho vyplyva, Ze j = 0,035 a s = 0.0004. Stano-
vime n = 10. Znézornime Var(C}) ako funkcie k pre tieto tri typy anuit. Na Tavej
strane vzdy uvedieme grafy zobrazujice vysledky v praci opierajtuce zhodné s vy-
sledkami z ¢lanku [1], na pravej strane grafy zobrazuju vysledky z ¢lanku [4].

Obréazok ¢.1 znazornuje rozptyl budiicej hodnoty standardne rastiicej anuity.
Na obrazku vlavo je vysledok vypoditany podla Vety 3.7. Na obrazku vpravo je
vysledok vypocitany podla ¢lanku [4], Theorem 4.3. Zjavne st vysledky vpravo
priblizne 1000-nasobne vyssie ako vysledky vIavo.

Rastica anuita

@ Burnecki [1] & Zaks [4]
5 16000
. 14000 *
4
12000
~ 34 -~ 10000 - *
O O
\g L 2 Y 8000 -
S S ¢
6000 -
¢ *
L 4000 -
. L 4
. 2000 &
lleeoeee® 0 e‘b""‘ ——
123456 78910 123456 7 8 910
k k

Obrazok ¢.1. Rozptyl budicej hodnoty Standardne rasticej anuity, favy obrazok je
zaloZeny na Vete 3.7, pravy na Theoreme 4.3 zo Zaks [4].
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Obrazok ¢.2 znazornuje rozptyl budicej hodnoty standardne klesajiicej anuity.
Na obrazku vlavo je vysledok vypocitany podla Vety 3.9. Na obrazku vpravo
je vysledok vypocitany podla ¢lanku [4], Theorem 4.5. Je zrejmy rozdiel medzi
tymito dvoma grafmi.

Standardne klesajlca anuita

@ Burnecki 1] & Zaks [4]
12 1,6
10 M 149
| *
| . 1,2
3 ~ 10 24
8
Y 6 = T 08 *
; Gl L 2
4 . > 06 .
, * 0,4 ’9
* 0,2 *
olee® 0,0 A
123456 7 8 910 123456 7 8 910
k k

Obrazok ¢.2. Rozptyl buducej hodnoty Standardne klesajucej anuity, favy obrazok je
zalozeny na Vete 3.9, pravy na Theoreme 4.5 zo Zaks [4].

Obrazok ¢.3 znazornuje rozptyl budicej hodnoty geometricky rasticej anuity.
Uvazujeme v = 0.1. Na obrazku vlavo je vysledok vypoc¢itany podla Vety 3.12.
Na obrazku vpravo je vysledok vypocitany podla ¢lanku [4], Theorem 4.6. Je
zrejmy rozdiel medzi tymito dvoma grafmi.

Geometricky rastica anuita

@ Burnecki [1] @ Zaks [4]
0,50 0,000040
0,45 L 4 0,000035 - L 2
0,40 1 0,000030 -
—_ 0.351 0,000025
kj‘ 0,30 - -
L o % 0,000020 *
G 0,000015 -
> 020 . S .
0.15 0,000010 -
' *
0,10 L J 0,000005 . *
0,05 o 0,000000 14—
0,00 va—’\.\ — -0,000005 112345 6 78 1
123456 7 8 910
k k

Obrazok ¢.3. Rozptyl budicej hodnoty geometricky rasticej anuity, u = 0.1, favy obrazok
je zaloZzeny na Vete 3.12, pravy na Theoreme 4.6 zo Zaks [4].
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Budidca hodnota

48

Standardne |Standardne |Geometricky |Geometricky
KonsStantna rastica klesajuca rastica klesajuca
anuita anuita anuita anuita anuita
E(CK) E(CK) E(CK) E(CK) E(C
1 1,03500] 1,03500 10,35000f 1,03500] 1,03500]
2 2,10623 3,14122 20,02725 2,20973 2,00273
3 3,21494 6,35617 29,00820 3,53942 2,91117
4 4,35176 10,71863 37,26849 5,04088 3,76758
5 5,53372 16,26879 44,78289 6,73265 4,57851
6 6,75586 23,04819 51,52529 8,63517 5,34991
7 8,01956 31,09988 57,46867 10,77097 6,08720I
8 9,32623 40,46838 62,58508 13,16488 6,79529
9 10,67732 51,19977 66,84556 15,84426 7,47866
10 12,14199) 63,34176 70,22015 18,83929) 8,14139]
Tabu/ka ¢.1. Buduca hodnota 5 réznych typov anuit.
4 .
Konstantna anuita
14
12 7'
10 A ¢
.
~ 8 .
T 6 *
.
4 *
*
2 .
*
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k
Obrazok ¢. 4. Buduca hodnota konStantnej anuity vypocitana pod/a Vety 3.2.
b4 4 3
Standardne rastica anuita
70 +
60 + o
50 4
~ 40 ¢
S
w 30 ? 3
20 *
.
10 Py ? 3
0 * 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazok ¢. 5. Buduca hodnota Standardne rastlcej anuity vypocitana pod/a Vety 3.3.



Standardne klesajica anuita

= (o)

Obrazok ¢. 6. Buduca hodnota Standardne klesajlcej anuity vypocitana pod/a Vety 3.8.

Geometricky rastica anuita
20
18
16
14
12
10

E(Cd)

o N M O ©

Obrazok ¢. 7. Buduca hodnota geometricky rasticej anuity vypocitana pod/a Vety 3.11.
Uvazujeme u=0.1.

Geometricky klesajlica anuita

E(c)
O RPN WM O N ©O©

Obréazok ¢. 8. Budica hodnota Standardne klesajlicej anuity vypocitana pod/a Vety 3.11.
UvaZujeme u=-0.1.



Rozptyl budicej hodnoty

Rozptyl Standardne rasticej anuity

Standardne |Standardne |Geometricky |Geometricky
KonsStantna rastica klesajuca rastica klesajuca
anuita anuita anuita anuita anuita
Var(Cy) Var(Cy) Var(Cy) Var(Cy) Var(Cy)
1 0,00040 0,00040] 0,04000] 0,00040 0,00040
2 0,00209| 0,00411 0,19263 0,00225 0,00193
3 0,00609 0,01949 0,52064 0,00709 0,00523
4 0,01364 0,06379| 1,07657 0,01709 0,01090
5 0,02612 0,16719 1,90254 0,03524 0,01951
6 0,04515 0,37752 3,03015 0,06560 0,03160
7 0,07259] 0,76572 4,48041 0,11362 0,04770
8 0,11056 1,43209] 6,26390 0,18648 0,06836
9 0,16148 2,51351 8,38104 0,29357 0,09414
10 0,22810] 4,19170] 10,82254 0,44713 0,12563
Tabu/ka ¢.2. Rozptyl buducej hodnoty 5 réznych typov anuit.
. Rozptyl konstantnej anuity
23
0,20 +
:)2 0,15 hd
T
S o010 A
.
0,05 + L 2
.
0,00 —o * L] hd
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazok ¢. 9. Rozptyl budicej hodnoty konStantnej anuity vypocitany pod/a Vety 3.2.

o 2

N @
w ¢

50

10

Obréazok ¢. 10. Rozptyl buducej hodnoty Standardne rasticej anuity vypocitany pod/a Vety 3.7.




Var(C\)

Rozptyl Standardne klesajicej anuity

Obréazok €. 11. Rozptyl buddcej hodnoty Standardne klesajlcej anuity vypocitany podla Vety 3.9.

Var'(Ck)

Rozptyl geometricky rasticej anuity
0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

Obrazok ¢. 12. Rozptyl budicej hodnoty geometricky rasticej anuity vypocitany pod/a Vety 3.12.
UvaZujeme u=0.1.

Var'(Ck)

Rozptyl geometricky klesajlcej anuity

0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04
0,02
0,00

Obrazok ¢.13. Rozptyl buducej hodnoty Standardne klesajicej anuity vypocitany pod/a Vety 3.12.
Uvazujeme u=-0.1.
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Znacenie

ro¢na platba v k-tom roku

budtica hodnota anuity s k roénymi platbami c;, c, ..., cx v tomto poradi
po k rokoch je nahodna veli¢ina s roénymi trokovymi mierami iy, i, ..., i
v tomto poradi: viz (33)

ro¢na diskontnd miera: viz (1)

budtca hodnota standardne klesajticej anuity s platbami vysky n, n-1, ...,
n-k+1 v tomto poradi po k rokoch s ro¢nou drokovou mierou j: viz (17)
viz (28)

viz (118)

ro¢nd trokova sadzba v k-tom roku

budtica hodnota $tandardne rastdcej anuity s k roénymi platbami vysky
1, 2, ..., k v tomto poradi po k rokoch s roénou tirokovou mierou j: viz(8)
budtica hodnota rastticej anuity s k roénymi platbami 12, 22, ..., k2 v tomto
poradi po k rokoch s ro¢nou trokovou mierou j: viz (11)

ro¢na trokovd miera

viz (27)

druhy moment ndhodnej veli¢iny Ci: viz (36)

viz (55)

viz (56)

viz (26)

prvy moment ndhodnej veli¢iny Cy: viz (35)

viz (32)

rozptyl ndhodnej veli¢iny ik

budtca hodnota polehotnej anuity s k roénymi platbami vysky 1 s
ro¢nou trokovou mierou j

budtca hodnota predlehotnej anuity s k roénymi platbami vysky 1 s
ro¢nou trokovou mierou j: viz (5)

budtica hodnota anuity s platbami v aritmetickej postupnosti po k
rokoch s ro¢nou tirokovou mierou j: viz (20)

budtica hodnota anuity s platbami v geometrickej postupnosti po k
rokoch s ro¢nou trokovou mierou j: viz (22)

viz (109)

ro¢ny diskontny faktor: viz (2)

viz (119)



