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ABSTRAKT

Tato bakalaiska prace se zabyva moznostmi zavedeni komplexnich ¢isel na stiedni Skole
prostiednictvim genetické paralely. Prvni ¢ast prace je vénovana historickému vyvoji pojmu
komplexni &islo od starovékého Recka aZ po 19. stoleti, pfi¢emZ jsou vybrany klidové
momenty a etapy s didaktickym potencidlem. Ve druhé ¢asti jsou tyto momenty vyuzity jako
inspirace pro navrh konkrétnich vyukovych aktivit a tloh vhodnych pro stiedoskolskou
vyuku. Cilem prace je ukazat, Ze historie matematiky miize slouzit jako smysluplny nastroj

pfi zavadéni novych pojmtl v hodindch matematiky.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

This bachelor's thesis explores the possibilities of introducing complex numbers at the
secondary school through the method of genetic parallelism. The first part of the thesis
focuses on the historical development of the concept of complex numbers, from ancient
Greece up to the 19th century, highlighting key moments and stages with didactic potential.
In the second part, these historical milestones are used as an inspiration for designing specific
teaching activities and exercises suitable for high school mathematics. Main goal of the
thesis is to demonstrate that the history of mathematics can serve as a meaningful tool in the

introduction of new concepts in mathematics education.
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Uvod

Komplexni ¢isla jsou naro¢né a rozsifujici téma, které propojuje vice rtiznych oblasti
matematiky a je brano spiSe jako vysokoskolské téma, a proto s nim maji Zéci Casto potize.
Na stednich Skolach se Casto proberou jen zaklady a studenti na vysokych Skolach maji
problémy navazat vysokoskolskym studiem této latky. Ve stfedoskolskych ucebnicich, se
kterymi jsem se setkal, je motivace k zavedeni nového Ciselného oboru spiSe povrchni a
neodpovida historickému vyvoji tohoto pojmu. Mné samotnému tato latka na stfedni Skole

délala problém, a proto jsem se rozhodl napsat tuto praci.

Cilem této prace je popsat historii komplexnich Cisel a pouzit ji jako motivaci k zavedeni
tohoto &iselného oboru na stfednich $kolach. Zaci se nejen dozvi vice o historii samotné
matematiky, ale také pochopi, pro¢ jsou tato Cisla dilezitd. Tento ptistup vychazi z teorie
genetické paralely, podle které by proces uceni novych pojmti mél kopirovat historicky

vyvoj dané latky.

Prvni kapitola je vénovana principu genetické paralely, kterd tvofi teoreticky zaklad celé
bakalaiské prace. V kapitole je popsan ptvod této myslenky v biologii a psychologii. Hlavni
diraz v této praci je vsak kladen na uplatnéni této teorie v didaktice matematiky, jak ji popsal
Milan Hejny. Déle se kapitola zabyva vyhodami a nevyhodami genetické paralely, a jak

bychom tuto myslenku mohli pouZit konkrétné pro komplexni ¢isla.

Ve druhé kapitole je popsan historicky vyvoj pojmu komplexni ¢islo, poc¢inaje prvnimi
naznaky nutnosti rozsifeni ¢iselného oboru pti feseni algebraickych rovnic. Zminovana jsou
dila indickych a arabskych matematikd, ktera méla vliv na evropskou matematiku, a dale
pfinosy vyznamnych evropskych matematikli, mezi které patii napiiklad Fibonacci,
Gerolamo Cardano, Albert Girard, Sir William Rowan Hamilton nebo Georg Friedrich
Bernhard Riemann. Kapitola se zaméfuje na postupné formovani teorie komplexnich ¢isel a

jejich ptijeti v matematické komunite.

Ve tieti kapitole se zaméfuji na vyuziti historickych milnikl k zavedeni komplexnich ¢isel
na stfedni Skole. Pomoci deviti vybranych etap vyvoje komplexniho c¢isla identifikuji

momenty, které l1ze ve vyuce vyuzit jako podnéty k diskusi, tvaham a objevovani.



Kazdé historické obdobi je doplnéno o navrh vyukové aktivity, jejiz ambici je nejen predavat
zakovi hotové informace, ale ptfimo ho zapojit do jejich objeveni a zavedeni, coz by mu mélo

pomoci snadnéji pochopit toto téma a zaroven 1épe piijmout rozsifeni realného oboru Cisel.



1 Geneticka paralela

Geneticka paralela je didaktickd metoda, ktera vychazi z predpokladu, ze utvaieni pojmu
v lidské mysli do urcité miry historicky kopiruje vyvoj téchto pojmi ve véde. Poprvé se o
této teorii zminil v 19. stoleti Ernest Haeckel. Ten rozsifil Darwinovu evoluc¢ni teorii o
predpoklad, Zze vyvoj jednotlivce (ontogeneze) do jist¢é miry kopiruje vyvoj druhu

(fylogeneze).

V oblasti psychologie se tomuto tématu vénoval Svycarsky filozof a psycholog Jean Piaget,
ktery kolem roku 1920 ve svych testech pozoroval, ze déti stejného véku Casto délaji stejné
chyby. Na zaklad¢ svych poznatkl a vyzkumu pozdéji usporadal kognitivni vyvoj do Ctyt
etap. Tento pfistup se stal zdkladem jeho teorie genetické epistemologie, kterd se zabyva
tim, jak se poznani utvari v priabéhu individudlniho vyvoje. Jednou z jejich dil¢ich tezi je
praveé vztah mezi ontogenezi a fylogenezi, ¢imz se jeho prace piiblizuje i idejim genetické

paralely (Slany, 2021).

V Ceské republice se touto teorii zabyva Milan Hejny, ktery tento princip nazval metoda
genetické paralely. Navazal na mysSlenky Thomase Kuhna, ktery tvrdil, Ze védu nemusime
brat jako hromadéni poznatkd, ale jako neustalé obohacovani a propojovani novych i star§ich
poznatkt. V jeho dilech se opakované objevuje citat z dila P. Erdnijeva: “Rust stromu
matematickych znalosti v hlavé jednoho ¢lovéka bude uspésny jen tehdy, kdyz v urcité mite
zopakujeme historii rozvoje této védy.“ Tento pfistup ma blizko ke konstruktivistickému

pristupu ke vzdélani, kde se klade velky diraz na takzvané prekoncepty. To jsou predstavy

vvvvv

koncepty a souvislosti (Hejny, Novotna, Vondrova, 2004).

Metoda genetické paralely znamend, ze vytvofime materialy, podle kterych mohou ucitelé
ucit latku v potadi odpovidajicim jejimu historickému vyvoji. Nejde ptitom o to, abychom
zaklim pouze vykladali, jak se dany pojem vyvijel v historii. Naopak, cilem je pfipravit
vyuku tak, aby si Zaci sami proSli podobnym procesem, jakym diive prosli védci a
matematici pfi objevovani novych myslenek. Historie tedy slouZi jako inspirace, nikoli jako

hlavni obsah vyuky.



I na tuto metodu existuji jisté namitky. Jednou z nich je ta, Ze v historii se objevuji omyly
nebo slepé ulicky, které by ve vyuce mély byt preskoceny. Hejného odpovéd’ na tuto ndmitku
je, ze 1 tyto chyby mohou byt ve vyuce uzitecné a zakiim muize pomoci lépe pochopit danou
latku. Historické omyly tedy nemusi ve vyuce byt piehlizeny a brany jako negativni, ale
vyuzity jako ptiklady k hlubs§imu porozuméni (Hejny, Kufina, 2001). Konkrétnim ptikladem
jsou zaporna cisla, ktera byla matematiky uznana az v 17. stoleti. Tim padem by se na

zakladni Skole vitbec neméla zavadét (Hejny, 1984).

V této praci se zaméfime na to, jak bychom mohli tuto metodu vyuzit pfi zavedeni
komplexnich ¢isel na stfedni Skole. Pojem komplexniho ¢isla totiz nevznikl nahodile, ale
vznikal postupné v prub¢hu nekolika stoleti, pficemz k tomuto objevu pfispivali i ti nejveétsi
velikani z matematické historie. Tato historie je plna zajimavych momenta, které ukazuji,

pro¢ je nutné rozsifit dosavadni obor redlnych Cisel. My zkusime vybrat ty nejzajimavéjsi a

vvvvvv



2 Historicky vyvoj komplexnich ¢isel

V této kapitole budeme sledovat, jak se pojem komplexni Cislo historicky vyvijel od prvnich
zminek o odmocnindch ze zépornych ¢isel pfes prvni pocitani s komplexnimi ¢isly, az po
aplikace a soucasny pohled. Cilem nebude do detailti popsat celou historii komplexnich
¢isel, ale vyzdvihnout kli¢Cové momenty, které budeme moci vyuzit jako oporu pro nasledny
navrh na zavedeni komplexnich Cisel ve vyuce na stfednich Skolach. Aby byl vyklad
srozumitelny, budeme se i pti popisu historického vyvoje komplexnich ¢isel drzet dnesni
symboliky. Je vSak tieba mit na paméti, ze tehdejsi matematici chapali tyto pojmy c¢asto

odli$nég, nez jak jim rozumime dnes.

2.1 Prvni zminky o odmocninach ze zapornych cisel

Jako jeden z prvnich historicky dolozenych ptipadi, kdy se objevuje problém souvisejici s
budoucim zavedenim komplexnich ¢isel, mizeme povazovat zminku z 1. stoleti naseho
letopoctu, kdy ptfi vypoctech objemu komolého jehlanu narazil matematik Heron
z Alexandrie na druhou odmocninu ze zaporného ¢isla, coz je blizké moderni predstave

komplexnich ¢isel. Ten pocital se vzorcem, ktery znali uz Egyptané, a vypadal takto:
1
V= §h(a2 + ab + b?).

Proménné a, b jsou délky podstav a h je vyskou jehlanu. Heron se snazil spocitat vysku pii

znalostech stran. Oznacil si délku bo¢ni hrany jako ¢ a vzorec modifikoval do tvaru:

b el

Uspésné vyfesil nékolik piipadt, ale u piipadu kdy a = 28,b = 4 a ¢ = 15 nebyl schopen

dojit k feSeni. Kdyz tyto hodnoty dosadime do vzorce a upravime, vyjde nam:

h =+v81 — 144.

Vidime, ze vysledek je odmocnina ze zaporného cCisla. Nicméné¢, v jeho dobé¢, kdy hodnoty
proménnych byly brany spiSe jako mira délky ¢i obsahu, ktera musi byt nezaporna, toto

feSeni nemélo smysl a takovyto jehlan neni mozné sestrojit (Nahim, 2010).
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Pro nés je ovSem tato zminka jednim z prvnich setkani s tim, kdy matematika narazila na
tento konkrétni limit, kdy feSeni neSlo geometricky znazornit. V souladu s genetickou
paralelou bychom se nejdiive méli s takovymi problémy potkat, snazit se je pochopit a hledat
feSeni, jak se s nimi vypotadat. Teprve z této zkuSenosti budeme mit potfebu zavést néco

nového.

S podobnymi problémy se setkali také indi¢ti matematici a na jejich praci dale navazali
matematici arabského svéta. Mezi n¢ patii napiiklad Abdall’ah Muhammad ibn M usa Al-
Khwarizmi (780-850), ktery ve své praci shrnul typy kvadratickych rovnic a zptsob jejich
feSeni. Diky nému a mnoha dal$im arabskym matematikiim, jejichz prace se dostala ke
kfestanskym ucenciim v Evropé, se tamni postoj k pocitani se zapornymi cisly, dosud

odmitanymi, zacal ménit (Boyer & Merzbach, 2011).

Prvnim Evropanem, ktery pfispél ke vzniku komplexnich ¢isel, byl Leonardo da Pisa (1170-
1250) znamy dnes jako Fibonacci. Ve své knize Liber Abaci pfedava evropskym ucenctim
arabské metody pocitani, véetné zptisobt feSeni kvadratickych rovnic. A i1 kdyz v jeho dobé
jesté nikdo nepracoval s pojmem imaginarniho Cisla, je pravdépodobné, ze pii feSeni
nékterych rovnic mohl narazit na situace, které by vedly k odmocniné zaporného ¢isla. Opét
v8ak dochazi k situaci, kdy Fibonacci v ptipadech, kdy by feSeni zahrnovalo odmocniny

zapornych cisel, tento vysledek neinterpretoval dal (Boyer & Merzbach, 2011).

Popsané zkuSenosti s vyskytem odmocnin ze zaporného cisla ndm poskytuji oporu pro
vyuziti genetické paralely a zavedeni komplexnich Cisel ve vyuce matematiky, které

muzeme formulovat do prvni klicové etapy:

Kli¢ova etapa I: Ziskavani zkuSenosti s odmocninou z redlného cisla pfi feSeni konkrétnich

problémi.

2.2 Gerolamo Cardano a Rafael Bombelli

V roce 1545 publikoval italsky matematik Gerolamo Cardano (1501-1576) svou knihu Ars
magna, ve které zvetejnil metodu algebraického feSeni rovnic tietiho a Ctvrtého stupné.
V nékolika ulohach se vSak setkal s ¢isly, které dnes oznacujeme jako imagindrni. V jedné
z téchto uloh §lo o rozdé€leni ¢isla 10 na dvé €asti tak, aby jejich soucin byl 40. V dnes$ni

interpretaci bychom tento problém zapsali pomoci rovnice takto:
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x(10 — x) = 40,
coz po roznasobeni a upravé dd kvadratickou rovnici:
x% —10x + 40 = 0.

Cardano dogel k vysledktim 5 —+/—15 a 5 ++/—15. Tento vyraz oznacil jako quantitas
sophistica (sofistické ¢&islo), ¢imz naznadoval, Ze ¢islo vV—15 nemé smysl. Nés ale hlavng
bude zajimat tzv. casus irreducibilis ptipad, kdy ma kubickéa rovnice tfi redlné koteny, avSak
v mezivypoctech se objevi odmocnina ze zdporného Cisla. Cardano pouzil vzorec, ktery dnes
nazyvame Cardanlv vzorec. Ten slouzi k nalezeni kofent kubické rovnice ve tvaru:

x3+px+q=0.

Reseni této rovnice se vyjadii pomoci vzorce:

Napiiklad pfi feSeni rovnice x> = 15x — 4. Dava vyse uvedeny vzorce vysledek:

3 3
X = \/2 +v—-121 + \/2 —Vv—=121.

To znamend, ze pti pouziti Cardanova vzorce na nékteré kubické rovnice se objevi vyrazy
obsahujici odmocninu ze zaporného cCisla. V této dobé byl takovyto vyraz povazovan za
nesmyslny. Pfesto se ukazalo, ze pokud s timto vyrazem budeme formalné pracovat déle, je
mozné dojit k redlnému vysledku, ktery si mizeme ovéfit 1 graficky. Pokud totiz sestrojime
graf funkce f(x) = x3 — 15x + 4, zjistime, Ze ndm protne osu x ve tfech bodech a to
znamena, Ze musime mit tii redlné koteny i kdyz Cardantiv vzorec nas vede pfes odmocninu

ze zéporného cisla (Becvar, Fuchs 1999).
Klic¢ova etapa II: Nesoulad mezi redlnym feSenim a mezikroky v Cardanové€ vzorci.

Na jeho dilo navazal dalsi italsky matematik Rafael Bombelli (1530-1590), ten se ve svém
dile L’Algebra parte maggiore dell’Aritmetica vydaném v roce 1572 dostal podstatné
dale a jako prvni analyzoval odmocninu zaporného ¢isla a doSel k vysledku, ze vysledné

¢islo nemuze byt ani kladné ani zdporné. Proto zavedl specidlni ozna€eni: pfi s¢itani psal piu
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di meno (coz odpovida pozdéjsimu symbolu i), pfi od¢itani pak meno di meno (odpovidajici
—i). Ve své knize se nebal pocitat s odmocninou ze zaporného cisla, jako mnoho
matematikii v té dobé, a misto toho se snazil vymyslet pravidla pro tato cisla, ktera by
nejenze davala vnitfni smysl, ale zarovenl umoznila ziskat spravné realné vysledky i v
problematickych pripadech, jakym byl pravé vySe zminény casus irreducibilis.
Nakonec dosel k tomu, Ze formuloval osm zdkladnich pravidel pro pocitani s komplexni

jednotkou, ktera lze v moderni symbolice vyjadrit nasledovné:
(+1)(+0) = +i, (D (+i) = =i, (+1) (=) = =i, (-1 (=) = +i,
D)) =-1,(+)(=) =+, (=) (+i) = +1, (=) (=i) = —1.

Na zakladé téchto pravidel dokazal z Cardanova vzorce dostat skute¢na realna reseni,
ktera diive vypadala nedosazitelné, protoZe vyzadovala pocitdni s odmocninami
zapornych ¢isel. Bombelliho hlavni piinos spociva v tom, Ze vytvoril prvni konzistentni
pravidla pro pocitani s odmocninami ze zapornych c¢isel, kterd nedavala smysl jen
teoreticky, ale umozZnila i prakticky resit rovnice, které se do té doby resit nedaly. Tim
otevrel cestu k prijeti komplexnich ¢isel jako uZitecného nastroje pro reSeni rovnic.

(Betvar, 2007)

Klicova etapa III: Zavedeni pravidel pro pocitani s odmocninami zapornych cisel.

2.3 Komplexni ¢isla v 17. a 18. stoleti

V 17. stoleti se zdporna a komplexni €isla zacala vice a vice objevovat v matematickych
vypoctech, to ovSem neznamenalo, Ze byla uzndvéana na stejné Grovni jako ¢isla kladna.
Prvni, kdo pfiznal, ze kubické rovnice maji zaporné a komplexni feSeni byl Albert Girard
(1595-1632), ktery v roce 1629 ve své knize L ‘Invention nouvelle en I’algébre vyslovil
domnénku, Ze kazda rovnice n-t€ho stupné ma prave n kofend. Toto miizeme povazovat za
pfedchtdce zékladni véty algebry, 1 kdyzZ ji nikdy nedokazal. Také byl jednim z prvnich, kdo
oteviené pfiznal, Ze rovnice vysSich stupnid mohou mit nejen zaporna, ale také komplexni
feSeni (Becvar, Fuchs, 1999). Girard komplexnim ¢isliim nepfinesl zddné nova pravidla nebo
techniky, jeho prace vSak vyrazné pfispéla k tomu, aby komplexni Cisla byla brana jako

rovnocennd soucast matematiky.
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Klic¢ova etapa IV: Vysloveni domnénky, Ze kazdé rovnice n-tého stupné ma n kotenti

Dalsi milnik nastal v roce 1637, kdy bylo poprvé pouzito slovo ,,imaginarni k popisu
zaporného ¢isla pod odmocninou, a to konkrétné¢ ve spise La Géométrie francouzského
matematika a filozofa René¢ Descartesa (1596-1650). Tento vyraz ziejmée pouzil, protoze

podle ngj tato ¢isla neméla vyznam. (Barta, Kolar, 2013).

Dal$im matematikem, kterého miizeme zminit v kontextu komplexnich ¢isel je anglicky
matematik a teolog John Wallis (1616-1703), ktery se intenzivné zabyval otdzkami
¢iselnych interpretaci. Dokladem toho je jeho kniha Treatise of Algebra, both Historical
and Practical vydana v roce 1685. V ni se jako prvni pokusil naznacdit geometrickou
interpretaci imaginarnich c¢isel. Prestoze Wallisova interpretace komplexnich cisel byla
prvnim pokusem o jejich geometrické zndzornéni, jeho myslenky zistaly v dobé svého

vzniku bez §irSiho ohlasu (Boyer & Merzbach, 2011).

S komplexnimi ¢isly dale pracovalo vice znamych matematiki jako naptiklad Isaac Newton
(1643-1727), Johann Bernoulli (1667—-1748), Abraham de Moivre (1667—1754) a mnoho
dalSich. Jejich spole¢nym znakem byla nejistota pramenici z nejasné definované podstaty
komplexnich ¢isel. Diikaz miizeme nalézt naptiklad v dopise Gottfrieda Wilhelma Leibnitze
(1646—-1716), ktery napsal, Ze tato ’podivna Cisla“ jsou divem analyzy, netvorem svéta ideji

a obojZivelnikem mezi bytim a nebytim.

Na zacatku 18. stoleti se francouzsky matematik Abraham de Moivre (1667—1754) zabyval
vztahy mezi komplexnimi ¢isly a trigonometrii. Ve svém vyzkumu formuloval slavnou

Moiverovu vétu, kterd fika, ze pro libovolné realné ¢islo x plati:
(cosx + isinx)™ = cosnx + isinnx.

Tento vztah odvodil pomoci binomické véty pro vSechna pfirozend n, zobecnéni pro celd a
realné Cisla piiSlo az pozdeji. V té dobé jesté neexistovala ucelend piedstava komplexni
roviny a tato véta byla pouzivana spiSe jako algebraicky ndstroj pro usnadnéni vypocta
s komplexnimi ¢isly. Presto tim ukdazal, Ze mocniny komplexnich ¢isel jsou uzce spjata
s goniometrickymi funkcemi a to pozdé¢ji pomohlo k jejich geometrickému chépani jako
rotace a polozilo zéklady pro pozdéjsi zavedeni goniometrického a exponencialniho tvaru

(Becvat, Fuchs 1999).
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Kli¢ova etapa V: Moivreova véta a cesta ke geometrickému chapani ndsobeni komplexnich
Cisel.
Dtikaz platnosti Moivreho véty pro vSechna realna ¢isla n dokéazal az Leonhard Euler (1707-

1783). Tento Svycarsky matematik v roce 1777 poprvé pouzil pismeno i pro oznaceni

komplexni jednotky v —1. Euler komplexni ¢isla pravdépodobné chapal podstatné Iépe nez
jeho ptedchidci. Ve svém spise z roku 1748 s nazvem Introductio in analysin infinitorum

uvedl vztah, kterému dnes fikdme exponencidlni tvar:
ip _ ..
e'Y = cosep + i sine.

Symbol ¢ oznacuje thel, ktery komplexni ¢islo svira s kladnou poloosou realné osy v

Gaussové roving. Také ve své praci vyjadioval komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru:
x + yi = r(cos@ + i sing).

kde je x redlné ¢ast komplexniho ¢isla, y jeho imaginarni €ast a r oznacuje vzdalenost bodu
od pocatku, tedy absolutni hodnotu komplexniho ¢isla. Diky témto vyjadfenim se bere jako
fakt, ze komplexni ¢isla bral jako body v roving, nikdy to vSak vyslovné neuvedl. Eulerova
prace vyznamng¢ prispéla k rozvoji teorie funkci s komplexni proménnou. Pro nés je to velky
historicky milnik, protoZe nyni mame zavedenou imaginarni jednotku, tak jak ji zname. Také
mame poprvé propojend komplexni ¢isla s goniometrii. To ndm pfipravi pidu pro jejich

geometrické chépani.
Klicova etapa VI: Goniometrické a exponencialni vyjadieni komplexnich ¢isel.

Za prvniho matematika, ktery dospél ke geometrické interpretaci komplexnich ¢isel tak jak
se dnes pouzivé, povazujeme norského matematika a kartografa Caspara Wessela (1745—
1818). Ten ve své praci Om Directionens analytiske Betegning, et Forsog anvendt
fornemmeling til plane og sphaeriske Polygoners Oplosning vydané v roce 1799
rozvijel vektorovy pocet v roviné a geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel a jejich
operaci jako bodl nebo vektorti v rovin€. Déle si uvédomil, Ze k tomu abychom komplexni
¢isla mohli reprezentovat geometricky je nutno pfidat imaginarni osu kolmou k ose realné a
reprezentoval komplexni ¢isla jako body v roving. S témito body pracoval podobné jako
dnes pracujeme s vektory. Ve své praci rovnéz dospel k Moivreové véte a ke

goniometrickému vyjadfeni komplexniho ¢isla. BohuZel, jeho prace zlstala bez odezvy.
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Hlavni pfic¢inou zfejmé bylo, Ze jeho kniha byla otiSténa v matematikové rodném jazyce,
danstin€. Az po sto letech byla ptelozena do francouzstiny a anglicky pieklad vysel az v roce
1999 (Becvar 2007). My nastésti jeho praci zname, a proto mizeme komplexni ¢isla

zakreslovat do néceho, ¢emu dnes fikame Gaussova rovina.

Klic¢ova etapa VII: Zavedeni imaginarni osy a geometrické znazornéni komplexnich ¢isel v

roviné.

r wr

2.4 Komplexni ¢isla na za¢atku 19. stoleti

Velky zlom pfisel v roce 1799, kdy Carl Friedrich Gauss (1779-1855) publikoval prvni
dikaz zakladni véty algebry. Vaha komplexnich ¢isel tak byla posilena, a to vedlo k tomu,
ze na zacatku 19. stoleti se komplexnimi €isly zabyvalo hned né€kolik matematikli. Mezi nimi
byl i francouzsky matematik a fyzik Lazare Nicolas Marquerite Carnot (1753—1823), ktery
na pocatku stoleti publikoval knihu De la correlation des figures de géométrie a
Géométrie de position. V této praci se zabyval problematikou zapornych a komplexnich
Cisel, a pravé jemu se pfipisuje zavedeni terminu komplexni ¢islo (Becvaft, Fuchs, 1999).
Jeho prace inspirovala dal§iho francouzského matematika Adriena-Quentina Buéeho (1748—
1826). Ten rozliSoval mezi znaménkem c¢isla a znakem operace a formuloval mySlenku, ze
¢islo ma dvé slozky velikost, kterou chapal aritmeticky, a smér, ktery vnimal geometricky.
Ptestoze ptedchozi matematici s komplexnimi €isly jiz implicitn€ pracovali jako s objekty
majicimi smér a velikost, pravé Buée tyto dvé sloZky poprvé jasné€ a explicitné oddélil a
spojil je s geometrickym vykladem komplexnich &isel. Symbol v—1 bral jako znak kolmosti
avyraz a + bv/—1 povazoval za reprezentaci vektoru v roving. Tyto myslenky predstavil ve
své praci Mémoire sur les quantités imaginaires vydané v roce 1806. Svym piistupem
piispél nejen k SirSimu piijeti zapornych cisel, ale také k rozvoji grafického znazornéni

komplexnich ¢isel (Be¢var, Fuchs, 1999).

Dal8im vyznamnym matematikem, ktery se zabyval geometrickou interpretaci komplexnich

¢isel, byl Svycarsky matematik Jean Robert Argand (1768—1822). Ten vnimal nasobeni v —1
jako oto€eni 0 90°. Svou praci publikoval roku 1806 ve své knize Essai sur une maniere
de représenter les quantités imaginaires dans les constructions géométriques. Ta po

svém pietisténi v asopise Annales de mathématiques pures et appliquées v letech 1813—
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1814 vyvolala rozsadhlou diskusi o povaze a interpretaci komplexnich cisel (Barta, Kolat,

2013).
Klicova etapa VIII: Komplexni ¢isla jako vektory a jejich nasobeni jako rotace.

Ackoli geometrickou interpretaci komplexnich Cisel poprvé formuloval jiz Caspar Wessel v
roce 1799, jeho prace byla ve své dob¢ prakticky nezndma. Az Carl Friedrich Gauss dovrsil
geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel vydanim jeho prace Theoria residuorum
biquadraticorum v roce 1831. Diky tomu se komplexnim ¢islim dostalo vSeobecného
zaClenéna do matematického aparatu Byla zavedena jejich zakladni aritmetika, vyjadiena

algebraicky jako:
(c+yD+ & +yD)=x+x)+ G+

x+y)- " +y'i)=(x"+yy") + (xy" + yx")i.

Pro nasobeni v goniometrické tvaru plati vztah:
r(cos@ +ising) - r'(cos@’ +ising’) =rr'(cos(p + ¢') + isin(p + @¢')).

Kde r oznacuje modul, normu nebo také velikost komplexniho ¢isla. Diky vyraznému vlivu
Gausse se postupné rozsifilo chapani komplexnich cisel jako bodl v roving, coz vedlo k
zavedeni oznaceni Gaussova rovina. Komplexni ¢isla tak ztratila svlij tajemny charakter a

operace s¢itani a nasobeni ziskaly jasnou geometrickou interpretaci (Koutny, 2016).

Na Gaussovu praci navazal irsky matematik Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), ten
v roce 1833 piedstavil teorii chapani komplexnich Cisel jako uspofadanou dvojici redlnych
¢isel, ¢imZ poskytl algebraicky zaklad pro jejich studium. Své vysledky publikoval roku
1835 ve své praci Theory of Algebraic Couples, kde identifikoval komplexni ¢islo x + yi
s bodem v roving se soufadnicemi (x, y). Timto pfistupem piepsal geometrickou definici do
algebraické formy, kde mnoZinu komplexnich cisel vyjadfil jako C = R X R. S¢itani a

nasobeni komplexnich ¢isel definoval nasledovné:
(a1,az) + (by, by) = (a1 + by, a; + by),

(ay,az) - (b1, by) = (ayby — ayby, a;b, + azby).
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Hamilton také formuloval vzorec
(a2 + a3)(b? + b3) = (a;by — azby)* + (a1b, + azby)?,

ktery nazval zdkon modulti, kdy modul komplexniho ¢isla &« = (a4, a,) definoval jako

la| = /a% + a3,

lal - 18] = la-Bl.

coz vedlo k obecnému pravidlu

Tento vztah ukazuje, Ze modul sou¢inu dvou komplexnich ¢isel je roven soucinu jejich
moduli. Hamilton se proslavil hlavné objevem Ctyfrozmérné realné algebry kvaterniond,
kterym vénoval zbytek svého zivota. Po Hamiltonové formulaci komplexnich &isel jako
usporadanych dvojic redlnych ¢isel se matematicka komunita zamétila na hlubsi pochopeni

jejich vlastnosti a aplikaci (Becvar, Fuchs, 1999).

Dal$im z matematikt, ktefi ptispéli k rozvoji komplexni analyzy, byl Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857). Ten roku 1847 definoval mnozinu komplexnich ¢isel C jako mnoZinu
izomorfni faktorovému okruhu R[x]/(x? + 1) , okruhu realnych polynomi jedné proménné

podle hlavniho ide4lu generovaného polynomem x2 + 1. Symbolicky zapséno
C = R[x]/(x% + 1).

Tim pomohl k tomu, Ze komplexni ¢isla uz byla v polovin€ 19. stoleti dobfe definovana a
pfijimand jako algebraické objekty, jejich hlubsi geometrické vlastnosti vSak ziistavaly
neprobadané (Barta, Kolaf, 2013). Pravé v tomto odvétvi sehral klicovou roli matematik
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Ten se vénoval hlavné komplexnim
funkcim, které oproti redlnym funkcim, kde ke kazdé hodnoté vstupu odpovida jedina
hodnota vystupu, maji nékteré komplexni funkce vice rtiznych hodnot. Naptiklad funkce
odmocniny nebo logaritmu v komplexnim oboru vychazeji viceCetné hodnoty, coz ¢inilo
jejich analyzu obtiZznou. Riemann proto vymyslel a zavedl geometricky objekt, které
nazyvadme Riemannovy plochy. Diky tomuto objevu se podafilo spravné vizualizovat a

interpretovat tato vicecetna feSeni. Timto pomohl vytvofit jednotnou teorii komplexnich
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funkci a jeho prace se stala kliCovou pro rozvoj moderni komplexni analyzy a také pro

pozdé&jsi rozvoj algebraické geometrie (Becvar, Fuchs, 1999).

Klicova etapa IX: Formalizace komplexniho ¢isla jako algebraické struktury.

2.5 Komplexni ¢isla ve 20. stoleti a soucasnosti

Ve 20. stoleti doSlo k dalsimu rozvoji komplexnich ¢isel a jejich uplatnéni nejen
v matematice, ale také ve fyzice a dalSich védnich oborech. Jednou z oblasti rozvoje
komplexnich cisel byla teorie funkci komplexni proménné. Tomuto oboru se vénovali
napiiklad Henri Poincaré (1854—1912) nebo David Hilbert (1862—1943), ktefi rozsitili a
prohloubili teorii analytickych funkci a jejich aplikaci. Jednim z Hilbertovych objevi bylo
zavedeni Hilbertovych a Banachovych prostort, které tvoii zdklad funkciondlni analyzy.
Tyto prostory zavedené nad komplexnimi ¢isly sehraly dalezitou roly jak v matematice, tak
fyzice, kde se pouzivaji v teorii diferencidlnich rovnic nebo kvantové mechanice (Krbélek,

nedatovano).

Komplexni ¢isla sehrala dilezitou roli také ve fyzice, a to zejména v kvantové mechanice.
Za zminku stoji naptiklad Erwin Schrodinger (1887—1961), kterého lidé znaji zejména kvili
jeho myslenkovému experimentu s kockou. Komplexni ¢isla vSak vyuzil ve slavné vinové
rovnici, kde je vyuzil k popisu pravdépodobnostnich amplitud ¢astic, coz vedlo k zdsadnimu
prulomu v porozuméni mikrosvétu (Gudder, 1988). Komplexni Cisla se déale vyuZzivaji
napiiklad pfi popisu spinovych systémi, kde se uplatiiuji komplexni matice a operatory, a
pozdéji v kvantovych pocitacich, kde kvantové bity operuji s komplexnimi amplitudami

(Cejnar, 2013).

V dne$nim svéte nalezneme komplexni ¢isla napiiklad v pocitacové grafice, kde se pouZzivaji
k modelovani ve 3D. Dale je také mulzeme najit v analyze signald, a to zejména ve
Fourierové transformaci, ktera je klicova ve zpracovani obrazu, zvuku a datovych ptenost.
Dalsi aplikaci komplexnich Cisel jsou stfidavé elektrické obvody, které se popisuji pomoci
komplexnich ¢isel, coz umoziiuje jednodussi analyzu elektrickych siti a navrhy modernich

fidicich systému (Sojka, 2010).

Komplexni ¢isla mizeme nalézt 1 v oblasti elektrotechniky, kde se uplatiiuji v analyze

sttidavych proudii. Zajimavosti je, ze v tomto odvétvi fyziky se komplexni jednotka i znaci
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jako j. Hlavnim divodem je, ze pismenem i uz je zavedeny elektricky proud, a aby
nedochazelo k zdméné fyzici se jednoduSe rozhodli pro jiné pismenko. Tato komplexni
jednotka j se pak pouziva pii vypoctech impedance idealni civky, idedlniho kondenzatoru

nebo pfi vypoctu komplexniho vykonu v obvodu.

V této kapitole jsme se dozvédéli, jak jsou komplexni ¢isla soucasti naseho kazdodenniho
zivota, 1 kdyz si to Casto ani neuvédomujeme. Komplexni ¢isla umoziuji popis jevu, které
nelze jednoduse zachytit pomoci redlnych ¢isel. Diky nim Ize oblasti, o kterych jsme si fikali,
nejen 1épe pochopit, ale i efektivné analyzovat a navrhovat. Ukazuje se tak, ze komplexni
Cisla nejsou jen abstraktnim matematickym konstruktem, ale maji své pevné misto v
praktickém svété kolem nas. Uz tento samotny fakt by mohl byt dostacujici motivaci k jejich

zavedeni a poc€itani s nimi.

2.6 Shrnuti

V teoretické Casti prace jsme sledovali vyvoj nového matematického pojmu od prvnich
naznakd, az po soucasné aplikace. Vidé€li jsme, ze se tento pojem vyvijel postupné a trvalo
nékolik stoleti, nez se dostal do t¢ podoby, kterou zname dnes. Takovymto postupnym
vyvojem se muzeme inspirovat i ve vyuce tohoto tématu. Vést zdky, aby na konkrétni
problémy sami naraZeli a hledali zplsoby, jak je pfekonat. V tom ndm pomohou nasledujici

etapy, které jsme v této ¢asti vyzdvihli jako ty klicové:

I.  Ziskavani zkuSenosti s odmocninou z komplexniho ¢isla pfi feSeni konkrétniho
problému
II.  Nesoulad mezi redlnym feSenim a mezikroky v Cardanové vzorci
III.  Zavedeni pravidel pro poc€itani s odmocninami zapornych cisel
IV.  Vysloveni domnénky, ze kazda rovnice n-tého stupné¢ ma n kotend
V. Moivreova véta a cesta ke geometrickému chapani nasobeni komplexnich ¢isel
VI.  Goniometrické a exponencialni vyjadfeni komplexnich ¢isel
VII.  Zavedeni imaginarni osy a geometrické znazornéni komplexnich ¢isel v roviné
VIII. Komplexni ¢isla jako vektory a jejich ndsobeni jako rotace

IX.  Formalizace komplexnich ¢isel
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Ty budou slouzit jako opora pro aktivity, pomoci kterych se budeme snazit zavést komplexni
¢isla na stiedni Skole. To vSak neznamena, Ze se této struktury musime vzdy drzet. Nékdy se
nam muZze stat, ze s nékterym pojmem se setkame diive, nez tomu tak bylo v historickém
vyvoji. U nekterych etap také bude potieba zpomalit a dat zakiim vice ¢asu na procviceni a
pochopeni. Zejména u prvnich etap, kdy se Zaci seznamuji s né¢im Upln€ novym, a pfi
prechodu ke geometrické interpretaci je potfeba dat zakiim dostatek prostoru pro objevovani

a osvojovani si novych pojmt a pravidel.
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3 Geneticka paralela ve vyuce komplexnich ¢isel

Zéci jsou uz od prvniho setkani s mocninami a odmocninami uéeni, ¢ nikdy nemohou
odmociiovat zaporné Cislo. Argumentem predkladanym ucitelem byva, Ze v oboru redlnych
¢isel nenajdeme zadné ¢islo, které po umocnéni na sudou mocninu dé zaporné Cislo, a proto
nema smysl odmocninu ze zaporného ¢isla v kontextu realnych ¢isel smysluplné zavést.
Kdyz se u kvadratickych rovnic setkaji s timto vysledkem, neberou ho jako spravny a berou,

ze rovnice v oboru redlnych ¢isel nema feseni.

Na stfedni skole se vSak miizeme dostat do okamziku, kdy obor redlnych ¢isel musime
rozs§ifit a zavést komplexni ¢isla. Aby toto zavedeni nebylo jen ndhlé rozsifeni s nepfilis
dobrou motivaci, zkusime v této kapitole zavést komplexni ¢isla pomoci metody genetické
paralely. V tomto zavedeni nam pomohou historické etapy, které jsme vyzdvihli v predchozi
kapitole jako kli¢ové momenty formovani tohoto pojmu. Tyto etapy ndm poslouzi jako opora
navrh vyukovych aktivit, které zaky provedou podobnym procesem objevovani, jako si
prosli matematici v minulosti. Cilem bude, aby komplexni ¢isla pochopili jako néstroj pro
feSeni problém, které do té¢ doby fesit nemohli, a nejen jako uméle vytvoreny nastroj bez

praktického pouziti.

Nasledujici aktivity jsou nastroj, jak Zakim komplexni Cisla pfibliZzit a vysvétlit. Jsou
konstruovany s myslenkou, ze komplexni ¢isla se probiraji az ve 4. ro¢niku stfedni Skoly a
tim padem jsou uz probrany vSechny pojmy, které se k zavedeni komplexnich cisel
v aktivitach objevuji jako jsou vektor, kubickd rovnice nebo goniometrické funkce. Ne

vSechny na sebe pfimo navazuji, ale méli by byt do vyuky zatfazeny pfimo za sebou.

3.1 Etapa I: Ziskavani zkuSenosti s odmocninou ze zaporného ¢isla pri

feSeni konkrétnich problémii
V historii matematiky se opakované objevoval problém, pfi kterém matematici narazeli na
odmocninu ze zaporného ¢isla. Matematici vSak tento problém povazovali za nesmyslny
(Casto podlozenym argumentem, Ze nesmyslnost vysledku odpovidala nesmysiné
geometrické interpretaci), a proto je vhodné zacit témito jednotlivymi ptiklady. Prvni

aktivitou, abychom se k takovému problému viibec dostali bude feseni kvadratickych rovnic.
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3.1.1 Aktivita 1: FaleSna ieSeni problému
Cil aktivity: Cilem této aktivity je ukdzat, ze zaci se mohou setkat se s pro né nesmyslnym
feSenim pii feSeni redlného problému. V této aktivité se zaci nejdiive setkaji s historickym

prikladem matematika Herona, ktery se jako prvni k takovému problému dostal.

Pokyny pro uditele: Ucitel zac¢ind predstavenim Heronova vzorce pro vypocet vysky

komolého jehlanu:

he le2_o (a — b)z

= |c > ,
kde a, b jsou délky zékladen a ¢ délka bo&ni hrany. Zakam vysvétli, Ze toto je vzorec, se
kterym pracoval matematik Heron z Alexandrie a nyni si vypocet vysky zkusi pro né&jaké

konkrétni jehlany. Na zacatek je vhodné zadat hodnoty, pro které vyska vyjde v realnych

¢islech:

Uloha 1: Vypoététe vysku komolého hranolu pomoci Heronova vzorce pro vypocet vysky

komolého jehlanu s hodnotami a = 5,b = 3,¢ = 10.

Po dosazeni do vzorce dostavame:

2
h= 102—2(5;3)
2 )

a po uprave se dostaneme k vysledku h = v98.

Po vyfeSeni této varianty zada ¢isla tak, aby vySka vysla jako odmocnina ze zdporného &isla

napfiiklad ptimo Heronuv problém:

Uloha 2: Vypodtéte vysku komolého hranolu pomoci Heronova vzorce s hodnotami a =

28,b = 4,c = 15.

V tomto piipadé¢ vysledek vyjde v—63. Ucitel vysvétli, ze takovéto vysledky nelze
zkonstruovat, a proto byly povazovany za nesmyslné. Dale by si mé¢li uvédomit, ze obor

realnych ¢isel na feSeni takovych uloh stacit nebude.
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3.1.2 Aktivita 2: Kvadratické rovnice bez reSeni v realnych cislech
Cil aktivity: V této aktivité zaci uvidi, Ze k podobnému vysledku jako v predesié aktivité se

mohou dostat i u rovnic, které uz znaji.

Pokyny pro uditele: Ucitel zad4 zaktim k feSeni nékolik kvadratickych rovnic, kde n¢které

vedou na stejny problém s odmocninou ze zapornych ¢isel s nasledujicim zadanim:

Uloha 3: Naleznéte viechny realné kofeny uvedenych kvadratickych rovnic. V piipadg, Ze

rovnice nema feseni, zdavodnéte proc.

1. x?=16

2. x*?=-25

3. x249=0
4. x2-121=0
5. 2x2450=0
6. x?=—-x—-1
7. x> =4x—-1

Po vyieseni téchto piikladd zakam vyjdou vysledky: +4, V—25,v—3, +11,v/-25,0 a2 +
V3. Reseni rovnic 2, 3 a 5 je zaporné &islo pod odmocninou a u rovnice 6 vyjde zdporny
diskriminant. Zaci uvidi, Ze k tomuto problému se mohou dostat uz pii fe$eni kvadratickych
rovnic, které dobfe znaji. Nasledné ucitel zadd, aby se Zaci pokusili tyto rovnice feSit
graficky. I v tomto ptipad¢ lze pozorovat, ze se naptiklad u druhé ulohy pfimka y = —25

neprotne s parabolou danou kvadratickou funkci y = x2.

3.2 Etapa II: Nesoulad mezi realnym reSenim a mezikroky v Cardanové
vzorci

V druhé etapé€ navaZzeme praci Gerolama Cardana. Cardano pii feSeni kubickych rovnic

narazil na problém. Pfi pocitani kubické rovnice narazili na odmocniny zapornych cisel.

Tento ptipad dnes nazyvame casus irreducibilis. Pravé tento nesoulad mezi vizudlnim a

algebraickym pfistupem ndm muze poslouzit jako dobry motivaéni moment pro zavedeni

nécéeho nového.
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3.2.1 Aktivita 3: Grafické zjiSténi poctu kofenu kubické rovnice

Cil aktivity: V této aktivité si zaci zkusi graficky fesit kubickou rovnici. Na zaklad¢ nacrtu
grafu konkrétni rovnice budou hledat pfiblizné hodnoty jejich kofenti. Tato aktivita je
dilezita v kontextu celého zavedeni zejména proto, ze na ni pfimo navazuje algebraicka
aktivita se stejnou rovnici. V této aktivit¢ se hodi, aby zaci m¢li pfistup k programim jako

je GeoGebra, protoze pomoci nich mohou vysledky Iépe odhadnout.

Pokyny pro uditele: Zacneme nacrtkem kvadratické funkce y = x2 na tabuli (Z4ci do sesiti)
a pfipomenutim, ze kvadraticka rovnice ma nejvyse dva realné koteny, coz mizeme ukazat

na obrazku, ktery jsme nacrtli. Nyni zaddme ulohu:
Uloha 4: Reste nasledujici kvadratickou rovnici graficky.
x% = 15x + 4.

Zaci tuto rovnici fesi graficky ptidanim piimky 15x + 4 = 0 do stavajiciho naértku nebo
nakreslenim grafu funkce f(x) = x? — 15x — 4 a nalezenim prise¢iki s osou x. V na¢rtku

jsou vidét dveé redlné feSeni. Navazeme dal§im nacrtkem, ale pro kubickou rovnici:

Uloha 5: Reste graficky kubickou rovnici, rozhodnéte, kolik méa fedeni, a zkuste je

odhadnout.
x3 = 15x + 4.

V této aktivitd je potieba, aby Zaci uz znali graf funkce y = x3 a mohli si ji nakreslit. Po

pridani ptimky 15x + 4 = 0 zéci dostanou obrazek podobny tomuto:
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Obrdzek 1: Grafické Feseni kubické rovnice x® = 15x + 4

Na tomto nacrtku je vidét, Ze zadana kubicka rovnice ma tf1 redlné koteny, pfestoZe zatim
nevi jaké, mohou zhruba odhadnou, Ze jeden koten bude blizko nule, druhy v intervalu
(—4,—3) a posledni v intervalu (3,5). Tato informace nam poslouZzi jako zéklad pro dalsi

aktivitu.

3.2.2 Aktivita 4: Cardaniiv vzorec a algebraicky paradox

Tato aktivita pfimo navazuje na pifedeslou aktivity, a proto by se méli stihnout v jedné
hoding, nebo tuto aktivitu zafadit do nasledujici hodiny. V této aktivité se zaci seznami
s metodou feSeni kubickych rovnic, které fikame Cardanliv vzorec. Neni to vzorec, ktery
byva soucasti uciva, ale nam poslouzi jako nastroj na pfibliZzeni se k pochopeni komplexnich
Cisel, a také jako historické okénko, abychom ukézali, Ze k realnym vysledkiim se da dostat

pfes odmocninu ze zaporného cisla.
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Cil aktivity: Zaci algebraicky zkusi vyfesit kubickou rovnici z minulé aktivity pomoci
Cardanova vzorce. Zjisti, Zze 1 kdyz vi, Ze rovnice ma tii redlna feSeni, tak historické

algebraické feSeni vede pfes odmocninu ze zdporného cisla.

Pokyny pro uéitele: Ucitel zakiim pfedstavi vzorec, kterému fikame Cardaniv vzorec pro

pocitani, rovnic ve tvaru:

x3+px+q=0.
Ocekavame, Ze si zaci si uvédomi, Ze to je stejny tvar kubické rovnice, kterou uz znaji
z predeslé aktivity, kde zjistili, ze rovnice x3 = 15x + 4 ma pravé tfi redlné kofeny. Nyni si
zkusi tuto rovnici vyfesit algebraicky pomoci zmiflovaného vzorce. Vzorec miiZeme napsat

na tabuli nebo promitnout a vypada takto:

Ukazeme, Ze v nasem piipadé p = —15aq = —4.
Uloha 6: Vyfes rovnici x3 = 15x + 4 pomoci Cardanova vzorce.

Nechame 74aky dosadit do tohoto vzorce a upravit. Zaci by se méli dostat k vysledku x =

3\'/2 ++/-121 + 3\'/2 —+/=121. Vtento moment nejsou schopni poditat dale kvili
odmocning ze zdporného &isla. Zaci vsak z minulé aktivity moc dobfe védi, Ze tato rovnice
ma tfi redlné kofeny. Pro stoprocentni ujisténi zakt o tomto faktu mizeme zaktim povolit
telefon a zkusit, aby nasli feSeni na internetu nebo aplikaci (napiiklad Photomath nebo
WolframAlpha). Zde zjisti, ze vysledkem jsou tii realné koteny ato x; = 4, x, = —2 —+/3
a x3 = —2 + /3. Timto Zaci uvidi, Ze i kdyz se ve svych vypoétech zadrhnou u odmocniny
ze zaporného Cisla, tak rovnice ma tfi redlné koteny. To znamen4, Ze se s touto odmocninou

musi dat néjakym zplisobem pracovat a dojit ke spravnému vysledku.
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3.3 Etapa III: Zavedeni pravidel pro pocitani s odmocninami zapornych
Cisel
Po aktivité s Cardanovym vzorcem zaci vidéli, Ze se pii feseni kubickych rovnic mohou
objevit odmocniny ze zaporného Cisla, a pfesto rovnice ma redlnd feseni. Mifime zde
k myslence, zda by bylo mozné pro pocitani s takovymi ¢isly formulovat pravidla, ktera by
byla v souladu s pravidly pro pocitani s béznymi redlnymi ¢isly. Prvni, kdo tato pravidla
zavedl, byl Rafael Bombelli. Na zéklad¢ jeho pfistupu povedeme zéky k zavedeni nové
matematické jednotky a objevovani novych pravidel pro tuto jednotku. Proto nyni
provedeme dv¢ navazujici aktivity: nejprve Zaci objevi imaginarni jednotku i, poté si sami

odvodi zakladni pravidla pro praci s ni.

3.3.1 Aktivita 5: Zavedeni imaginarni jednotky pomoci odmocniny ze zaporného ¢isla
Cil aktivity: Zaci si pomoci jednoduchych tprav odmocnin zapornych ¢&isel uvédomi
potifebu pro zavedeni nové matematické jednotky, kterou pozdé€ji nazveme imaginarni

jednotkou i.

Pokyny pro uditele: Ucitel se vrati k vysledku z predchozi aktivity, ktery vysel pti vypoctu

pomoci Cardanova vzorce:

3 3
X = \/2 +v—-121 + \/2 —Vv—=121.

Zact uz vi, ze hlavnim problémem tohoto vysledku je odmocnina ze zéporného Cisla:

V/—121. Zaky navedeme, aby si tuto odmocninu rozdélili jako:

V-121=+v-1-121 =vV-1 V121 = 11V/-1.

Po této upraveé Zaci vidi, Ze kazdou odmocninu ze zaporného ¢isla Ize zapsat jako odmocninu

z minus jedné vynasobenou odmocninou z daného ¢isla. Zaci se nyni nevyhnou tomu, Ze

v—1 musi oznacit néjakym symbolem, aby s ni dale §lo pracovat. V tuto chvili musi ucitel

zasahnout, aby vSichni tento symbol méli zavedeny stejné. Ucitel zaktim fekne, ze toto Cislo

se standartné znadi i a plati tedy i = v/—1. Zaci tak mohou nahradit odmocninu ze zdporného

&isla a dojit k zapisu x = 32 + 11i + /2 — 11i. Dostat se déle ptimo k realnym kofentim
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je narocné a v tuto chvili i zbytecné, hlavni je, zZe Zaci uz vi, jak se vypotadat s odmocninou

ze zaporného Cisla.

3.3.2 Aktivita 6: Objevovani pravidel pro pocitani s imaginarni jednotkou

Poté co se zaci seznamili a pfijali imaginarni jednotku i. Je vhodné, aby zkoumali vlastnosti
této nové jednotky. Nejdiive si zkusi chovani Cisel i,—i, 1,—1 pfi jejich vzdjemném
nasobeni a poté si zkusi, jak se chova imaginarni jednotka i umocnéna na vétsi exponenty,
nez je dva.

Cil aktivity: Cilem této aktivity je, aby si Zaci osvojili poc¢itani s imaginarni jednotkou.
Pokyny pro uditele: Zadanim v této aktivite je tabulka, kterd vypada nasledovné:

Uloha 7: Dopliite chybgjici pole tabulky.

Tabulka 1: Zadani pro aktivitu 6

Tuto tabulku ugitel bud’ miize promitnout, nebo nakreslit na tabuli. Zaci maji za kol si tuto
tabulku ptekreslit a doplnit. Navzdjem si pak mohou své tabulky porovnat a zkusit sami
opravit své rozdily. Nasobit 1 a —1 by Zakiim nemélo délat problém. Ocekavame, ze napf.
pii nésobeni i mezi sebou si mohou i - i napsat jako v—1 - vV—1, a za predpokladu, Ze vi, Ze
pokud nasobim dvé¢ druhé odmocniny stejné¢ho Cisla vyjde dané Cislo by se méli dostat
k vysledku i? = —1. Stejnym zplsobem to mohou udélat i s —i jen pfed odmocninou bude
zdporné znaménko tudiz budou nésobit s vyrazem —v—1. Samoziejmé musime zakim
ukéazat spravné feSeni, aby méli vSichni zavedena jednotna pravidla. ReSeni miZeme

promitnout, nebo v ptipadé kresleni na tabuli doplnime tabulku nasledovné:

29



Tabulka 2: Resent tabulky pro aktivitu 6

i —i 1 -1

i -1 1 i —i
—i 1 -1 —i [

1 [ —i 1 -1
— 1l —i i -1 1

Zéci tak ve svych sesitech budou mit jasny navod, jak se chova imaginarni jednotka i.

Pokracovanim této aktivity je zjistit, jak se chovd mocnéni imaginarni jednotky. V tomto
ptipad¢ zadani vypada néasledovneé:
Uloha 8: Spogitejte hodnoty nasledujicich mocnin imaginarni jednotky.

i3, i4, iS, i6, i7, i8, i15i24.

Zaci pracuji nejdiive samostatné, poté mohou pracovat ve dvojicich. Pokud ani poté

nepiijdou na spravnd teseni, ucitel ukdze metodu rozklddani vétSich mocnin imaginarni

jednotky na mocninu, kterou znaji a to je i2 = —1. Ukazat to jde napiiklad na piipadu i3.
Tu mocninu miizeme rozdélit jako i = i2 - i. Zaci vi, Zze i? = —1. Dale tedy dostdvame:
i3=-1-i=—i

Pomoci této ukdzky mohou Zaci samostatné vypocitat zbylé mocniny imaginarni jednotky.
Pomoci téchto vypoétl zjisti, Ze se vysledky cyklicky opakuji a davaji i, —1, —i, 1. Zaci se
v této aktivité nauci pracovat s novou imaginarni jednotkou a osvoji si zdkladni pravidla pro

pocitani.

3.4 EtapalIV: Vysloveni domnénky, Ze kazda rovnice n-tého stupné ma n

kofenti
V této etapé se Zaci poprvé setkaji s rovnicemi, jejichZ feSenim jsou imaginarni ¢isla. Na

zaklad¢ nékolika tloh objevi hypotézu, ze pocet kofenli rovnice odpovidé jejimu stupni.
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Tuto domnénku poprvé formuloval matematik Albert Girard. Zaci nemusi znat piesnou

formulaci nebo diikaz celé véty, ale postaci, kdyz pochopi jeji hlavni smysl.

3.4.1 Aktivita 7: Rovnice s imaginarnimi koreny

Do této doby zéci nebyli schopni fesit kvadratické a kubické rovnice s komplexnimi kofeny,
az ted’ maji vSe potifebné, aby kvadratické a vybrané kubické rovnice byli schopni vyiesit.
V této aktivité si zkusi n€kolik takovychto rovnic fesit, a pomoci ptedchozich objevi dojit

k vysledku.
Cil aktivity: Cilem této aktivity je, aby se Zaci naucili fesit rovnice s komplexnimi kofeny.

Pokyny pro ucitele: V této aktivit¢ ucitel zada né€kolik rovnic, které nebudou mit feSeni
v redlnych ¢islech. Zadani téchto rovnic ucitel rozda na pracovnim listé, kde se objevi jak
rovnice s redlnymi kofeny, tak i rovnice s komplexnimi kotfeny. Pro nase potfeby vysvétleni

a predstavy, jak by takové ulohy mély vypadat, zvolime tyto tfi rovnice:
Uloha 9: Reste rovnice v oboru komplexnich &isel a uréete pocet kofent:

1. x24+49=0
2. x?>=4x-13
3. x3—-6x24+5=0

Tyto Ctyfi rovnice pouzijeme jako ptiklady, jak takovéto rovnice fesit, pokud sami nebudou
veédet jak.
Reseni prvni rovnice lze ukazat takto:

x =vV-—9.
Odmocninu je mozné rozlozit nav—1 - V9. S témito vyrazy se Zaci uz setkali, a proto mohou
zapsat feSeni nasledovné:

x = %3i.

Zakim je potieba zdiiraznit, Ze stejné jako kvadraticka rovnice x2 — 9 = 0 m4 dva kofeny
x = +3 1 rovnice s imaginarnim feSenim ma dva. Podobné¢ mlze ukazat 1 feSeni druhé

rovnice. U té nastane problém az u diskriminantu:

D=(-4)2-4-1-13 = —36.
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To znamend, Zze rovnice nema feSeni v redlnych cislech. Po dosazeni do vzorce pro

kvadratické rovnice dostaneme:

—(—4) £V-36
X = > .

x =2+ 3i.

Kubickou rovnici x3 — 6x2 + 5 = 0 feSime vytknutim x pied zdvorku, tim dostaneme

rovnici:
x(x? —x—6)=0.

Lze hned vidét, Ze jednim z kofeni je nula. Zbylé kofeny ziskame feSenim rovnice x% — x —

6 = 0. Po vyfesSeni dostaneme dalsi dva kofeny x = —2 ax = 3.

Nyni uz se zaci seznamili s feSenim rovnic, které diive povazovali za netesitelné. Co jesté

nevi je kolik feSeni a jestli viibec néjaka rovnice ma. V tom nam pomiiZze nasledujici aktivita.

3.4.2 Aktivita 8: Kolik FeSeni miiZe mit rovnice?

ZAci nyni védi, Ze rovnice mohou mit redlnd i komplexni feSeni. Nabizi se otdzka, kolik
pfesné¢ ma kazda rovnice feSeni, a neni na to n&jaké pravidlo. VySe jsme zminili, Ze toto
pravidlo poprvé zminil Albert Gigard, a pozd&ji dokazal Carl Friedrich Gauss. My se ovSem
v ramci sttedoSkolské vyuky nebudeme snazit tuto vétu presné formulovat ani dokazovat.
My se budeme snazit vytvofit prostfedi, ve kterém si Zaci tuto hypotézu sami postupné

domysli na zaklad€ konkrétnich uloh a zkuSenosti.
Cil aktivity: Cilem této aktivity je, aby zaci na zaklad¢ vlastnich vypocti vyslovili
mysSlenku, Ze pocet komplexnich feSeni libovolné rovnice odpovida stupni této rovnice.
Pokyny pro ucitel: Ucitel Zakiim zada n€kolik rovnic riznych stupiii. Postaci je napsat na
tabuli, ale mliZe je i promitnout. Samoziejmé ¢im vice rovnic tim Iépe, ale pro nas ucel
ukazky postaci téchto pet rovnic:
Uloha 10: Naleznéte pocet feseni téchto rovnic.

1. x? — 4 = 0 (dvé realna feseni)

2. x%+ 4 = 0 (dvé komplexni fesent)

3. x% — 4x + 4 = 0 (dvojnasobné feseni)
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4. x3 — x = 0 (tfi redlna feseni)

5. x* —1 = 0 (dvé komplexni a dvé redlna feseni)

Zaci rovnice vyiesi a dostanou pocet feSeni uvedeny v zavorce u kazdé rovnice. Napiiklad

u paté rovnice vyjdou feSeni x; , = +1 a x3 4, = i a to jsou Ctyfi feSeni.

Ve treti rovnici ukazeme ptipad, kdy se diskriminant rovna nule. Zakiim po vyfeseni rovnice
pomoci diskriminantu vyjde x = 2. Pokud, ale ukdaZzeme feseni, kde rovnici rozlozime na

soucin (x — 2)(x — 2) = 0 zaci uvidi, Ze tato rovnice ma dva shodné kofeny x = 2.

Nakonec by ucitel mél shrnout aktivitu tim, Ze souvislost mezi poctem feSeni a stupném
rovnice opravdu existuje a nazyva se zakladni véta algebry. Diikaz ani pfesné znéni zaci znat
nemusi. Ocekdvame, Zze na této Grovni porozuméni si zaci odnesou piedstavu ze kazda

rovnice stupn¢ n ma pravé n komplexnich korend.

3.5 Etapa VII: Zavedeni komplexni roviny a geometrické znazornéni

I kdyz podle nami prozkoumanych zdroji ptichézi z historického hlediska geometricka
interpretace komplexniho c¢isla o trochu pozdé€ji nez etapy V a VI, jsme se rozhodli
komplexni ¢isla vizualizovat uz nyni. Hlavni divod tohoto posunu je ten, Ze nésledujici
pojmy, jako je goniometricky nebo exponencialni tvar, i kdyZz historicky predchéazely
imaginarni rovin¢ tak, jak ji chapeme dnes, Iépe davaji smysl, az kdyZ Zaci maji predstavu o
geometrické interpretaci komplexnich Cisel. Vyvazi také Casto nedostate¢né zkuSenosti,

které s goniometrickymi funkcemi Zaci maji.

3.5.1 Aktivita 9: Zavedeni komplexni roviny
V predchozich aktivitach se Zaci sezndmili s imaginarni jednotkou a naucili se zékladni
pravidla pro vypocty. V této aktivit¢ zavedeme komplexni rovinu, které fikdme Gaussova

rovina.

Cil aktivity: V této aktivité se budeme snazit predstavit zakiim geometrickou interpretaci
komplexniho cisla. V ptedchozich aktivitach se uz zaci setkali s vyrazy jako x = 2 + 3i.
Zatim tento vyraz berou jen jako feSeni rovnice. V této aktivité ukdzeme, ze tento vyraz si

Ize predstavit jako bod. Zakiim to pfiblizi dosud jen abstraktni pojem.
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Pokyny pro ucditele: Ucitel zac¢ind nakreslenim Ciselné osy na tabuli a zadanim n¢kolika
libovolnych ¢isel na zakresleni. Nasleduje otazka, jak do této osy zakreslit ¢islo z = 4 + 2i.
Zaci by mohli dospét k tomu, Ze jim realnd osa nestaéi a je potieba ji rozsitit. Poté ugitel
zakum predstavi a zavede Gaussovu rovinu tak, ze k readlné horizontalni ose ptida vertikalni
imaginarni osu. Zaci pak mohou zakreslit komplexni &islo z =4 + 2i jako bod o
soufadnicich (4;2). Nakonec ucitel necha zaky at si vymysli nékolik libovolnych
komplexnich ¢isel a zakresli je do svého sesitu, aby si sami vyzkousSeli a procvicili tuto

novou geometrickou interpretaci.

3.5.2 Aktivita 10: S¢itani komplexnich ¢isel v Gaussové roviné
Cil aktivity: Zaci si osvoji s¢itani komplexnich &isel pomoci geometrického piistupu. Cilem

je pochopit, ze s¢itdni komplexnich ¢isel odpovida s¢itani vektord.

Pokyny pro uéitele: Zaci za¢nou nakreslenim dvou komplexnich ¢isel do svych sesitt z; =
1+ 3i a z, =4 +i. Utitel tato Cisla nakresli na tabuli. Otazkou je, jak zakreslit soucet
téchto ¢isel. Napoveédou pro zaky bude z bodl v komplexni roviné udélat vektory spojenim
t&chto bodi s podatkem. Zaci by pak méli sami dojit k tomu, Ze s¢itani komplexnich &isel
v Gaussové roviné se chova stejné jako s¢itani vektor. Reseni pak mtizeme zakreslit pomoci

rovnobéznikové metody a naSe konkrétni uloha bude vypadat nasledovné:

z|+12

L

Obrazek 2: Grafickeé reseni ulohy z, + z,
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Po této ukdzce mizeme nechat zaky, at’ si zkusi do komplexni roviny zakreslit n€kolik uloh
sami spide jen jako procvi¢eni, protoZe s¢itani vektort uz by mélo byt probrané. Ulohy, které
pouzijeme budou vypadat nasledovné:
Uloha 11: Zakreslete nasledujici komplexni &isla v Gaussové roving a nasledné zakreslete
soucet téchto Cisel.

1. Zl :2+l,22:_1+3l

2. Z3 =_3+21,Z4=2_31

3. Zy + Z3 + Zq
Reseni: viz obrazky 3-5.

Z, tZ

2.5

Obrazek 3: Reseni tilohy 1.
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z3+z4

Obrizek 4: Reseni iilohy 2.

2

0.5

-3 -25 -2 -15 -1 -05 0.5

z, Ty

2|e

=3

zz+z3+z4—4

Obrazek 5: Resent tilohy 3.
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3.6 Etapa VI: Goniometrické a exponenciialni vyjadieni komplexnich
Cisel
Po zavedeni geometrické interpretace komplexnich ¢isel v Gaussovée roving si zak dokéze

predstavit komplexni ¢islo v rovin€. V této etapé si ukdzeme nové zplisoby, jak komplexni

Cisla vyjadrovat.

3.6.1 Aktivita 11: Zavedeni goniometrického tvaru
Cil aktivity: Zaci s pomoci uitele objevi moznost vyjadfovat komplexni &isla pomoci

vzdalenosti od poc¢atku a uhlu.

Pokyny pro ucditele: Ucitel zacina otazkou, jestli neni mozné komplexni ¢islo vyjadfit jinak
neZ jen soufadnicemi v roving. Spole¢nou debatou by se méli dostat ke dvéma udajlim, a to
k velikosti vektoru, ktery danému ¢islu odpovida a ke sméru, ktery je dany néjakym uhlem.
Jako prvni ucitel vysvétli argument komplexniho ¢isla, ktery znacime ¢ a je to uhel, ktery
vektor komplexniho ¢isla svira s kladnou ¢asti realné osy. Na to navaze vzdalenosti
komplexniho ¢isla od poc¢atku. Pomoci Pythagorovy véty mohou zaci tento udaj spocitat
jako: |z| = \/m a nazyvat ho absolutni hodnota, modul nebo velikost komplexniho
¢isla. Nyni ukdZeme, ze pomoci goniometrickych funkci v pravothlém trojuhelniku lze
hodnoty x, y vyjadtit pomoci absolutni hodnoty a tihlu ¢ jako x = |z| cos @ ay = |z]| sin ¢.

Nyni diky témto idajim ucitel ukaZe a definuje goniometricky tvar komplexniho ¢isla jako:
z = |z|(cos ¢ + isin ).
3.6.2 Aktivita 12: Pfevadéni komplexniho ¢isla do goniometrického tvaru

Cil aktivity: V této aktivit¢ si Zaci procvi¢i prevadéni komplexnich c¢isel do

goniometrického tvaru.

Pokyny pro ucitele: Ucitel nejdiive pfipomene vzorce pro vypocty z predeslé aktivity jako
je vypocet absolutni hodnoty a jak vypada ¢islo v goniometrickém tvaru. Dale zada nékolik

uloh na procviceni. Pro nase potteby zadani vypada nasledovné:

Uloha 12: Pieved’ na goniometricky tvar nasledujici komplexni &isla.

37



1. Z1=1+i

2. z,=1—-1iV3
3. Z3 = 3 + 4",
Zaténeme vypoétem absolutni hodnoty z s pomoci vzorce |z| = +/x? + y?. Tak dostaneme

absolutni hodnoty z; = V2, z, = 2 a z; = 5. Dalsi krok je zjistit uhel ¢ u ného vime, e
x Y
|z|

1

\/Eato

plati cos ¢ = — a zérovei plati sin ¢ = —. V prvni tloze nam tedy vychazi cos ¢ =

|z|
NPT 7 . 1, . ,
Zaci vi, ze nastane pro ¢ = g, apro @ = Tn. Pro sing = 7 Mmame také dva vysledky a to
) =% a@Q= ZTI. Obé rovnosti musi platit zaroven a tudiz ¢ = %. Nyni uz mame vse
potiebné pro prevod na goniometricky tvar z; = V2 (COS% + isin %) Stejnym postupem

S L ox v L 5 -
udélame 1 zbylé dvé€ Ulohy, které vyjdou z, = 2 (cos;n + Lsmgn) azz=>5 (cos%rr +
.4 )
isin-m).

3

3.6.3 Aktivita 13: Nasobeni v goniometrickém tvaru

Cil aktivity: Zavést a procvicit ndsobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru.

Pokyny pro uéitele: S pomoci goniometrického tvaru mize ucitel elegantné zavést nasobeni
komplexnich ¢isel. Nasobeni dvou komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru z; =

|z1|(cos @1 + ising,) az, = |z,|(cos ¢, + isin @,) takto:

Z1* Zp = |z1]|z3](cos(@y + @) + isin(@; + @2)).

Jinymi slovy, pfi nasobeni komplexnich Cisel v tomto tvaru jednoduSe nasobime jejich
absolutni hodnoty a s¢itdme jejich odchylky od redlné osy. Obdobné u déleni absolutni
hodnoty délime a odchylky od¢itdme. Tento vzorec si rovnou mohou procvicit na nasledujici

uloze.

Uloha 13: Ur¢i sou¢in nésledujicich komplexnich &isel.
l. z; = \/E(cosg + ising),zz = Sﬁ(cosg + ising)
Vi . . T s . . IT
2. 73 = 4(cos€ + lSlng),Z4 =3 (cosz+ [ smz)

3n ., . 3m 51 . . 5w
3. zg=5(cos—+isin—),zs =4(cos—+ isin—
4 4 6 6
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; , v , sy ’ 51
Po dosazeni do vzorce a upravé dostaneme ndsledujici vysledky z; -z, = 6(cos?+

. . 5w 51 . . 5w 191 . . 19m
lsm—), Z3 " Zy = 12 (cos— + Lsm—) azs-zg =20 (cos— + lsm—).
6 12 12 12 12

Po zavedeni goniometrického tvaru, ktery umoznuje komplexni ¢isla vyjadfit elegantné
pomoci absolutni hodnoty a argumentu (thlu) je vhodné zakim ukézat jesté¢ jeden tvar

komplexniho Cisla, a to konkrétn¢ exponencialni tvar. Ten vychazi z Eulerova vztahu:
e'? = cos @ + isin g,
ktery propojuje tfi nesouvisejici oblasti matematiky, exponencidlni funkce, goniometrie a
komplexni ¢isla. Pomoci tohoto vzorce je mozné komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru:
z = |z|(cos ¢ + isin ).
Zjednodusit do tvaru:
z=re',

Zavedenim exponencialniho tvaru zaci uvidi dals$i zplsob vyjadieni komplexnich Cisel,
pomoci kterého lze zjednodusSit néasobeni dvou komplexnich Ccisel. Nasobeni dvou

komplexnich ¢isel v exponencidlnim tvaru z; = r;e'?t a z, = r,e'¥2 ma vzorec:
21Z2 = Tlrzel((p1+(p2).

Je vidét, ze podobn¢ jako u nasobeni v goniometrickém tvaru jednodu$e nasobime moduly

a sCitame argumenty.

3.7 Etapa V, VIII: Moivreova véta jako objev pravidel pro rotace v

roviné
Jisté jste si v8imli, Ze jsem vynechal jednu etapu, a to konkrétné etapu V. Hlavni diivod je
ten, Ze 1 kdyz historicky je starSi neZ geometricka interpretace nebo goniometricky tvar, pro
nas je dalezita az v moment, kdy jsme se s témito pojmy uz setkali a vime, jak s nimi
pracovat. V této kapitole jsem se proto rozhodl spojit dvé etapy, a to konkrétné etapu V
(Moivreova véta) a VIII (Komplexni ¢islo jako vektor a jejich nasobeni jako rotace). Pro
tento krok jsem se rozhodl kvili tomu, Ze tato témata jsou si hodné podobnd, i kdyz

historicky na sebe pfimo nenavazuji.
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3.7.1 Aktivita 14: Nasobeni jako rotace sloZena se stejnolehlosti
Cil aktivity: V této aktivité zaci uvidi, Ze nasobeni komplexnich ¢isel odpovida geometrické
rotaci vektorit v Gaussove roving. Z predeslé etapy vi, jak ¢isla nasobit v goniometrickém

tvaru, ale v této aktivité se zaci dozvi, jak nasobeni vypada geometricky.

Pokyny pro uditele: Ucitel zada dvé komplexni ¢isla, kterd maji zaci za ukol zakreslit do

komplexni roviny a vypocitat jejich soucin.

Uloha 14: Zakreslete komplexni &isla z; = 1+i a z, = 2 + 2i do Gaussovy roviny a

vypocitejte jejich soucin, ktery také zakreslete do roviny.

Soucin téchto ¢isel by pro zaky nem¢l byt t€Zky a po nasobeni v goniometrickém tvaru a
nasledném pievedeni zpét by jim meélo vzniknout Cislo zz = 4i, které nyni zakresli do

Gaussovy roviny nasledovné:
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Obrizek 4: Reseni vilohy 12
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Cisla jsme zvolili s argumentem 45° schvalng, aby Zaci na prvni pohled vidéli Ze se thly
seCetly a my tak dostali uhel 90°. Také si mohou vSimnout toho, ze absolutni hodnota

vysledku je soucinem pivodnich absolutnich hodnot. Odpovida to zobrazeni mezivysledku

iv2 ve stejnolehlosti se stiedem v 0 a koeficientem /2. Geometricky se tedy miizeme na

nasobeni dvou komplexnich ¢isel divat jako na otoCeni sloZzené se stejnolehlosti.

3.7.2 Aktivita 15: Moivreho véta
Cil aktivity: Zaci zjisti, e umociiovani komplexniho &isla v Gaussové roviné odpovida
opakovanému otoceni o stejny thel a k umocnéni jeho absolutni hodnoty. Timto se pro nase

potieby seznami s Moivreho vétou.

Pokyny pro uéitele: Zaci uz vi, co se d&je, kdyz nasobim komplexni &isla. Ugitel viak poloZi
otazku, co se stane, kdyz se komplexni ¢islo bude mocnit. Zkusit si to mohou na nésledujici

uloze:

Uloha 15: Vypoditejte druhou a teti mocninu komplexniho &isla z = (cos% + isin %) a
zkuste odvodit obecné pravidlo pro mocnéni komplexnich ¢isel.
Opakovanym nasobenim by se Z4ci méli dostat k vysledkiim z?% = (Cosg + isin g) azd=
(cos %ﬂ + i sin %n) Pomoci téchto vysledkil by zaci mohli odvodit pravidlo, kterému fikame
Moivreho véta a vypada nasledovné:

(cosx +isinx)™ = cosnx + isinnx.

Toto pravidlo plati i pro jakékoliv €islo 1 s jinou délkou, nez je 1. To si zdci mohou ovéfit na

stejné Uloze piidanim r = 2. Pravidlo se tak zobecni na:

(r(cosx + isinx))™ = r"*(cosnx + i sinnx) .

3.8 Etapa IX: Formalizace komplexniho ¢isla

Zéci uz setkali a pracovali se zapisem jako napiiklad z = 3 + 2i, povazovali ho viak jen
jako vektor nebo bod v roviné se soufadnicemi [3, 2]. AZ nyni zaktim definujeme komplexni
¢islo jako ¢islo, které 1ze zapsat ve tvaru x + yi, kde x a y jsou redlné Cisla a i je imaginarni
jednotka. Dale je vhodné zavést nc¢kolik formalnich imluv, aby vSichni Zaci zapisovali

komplexni Cisla co nejjednoduseji a nejsrozumitelnéji. Jednou z té€chto umluv je naptiklad,
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ze kdyz obé slozky komplexniho c¢isla jsou nulové nebudou psat 0 + 0i, ale jen 0. DalSim
pravidlem bude, ze pokud se setkaji s ptipadem, kdy je jedna ze dvou slozek komplexniho

¢isla nulova, tak ji nebudou psat.

3.8.1 Aktivita 16: S¢itani komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru
Cil aktivity: V této aktivité zakiim predstavime dvé zakladni operace, a to s€itani a od¢itani.
Cilem bude, aby zaci byli schopni pocitat s komplexnimi Cisly 1 bez jejich geometrické

interpretace. A ov¢fi, zda plati komutativita, asociativita a distributivita.

Pokyny pro uditele: Ucitel pfipomene, jak se dvé komplexni ¢isla s¢itala geometricky a

zadé zakim, aby tento vztah odvodili algebraicky.

Uloha 16: Algebraicky odvod'te pravidlo pro séitani dvou komplexnich &isel z; = x; +
Vil Zz = X3 + Yol

Zaci pracuji samostatné nebo ve dvojicich a vzajemné si své vysledky porovnavaji. Nakonec

spole¢né s ucitelem definuji algebraicky s¢itani dvou libovolnych komplexnich &isel jako:
71+ 7 = (1 +x2) + (1 + y2)L.
Ukazku na tabuli provede na téchto ptikladech:

2+4+3i))+(@+5)=R2+4)+(B+5)i=6+8i
1-20+@B+4)=A4+3)+(-2+4)i=4+2i

Nasleduje uloha na ovéfeni, zda plati komutativita, asociativita a distributivita.

Uloha 17: Ovéite, zda pro séitani dvou komplexnich &isel plati komutativita, asociativita a

distributivita.

Zéci tuto ulohu fe§i sami nebo ve dvojicich, a nakonec by se méli dostat k tomu, Ze tyto

vlastnosti plati a ukazat je nasledovné:
Pro komutativitu plati:

Z1+ z; =z, + 74,
Asociativitu ukézat takto:

(z1+ z3) + z3 = 21 + (2, + 23),
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A nakonec distributivitu (ndsobeni redlnym ¢islem r):
(z1 + zp)r = z17 + 2,71,
r(zy + z3) =1z, + 1z3.
3.8.2 Aktivita 17: Nasobeni komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru

V této aktivité zavedeme soucin dvou komplexnich ¢isel algebraicky. Dale ovéfime, zda

plati komutativita, asociativita a distributivita.

Cil aktivity: Zaci algebraicky odvodi vzorec pro nasobeni dvou komplexnich &isel, a zjisti

zda 1 pro ndsobeni plati stejné vlastnosti jako pro s¢itani.

Pokyny pro uéitele: Ucitel napiSe na tabuli dvé komplexni ¢isla z; = x; + y1i,2, = x, +

y,i. Zaci maji za tkol &isla algebraicky roznasobit a pijit na pravidlo pro vypodet.

Uloha 18: Algebraicky odvod'te pravidlo pro sou¢in dvou komplexnich &isel ve tvarech z; =

X1+ Y1l, 25 = x5 + yyl.
Spole¢nymi silami by méli zavést soucin dvou komplexnich ¢isel z, z, jako:
7175 = (X1% — y1Y2) + (X1y2 + %211
Po odvozeni tohoto vzorce Z4ci dostanou za kol ovéfit stejné vlastnosti jako u s¢itani.

Uloha 19: Ovéite, zda pro nasobeni dvou komplexnich &isel plati komutativita, asociativita

a distributivita.
Opét by spolecnymi silami méli tyto vlastnosti ovéfit a dojit Ze plati:
Pro komutativitu:
Z1Z9 = Zy7Z4.
Pro asociativitu:
(2123)z3 = 71(223).
A nakonec distributivitu:
(24 + 73)23 = 2173 + 2,73,

21(zy + 23) = 2125 + 71 25.
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3.8.3 Aktivita 18: Komplexné sdruzené Cislo

Cil aktivity: Zaci se seznami s komplexné sdruzenym ¢&islem i algebraicky i geometricky a
zjisti jaké ma vlastnosti.

Pokyny pro ufitele: V tomto ptipadé Zaci asi neodhadnou, co komplexné sdruzené ¢islo je,
a proto ho ucitel musi rovnou predstavit a zavést. Vysvétli zakiim ze, komplexné sdruzené
¢islo mé stejnou realnou slozku a opacnou imaginarni slozku a oznacuje se Z tim padem
komplexné sdruzené ¢islo ke komplexnimu ¢islu z = x + yi je Z = x — yi. Geometricky si
ho mlizeme piedstavit jako zrcadleni ptivodniho ¢isla podle realné osy v Gaussovée roving.
Dale si zaci zkusi najit komplexné sdruzend Cisla a zkusi co se stane, kdyZ komplexné
sdruzené ¢islo znovu komplexné sdruzime. Také zjisti, co se stane, kdyz dvé komplexni ¢isla

mezi sebou se¢teme nebo vynasobime pomoci nasledujici ulohy:

Uloha 20: Vymyslete si jakékoliv komplexni &islo z a ovéite, Ze pro jeho komplexné

sdruzené cislo plati:

Z + Z je vzdy realné cislo

z - Z je vzdy reélné Cislo

Z=1z

Reseni napiiklad pro z = 2 + 3i:

Zz+7=(2+30)+ (2 - 3i) = 4 (redlné)

z-Z2=(Q2+30)(2-3i)=4—9i2 =4+9 = 13 (redlné)
z=2+43i,z=2-3i,Z =2+ 3i (plati)

Pomoci komplexné sdruZzeného ¢isla je mozné algebraicky definovat i1 absolutni hodnotu

komplexniho Cisla:

|z| = Vzz = /x2 + y2

Pokud komplexni ¢islo vyjadiime v algebraickém tvaru z = x + yi ziskame:

|z] =/ (x + yi) (x — yi) = x2 — (yi)? = /x2 + y2
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Tento vzorec Zaci znaji jako vypocet z geometrické interpretace komplexnich cisel jako
vzdalenost bodu z od pocatku v Gaussové roving, kde se nazyva modul komplexniho ¢isla.

Spoji se tak dalsi geometricky pojem s jeho algebraickym vyjadienim.

3.8.4 Shrnuti:

Nyni jsme se dostali az na konec posledni historické etapy. Zakam jsme piedstavili a zavedli
pojem komplexni Cislo prostfednictvim nasi interpretace genetické paralely. Véfime, ze
tento zpusob zavedeni mize pomoci zaktim lépe pochopit nejen samotny pojem, ale také to,

jak se matematika rozviji reakci na nové problémy a potieby.

Hlavnimi vyhodami jsou dle mého objevovani a zavedeni novych pojmil jako odpoveéd na
konkrétni problémy misto toho, aby se zci rovnou seznadmili s definicemi danych pojmd.
Dalsi vyhodou je vétsi prostor na diskusi zakd mezi sebou a na spole¢né feseni problémd, se
kterymi se setkaji v prubéhu vyuky. Také si myslim, ze velkym plusem je i sezndmeni zaka
s vyznamnymi osobnostmi, které se v historii matematiky objevili. Naopak nevyhodou je
muze byt, ze ne kazdému zékovi tento zpusob vyuky bude vyhovovat, protoze mu vice
vyhovuje, kdyz definice a vzorce jsou pied néj predlozeny a on je nemusi odvozovat.
Posledni nevyhoda, kterou zminim je velky rozdil se zavedenim ve standartnich

sttedoSkolskych ucebnicich. Ve kterych se s historickym vyvojem skoro vitbec nepracuje.
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Zavér

Tato bakalai'ska prace se zabyvala historickym vyvojem pojmu komplexni ¢islo a moznosti
jeho zavedeni ve vyuce matematiky na stfedni Skole pomoci genetické paralely. V prvni
teoretické Casti jsem se vénoval tomu, jak se komplexni ¢isla formovala v pribéhu déjin od
prvnich setkani s odmocninou ze zaporného ¢&isla ve starovékém Recku, aZ po plnohodnotné
piijeti a zavedeni komplexnich ¢isel jako plnohodnotné soucéasti matematiky. V kazdém
z téchto momentt bylo patrné, Ze se nejednalo o nahly objev, ale spiSe postupné rozsifovani
existujicich pojmu, kdy se vyvijel jak samotny jazyk matematiky, a tak rostla potfeba fesit

nové problémy.

Z analyzy tohoto historického vyvoje jsem vybral devét etap, které povazuji za klicové. Tyto
etapy jsem nasledné pouzil jako zpisob, jakym by se komplexni ¢isla mohla vyucovat na
stiednich Skolach. Jednotlivé etapy se zaméfuji naptiklad na prvni kontakt s odmocninou ze
zaporného Ccisla, formalni vypocty bez jasného vyznamu, objevovani pravidel, zavedeni
imaginarni jednotky, aZ po pochopeni geometrické interpretace a formalizaci. Hlavnim
principem je snaha vést zaky tak, aby si nové pojmy osvojili aktivn¢ a na zaklad¢ vnitini

potieby, podobné jako je prijimala samotna matematickd komunita v historii.

Z didaktického hlediska povazuji tento pfistup za pfinosny hlavné kvili tomu, Ze vede Zéky,
aby sami objevovali a zavadé€li nova pravidla, misto toho, aby si pouze opisovali definice a
vzorce pro vypocty a vnimali komplexni Cisla jen jako néco zcela abstraktniho. Historicky
vyvoj jsem bral spiSe jako motivacni prvek a oporu k usporadani vyuky. V praci jsem proto
k jednotlivym etapam pfipojil ivahy o jejich mozném vyuziti ve vyuce a navrhl konkrétni

aktivity, které by s témito fAzemi mohly souviset.

Zvoleny pfistup je jen jedna z moznych cest, jak komplexni ¢isla zavést. Cilem nebylo
vymyslet hotovy vyukovy plan, ale ukazat, ze slozitou latku jako jsou komplexni ¢isla Ize
zakim na stfednich Skolach pfiblizit smyslupln€ji a srozumitelnéji pomoci jejich
historického vyvoje. Do budoucna by bylo mozné navrzeny koncept dale rozpracovat,
ptipadné prakticky ovéfit ve Skolnim prostfedi a zhodnotit, jaky mé dopad na pochopeni a
piijeti komplexnich Cisel u studentti. Zarovei by bylo zajimavé zkusit podobnym zpiisobem

pfistoupit 1 k jinym matematickym témattim, u kterych hraje historicky vyvoj dilezitou roli.
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Vyjadieni k vyuziti nastroji umélé inteligence

Pii zpracovani této bakalatfské prace jsem vyuzil nastroj umélé inteligence ChatGPT od
spole€nosti OpenAl. Tento nastroj mi slouzil jako podpora pii piekladu anglickych
materidlil, jazykovych Gpravach a generovani obrazki. Dale jsem jej vyuzil ke konzultacim

ohledné logického uspofadani textu a formalnich nalezitosti bakalaiské prace.

Veskery obsah byl vytvoren na zakladé mého vlastniho porozumeéni tématu a prace s
odbornou literaturou. Al nastroje nebyly vyuzity k automatickému generovani celych ¢asti.
Vsechny casti prace jsem prubézné upravoval, ovétoval a zodpovidam za jejich odbornou 1

jazykovou spravnost.

Prace nebyla vytvotfena automaticky a nadale splituje poZzadavky na ptivodni autorsky text.
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