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Uvod

Tato prace pojednava o Location Routing Problem (LRP), vypocetné slozitém
kombinatorickém optimaliza¢nim problému. Uloha je formulovina pomoci tovéren,
které mohou byt otevieny, a zakazniki, jejichz poptavka musi byt naplnéna. Ti jsou
pritazeni k pravé jedné rozvozové trase a nasledné obslouzeni vybranym vozidlem,
které vyjizdi z nékteré tovarny a zase se do ni vraci. Ukolem je rozhodnout, které
tovarny otevrit a jak priradit zakazniky do tras tak, aby byly celkové naklady
minimalni.

Model LRP nachézi Siroké uplatnéni v logistice, ktera tvori nezanedbatelnou
cast celkovych nédkladi mnoha podniki a jejiz efektivni nastaveni muze vést ke
znacnym finanénim tsporam. Nalezeni optimalniho Teseni je vSak pro velké vstupni
instance vypocetné neproveditelné, coz v praxi vede k pouziti jinych metod - tzv.
metaheuristik. Ty sice nalezeni globalniho optima nezarucuji, ale dokazi se k nému
priblizit v dostatec¢né kvalité a v rozumném case.

Hlavnim cilem této prace je formalné definovat model LRP, podrobné popsat
vybrany metaheuristicky algoritmus, implementovat ho v programovacim jazyce
Python a nasledné diskutovat dosazené vysledky.



1 Prerekvizity

1.1 Popis modelu a jeho aplikace

Jak jiz bylo uvedeno v tvodu, LRP naléza své vyuziti nejc¢astéji v odvétvi
logistiky, typicky v distribuci zbozi od dodavatele ke koncovym odbérateliim. Pro
jeho formulaci pouzivame nasledujici zdkladni komponenty, které jsou zaroven
ukazany na obrazku (1.1}

o Tovarny - vyrobni mista, ktera je mozné otevtit, vzdy s predem danymi
fixnimi néklady. Prostfednictvim oteviené tovarny je nasledné uspokojovana
poptavka zakazniki, kteri jsou k ni pritazeni.

e Vozidla - zajistuji dopravu zbozi z otevienych tovaren k zakazniktim, pti-
¢emz kazdé vozidlo ma dané fixni naklady na porizeni. Do celkovych nakladu
se navic zapocitava i vzdalenost, kterou vozidlo ujede, napiiklad formou
naklad na pohonné hmoty. Souhrnné poptavka zakaznika obsluhovanych
jednim vozidlem nesmi prekrocit jeho kapacitu.

e Zakaznici - kazdy z nich poptava pfedem urc¢ené mnozstvi jednotek homo-
genniho zbozi.

Nalezeni teseni problému spoc¢iva v minimalizaci celkovych nédklad tohoto
logistického modelu, které sestavaji z nakladi na otevieni tovaren a porizeni
a provoz vozidel. Je dilezité zminit, Ze proces urcovani, které tovarny otevtit,
alokace zakazniktu k tovarnam a nasledné urceni tras vozidel probiha v tomto
modelu soucasné, separatni feseni muze vést k neoptimalnim fesenim [1].

K tomu, abychom mohli formélné model LRP zavést, je tteba vyuzit zakladni
pojmy z teorie grafii a teorie optimalizace, tém jsou vénovany néasledujici dvé
podkapitoly.
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Obrazek 1.1 Grafova reprezentace mozného feseni modelu LRP o 10 zakaznicich a 4
tovarnach.

1.2 Vyuzité pojmy z teorie grafi

Diky strukture LRP se nabizi popsat model grafem. Vrcholy tohoto grafu
predstavuji zakazniky a tovarny, zatimco hrany odpovidaji cestam, po nichz vozidla
zakazniky obsluhuji. Nésleduji vybrané definice z teorie grafii, diky nimz bude
dalsi prace s modelem jednodussi.

Definice 1. Necht' V je neprizdnd mnoZina vrcholi a E mnoZina hran, pricemz
kazda hrana je dvojice (u, v), kde u, v € V, u # v. Potom graf definujeme jako
usporddanou dvojici G = (V, E).

Definice 2. Graf G = (V, E) nazveme iplngm, pokud pro vSechny dvojice vrcholi
u, v €V, u # v existuje hrana (u, v).

Definice 3. Necht G = (V, E) je graf. Hranu (u, v) nazveme orientovanou, pokud
je dvojice (u, v) uspordadand. V takovém pripadé rikame, Ze hrana vede z vrcholu u
do vrcholu v. G nazveme orientovanym, pokud jsou vsechny jeho hrany orientované.

Definice 4. Orientovany graf G = (V, E) nazveme ohodnocenym, pokud md k
sobé kazdd hrana (u, v) pritazena ciselnou hodnotu c,,. Tuto hodnotu nazgvime
cena hrany. Pokud plati, Ze ¢y, = ¢y Yu,v € V, pak graf G nazveme symetrickym.

Definice 5. Rekneme, Ze tplny, ohodnoceny graf G = (V, E) spliuje troji-
helnikovou nerovnost, pokud pro kaZdou trojict vrcholi w, v, w € V plati, Ze
CU'LU S CU'U + CU'LU'

Déle je potteba formalizovat termin minimalizace nakladu za platnosti pod-
minek, které chceme, aby byly dodrzeny. K tomu nam poslouzi nadchéazejici
podkapitola, ktera se tyka teorie optimalizace.



1.3 Strucny souhrn teorie optimalizace

Tato ¢ast vychdzi z knihy Dupacové a Lachouta [2]. K matematické formulaci
modelu pomiize nasledujici definice, diky které lze cely problém, tedy minimalizaci
celkovych nakladi za platnosti omezeni, jako napriklad uspokojeni poptavky,
presné formulovat.

Definice 6. Ulohou matematického programovani rozumime ulohu minimalizovat
(mazimalizovat) funkci f(xy, ..., x,) na mnoziné resent soustavy rovnic a nerovnic

IN

gj(x1, ..., xp) j=1,...,m,

0,
hi(z1,...,2,) >0, k=1,....p,
0,

(g, ..., x,) = I=1,...r
Funkci f nazveme tcelovou funkci a funkce g;, 7 = 1,...,m, hy, k =1, ...,p,
at,l=1,...,r jejimi omezenimi. Proménné x,...,x, nazyvdme rozhodovaci
nebo také stavové promenné.
Hodnoty rozhodovacich proménnych x4, ..., x,, které spliuji vSechna omezent

nazveme pripustnym resenim. Pripustné resent, pro které je hodnota tcelové funkce
zdrover, minimdlni (mazimdlni) nazveme optimdlnim resenim dané ilohy.

Termin pripustné Teseni je v této praci ekvivalentni pojmu stav a termin
mnozina pripustnych feseni pojmu stavovy prostor.

Dle typu tcelové funkce a omezeni rozlisujeme vice typu tloh matematického
programovani.

o Pokud je tucelova funkce a vSechna omezeni linedarni, tak mluvime o tlohach
linedrnitho programovani, ty jsou jiz dobfe prozkoumané a k jejich feseni
jsou vyuzivany efektivni algoritmy.

o Pokud jsou nékteré stavové proménné, ale ne vsechny, celoc¢iselné, mluvime o
tloze smiseného celociselného programovani. Pokud jsou vSechny rozhodovaci
proménné celociselné, jedna se o tlohu celo¢iselného programovani. Obé
zminéné metody jsou jiz vypocetné narocnéjsi a jejich reseni c¢asto spociva v
postupném teseni relaxovanych tloh, tedy takovych, ve kterych neuvazujeme
omezeni na celoc¢iselnost.

o Pokud je mnozina pripustnych feseni diskrétni, ¢asto generovana kombina-
torickymi strukturami (napf. permutacemi, kombinacemi ¢i podmnozinami),
mluvime o tloze kombinatorické optimalizace. Tyto tlohy byvaji modelovany
pomoci celociselnych nebo binarnich proménnych a jejich feSeni je proto
obvykle vypocetné velmi narocné.

Do posledné zminéné kategorie spadd i LRP, ve kterém je otevieni tovarny,
pripadné vyuziti hrany modelovano pravé binarni rozhodovaci proménnou. V
nasledujici kapitole je jiz formalné zaveden cely model jako tloha matematického
programovani na grafu.



2 Matematicka formulace

2.1 Znaceni

V nésledujici éasti predpokladejme, ze G = (V = IUJ, E) je uplny, orientovany,
ohodnoceny a symetricky graf, ktery spliuje trojihelnikovou nerovnost. Déle bu-
deme termin hrana (u, v) povazovat za ekvivalentni pojmu cesta (u, v). Trasou pak
rozumime posloupnost navazujicich cest, kterd zac¢ina a konci v libovolné tovarné, a
ktera neobsahuje vnitini cyklus, tedy zadny zdkaznik na ni neni navstiven vicekrat.

Na tomto grafu zavedme nasledujici znaceni:

1 {i|i=1,...,R} jemnoZina tovdren, které je mozné otevift

J {jl7=1,...,N} je mnozina zakazniki, které je nutné obslouzit
V I UJ je mnozina vSech vrcholu

S {l|l=1,...,L} je mnozina vozidel pouZitelnych k dopravé zbozi
Cuv jsou naklady na vyuziti cesty (cena hrany) z u do v, u, v € V

C jsou fixni ndklady na porizeni vozidla [, [ € S

F; jsou fixni naklady na otevieni tovarny i, ¢ € [

q; je poptavka zdkaznika j v jednotkéach zbozi, 7 € J

Q je kapacita vozidla [, [ € §
Dale zavedme tyto binarni rozhodovaci proménné:

1, wvyuzije-li vozidlo [ hranu z vrcholu v do vrcholu v,
Tyvl = ..
: 0, jinak,

1, je-li oteviena tovarna ,
z; =
' 0, jinak.

A necht R; je rozhodovaci proménnd, kterd modeluje poradi zdkaznika j na jeho
trase. I pfesto, Ze I?; miiZe nabyvat pouze hodnot na mnoziné pfirozenych ¢isel, tak
je vhodné ji uvazovat jako spojitou a nepridavat do modelu dodateéna omezeni.
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2.2 Model

Uéelové funkce LRP mize mit v riznych variantidch modelu lehce odlisnou
podobu, kterd spociva v tom, jaké veskeré naklady se rozhodneme do modelu
zahrnout. Kromé nakladt na trasy a porizeni vozidel a na otevieni tovaren, které
jsou v modelech pritomné v zasadé vzdy, mohou byt také uvazovany naklady na
mzdy zaméstnancu ¢i jiné provozni vydaje.

Kvili ndzornosti a vysoké srozumitelnosti uvadim matematickou formulaci tak,
jak ji popsali autofi Tuzun a Burke [3]. Ucelovou funkei modelu Location Routing
Problem rozumime

SN cwrun D (CDY D wy) + Y Fiz, (2.1)

ueV veVileS les icl jeJ el

kde prvni vyraz odpovida nédkladiim na dopravu zbozi z tovaren k zakazniktm,
druhy fixnim nakladiim na potrizeni vozidel a posledni fixnim nakladiim na ote-
vieni tovaren. Omezenimi na ucelovou funkci modelu Location Routing Problem
rozumime nasledujici vyrazy:

S>> w=1 Vje (2.2)

leSueV
2D G <@ VIES, (2.3)
jeJueVv
Z Lywl = Z Lol Vi e S, w e V, (24)
ueV veV

2y <1 VleES, (2.5)
J

iel jeJ

thil+zh+zi§2 Vh,lel (26)
les

sziﬂ 2 Zi Vi € [, (27)

leS jeJ
wgy<z VeSS, iel (2.8)
jedJ
Ri—Ry+(R+N)> 2ju<R+N-1 Vj kel j#k (2.9)
lesS
Ty € {0,1} Yu,v eV, Vlie S (2.10)
z€{0,1} Viel (2.11)
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Interpretace omezeni:

(2.2)) - Pocet vyuzitych cest ke kazdému zakaznikovi je roven jedné.

(2.3)) - Celkova poptavka zdkazniki na trase kazdého vozidla neprevysuje
jeho kapacitu.

e (|2.4) - Pro kazdé vozidlo a kazdého zakaznika je pocet vyuzitych hran do
vrcholu roven poc¢tu vyuzitych hran z vrcholu.

e ([2.5)) - Pro kazdé vozidlo je pocet tras roven maximéalné jedné.

. - Neni vyuzita zadna hrana, kterd vede z tovarny do tovarny.
e (2.7) - Z kazdé otevrené tovarny vyjede alespon jedno vozidlo.

e (2.8)) - Z uzavrené tovarny zadné vozidlo nevyjede.

o ([2.9) - Zadna trasa neobsahuje vnitini cyklus sloZzeny pouze ze zakazniki.
Pokud by néktera trasa takovy cyklus obsahovala, tak by nutné existovala
vyuzitd hrana, kterd vede od zédkaznika j k zadkaznikovi k a zaroven R; > Ry,
¢imz bychom se dostali do sporu s touto podminkou (R; — Ry, > —1).

o (2.10) a (2.11)) - Omezeni oboru hodnot stavovych proménnych.

Resen{ takto definovaného modelu spo¢iva v nalezeni globalniho minima funkce
2.1l na mnoziné feseni rovnosti a nerovnosti 2.2/ - 2.11]

Algoritmy pro feseni tohoto problému se déli na dvé hlavni skupiny, a to
exaktni a heuristické. Prvni skupina garantuje nalezeni optimalniho feSeni tlohy;,
ale pouze pro velmi omezenou velikost vstupu, a proto se v praxi ¢astéji vyuziva
spise druha skupina algoritm, které umoznuji pracovat s vétsi velikosti vstupnich
dat. Ty na druhou stranu nezarucuji nalezeni presného reseni, pouze se k nému
dokazou ptiblizit na rozumnou, vétsinou pomérné dostacujici droven.

Exaktnim proceduram vyuzivanych pro nalezeni optimalniho feseni je vénovana
nasledujici kapitola.
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3 Exaktni algoritmy

LRP spada do ttidy NP-hard problémi, coz znamend, ze jeho feseni je alespon
tak obtizné, jako reseni kteréhokoli problému tfidy NP - mnoziny rozhodovacich
problémi, jejichz feseni lze v polynomidlnim ¢ase ovérit, pokud je k dispozici [4].
Dusledkem je znac¢né omezeni velikosti vstupnich instanci, které lze exaktnimi
metodami vytesit v prijatelném case. V praxi se tyto algoritmy vyuzivaji jen ztidka
a proto se jim v této praci podrobné nevénuji, pouze stru¢né zminuji principy, na
kterych jsou zalozeny. Nasledujici podkapitoly vychazeji z knihy autori Chen a
kol. [5].

3.1 Branch and bound

Tato metoda je zalozena na Teseni relaxovanych linearnich podproblému pu-
vodni tlohy a nasledném osekavani téch ¢asti mnoziny pripustnych resenich, ve
kterych se nemiize vyskytovat optimum. Stavovy prostor je v tomto pripadé
vhodné reprezentovat stromem rozsifujicim se smérem dolii. Procedura prohledava
stavovy prostor iteraci nasledujici sekvence kroku:

1. Nalezneme feseni aktualni relaxované tlohy.

2. Podle jejiho feseni rozsekneme stavovy prostor do vétvi (branching) priddnim
nerovnosti podle minima aktualni relaxované tlohy. Rozhodneme, zda je
nutné obé tyto vétve dal prohledavat, ¢i jestli neposkytuji lepsi pripustné
feseni (bounding).

Jakmile jsou vsechny stavy prohledany nebo zamitnuty, vratime pripustné reseni
s nejnizsi hodnotou ucelové funkce, to je hledanym optimalnim resenim.

3.2 Cutting Planes

Tato metoda se zaméruje na zpresnovani relaxovanych linearnich tloh pridava-
nim feznych nadrovin (cutting planes), které odstranuji neptipustna feseni. Tento
proces se provadi iterativné:

1. Nalezneme feseni aktualni relaxované tlohy.

2. Pokud reseni obsahuje neceloc¢iselné hodnoty, priddme nové omezujici pod-
minky, které je odstrani.

Jakmile jsou vSechny stavy prohleddny, vratime pripustné feSeni s nejnizsi hodno-
tou tcelové funkce. Na rozdil od metody [3.1] zde nedochézi k vétveni stavového
prostoru, ale k postupnému zpresnovani modelu pridavanim dodate¢nych podmi-
nek.
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3.3 Branch and Cut

Tato metoda vznikd kombinaci [3.1] a [3.2 a pouziva tedy jak vétveni, tak prida-
vani feznych nadrovin pro zlepseni relaxace. Tento pristup probihd nasledovneé:

1. Nalezneme feSeni aktualni relaxované tlohy.

2. Pridame fezné nadroviny pro zlepseni relaxace a odstranéni necelociselnych
feSeni (cutting planes).

3. Pokud neni nalezeno celoc¢iselné feseni, rozdéli se problém do mensich pod-
problému (branching).

4. V kazdé vétvi se opét aplikuji fezné nadroviny k dalsimu zlepseni relaxace.

Jakmile jsou vSechny stavy prohledany, vratime pripustné feseni s nejnizsi hod-
notou ucelové funkce. Na tomto principu je zalozeno exaktni feSeni modelu LRP
softwarem Gurobi, jehoz analyza je umisténa v posledni kapitole.

3.4 Branch and Price

Jedna se o metodu, kterd kombinuje branching a vybér vhodnych rozhodovacich
proménnych, a to tzv. ocenovanim (pricing). Proces je nasledujici:

1. Nalezneme teseni aktualni relaxované ulohy s omezenou mnozinou promén-
nych.

2. Dynamicky generujeme nové proménné, které mohou vést k lepsimu reseni.

3. Jakmile je nalezeno lepsi Teseni, aplikujeme vétveni podobné jako v metodé

Jakmile jsou vSechny stavy prohledany, vratime feseni s nejnizsi hodnotou ucelové
funkece.

Vsechny vyse uvedené metody prohledéavaji cely stavovy prostor s cilem nalézt
optimélni feseni. V pripadé LRP je vSak tento prostor velmi rozsahly a jiz pro
instance s nizs$imi desitkami zakazniki a jednotkami tovaren je nalezeni optimal-
niho feseni vypocetné neredlné. Z tohoto duvodu se v praxi Castéji vyuzivaji tzv.
heuristické nebo metaheuristické metody, které umoznuji resit problémy vétsiho
rozsahu v prijatelném case. Pravé tém se vénuje nésledujici kapitola.
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4 Heuristiky

Heuristické metody, na rozdil od téch exaktnich, neprohledavaji cely stavovy
prostor, ale pouze jeho cast, ve které se spise vyskytuje globalni optimum. Tim
se sice zbavuji schopnosti jej vzdy a presné nalézt, ale vyménou za to umoznuji
efektivni feseni tloh s vyrazné vétsimi vstupnimi daty. Vysledkem je tedy resent,
které se sice nemusi shodovat s optimem, ale jeho hodnota tcelové funkce je mu
dostatecné blizko. Tyto aproximacni procedury zacinaji nalezenim dostatecné
dobrého Teseni, které je nasledné modifikovano posloupnosti drobnych zmén.

4.1 Nalezeni pocatecniho pripustného reseni

K urceni pocatec¢niho stavu lze vyuzit sirokou skalu heuristik — od jednoduchych
pristupy. Podkapitola vychdzi z ¢lanku autoru Clarke a Wright [6], ktef{ v
ném zavedli primocarou a efektivni metodu nalezeni tras pro jednu tovarnu. V
modelu LRP je tfeba tento algoritmus provést opakované, pro kazdou otevienou
tovarnu zvlast.

4.1.1 Algoritmus tuspor

Nejdrive ur¢ime pocet tovaren, se kterymi chceme zacit, a nasledné nadhodné
otevieme odpovidajici pocet z nich. Kazdému zakaznikovi pritadime nejblizsi
otevienou tovarnu. Pokud néktera z tovaren neméa zadného prirazeného zakaznika,
bude uzaviena. Pro kazdou otevienou tovarnu poté algoritmus nalezne odpovidajici
trasy ve trech fazich:

1. Inicializace

Kazdému zékaznikovi priradime vozidlo, které obslouzi pouze jeho, tedy
vyjede z tovarny k zakaznikovi a poté se do ni vrati.

2. Spojeni dvou tras

Pro kazdou dvojici tras vypocitdme mozné uspory celkovych nakladi, které
vzniknou jejich propojenim. Neuvazujeme propojeni, v jejichz dusledku pre-
kracuje souhrn poptavek zakaznikt na trase kapacitu pritazeného vozidla,
ani propojeni podle zadkazniki, ktefi jsou na trase mezi dvéma dalSimi za-
kazniky. Pro tsporu propojeni zdkaznika i se zakaznikem j, S;; tedy plati,
ze Si; = coi + coj — ¢ij, kde ¢;; znaci vzdalenost mezi zdkaznikem ¢ a j a
coi a co; jsou vzdalenosti z matefské tovarny k zakaznikovi ¢ resp. j. Pri-
klad propojeni je uveden na obrazku Vybereme tu tsporu s maximalni
kladnou hodnotou a propojeni provedeme.

3. Iterace

Opakujeme krok 1, dokud existuje proveditelné propojeni.
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o Zékaznici ] Oteviené tovarny ® Zikamici JJ] Oteviené tovarny

100 100

80 80 1

60 60 1

40 L) 40 4

20 204

Obrazek 4.1 Pripustné reseni instance s 5 zakazniky, 1 tovarnou a 2 trasami a jedno
z moznych propojeni krajnich zakaznika.

4.2 Modifikace aktualniho stavu

Jakmile mame k dispozici pocatecni pripustné reseni, tak je z néj mozné zacit
stavovy prostor prohledavat. K tomu je tfeba zavést kroky, které aktualni stav
prevedou na stav budouci. Pti feseni problému LRP se nejcastéji vyuzivaji kroky
typu swap a add.

4.2.1 Swap

Tento krok muze byt aplikovan na dvojici tovaren nebo na dvojici zdkaznikii a
dle toho bud:

e otevie momentalné uzavienou tovarnu a zarovein uzavie momentalné otevre-
nou tovarnu nebo

o prohodi dva zakazniky na libovolnych trasach.

4.2.2 Add

Tento krok muze byt aplikovan na tovarnu nebo na zakaznika a dle toho bud:
e otevie momentalné uzavrenou tovarnu nebo

« prefadi zakaznika na jinou libovolnou pozici kterékoliv trasy.

Uvedené kroky jsou pripustné pouze tehdy, kdyz jejich provedeni neptrekroci
kapacitu prislusného vozidla, v opacném pripadé provedeni kroku zamitneme.
Konkrétni priklad heuristického algoritmu vyuzivajiciho tyto kroky je uveden v
nasledujici podkapitole.
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4.3 Priklad heuristického algoritmu

Jednoduchym piikladem feSeni LRP heuristickym zptisobem je nasledujici
procedura, ktera na pocatecni pripustné reseni aplikuje kroky vedouci ke snizeni
hodnoty tcéelové funkce.

Popis algoritmu

1. Zvolime tivodni mnozinu otevienych tovaren a nalezneme odpovidajici trasy
kazdé z nich algoritmem tuspor.

2. Pro aktualné oteviené tovarny provadime sekvencné ten add zédkaznika nebo
swap zdkaznikt, ktery nejvice snizuje hodnotu ucelové funkce.

3. Jakmile vsechny mozné kroky vedou ke zhorseni hodnoty tucelové funkce,
provedeme swap na tovarny. Pokud jiz byly prohledany vsechny mozné kom-
binace aktualniho poc¢tu otevienych tovaren, pristoupime k add na tovarny.
Trasy momentalné otevienych tovaren aktualizujeme znovu algoritmem
uspor a pokracujeme predchozim bodem.

4. Jakmile jsme prozkoumali vSechny mozné kombinace otevieni tovaren ci
doséhli ¢asového limitu, tak vratime nalezené pripustné reseni s nejnizsi
hodnotou tcelové funkce.

Tento postup vsak diky averzi viici akceptovani krokii vedoucich ke zvyseni hodnoty
ucelové funkce miize vést pouze k nalezeni lokalnitho minima. Algoritmim, které
se 7z néj snazi uniknout a efektivnéji prohledavaji stavovy prostor, se vénuji v
nasledujici kapitole.

4.4 Metaheuristické algoritmy

Pro tak vypocetné narocénou tlohu, jako je LRP, je k dosazeni lepsich vysledki
vhodné heuristiky modifikovat za ticelem tniku ze stavi lokdlniho minima. Takto
pozménéné heuristiky nazyvame metaheuristikami a na jejich pozadi vzdy stoji
sofistikovand tvaha o tom, jakym zptisobem vhodné prohledavat stavovy prostor.
K teseni LRP je casto vyuzivano simulované zihani, geneticky algoritmus a tabu
prohledavani. Nasledujici ¢ast je vénovana obecnym principiim, na nichz tyto
metody stoji.

4.4.1 Simulované Zihani

Tato sekce vychézi z ¢lanku od Yu et al. [7]. Algoritmus se snazi z lokalniho
minima uniknout tim zptusobem, zZe s predem danou pravdépodobnosti akceptuje
krok vedouci ke zvyseni hodnoty ucelové funkce. Své jméno ziskal po procesu z
metalurgie, kdy je kov pomalu ochlazovan za tcelem ziskani pevnéjsi struktury.

17



Popis algoritmu
1. Nalezneme pocatec¢ni pripustné reseni.

2. Nahodné vybereme krok, jehoz provedeni neporusi zadana omezeni. Pokud
je v budoucim stavu hodnota tcelové funkce nizsi nez ve stavu puvodnim,
krok provedeme. V opacném pripadé provedeme krok s pravdépodobnosti
urcenou Boltzmannovym rozdélenim, exp (—A/kT), kde A je rozdil v hod-
noté ucelovych funkci stavi, & je Boltzmannova konstanta a 1" momentalni
teplota, nami voleny parametr. Krok opakujeme.

3. Po poctu iteraci danych parametrem I, je teplota snizena: T'= o T', kde
a € (0,1) je ndmi voleno.

4. Koncime v pripadé provedeni daného poctu iteraci bez snizeni icelové funkce
nebo pri poklesu 7" pod troven zvoleného parametru 7,,;,. Vratime pripustné
feSeni s nejnizsi hodnotou ucelové funkce.

Z pocatku je teplota vysokd, tedy pravdépodobnost (exp —A/kT) také vysoka,
a to odpovida vétsimu prohledavani stavi s vyssi hodnotou tcelové funkce s nadéji
na budouci zlepseni. Ke konci se tato pravdépodobnost snizuje, coz nuti algoritmus
rychleji tlacit dolt hodnotu tcelové funkce.

4.4.2 Geneticky algoritmus

Tato metoda spada do §irsi skupiny evoluc¢nich algoritmt, které imituji proces
prirozeného vybéru v populaci. Jejich princip spociva ve vybéru rodi¢ti - feseni —
jejichz kiizenim vznikd potomek, feseni nové. Nasledné je tento potomek podroben
mutaci, kterda do vysledku vnasi prvek nahodnosti a zvysuje diverzitu populace.
Cilem je nalezeni nejsilnéjsiho jedince, tedy pripustného feseni s nejnizsi hodnotou
ucelové funkce. Tato sekce vychazi ze ¢lanku Rybickové, Burketové a Mockové [8].

Popis algoritmu
1. Vygenerujeme pocatecni populaci stavi.

2. 7 pocatecni populace ndhodné vybereme rodice, pricemz s vétsi pravdépo-
dobnosti volime stavy s nizsi hodnotou tucelové funkce.

3. Na vybrané stavy aplikujeme nami zvolené kiizeni, ¢cimz ziskdme nové reseni
- potomka. Mtze se napriklad jednat o vzajemnou vyménu c¢asti feseni.

4. Potomka nasledné podrobime zvolené mutaci, napr. zaménu jeho casti.
Timto zptisobem vygenerujeme celou nasledujici generaci potomki.

5. Sekvencné aplikujeme body 2 — 4 a proceduru ukonc¢ime po provedeni nami
zvoleného poctu iteraci, které nevedou ke snizeni 1icelové funkce. Vratime
pripustné feseni s nejnizsi hodnotou tcelové funkcee.

Na populaci jsou tedy celkové aplikovany tii operatory - selekce, ktera vybira

potencionadlné dobra Teseni, kiizeni, které se z nich snazi vytvorit jesté lepsi feseni
a mutace, ktera se snazi vyhnout lokalnimu optimu.
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4.4.3 Tabu prohledavani

Zakladni ideou této metody je akceptovani i téch kroku, které vedou ke zvyseni
ucelové funkce, ¢imz se snazime vyhnout pripadim, ve kterych by algoritmus
oznacil lokalni optimum za globalni. Za timto uc¢elem jsou jiz navstivené stavy
pridany do datové struktury nazvané tabu seznam a po docasnou dobu je jejich
opétovné navstiveni zakézano. Tato podkapitola a nasledujici kapitola vychazi z
¢lanku, jehoz autory jsou Tuzun a Burke [3].

Popis algoritmu
1. Nalezneme pocatecni pripustné feseni a vytvorime tabu seznam.

2. Ze vsech moznych krokii vybereme ten, ktery neni na seznamu tabu a
zaroven nejvice snizuje tcelovou funkci, provedeme ho. Pokud zadny takovy
neni, akceptujeme i ten krok, ktery ucelovou funkci zvysuje. V tom pripadé
je ale i s opacnym krokem pridan do tabu seznamu, ¢imz je jejich provedeni
na nékolik iteraci zakazano. Pokud je tabu seznam zaplnén, odebereme z
néj nejstarsi prvek.

3. Konc¢ime v pripadé provedeni daného poctu iteraci bez snizeni hodnoty
ucelové funkce. Vratime pripustné feseni s nejnizsi hodnotou tucelové funkce.

Tim, ze zakazujeme algoritmu ihned se vracet do mist s nizsi hodnotou tcelové
funkce, ho nutime vice prohledavat stavovy prostor s nadéji na nalezeni lepsiho
feSeni. Tato idea je v nasledujici kapitole podrobné rozebrana a aplikovana na
model LRP.

4.5 Dvoufazové tabu prohledavani

Algoritmus se sklada ze dvou casti: location faze, v niz je urceno, které
tovarny budou otevieny, a routing faze, ve které dochazi k pritazeni zakazniki do
rozvozovych tras a jejich nasledné modifikaci. Myslenka tabu prohledavani je v
ramci tohoto piistupu aplikovdna opakované, pro kazdy bod (a) a (b) v popisu
nize zvlast. Vysledkem jsou ¢tyti oddélené tabu seznamy. V popisu algoritmu je
¢asto odkazovano na kroky uvedené v sekci [4.2] Jedna se o obséhly algoritmus,
jehoz struktura je na obrazku [4.2]

Popis algoritmu
1. Inicializace

Zvolime pocatecni pocet otevienych tovaren a nahodné vybereme ty, které
otevieme. Pro kazdou otevienou tovarnu nalezneme trasy algoritmem tuspor,
po jehoz provedeni aplikujeme sérii dodatecnych swapt na zakazniky.

2. Location faze

Cilem této faze je najit kombinaci otevienych tovaren vedouci k nejnizsi
hodnoté ucelové funkce.
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(a)

(b)

Pridani tovarny
Provedeme add tovarny, ktera ma nejvyssi odhadovany prinos v podobé
snizeni celkovych nédkladii. Zminény odhad ziskdme nasledovné:

o Kazdého zdkaznika pritadime k nejblizsi oteviené tovarné, pricemz
mu pritadime vozidlo, které ho obslouzi a vrati se zpét. Naklady
na vzniklé primé trasy sec¢teme a vysledek oznacime jako costsOld.

e Stejnym zptisobem spocteme naklady pro novou kombinaci otevie-
nych tovaren, ktera by vznikla provedenim daného kroku. Tyto
naklady oznacime jako costsNew.

e Odhad snizeni naklad® urc¢ime jako rozdil costsOld a costsNew
(ten je vzdy kladny, protoze priddnim tovarny se naklady primych
tras zhorsit nemuzou) a od néj odeCtend fixni cena otevirané
tovarny.

Nové otevienou tovarnu pridame na prislusny tabu seznam a pokracu-
jeme bodem (b) této faze.

Prohozeni tovaren

Provedeme swap tovaren s nejvyssim odhadem snizeni celkovych na-
kladt. Zminény odhad ziskame stejné jako v minulém bodé, pouze s
tim rozdilem, ze k nému dodatecné pricteme fixni cenu tovarny, ktera
je v disledku provedeni kroku uzaviena.

Dvojici tovaren spolecné s dvojici opac¢nou pridame na prislusny se-
znam tabu a aktualizujeme trasy otevienych tovaren algoritmem tuspor.
Metoda pokracuje bodem (a) v routing fazi.

3. Routing faze

Cilem je nalézt rozvozové trasy pro aktualné oteviené tovarny s minimalnimi
naklady:.

(a)

Prerazeni zakaznika

Provedeme add zédkaznika s nejvyssim zlepsenim celkovych nakladi,
které je spocteno jako rozdil celkovych nakladia pred a po aktualnim
kroku. Uvazujeme jen kroky, které nejsou tabu a které prirazuji zdkaz-
nika k jedné z jeho fMax nejblizsich tovaren. Tim je snizena vypocetni
narocnost.

Pokud je v pribéhu evaluace nalezen takovy krok, ktery vede ke snizeni
nejmensi nalezené hodnoty ucelové funkce a neni tabu, tak je ihned
proveden.

Zakaznika, kterého preradime, pridame na prislusny tabu seznam.
Prohozeni zakazniki

Provedeme swap zédkazniki s nejvyssim zlepsenim celkovych naklad,
které je spocteno stejné jako v bodé (a) této faze. Uvazujeme pouze
kroky prohazujici zakazniky, ktefi jsou navzajem mezi cMax nejbliz-
Simi.

Pokud je v pribéhu evaluace nalezen takovy krok, ktery vede ke snizeni
nejmensi nalezené hodnoty ucelové funkce a neni tabu, tak je ihned
proveden.
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Dvojici prohazovanych zakaznikt pridame vcéetné dvojice opacné na
prislusny tabu seznam.
4. Ukonceni algoritmu a vystup

U ¢ésti (a) a (b) v location a routing fazi si ukladame pocet kroku, které
v dané c¢asti vedly ke zhorSeni nejmensi aktualni hodnoty ucelové funkce.
Pokud by tento pocet prekonal nami volenou hranici, tak tuto ¢ast ukonc¢ime
a pokracujeme k dalsi. Také je mozné omezit se pouze na predem stanoveny
pocet iteraci, pripadné pro mensi instance nechat metodu prohledat vsechny
mozné kombinace otevienych tovaren.

Po celou dobu evidujeme nejlepsi nalezené rozdéleni tovaren a jejich trasy a
tento objekt na konci vratime.

Parametry algoritmu

V postupu se vyskytuje velké mnozstvi parametri, které jsou voleny dle uvahy
uzivatele.

o Velikost tabu seznamu

o Pocet krokt, po ktery tolerujeme zvyseni hodnoty tcelové funkce v kazdé
casti.

o Pocet nejblizsich tovaren fMax.

e Pocet nejblizsich zakaznikt cMazx.

Posledni kapitola je vénovana numerické studii, kterd vychézi z nasi implemen-
tace dvoufazového tabu prohledavani v programovacim jazyce Python. Zdrojovy
kod je k nalezeni v priloze bakalarské prace.
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Otevii pocatecni
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Inicializuj algoritmem
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Obrazek 4.2 Schéma algoritmu Kazda ¢ast location a routing faze si uchovava
pocet kroku, které vedly ke zvyseni hodnoty tcelové funkce. Prislusné ukoncovaci
kritérium je splnéno, pokud tento pocet prekona nami zvoleny parametr odpovidajici

Casti.
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5 Dosazené vysledky

5.1 Analyza parametri

V nasledujici ¢asti je popsan jeden z moznych pristupii k volbé hodnot jednot-
livych parametra k dosazeni co nejlepsich vysledki.

Pocet nejblizsich tovaren a zakaznika

Nalezeni vhodnych hodnot fMax a cMax je dulezité proto, abychom se
vyhnuli evaluaci zbyteénych krokii a zaroven se nezbavili feseni s nizsi hodnotou
ucelové funkce. Dobrym indikatorem je pocet kroki, kdy dochézi k prerazeni
zékaznika k prvni nejblizsi tovarné, druhé nejblizsi tovarné... Jakmile se tento
pocet zacne blizit nule, je vhodné zamitnou evaluaci kroki, které by prerazovaly
dal. U prohozeni zdkazniki je postup analogicky:.

Pocet akceptovatelnych zvyseni hodnoty ticelové funkce

Kazdy bod algoritmu, tedy pridani a prohozeni tovarny a prerazeni a prohozeni
zakaznikli, ma svij parametr a jeho vhodné nastaveni dokaze snizit ¢as nutny
k vypoctu. Moznym pristupem k nalezeni dobrych hodnot téchto parametri je
experimentalné zvysovat hodnoty téchto parametrii az do chvile, kdy opakované
dochazi ke zvyseni vypocetniho ¢asu bez snizeni hodnoty tcelové funkce.

Velikost tabu seznamu

Kvili zminénému predpokladu je vhodné odlisit velikost seznamt v location
a routing fazi. Autori ¢lanku o dvoufazovém tabu prohledavani voli velikosti
prislusnych seznamt zaokrouhlenim ndhodné vygenerovaného ¢isla z rovnomérného
rozdéleni na celé ¢islo. Krajni body rozdéleni jsou voleny mezi 0.25x pocet tovaren
(pocet zékaznikl) a 0.75x pocet tovaren (pocet zdkazniki) pro location tabu
seznam (routing tabu seznam), pro tyto hodnoty bylo opakované dosahovano
nejlepsich vysledki. Pokud je velikost seznamii ptilis mald, tak nedochézi k iniku
z nékterych lokalnich minim. Pokud je naopak velikost seznamu prilis velka, pak
je stavovy prostor prohledan prilis povrchné a algoritmus se nedokaze dostat k
mensim hodnotam tcelové funkce.
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5.2 Numericka studie

K 1celu numerické studie jsou souradnice zakazniki a tovaren ndhodné ge-
nerovny z dvojrozmérného rovnomérného rozdéleni na mnoziné (0,100)2. Déle
predpoklddame nasledujici.

o Fixni cena otevieni tovarny je stejna pro vsechny tovarny a je rovna 50.

o Kazda tovarna ma k dispozici neomezenou flotilu vozidel s kapacitou 25
jednotek zbozi a fixni cenou pouziti 10.

« Poptavka kazdého zédkaznika je celo¢iselnd a je volena ndhodné mezi 5 a 10
véetneé.

o Algoritmus inicializujeme s jednou otevienou tovarnou.

V dalsich podkapitolach jsou diskutovany dosazené vysledky z dvou pohledi,
a to velikosti vstupni instance a spravnosti nalezeného feseni pro ovéritelné reseni.

5.2.1 Velikost vstupni instance

Tato ¢ast se vénuje chovani implementované metody pro zvétsujici se velikost
vstupu. V tabulce jsou shrnuty dosazené vysledky. Kazdy pokus byl omezen
10 minutami vypocetniho ¢asu na stroji s procesorem Intel Core i7 —10510U CPU
@ 1.80GHz a 16GB RAM.

C. pokusu # zdkazniktt # tovaren Optimum 2 - f. tabu proh.

1 ) d 354 354
2 10 d 521 5921
3 15 5 993 993
4 20 3 - 823
) 30 D - 1101
6 10 10 492 492
7 15 10 - 605
3 20 10 - 716
9 30 10 - 965
10 70 10 - 1801

Optimum = exaktni TeSeni nalezené softwarem Gurobi, 2 - f. tabu proh. = aproximace
nalezend algoritmem

Tabulka 5.1 Vysledky algoritmu pro rtizné instance

Pro mensi vstupy o 20 vrcholech bylo zjisténo, ze exaktni feseni se shoduje s
resenim, které oznacila nase implementace dvoufdzového tabu prohledavani jako
optimalni feseni. Priklad nalezeného optimalniho feseni je uveden na obrazku |5.1

Optimalizacni software Gurobi nicméné jiz pro instance od 25 vrchola dal
nedokazal v 10 minutach najit optimum a presnost ndmi nalezenych reseni tedy
neni mozné overit. Obrazek vsak ukazuje, ze kvalita tohoto feseni pro 30
zakaznikli a 10 tovaren je velmi dobra. Zaroven miizeme zhruba u 7500 iterace

svv s
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hodnotou tucelové funkce. Algoritmu se ispésné podarilo prekonat lokdlni minimum,
priblizeny vytez je k dispozici na obrazku [5.3|

Nejvétsi vstupni instance, jejiz pripustné reseni bylo v tomto ¢asovém omezeni
nalezeno, byla tvorena 70 zédkazniky 10 tovarnami, jak je ukdzano na obrazku |5.4
Zde ale jiz pomérné casto dochéazi k prekryvu sousednich tras a pravdépodobné se
o presné optimalni feseni nejednd, jeho kvalita nicméné vypada uspokojive.

Na vsech zminénych obrazcich dochézi v pritbéhu evaluace ke znaénym pozi-
tivnim skoktim. Zde dochazi k inicializaci algoritmem tspor a az nasledné swapy
a postupné iterace hodnotu tucelové funkce vice snizuji.

V posledni fadé je nutno okomentovat pocatecni zacykleni implementované
metody, které je k vidéni na obrazcich [5.2] a Opakované navstiveni stavi je
zpusobeno tim, ze velikost nékterého tabu seznamu je nedostateéna a po nékolika
krocich je metodé dovoleno vratit se do lokdlniho minima. Nicméné ladéni tohoto
parametru je obtizné a uplné prevence tohoto jevu vypocetné nakladna. Moznym
fesenim je obcas provést krok, ktery nahodné aktualni stav zméni.

e Zdakaznici W Otevrené tovarny [1 Uzavrené tovarny
Vyvoj hodnoty Ucelové funkce

100 A
- °
750
] ]
80 ° R 8
] u c
S 700
po =
] N9)
01 m 9
9 650
> L [
>Q
O =
40 1 ° 600
D ©
°
=
® m] g 550
20 4 - ] T
500 4 ;
O min = 492
O ]
0l ]
4504
0 20 40 60 80 100 0 1100 2200 3300 4400 5500 6600 7700 8800 9900
X Iterace

Obrazek 5.1 Pripustné feseni LRP s 10 zakazniky a 10 tovarnami a graf hodnoty
ucelové funkce. Dvoufizové tabu prohledavani nalezlo optimélni feseni.
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e Zakaznici W Otevrené tovarny [1 Uzavrené tovarny
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Obrazek 5.2 Pripustné feSeni LRP s 30 zakazniky a 10 tovarnami a graf hodnoty
ucelové funkce.

Aktualni
evaluace

Minimum

Obrazek 5.3 Uspédné piekonani lokdlniho minima algoritmem dvoufdzového tabu
prohledavani.
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Obrazek 5.4 Pripustné feseni LRP s 70 zakazniky a 10 tovarnami a graf hodnoty
ucelové funkce.
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5.2.2 Relativni odchylka

Tato podkapitola se zabyva presnosti metody dvoufazového tabu prohledavani
pro vstupni instance, jejichz exaktni feseni bylo nalezeno softwarem Gurobi do
10 minut. Na obrazku je k vidéni zavislost presnosti aproximace na poctu
zakaznikl pro fixni pocet 5 tovaren. Pro mensi instance, pro které mame k
dispozici exaktni feseni, se primérnd odchylka od skuteéné optimalni hodnoty
ucelové funkce pohybuje kolem 1%. V praxi se optimalizacni algoritmy casto
poustéji opakované s jinymi parametry ¢i z jiného pocatecniho feseni, skutecna
presnost procedury je tedy vyssi.

Presnost nalezenych reseni

g 4 ° @® Odchylky jednotlivych reseni
-- Primér odchylek
71 ¢}
X ¢
o6 o
©
5_
£
54 . o
(@) 3- o) ® i
-O ® [ ] Y
© 2 A ° e °
- [ J
6 1 . ° d -7
o S~ /."'.“'-\ B e o
© o - o o B o U8
[
(a'd

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Pocet zakaznikd

Obrazek 5.5 Zavislost relativni odchylky aproximacniho feseni od exaktniho na poc¢tu
zékaznikd pro fixni pocet 5 tovaren. Pro kazdy pocet zakaznikii bylo provedeno 10
méfeni a ndsledné spoc¢itan aritmeticky prumér. Velikost bodu s 0% odchylkou je urcena
poctem pozorovani.
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5.3 Ilustrace na realnych datech

Za ucelem ukézky mozné aplikace modelu LRP byl aplikovan algoritmus
dvoufazového tabu prohledavani na stanice metra v Praze. Skutecné vzdalenosti
potiebné k jizdé vozidlem mezi jednotlivymi stanicemi byly ziskany pomoci API
Openrouteservice.

Méjme firmu, ktera v kazdé stanici metra vlastni prodejni automaty, ve kterych
jsou prodavany plechovky slazeného napoje stejného druhu. Vstupni parametry
jsou déle nasledujici:

o Na vybér je 10 malych skladu k pronajmu, kazdy za 10000,-/mésic.

o Ke kazdému skladu je k dispozici jedno vozidlo s kapacitou 3000 plechovek
a spotfebou 101/100km.

» Brigadnik si za jeden rozvoz bere 1000,-.

Néklady na pohonné hmoty ¢ini 40,-/1.

Snaha firmy o minimalizaci nakladt muize byt reprezentovana modelem LRP s
témito parametry:

« F,=10000, i € {1,...,10}

Qi = 3000, [ €{1,...,10}

C, =1000, L € {1,...,10}
o ¢y, = distuvKm x 40 x 10/100

e q; = randInt(26,53) x 10, j € {1,...,58}

Za predpokladu, ze automaty jsou doplnovany vzdy jednou za meésic, dojdeme
k vysledku, ktery je uveden na obrazku [5.6) Aproximace nejlepsiho feden{ byla
nalezena implementaci algoritmu a mésicni naklady na provoz ¢ini 18709,-.

Pokud by firma védéla, ze z kapacitnich diivodi potfebuje pronajmout alespon
tri sklady, je mozné pridat do modelu omezeni

el

Nalezené feseni mé hodnotu ucelové funkce 39593,- a je k vidéni na obrazku [5.7
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Obrazek 5.6 Aplikace implementované metody na rozvoz homogenniho zbozi po
stanicich metra v Praze. Jako vzdalenost mezi dvéma body jsou brany primérné nédklady
na pohonné hmoty.
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Obrazek 5.7 Aplikace implementované metody na rozvoz homogenniho zbozi po
stanicich metra v Praze s dodanym omezenim ti{ a vice skladt. Jako vzdalenost mezi
dvéma body jsou brany praumérné naklady na pohonné hmoty.
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Zaver

Tato prace se vénovala modelu Location Routing Problem a hledani optimélni
hodnoty prislusné ucelové funkce. Pomoci simulaci bylo ukézano, ze pro vétsi
vstupni instance neni mozné nalézt optimalni feSeni v redlném case. Z tohoto
divodu byla popsana a implementovana aproximacni metaheuristickd metoda
dvoufazového tabu prohledavani, kterda umoznila zvysit zvladnutelnou velikost
instance z nékolika desitek vrcholt az priblizné ke stu.

V zavérecné casti prace bylo ilustrovano mozné pouziti algoritmu na datech
odpovidajicich redlné geografii a poptavce.

Zvoleny model LRP je deterministicky, predpokladé, ze zakaznici jsou jed-
noznacné dani a jejich poptavku lze uspokojit kdykoli. Vzhledem k tomu, ze v
praktickych aplikacich se témér vzdy vyskytuji ndhodné vlivy (napf. zpozdeéni,
vypadky, promeénliva poptavka), nabizi se jako pfirozené rozsiteni stochasticka
formulace tlohy. Ta by 1épe odpovidala redlnym podminkdm a mohla by vést k
robustnéjsim resenim.
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