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Uvod

Statistické testy dobrej zhody st nastrojom na overenie, ¢i dany stbor dét
pochéadza z urcitého pravdepodobnostného rozdelenia. Cauchyho rozdelenie pred-
stavuje Specificky typ spojitého rozdelenia, ktoré sa vyznacuje tazkymi chvostami
a absenciou strednej hodnoty a rozptylu.

Cielom tejto prace je oboznamit sa s aktualnou odbornou literattirou venu-
jucou sa testom dobrej zhody pre Cauchyho rozdelenie a podrobne predstavit
vybrané testy. Hlavnym zamerom je porovnat dostupné testy na zaklade ich vlast-
nosti pri realistickych alternativach.

Prva kapitola prace sa venuje zakladnym definicidm a vysvetleniu problema-
tiky. Druha kapitola sa zameriava na niekolko druhov statistickych testov, ktoré
sa objavuju v literatire. V tretej kapitole je podrobnejsie predstaveny statisticky
test navrhnuty Rublik| (2001)), vratane jeho matematického odvodenia. V Stvrtej
kapitole st z popisanych testov vybrané niektoré, pre ktoré sa pomocou metoédy
Monte Carlo (s N = 10,000 opakovaniami) vypocitavaju kritické hodnoty a néa-
sledne sila testu na hladine o« = 0.05. Nakoniec budu vysledky zhodnotené.



1. Cauchyho rozdelenie a test
dobrej zhody

1.1 Cauchyho rozdelenie

Cauchyho rozdelenie, zname aj ako Cauchyho-Lorentzovo rozdelenie, je spojité
rozdelenie ur¢ené dvoma parametrami, polohou (1 € R) a skélou (o > 0). Jeho
hustota pravdepodobnosti je definovana nasledovne:

1

; = R 1.1
fO(x7M70> 7TO'[]. I (x;u)g]’ S ; ( )
dalej budeme znacit
1
fD(‘r) fO(l'vO? ) 71_(1_'_1_2)7 T e ( )

Graf hustoty je vykresleny v Obrazku Distribu¢na funkcia Cauchyho rozde-
lenia je:

1 T — U 1
Fy(x; = —arct - eR 1.3
o(z; pu,o) —arc an( . >+2, x (1.3)
a znacime
1 1
Fy(x) = Fo(x;0,1) = —arctan (x) + 5 TE R. (1.4)
T

Graf distribuc¢nej funkcie je vykresleny v Obrazku . Dalej ho budeme znadcit
ako C'(u,0) (Mahdizadeh a Zamanzade, [2019). Kvantil distribu¢nej funkcie (|1.4])
sa da definovaf aj exaktne a to ako

&, = tan((p — 0.5)7) (1.5)

Vlastnosti a pouzitie

Cauchyho rozdelenie je typickym prikladom rozdelenia, ktoré nema stredni
hodnotu. M4 Siroké vyuzitie v réznych oblastiach vedy a techniky. Napriklad,
opisuje energetické spektrum excitovaného stavu atému, ako aj rezonancny stav
elementarnych ¢astic. Dalej sa vyuziva pri §tddiu rozdelenia kontaktnych rezis-
tencii v elektronike, distribticie hypocentier zemetraseni alebo rozdielov rychlosti
sposobenych réznymi virovymi struktirami (Mahdizadeh a Zamanzade, 2019).

Podla studie od |Szczygielski a kol. (2020) sa Cauchyho rozdelenie ukézalo
ako najlepsie vyhovujice pre vac¢sinu analyzovanych kryptomien a potvrdzuje, ze
ich navratnosti nie st normalne rozdelené. Tento vyskum zahtfnal najrozsiahlejsiu
analyzu navratnosti kryptomien, pricom testoval az 58 potencialnych rozdeleni
na vzorke 15 najviacsich kryptomien.

Rozdelenie sa tiez vyznacuje tazkymi chvostami a treba taktiez poznamenaf,

v

ze

X ~C(u,0) & (X —p)/o~C(0,1). (1.6)
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Obr. 1.1: Hustota standardného Cauchyho rozdelenia
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Obr. 1.2: Distribu¢né funkcia standardného Cauchyho rozdelenia



1.2 Statisticky test dobrej zhody

Majme nahodny vyber X, X,...,X,, s neznamou distribu¢nou funkciou
F(z). Testujeme zlozend hypotézu Hy
Ho : F(z) = Fo(z; p,o) (L.7)

oproti alternative
H, F(l’) #FO(:L‘;M’O-)? (18>

kde Fy(z,u,0) je distribuéna funkcia Cauchyho rozdelenia s nezndmymi paramet-
rami (u € R) a (o > 0).

1.3 Odhad parametrov

Testovanie dobrej zhody s ur¢enym rozdelenim, u ktorého dopredu nepozname
parametre, sa obvykle nezaobide bez odhadnutia parametrov.

Kvantilové odhady

Cauchyho rozdelenie je specifické neexistenciou strednej hodnoty. Jednoduchy
odhad momentov tu teda neobstoji. Podla |Mahdizadeh a Zamanzade| (2019) st
odhady zalozené na maximalnej vierohodnosti zlozité. Testové Statistiky, ktoré
spomenieme v dalsej kapitole si ale vystacia s jednoduchymi odhadmi parametrov
(& o pomocou medidnu a poloviéného medzikvartilového rozpatia.

0 _ (X2 1 X(/241)) /2 ak n je parne, (19)
m | X (/) inak. '
o L2 5
On = 5(50,75 - 50,25), (1.10)

kde Sp je p-ty empiricky kvantil, X(V) je i-ta poradova Statistika. Medidn je pri-
rodzenym odhadom g, pretoze Cauchyho rozdelenie je symetrické okolo x = p.
Polovi¢ny medzikvartilovy rozptyl je motivovany tym, ze pri Cauchyho rozdeleni
sa 1. kvartil rovnd x — o a 3. kvartil sa rovna = + 0. Rozdiel kvartilov sa tym
padom rovna 20. Polovica medzikvartilového rozidelu je tym padom prirodzenym
odhadom parametru o.

Alternativny odhad

Pri statistikéch, ktoré zvolil Rublik (2001]), sa pouzil rovnaky odhad u ako
v ([1.9). Pri parametri o sa pouzil iny odhad ako vo zvysnych statistikach, teda

68 =X, (1.11)
=1

Cni

1 i _ 8tan(m(u —0.5))
n’ <n + 1) - W)= sect(m(u — 0.5))

n
Do6vodom zvolenia tohoto odhadu je dobra vlastnost pri konstrukeii testovej sta-

tistiky (3.7) v Tvrdeni[3.1]

= —8cos(mu)sin*(7u). (1.12)



1.4 Priklad

Pre ilustraciu spomenutych odhadov parametrov a aj samotného Cauchyho
rozdelenia uvedieme priklad. Uvazujeme data logaritmickych vynosov Bitcoinu
v ¢asovom obdobi od 1. jula 2024 do 31. septembra 2024, verejne dostupné na
platforme www.coingecko.com. Nasledne uvedieme dva grafy hustot Cauchyho
rozdelenia s prislusnymi odhadmi parametrov, spolu s histogramami tychto dat,
pricom velkost vyberu n = 92. Vypocitané odhady parametru o su uvedené v ta-
bulkach, zatial ¢o oboch pripadoch pouzivame ako odhad parametra pu.
Vypocitana hodnota odhadu ﬂg = 1.52 x 1073, Grafy aj vypoéty pochadzaji
z programu Wolfram Mathematica.
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Obr. 1.3: Graf hustoty Cauchyho rozdelenia s polovicnym medzikvartilovym roz-
péatim ako odhad parametru o, spolu s histogramom logaritmickych vynosov Bit-
coinu. Vypoéitand hodnota 6% = 1.49 x 1072.
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Obr. 1.4: Graf hustoty Cauchyho rozdelenia s Rublikovym odhadom parametru
o spolu s histogramom logaritmickych vynosov Bitcoinu. Vypocitana hodnota

6% =1.46 x 1072



Vhodnost Cauchyho rozdelenia a norméalneho rozdelenia

Vyber Bitcoinu je motivovany sttidiou Szczygielski a kol.| (2020), ktora zdoraz-
nuje vhodnost pouzitia Cauchyho rozdelenia pri modelovani vynosov kryptomien.
Pre ilustraciu uskuto¢nime test normality. V tomto priklade pouzivame déata lo-
gartmickych vynosov v ¢asovom obdobi od 1. jula 2024 do 31. decembra 2024,
taktiez z platformy www.coingecko.com. P-hodnota Andersonovho-Darlingovho
testu normality pri spomenutom stibore logaritmickych vynosov vysla 1 x 1074,
Teda zamietame hypotézu, zZe stibor je z norméalneho rozdelenia. Pre ilustraciu ne-
vhodnosti normalneho rozdelenia uvedieme graf histogramu dat spolu hustotou
normalneho rozdelenia s odhadnutymi parametrami.

fn(x)
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Obr. 1.5: Graf hustoty normélneho rozdelenia s maximalne vierohodnymi od-
hadmi s histogramom logaritmickych vynosov Bitcoinu.

Z grafu je zrejmé, ze normalne rozdelenie nedokaze zachytit fazké chvosty po-
zorované v datach. Chybné predpokladanie normalneho rozdelenia pri modelovani
vynosov Bitcoinu moze viest k podhodnoteniu rizika extrémnych pohybov cien.
V praxi to napriklad moze spdsobit nespravne nastavenie rizikovych metrik, ako
hodnota pri riziku (VaR), a tym podcenit moznost velkych strét.



2. Prehlad testov

V tejto kapitole predstavime niekolko testov dobrej zhody. Pojde len o prehlad,
podrobnejsie rozobiereme testovi statistiku navrhnuti [Rublik| (2001)) v 3. kapi-
tole. Tu uvedieme niekolko testovych statistik z prehladového ¢lanku|Mahdizadeh!
a Zamanzade| (2019). V tomto ¢lanku autori popisali a porovnali 14 testovych sta-
tistik zaloZzenych na réznych metoédach. Vybrané testové statistiky sme doplnili
este o zaujimavu skupinu testov z ¢lanku |[Ebner a kol.| (2022).

2.1 Testy zalozené na vzdialenosti od distribuc-
nej funkcie

Kolmogorovov—Smirnovov test, Andersonova—Darlingova Statistika a Cramér-
von Misesova statistika su zalozené na vazenej vzdialenosti medzi empirickou
distribu¢nou funkciou a skuto¢nou distribuc¢nou funkciou. Nasleduju ich definicie,
tak ako su uvedené v ¢lanku Mahdizadeh a Zamanzade, (2019)).

Kolmogorovov—Smirnovov test

Medzi najznamejsie EDF testy patri Kolmogorov—Smirnovov test. Jeho tes-
tova Statistika je definovand ako maximalna absolitna odchylka medzi empirickou
distribuénou funkciou F,(x) a teoretickou distribuénou funkciou Fy(x):

Fo(x) = Fy(x)| (2.1)

KS = sup

Z tohoto vyrazu je mozné odvodit explicitnejsi vyraz. Uvedieme ho tak ako v\Mah-
dizadeh a Zamanzade, (2019), kde boli pouzité aj odhady parametrov

KS = max (max {Z — Fo (X 03.69) Fo (X5 09.69) — i1 }) . (2.2)

i=1,..,n n " n

Cramér—von Misesova Statistika

Cramér—von Misesova Statistika je definovana ako
W2 =n / (Fu(z) — Fo(2))” dFy(a. (2.3)

Explicitny vyraz s pouzitim odhadu parametrov pre teoreticku distribu¢na fun-
kciu Cauchyho rozdelenia je

" NVIA i—0.5)2 1
W2= Y (R 3209) -2 ) +

=1

(2.4)

n

Andersonova—Darlingova statistika

Dalsim silnym testom Andersonova-Darlingova Statistika, pouziva sa najmé
pre malé vybery. Je definovand takto:

, e [Fulo) - R@)]
I e ey
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V tejto rovnici vahova funkcia m zabezpecuje, ze odchylky v chvostoch
maji vacsi vplyv na vysledni hodnotu testovej statistiky. Tak ako pri predoslych
dvoch testoch, uvadzame explicitnt formu s odhadmi.

— - fZ (66— 0.5) og Fo(X: 4.69)
+(n—i+05)log (1 - Fp(X; ﬂg,&g))) —n. (2.5)

Pri vsetkych troch testoch hypotézu zamietame pri velkych hodnotach testovych
statistik. Kritické hodnoty Kolmogorovovho-Smirnovovho testu vypocitame po-
mocou simulacie v Stvrtej kapitole.

2.2 Testy zalozené na vierohodnostnom pomere

Mahdizadeh a Zamanzade (2019) uviedli nasledujtce tri testy. St to modifi-
kacie testov navrhnutych |Zhang (2002):

1—0.5
Zx = max < (i — 0.5) log
K i=1,..., n{( ) (nFo(Xé);ﬂg7 Af))

| n—i4+0.5
+ (n—i+0.5)log (n<1 - Fo(Xr(f);ﬂffﬁfD) }
log{Fo(X )7/*637 71;2)}

= n—1+0.5
log{l—F()(X(),ug, f)}
" i—05 ]

=1

n 1/ Fo (X 02,65 —1\]
Zczzlk’g((n )/(1—0.75)—1)]' (26)

Tieto Statistiky su zalozené na vierohodnostnom pomere (ang. likelihood ratio).
Hypotézu zamietame pre velké hodnoty testovych Statistik.

2.3 Testy zalozené na empirickej charakteristic-
kej funkcii

Gurtler a Henze (2000) navrhli test zaloZzeny na empirickej charakteristickej
funkcii. Najprv definujeme

1 n
Wa(t) = — Y exp (it))), (2.7)
j=1
kde
X; - pd
Y} - Jé_Q ) (28)



pre 7 = 1,...,n, su Standardizované data. Testova Statistika
D,y = n/ ‘\I/n(t) - 6"”‘ e M dt (2.9)
—00

predstavuje vazenti L?-vzdialenost medzi ¥, a charakteristickou funkciou $tan-
dardného Cauchyho rozdelenia, kde A je pevne zvoleny kladny vahovy parameter.
Velké hodnoty D,, » znamenaji zamietnutie nulovej hypotézy Hy. Po algebraic-
kych upravach sa odvodila alternativna reprezentacia D, ) v tvare:

Dun =233

NS km A +(Y'—Yk>2

1+ A 2n

—4 :
1 (14 A)? +Yj2+2+A

J

(2.10)

Gurtler a Henze (2000) zistili pomocou simulacnej studie, ze pouzitie A = 5
vedie k silnému testu.

2.4 Testy zalozené na odhadoch Shannonovej
entropie v Kullbackovej—Leiblerovej diver-
gencii

Dalsie testy vyuzivaju Kullbackovu-Leiblerovu divergenciu medzi Iubovolnou
funkciou f a fy. T4 je dand nasledujicim vyrazom.

DS foino) = [ fla)lon (f(ﬂu)a)) e 2.11)

——H() = [ f@)log(folwspo))dz,  (212)

kde H(f) je Shannonova entropia f definovana ako

H(H) == [ f(@)log(f(@)da (2.13)

— 00

Test zaloZzeny na Vasickovom odhade

Vasicek| (1976)) predstavil jednoduchy odhad, ktory sa ¢asto pouziva pri testoch
zhody. Tento odhad je definovany nasledovne:

1 & n
: n;0g<2m( (i+m) = X >)> (2.14)
kde m je celé ¢islo mensie alebo rovné n/2 a nazyva sa window size. XV < ... <

XM s poradové Statistiky zaloZené na ndhodnom vybere o rozsahu n, X () =
XM prei < 1,a X = X™ pre i > n. Mahdizadeh a Zamanzade| (2019) navrhli
pouzit

1 n
KL, = exp (-vam — =" log (fo (Xi; 2, &f))) (2.15)
=1
ako testovu statistiku. Velké hodnoty K L; znamenaju zamietnutie hypotézy.

11



Test zalozeny na odhade Ebrahimiho a kolektivu

Ebrahimi a kol.| (1994) navrhli pouzit tento odhad Shannonovej entropie.

1 & n
kde
145 — 2% 1<i<m
di=4 2 m+1<i<n—m, (2.17)
1+ 2t n—-m+1<i<n

a Y(; je definované

Y(i_m):ajt%(Xff)—a) 1<i<m
Vi = X m+1<i<n-m (2.18)
Y(Hm):b—%i(b—XT(L")) n—-m+1<i<n

konStanty a, b s urcené tak, ze P(a < X < b) = 1. Napriklad, ked F' V tomto
pripade volime a = X,, — ks(b = X,, + ks), kde

X — - . 2 _ 1 - ._7 2
X, = ;X s n—1.:1(X’ X)) (2.19)

(2

a k je vhodné ¢islo, zhruba od 3 do 5 (v simulécii bolo pouzité k = 5). Mahdizadeh
a Zamanzade (2019) pouzili ako testovi Statistiku vyraz

KLy = exp (—HEWZ - ibznjlog (fo (X550, &f))) . (2.20)

=1

Hypotézu zamietame pri velkej hodnote K L.

2.5 Ebner, Eid, Klar

DalSia testova Statistika bola navrhnuté | Ebner a kol.| (2022)). Testova Statistika
je definovana nasledovne

w(t)dt (2.21)

2
1 & 2Y; A
- t_ J ’Lth
nz<l 14—Y-2>6

J

a je to je vazena L*-vzdialenost od

E Kzt - 1_2:;2> exp(itY)]

k 0. Y; je definované rovnako ako v a ¢ znaci imaginarnu jednotku. V tomto
pripade | - | zna¢i komplexnt absolitnu hodnotu a w : R — (0, 00) znaci kladni
funkciu vah danu

w(t) = wa(t) = exp(—alt]),t € R.

12



Treba poznamenat ze w je symetrickd okolo podiatku, teda w(t) = w(—t) plati
pre vSetky t € R, a ze plati

/OO #50(t)dt < . (2.22)

—00

Numericky vy¢islitelny vzorec bez potreby integréacie je odvodeny ako

1 ¢ 8aY,, ;Yo k
E, = n 3;1 ((1 + Yf,j) (1 + Yfk) ((Yn,j — Yn,k)2 N a2)
B 16aY,; (Yo — Yor) 4a® —12a (Y,; — nk)
(1 +Y2 ) (( v, . +a2) 5 + (( Nk)2 a )3 . (2.23)

Ebner a kol.| (2022)) uvazuje a € {1,...,6}. Je mozné odvodit aj asymptotickd
testovi statistiku ked a — 0. Tato statistika ma aj zname asymptotické normélne
rozdelenie.

2.6 Zhrnutie

Oba ¢lanky, [Mahdizadeh a Zamanzade| (2019) a Ebner a kol.| (2022)), obsahovali
samostatné simulacné studie. Z nich mozeme doporucit ako najlepsie testy KL,
(2.15) a K Ly (2.20). Tieto zahrnieme aj v nasej simulacnej Studii.

13



3. Rublikova testova statistika

Nasledujicu testovu statistiku, ktort navrhol Rublik| (2001)) popiSeme pod-
robnejsie. Autor ¢erpd z rozsiahlej publikdcie od |Greenwood a Nikulin| (1996)),
venovanej roznym metdédam chi-kvadrat testovania. Konkrétne ide o chi-kvadrat
test pre spojité rozdelenia s parametrami polohy a skdly, ktory umoznuje testo-
vanie len na casti vyberového priestoru. Inymi slovami, namiesto pouzitia celého
nahodného vyberu Xji,..., X,, sa pre vypocet testovej statistiky vyuzije iba jeho
podmnozina.

3.1 Testova Statistika

Definujeme empirickt distribu¢nt funkciu

ST o)

1

3

A dalej definujeme p-ty vyberovy kvantil ako

€, = inf {t: Fy(t) > p}

Tvrdenie 3.1 (Rublik, |1999). Majme celé cislo k > 1 a redlne cisla 0 < p; <
- < pr < 1. Predpokladajme, Ze X1, ..., X, je ndhodny vyber z Cauchyho roz-
delenia C(p, o) a nech

FU gpl,n;en — D1
A ~R
FO 5 naen — P2
An = An(pb e ,pk) = P ) ) (32)

Fy (gpk mén) — Pk

kde Fy(-;0) je funkcia definovand v (1.3) a @f = (ﬂg,&ff)/ je vektor odhadov
definovangjch vo vztahoch (1.11) a (1.9)

(1) Vektor rozdielov A,, ma presné nulové rozdelenie, t.j.,

(A | Clp,0)) 2 (A, | C0,1) (3.3)
pre vSetky (u,0) € © a pre vsetky n > 1.
(II) Ked n — oo,
(VrA, | C(p,0)) 2 N(0, %), (3.4)
Tu
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kde A je symetrickd matica velkosti k x k s prokami a;; = p;(1 — p;) pre
vsetky 1 < j, a

sin®(p;m) sin®(p;w)  sin?(pim)
Gij = 1 —

-2 )
_ Smgwmm{pi, = —

min{p;, 1 —p;}
sin(2p;m) sin(2p;7)
272 '

(3.6)

Ak p; # % prei=1,...,k, potom je matica X requldrna a pre

Qulk,p1,....08) = A1, ..., pe) S AL (p1, ..., k) (3.7)

plati slabd konvergencia k chi-kvadrat rozdeleniu s k stupriami volnosti

(@Qn ] Cu,0)) 213 (3.8)
ked n — oco.

Dokaz sa nachadza v piatej kapitole. Tvrdenie (3.1) ndm poskytuje asympto-
tické rozdelenie testovej statistiky

Qn(k,p1, ... pr), (3.9)

ako aj fakt, ze tato Statistika méa presné nulové rozdelenie. Nulova hypotézu H
teda mdzeme zamietnut pri velkych hodnotach @, (k, p1, ..., px). Na stranach 91—
92 v D’Agostino| (2017) sa vsak uvadza, Ze tento druh testov nevykazuje dosta-
tocnu silu, najmé v porovnani s testami zalozenymi na distribu¢nych funkciach.
Ako uvadza Rublik| (2001) (a ako opédtovne ukdzeme aj pomocou simuldcif), tento
problém sa vyskytuje aj pri teste pre Cauchyho rozdelenie, konkrétne pre

Rp = Q(n,0.1,0.9) = n A,(0.1,0.9) (£ (2,0.1,0.9)) " A,(0.1,0.9).  (3.10)

Rublik (2001) navyse argumentuje, ze okrem slabého asymptotického spra-
vania je pricinou nizkej sily testu aj skutocnost, ze hodnoty p; st urcené fixne.
Preto navrhuje iny test, ktory pouziva argumenty p; zavislé od velkosti ndhodného
vyberu. Ako sa napriklad piSe na str. 37 v Hajek a Sidak| (1967), plati

7
n+1’

E[FO(X,@;@)] = (3.11)
za predpokladu, ze 6 je skuto¢nou hodnotou parametrov Cauchyho rozdelenia.
Vzhladom na tazké chvosty Cauchyho rozdelenia navrhuje Rublik| (2001) pouzit
testovu Statistiku

1 n
R =0, (2,, ) 3.12
=0 n+1 n+1 ( )
Tato statistika vyuziva prva a poslednt poradovi statistiku ako odhady n_lﬂ—tého
a -t5-tého kvantilu. Konkrétne,
£ = inf{t Fy(t) > ! } = x (3.13)
RN “n+1 n
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a analogicky pre ps = -25. Tym padom je definovany vektor

Fo(X(:0,) — :

Al = nt1 (3.14)
n (n). ~R _ n )
Fo(X:0,) —

a vyslednd testova statistika je dand vztahom

1 n / 1 n -1
(2, —— " )=y (AR <z: (2)) AR, 3.15
@ ( n+1 n—|—1> n( "> n+1' n+1 " ( )

Pri kritickej hodnote ¢(a,n) zamietame nulovi hypotézu, ze vyber pochadza
z Cauchyho rozdelenia, prave vtedy, ked

1 n

n 27777
@ < n+1 n+1

) > q(a,n). (3.16)

Dalsia testova Statistika zaloZena na odhade ¢%

Statistické testy v prvej ¢asti tejto kapitoly pouzivaji odhad parametrov Cau-
chyho rozdelenia a . Kvalitativny rozdiel medzi odhadmi parametru
o je vidno na porovnani sil Kolmogorovovho-Smirnovovho testu v Rublik (2001)
a v Mahdizadeh a Zamanzade (2019)). V prvom spomenutom ¢lanku sa pouziva
odhad 6% a v druhom sa pouziva odhad 69. AvSak v prvom ¢lanku simulicia
priniesla nizsiu silu ako v druhom. Ak teda tento rozdiel sil spoc¢iva prave v roz-
dielnom pouzivani parametrov, pouzit odhad 67? v Rublikovej statistike by mohlo
priniest lepsi vysledok.

Preto sme sa rozhodli pouzit odhady a v testovej Statistike (3.10)),
teda uvazujeme kvantilové odhady

07 = (719,69) (3.17)
a pomOCOU
~Q 1 ~Q no\’
AQ — (F (X<1>-9 ) . R (X(")-G ) _ ) 3.18
n 0 n Yn n_|_17 0 n Yn Tl+1 ) ( )

vytvarame novu testovu statistiku
-1
Ry =nAY (2 (2,x0.xM)) A9, (3.19)

Dévodom pouzitia odhadu 6% boli dobré vlastnosti v Tvrdeni . Kedze
asymptotické rozdelenie takejto testovej statistiky nepotrebujeme poznaft, staci
dokéazat, ze ma presné nulové rozdelenie. To je ale zrejmé pre vlastnost a
pretoze plati

69 >0, 690X, +D,...,aX,+0b) = al69(X,,....X,), ac€R  (3.20)

¢o plynie z vlastnosti kvantilov. Matica ¥ nezavisi na odhadoch parametrov
a preto jej regularita plati nadalej. Zaujimavostou testovej statistiky R, je, ze
pouziva len 5 poradovych Statistik z vyberu. V simulacii porovname silu statistik
R1 a RQ.
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4. Simulacia

V predoslych kapitolach sme predstavili niekolko testovych statistik. Pre po-
rovnanie tychto testov je uzitocéné zistit silu pri roznych alternativach. Pri via-
cerych testoch nie je mozné silu zistit analyticky, ¢i uz pre slabt asymptotiku,
alebo pre nezname rozdelenie testovej statistiky. Preto volime pristup simulécie,
kde aproximujeme silu testu pri alternative. Najprv ale bude potrebna aproxima-
cia kritického oboru. V skratke teda pomocou metédy Monte Carlo s N = 10000
opakovaniami vypocitame kritické hodnoty a nasledne silu na hladine o = 0.05.

4.1 Vypocet
Vyber testovych statistik

Pre simuldciu sme vybrali tradi¢ny Kolmogorovov-Smirnovov test (2.2)) a dva
testy (2.15) a (2.20]) ktoré navrhli Mahdizadeh a Zamanzade| (2019)). Tieto testy st
zalozené na KL vzdialenosti a naslednom odhade Shannonovej entropie. Taktiez
sme zahrnuli tri verzie Statistiky popisané v Rublik (2001)).
Vyber alternativ

Ako alternativne rozdelenia sme zvolili:

« Standardné normalne rozdelenie N(0,1)

« Studentovo T-rozdelenie s tromi stuptiami volnosti St(3)

« Standardné logistické rozdelenie Lo(0,1)

« Laplaceovo rozdelenie s parametrami 0 a 1 La(0,1)

+ Beta rozdelenie s parametrami 1 a 2 Be(1,2)

« Standardné rovnomerné rozdelenie U(0,1)

Realizacia simuléacie

Simulaciu sme uskutocnili v programe Wolfram Mathematica. Prvy krok bol
naprogramovaf vyrazy vybranych testovych statistik ako funkcie v programova-
com jazyku Wolfram. Nésledovné 3 body opisu proces aproximacie kritickych
hodndt vybranych testovych statistik metédou Monte Carlo.

1. Prekazdén € {10, 20, 30, 50, 100} vygenerujeme stibor 10 000 vyberov o vel-
kosti n z C(0,1).

2. Vypocitame testov statistiku cez kazdy z vyberov, ako vysledok ndm vznik-
ne subor 10 000 testovych statistik pre kazdé n.

3. Na pozadovanej hladine o vypocitame 1 — a kvantil zo spomenutého su-
boru testovych statistik. Tento kvantil je vypocitanou kritickou hodnotou
na hladine a.
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Obr. 4.1: Hustota rozdeleni pouzitych v simulécii
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Nasledujuca tabulka zahina vypocitané kritické hodnoty pre kazdé n a kazdua
z vybranych testovych Statistik

Tabulka 4.1: Kritické hodnoty
n KS KL KL, R Rp R,

10 029 129 085 1096 159 5.71
20 021 1.16 0.74 10.39 1344 6.91
30 017 1.11 0.66 9.27 10.83 7.33
50 0.13 1.04 054 870 871 7.67
100 0.09 097 038 818 718 7.76

V pripade kazdej testovej statistiky plati, zZe kritickd hodnota je minimom kriti-
ckého oboru a teda hypotézu zamietame pre velké hodnoty testovej statistiky.
Dalsie styri body zahfnaju proces vypoctu sil testov na hladine o = 0.05.

4. Méame subor kritickych hodno6t pre kazdu z testovych statistik a pre kazdé
n na hladine 5%.

5. Pre kazdé n a kazdu alternativu vygenerujeme subor 10 000 vyberov z da-
ného alternativneho rozdelenia.

6. Vypocitame testovu statistiku cez kazdy z vyberov, ako vysledok ndm vznik-
ne subor 10 000 testovych statistik pre kazdé n a kazdu alternativu.

7. Silu vypocitame ako podiel testovych statistik, ktoré padni do vypocita-
ného kritického oboru a vsetkych testovych statistik.

4.2 Vysledky

Nésleduje 5 tabuliek pre kazdé n € {10, 20, 30,50, 100} s vypocitanymi hod-
notami sil pre kazdi vybranua testovi statistiku a kazda vybranu alternativu.

Tabulka 4.2: Vysledky pre n = 10
Rozd. KS KL1 KL2 R1 RF RQ

N(0,1) 003 017 0.19 001 0 0.05
St(3) 003 032 0.35 0.01 0.0l 0.07
Lo(0,1) 0.03 025 0.27 001 0 0.6
La(0,1) 003 016 0.17 001 0 0.05
Be(1,2) 0.09 049 0.50 0.06 0.01 0.21
U(0,1) 008 0.62 0.65 0.07 0.01 024
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Tabulka 4.3: Vysledky pre n = 20

Rozd. KS

KL,

KL,

R,

Rr

Ry

N(0,1) 0.04
St(3)  0.05
Lo(0,1) 0.04
La(0,1) 0.03
Be(1,2) 0.33
U(,1) 0.25

0.44
0.81
0.68
0.41
0.97
0.99

0.
0.
0.
0.
0.
0.

45
88
73
46
95
99

0.09
0.25
0.16
0.07
0.76
0.82

0.02
0.03
0.03
0.02
0.12
0.13

0.16
0.39
0.27
0.13
0.85
0.9

Tabulka 4.4: Vysledky pre n = 30

Rozd. KS

KL,

KL,

Ry

Rr

N(0,1) 0.05
St(3) 0.1
Lo(0,1)  0.07
La(0,1) 0.04
Be(1,2) 0.66
U01) 057

0.67
0.98
0.91
0.65
1
1

0.
0.
0.
0.

64
99
94
73
1
1

0.28
0.72
0.52
0.23
0.99
1

0.06
0.13
0.09
0.04
0.41
0.43

0.33
0.77
0.58
0.29
0.99

Tabulka 4.5: Vysledky pre n = 50

Rozd. KS

KL,

KL,

Ry

Rr

Ro

N(0,1) 0.09
St(3)  0.24

,1) 0.15
0,1) 0.06
Be(1,2) 0.97
U0,1)  0.95

0.91 0.84

1
1

1
1

0.94 0.97

1
1

1
1

0.63
0.99
0.94
0.65
1
1

0.19
0.41
0.29
0.09
0.83
0.85

0.65
0.99
0.94
0.68

Tabulka 4.6: Vysledky pre n = 100

Rozd. KS

KL,

KL,

R,

Rp

N(0,1)
St(3) 078
Lo(0,1) 0.51
La(0,1) 0.14
Be(12) 1
U1 1

1

e

1

e

1
1
0.99
1
1

024 0.99 096 094 0.51

0.87
0.73
0.24
1
1
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Zhodnotenie

7 vysledkov simulacie vyplyva, ze celkovo najvicsiu silu maju statistiky K Lq
a KLy vytvorené z odhadu Shannonovej entropie pre KL-vzdialenost, pricom
najma pri mensom rozsahu vyberu mala vacsiu silu statistika K L. Z Rublikovych
testovych statistik vzisla najlepSie nami upravend statistika Rs. Ako tiez vidime,
vymena fixnych kvantilov v Rg za pohyblivé kvantily v Ry a Ry vyznamne zvysila
silu.

4.3 Priklad

V nasledujucom priklade aplikujeme testy dobrej zhody pre Cauchyho rozdele-
nie na realne data. Cielom prikladu je demonstrovat prakticka vyuzitelnost testo-
vych Statistik a ukazat, ¢i zvolené data zodpovedaju vlastnostiam Cauchyho roz-
delenia.

Konkrétne pojde o denné logaritmické vynosy kryptomien Bitcoin, Ethereum
a Ripple, pocas prvych 30 dni roka 2025. Data pochadzaju z verejne dostupnych
zdrojov platformy www.coingecko.com. Vyber kryptomien je motivovany studiou
Szczygielski a kol.| (2020) ktora zdoraznuje vhodnost pouzitia Cauchyho rozdele-
nia pri modelovani tfazkych chvostov vynosov kryptomien.

Teoretické rozdelenie testovych statistik nemame k dispozicii. A na rozhodnu-
tie testu budi slazit len kritické hodnoty vypocitané v Tabulke 1.1} Na vypocet
p-hodnoty by bola potrebné zachovat nasimulované rozdelenie testovych statistik.
Kedze toto empirické rozdelenie neméame k dispozicii a zaroven iba demonstru-
jeme pouzitie testovych statistik, nakoniec len zhodnotime, ¢i zamietame alebo
nezamietame hypotézu, ze dataset logaritmickych vynosov danych kryptomien je
z Cauchyho rozdelenia na hladine a = 0.05.

KS KL1 KL2 Q1 T Q2
Krit. hod. 0.29 129 085 10.96 1590 5.71
Bitcoin 0.113 1.15 0.648 249 4.67 1.96
Visledok Nez. Nez. Nez. Nez. Nez. Nez.
Ethereum 0.111 1.12 0.708 290 2.64 2.95
Visledok Nez.  Nez. Nez. Nez. Nez. Nez.
Ripple 0.113 1.15 0.648 249 4.67 1.96
Viysledok Nez.  Nez. Nez. Nez. Nez. Nez.

Tabulka 4.7: Vysledky testovych Statistik pre n = 30

Ako vidime, ziadna testova Statistika nezamietla ani jednu hypotézu. Pre ilus-
traciu uvdieme Q-Q graf pre data z logaritmickych vynosov Bitcoinu.
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Obr. 4.2: Q-Q graf vzorkovych kvantilov prvych 30 logaritmickych vynosov Bit-
coinu v roku 2025 oproti teoretickym kvantilom Cauchyho rozdelenia.
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5. Dokaz

Dékaz Vety 8.1 (Rublik, 1999). Nech Xy, ..., X, je ndhodny vyber z C(0,1). Do-
stavame z Vety 4.2.1 z |Jureckova a Sen| (1996))

1 n
19 —m=——S {Fy(m) —I(X; <m)}+Op(n~?), m=0. 5.1
i nfo(m);{ o(m) —I(X; <m)}+ Op(n~77) (5.1)
Po dosadeni dostavame vyraz
"1
2y {5 -1 < 0)} + 0p(n ), (5.2
niz (2

z tohoto dostdvame

n

> {g Sign(Xi)} + Op(n?). (5.3)

1
n;3

Dalej zo vztahu (1.16) z (Rublik, 1999) plati

o —1= ii@u(x,-) +0p(n'), (5.4)

kde
1) = —2cos(2arctan(z)). (5.5)

Aplikéciou (5.1) a (5.4) dostévame
. (?) = > 1(X) +O0p (n72), 1) = < 3 sign(z) ) (5.6)
=1

—2 cos(2arctan(x))

Teda
E((z) =0, L=Var(l(zx)) = ( % (2) ) . (5.7)

Zo vztahu (1.11) z Rublik (1999) plati

6% >0, 6%aX,+0,...,aX, +b) = |al6T(X1,... . Xn). (5.8)
a tiez plati
f, (aZy+b,...,aZ, +b) =af, (Z1,...,Z,) +b (5.9)

pre a > 0. To znamend, ze predpoklady Vety 2.2 z (Rublikl |1997) st splnené.
Této veta hovori o presnej nulovej distribtcii obdobného vektoru rozdielov ako je
A, aviak s vieobecnymi odhadmi parametrov & a fi ktoré spliiaji podmienky
spomenuté vyssie. Dalej ndm ukazuje, Ze obdobna Statistika T}, so spomenutymi

odhadmi ma normadlne rozdelenie, teda plati (3.3) a (3.4), pricom
¥=A+D¥YC +CUV'D+DVYLY'D (5.10)
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kde

D =diag (fo (&) ..., fo (&), & =&, (5.11)

17 61 cov (H(*Wél)('x)al('f?e))
=1 , C= : (5.12)

L, & cov (H(_wéw (x),1(z, 0))

a j-ty riadok matice C ma tvar

(5.13)

T sin (2p;m
C, = (—2 min {p;, 1 —pj},(7Tj)> )

Kombinaciou - ziskame platnost vztahov a . Regularita
matice (3.5)) vyplyva z III. ¢asti Vety 2.1 z |[Rublik (1997) s pomocou Vety 2.2
z Rublikl (1997). Posledny vztah vyplyva zo zékladnej vlastnosti mnohona-
sobného normélneho rozdelenia. m
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Zaver

Tato bakalarska praca sa venovala testovaniu dobrej zhody dat s Cauchyho
rozdelenim, ktoré je Specifické najmé svojimi tazkymi chvostami a neexistenciou
kone¢nych momentov.

V prvej casti sme spracovali prehlad testovych statistik navrhovanych v lite-
ratire, pricom sme sa zamerali na rozne pristupy: testy zaloZzené na empirickej
distribuc¢nej funkcii, vierohodnostnom pomere, charakteristickej funkcii a entropii.
Zdrojom boli prace Mahdizadeh a Zamanzade| (2019) a Ebner a kol.| (2022).

V dalSej casti sme sa zamerali na testovi statistiku predstavent Rublik (2001]),
vratane vysvetlenia jej konstrukcie a tvrdenia o jej vlastnostiach, pricom sme
rozviedli dokaz.

Dalsfm prinosom préace je vlastna simulacné sttdia, ktora porovnéva silu vy-
branych testov pri réznych alternativach. V ramci nej sme zaroven navrhli jedno-
duchu upravu Rublikovej testovej statistiky — konkrétne sme vymenili povodny
odhad skalového parametra za kvantilovy odhad. Tato modifikacia sa ukazala ako
efektivna a viedla k zvyseniu sily testu.

7 vysledkov taktiez vyplynulo, Ze testy zalozené na Kullbackovej-Leiblerovej
divergencii maju pri vicsine alternativ najvacsiu silu, ¢o je v stlade s poznatkami
z literatury.

Praca tak poskytuje prehlad dostupnych metéd pre testovanie zhody s Cau-
chyho rozdelenim, porovnava ich vykonnost a zaroven prinasa konkrétne vylep-
Senie jedného z existujucich testov.
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