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Abstrakt: V inverznom momentovom probléme je neznama funkcia I'(E) rekon-
struovana z jej spektralnych momentov. Tie st v nasom pripade pocitané ab initio
z diskrétnej aproximécie kontinua metoédou Fano-ADC. V literatire sa k rieseniu
momentového problému pouziva Stieltjes imaging, ktory berieme ako referencéni
metoédu. Tato praca skima alternativne metddy, zalozené na principe maxima-
lizacie entropie. Implementovali sme 2 takéto metddy, jednu pracujicu s bazou
inverznych polynémov, druht zasa s Chebyshevovymi polynémami. Vlastnosti
implementovanych metod detailne analyzujeme na styroch konkrétnych prikladoch
Augerovho-Maitnerovej rozpadu. Na zaver prace sa venujeme porovaniu metod,
prichddzame tiez k zaveru, ze metdda pracujica s Chebyshevovymi polynémami je
kompatibilna s referen¢nou metéodou ako aj s experimentdlnymi datami. Hlavnou
nevyhodou implementovanych metdd je vypocetny cCas, poskytuju vsak spojita
reprezentdciu I'(E£) na rozdiel od diskrétnej v pripade Stieltjes imaging.
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Abstract: In the inverse moment problem, the unknown function I'(E) is recons-
tructed from its spectral moments. In our case, these moments are calculated
ab initio from a discrete approximation of the continuum using the Fano-ADC
method. In the literature, the Stieltjes imaging method is commonly used to solve
the moment problem, and we take this method as a reference. The aim of this
work is to explore the potential of alternative methods based on the principle of
entropy maximization. We implemented two such methods, one employing a basis
of inverse polynomials and the other using Chebyshev polynomials. The properties
of the implemented methods are analyzed in detail on four specific examples of
Auger-Meitner decay. At the end of the work, we compare the implemented met-
hods, concluding that the method based on Chebyshev polynomials is compatible
with both the reference method and experimental data. The main disadvantage
of the implemented methods is their computational time; however, they provide
a continuous representation of I'(E) in contrast to the discrete representation
obtained using Stieltjes imaging.
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1 Fyzikalny tvod

1.1 Uvod

Ionizacia vnutornych vrstiev atémov a molekl vytvara vysoko excitované stavy,
ktoré su metastabilné. Tieto stavy relaxuju prevazne autoioniza¢nym procesom, ty-
picky sa jednd o dvoj elektronovy proces, ako napr. Augerov-Meitnerovej efekt. Vo
Fanovom formalizme [1] je atém v excitovanom stave reprezentovany kvadraticky
integrabilnou funkciou, tzv. diskrétny stav. Nasledne, elektron z vyssej orbitaly
zaplni vakanciu, pricom moze iny elektrén, taktiez z vyssich orbitalov, opustit
atom. Augerov-Meitnerovej proces dominuje prevazne v atémoch s malym nukle-
6novym ¢islom, ako rastie nukleénové cislo, zvysuje sa deexcitacia sprevadzana
vyziarenim foténu, tzv. radiativny rozpad. Augerova elektronova spektroskopia je
siroko pouzivana metdda, pomocou ktorej sa da urcit chemické zlozenie vzorky.

V tejto praci sa budeme venovat vypoctu strednej doby Zivota metastabilnych
stavov. Pri rieSeni tlohy budeme vychadzat z Fanovho formalizmu. Dalej tilohu
pretransformujeme na inverzny momentovy problém, ktory budeme riesit pomocou
maximalizacie entropie, ¢o je hlavnym predmetom tejto prace.

1.2 Formulacia tlohy pre stredni dobu zZivota
Uvazujme presné rieSenie bezcasovej Schrodingerovej rovnice

H[Pp(E)) = E[y(E)), (1.1)

kde H oznacuje hamiltonian atému resp. molekuly. Budeme pracovat vo Fanovom
formalizme [1], presné riesenie rozlozime na diskrétny stav |¢4) a stavy kontinua

x(€))

() = a(B)lga) + [ deb(E,)lx(e)). (1:2)

Ak tento ansatz dosadime spétne do [1.1] ziskame predpis pre koeficient a(E) [2]:
1 I'(E)

a(B)” = o (1.3)

21 (E — E;— A(E))? +T(E)*/4’

kde A(E) je posun energie sposobeny interakciou diskrétneho stavu s kontinuom
a I'(E) predstavuje rozpadovi sirku zavisli na energii, ktord je dana

D(E) = 27|(¢al H|x(E))[. (1.4)
Uvazujme, ze mame systém pripraveny v diskrétnom stave, teda
66 =0)) =10u) = [dB a(B)(E) (15)

Ak vyriesime c¢asovi Schrodingerovu rovnicu pre takto pripraveny stav,

.0
iho|9(t)) = H|(t)), (1.6)



ziskame ¢asovy vyvoj, ktory sa dd v ramci lokalnej komplexnej aproximacii(LCP)
vyjadrit ako

(oofon o oxp (-T2 (L7)
kde E, reprezentuje energiu metastabilného stavu, pre ktora plati
Eq = (¢a|H|¢a)- (1.8)
Pre strednt dobu zivota diskrétneho stavu |¢,) teda plati [3]
h
=7 Ea) (1.9)
K urceni strednej doby zivota diskrétneho stavu 7 potrebuje urcif rozpadovi sirku

[(Ey).

Pomocou Fano-ADC metddy [4] ziskavame diskrétnu reprezentéciu kontinua.
Kontinuom rozumieme vlastné funkcie hamiltonianu na Hilbertovom priestore,
z ktorého bol odstraneny diskrétny stav odpovedajici studovanému metastabil-
nému stavu. Prechddzame teda od stavov kontinua {E,|x(E))}, pre ktoré plati
(X(EN|x(E)) = §(E" — E) k aproximativnej béazi {e;, |x:)}Y,. Stavy |x;) st orto-
gondlne, teda plati (x;|x;) = d;;. Stavy |x;) nemozno pouzit priamo na vypocet
rozpadovej Sirky I'(¢;) z dévodu normalizécie ako aj z dovodu nesplnenia okra-
jovych rozptylovych podmienok. V takomto pripade pouzijeme |x;) na vypocet
momentov rozpadovej sirky I'(E).

Zvolme bazu {qi(x)}HL, pre © € [Enmin, Emaz). Potom definujeme momenty
rozpadovej Sirky I'(E) ako

N

= [ a(B)N(B)E ~ 27 3 au(e)(0al HI:) (il Hlga) -k € 0,10 (1.10)

i=1

kde na pravej strane dostavame priblizni hodnotu momentov, ktoré sme
schopni spocitat pomocou diskretizovanej bazy. Nasledne budeme riesit tlohu
rekonstrukcie nezndmej funkcie I'(E) z jej spektralnych momentov [1.10, tzv.
inverzny momentovy problém. Po jeho vyrieseni ziskame hladant rozpadovi sirku
I'(E) ako funkciu energie. O momentovom probléme si povieme viac v nasledujice;
kapitole.

1.3 Stieltjes imaging

Standardna metéda, ktord sa pouziva na rieSenie inverzného momentového
problému v tomto kontexte, je Stieltjes imaging, ktorit budeme brat ako refe-
renénit metédu. Na vstupe dostaneme data vo forme {e;, v}, kde ~; je kvadréat
maticového elementu, definovany ako

% = 2m|(dal Hilxa) | (1.11)

Energie ¢; budi posunuté tak, aby e = 0 odpovedala energii Ey. [5] Stieltjes imaging,
skratene SI, pracuje s inverznymi momentami, teda bazou {gy(x) = (x)7*}M.
Pre k-ty moment vstupujuci do SI plati

S = / ET(E)dE = Y ()™ (1.12)
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SI rddu n, pouziva prvych 2n momentov k najdeniu n bodového integra¢ného
pravidla (Gaussova kvadratira) s neznamou I'(E)

[T@)pE)aE = S ) (1.13)

kde f(E) je hladké testovacia funkcia. Tato kvadratira nam déava aproximaciu
kumulativnej distribuc¢nej funkcie

E , , q
F(E) = / I(E)dE =) w} pre E} <E<E},. (1.14)
=1

Emin

Nakoniec ziskame diskrétnu reprezentdciu I'(E) v n — 1 bodoch pomocou Stieltje-
sovej derivacie

_ lwg +wy
TIE, -

q

" (E,) (1.15)

kde E, = § (E,, — E}).

Predmetom tejto prace bude navrhniuf a implementovat alternativnu metédu
k Stieltjes imaging, pricom budeme vychédzat z ¢lankov [6] a [7]. Inverzny mo-
mentovy problém budeme riesif pomocou maximalizacie entropie. Celkovo budua
implementované 2 metody, jedna bude pracovat s bazou inverznych polynémov,
druha zasa s Chebyshevovymi polynémami. Spravnost implementacie overime
na rozpade iontov nasledujicich castic: Ne, Ar, Kr a CHy. V tabulke [1.1] st
zhrnuté zakladné charakteristiky tychto procesov, v stipci vakancia je blizsie spe-
cifikovany orbital pociatocnej vakancie, Fy;, oznacujeme charakteristick energiu
Augerovho elektrénu a E,; oznacuje energiu metastabilného stavu. Posledny stipec
I' reprezentuje experimentalne hodnoty rozpadovej Sirky.

vakancia  Ei, [eV] Ey [eV] T [meV]

Ne 1s 788.7 870 25746 [§]
Ar 2p 198.23  249.85 12545 [9)
Kr 3d 49.84  96.33 8844 [10]

CHy Cls 24557  291.33 9545 [11]

Tabulka 1.1 Zakladné charakteristiky Studovanych procesov, pustupne Specifikicia
povodnej vakancie, kinetickéa energia Augerovho elektrénu Ej;,, energia metastabilného
stavu Fy a experimentalna hodnota rozpadovej sirky T'.



2 Matematicka formulacia a
popis algoritmu

2.1 Momentovy problém

Inverzny momentovy problém spociva v rekonstrukeii nezndmej funkcie z jej
kone¢ného poc¢tu momentov. Tento problém nemé jednoznacné rieSenie, kedze
existuju celé triedy funkcii, ktoré maju koneény pocet zhodnych momentov. Z
tejto triedy funkcii vyberieme takt, ktora maximalizuje entropiu. Takto ziskané
rieSenie bude ¢o najvSeobecnejsie, nebude zahinat ziadnu ind informéaciu okrem
vstupnych momentov.

Uvazujme nezaporni funkciu p(x) na intervale [a,b] a bidzu polynémov
Q = {qn(7)}_, taktiez na [a,b]. Potom definujeme k-ty moment funkcie p(z)
nasledovne:

mi= [ pla)a(r) da (2.1)

Dalej uvazujme, Ze funkcia p(z) je navyse normalizovand, teda my = 1. Potom
definujeme Shannonovu entropiu funkcie p(z) nasledovne:

S) = [ pla)mp(a)) dr (2.2

Takto definovana entropia nema fyzikalny rozmer. Ak by sme pouzili log,, dostali
by sme entropiu v bitoch, v nasom pripade pouzivame In teda entropia je v
jednotkach nat.

Predpokladajme, ze pozndme prvych M + 1 momentov neznamej funkcie p(z).
Momenty p(z) nazvime vstupné, budeme ich znacit ako my.. Naviac predpokladame,
ze funkcia p(x) je nezdporna a normalizovand na 1. Nasou ulohou bude najst taku
funkciu f(x), ktorej prvych M + 1 momentov py bude zhodnych s my a zaroven
bude maximalizovat entropiu. Problém maximalizacie entropie budeme riesit
standardnou metédou Lagrangeovych multiplikdtorov. Uvazujme teda lagrangian
v tvare

1) = =50~ o ([ fohto) o) 23

Prevedme varidciu vodci f:
oL _

§f  Ja

= / (1 + In(f Z Qi (x ) dr =0 (2.5)

7, ¢coho uz dostavame tvar pre hladani funkciu:

b(l +1In(f(x)))de — Z i /ab qr(z) dx (2.4)

f(a) = exp (—1 s nqu(w))> (2.6

k=0

Zostava uz len néjst taky vektor m aby boli splnené podmienky na vstupné
momenty, teda px = my.



2.2 Diskretizacia a kvadratiara

V predoslej sekcii sme ziskali ansatz riesenia, ktory bude maximalizovat entro-
piu. V tejto sekcii sa pozrieme na to, ako budeme hladat n, teda konvergovat k
exaktnému rieseniu (rieSenie spliiajice podmienky na momenty presne). Budeme
vychédzat z ¢lanku [7], kedy preformulujeme tilohu na algoritmus, ktory budeme
nasledne riesit numericky. Ako prvé zavedme kvadraturu.

Gauss-Legendreova kvadratira, n bodov x; a n vah w;, predstavuje sposob,
akym sme schopni numericky ur¢it hodnotu integralu, konkrétne:

/_11 f(x)dr ~ zn:lwif(xi)a (2.7)

kde z; je i-ty koren Legendreovho polynomu stupnia n P,(z) (so standardnou
normalizdciou P,(1) =1) a w; = W'

Zvolme teda N-bodovi kvadratiru na [a,b] (ziskame linedrnou transforméciou
z [-1,1] na [a,b]), teda mame z; a w;. Pomocou takto definovanej kvadratiry sme
schopni prepisat vzfahy z predoslej sekcie nasledovne:

M M
}(xj) = }j = w, exp (—1 +> nqu(a:j)> = W, exp <—1 +> nkakj> (2.8)
k=0 k=0
N

M = ijf 'rj dk IJ Z Akj, (2'9>

J=1 J=1

kde sme zaviedli nové premenné f; = w;f; a ax; = qi(x;). Hodnoty n budeme
hladat iterativne, [ bude &islovat iteracie. Potom 1! resp. fjl budi hodnoty
parametrov 7 resp. f; v iterdcii [. V nultej iterdcii, [ = 0, nastavime zaciato¢ni
hodnotu n°. Dalej postupujeme nasledovne:

1. Zavedme k = Imod (M + 1) (pracujeme s prvymi M + 1 momentami).

2. Snazime sa splnit podmienku pre k-ty moment, pricom menime hodnotu
len k-tého multiplikatoru (n)

L~

=
ol
Il

(1=
&H)
<

Q

&

(2.10)

.
Il
—

o

M
wj exp <—1 + Znﬁai]) apj (2.11)

=1 =0
N M

=) w, (exp(—l +> nﬁlaij)> exp(€erar;)ar; (2.12)
j=1 i=0
N

= ij (exp(€gar;)) agj, (2.13)
j=1

(2.14)

kde ¢, = 1 — 1! je oprava k-tého multiplikdtoru v I-tej iteracii.



3. Numericky riesime rovnicu

N
~l—1
=Y f; exp(epap;)ag; (2.15)
=1

=

pre eg.

4. Hodnotu n! ziskame nasledovne:

(2.16)

; {nﬁ_1+ek ak 1=k
N =

n! inak.

5. Pokial nedosiahneme ziadanu presnost (neskor zavedieme metriky), pokra-
Cujeme v iterdciach. Zvysime hodnotu [ = [ + 1 a opakujeme kroky 1 az
5.

Ako bolo uz zmienené, konstrukcia algoritmu vychédza z ¢lanku [7], pricom
hlavnym rozdielom je rieSenie rovnice [2.15] V spominanom ¢lanku je riesend len
aproximativne, v nasom pristupe pouzijeme toto priblizné riesenie ako startovaci
bod pre Newtonovu metodu, ktorou hladame riesenie ¢o najpresnejsie.

V nasledujucich sekciach sa budeme venovat konkrétnym realizaciam algoritmu,
ktoré st charakterizované volbou bazy {q,(y)}Y a priestorom resp. intervalom,
na ktorom st definované y € Y. Pomocou vhodnej transformécie transformujeme
vstupné data z X na Y, na ktorom prebieha rekonstrukcia. Nakoniec, pomocou
inverznej transformacie ziskame rieSenie na priestore X. Kvoli lepsej stabilite a
definicii entropie normalizujeme vstupné momenty tak, aby my = 1.

2.3 Inverzna metdoda

Volme bazu polynémov ako Q = {z"})_,. Momenty funkcie f(z), ktora je
definovand pre x € [a,b] st dané

my = /ab f(2)a* da. (2.17)

Takto definované momenty mozu mat pre velké b problém s velkym narastom,
ako zvicsujeme k. To mé za nasledok radové rozdiely v magnitiide momentov,
¢o prinasa nepresnost a potencialne nestabilitu vypoctu. Kvoli zjednoduseniu,
rozsirme funkciu f(z) do nekone¢na nulou, teda

f(z) =z €la]
= 2.18
f(x) { 0 z>b (2.18)
Uvazujme nasledujice transformécie
, 1
r=x—a+1 y=_ (2.19)

Pomocou tychto transformacii sme schopni prechadzat medzi reciprokym priesto-
rom y € [0,1] a priamym x € [a,b]. Na reciprokom priestore neméme problém s
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rastom momentov, preto bude rekonstrukcia prebiehat prave na tomto priestore.
Musime sa vsak pozriet, ako spocitat spravne vstupné momenty.

= [ty = fy=—9(5) =h) [ = (2:20)
h(z)a' " 2de’ = Jo' =2 —a+1/ = (2.21)

g

8

h(x') (z —a+1)"2de = /h(2) = f(z)/ = (2.22)

—

fx)(z—a+1)"2de = (2.23)

I
s~
3

= ab f(@)(x—a+1)""?dx. (2.24)

Na zéklade fyzikalnych tivah by sme chceli, aby zrekonstruovana funkcia
klesala do nuly na pravom okraji, resp. f(z — b) — 0. Ak sa pozrieme na tvar
ansatzu [2.6] vidime, Ze dani vlastnost nie sme schopni dosiahnut. To sa pokusime
napravit v pripade inverznych momentov pridanim m_;. Rekonstrukcia prebieha
na reciprokom priestore, v exponencidle ndm teda pribudne ¢len n_;y~!. Budeme
vyzadovat, aby n_; < 0, ¢im zaistime exponencidlny utlm pre x — b, resp. y — 0.

Na zaver zhriime modifikacie algoritmu. Rekonstrukcia bude prebiehat na
y € [0,1], na ktory sa dostaneme pomocou transformécif [2.19 ako bdzu budeme
pouzivat Q = {y"}M_ . Tieto transforméacie ovplyvnia vypocet vstupnych mo-
mentov. Na integraciu budeme pouzivat Gauss-Legendreovu kvadratiru. Budeme
pracovat aj s -1. momentom, s dodatoé¢nou podmienkou 7_; < 0. Tento ¢len ma
pre nds vyznam, zaisti, ze f(x) — 0 pre z — b. Ziadané rieSenia na pévodnom
priestore ziskame ako f(x) = g(y(z)) pre « € [a,b]. V¥pocet s touto bazou budeme
nazyvat inverzny alebo Inverzna metoda, skratene IM.

2.4 Chebyshevova metéda

Chebyshevove polynémy Q = {T,,(y)}\_,, kde T,,(y) = cos(narccos(y)); y €

[—1,1], tvoria systém ortogonalnych polynémov s vahovou funkciou w(y) = \/1172
~y

Véhovi funkciu vSak nebudeme uvazovat, kvoli divergencii na okrajoch intervalu.
Stratime tym ortogonalitu, no aj bez nej ma Chebyshevova baza niekolko vyhod
oproti klasickej baze Q = {z"})_,. Jedna sa o viac linedrne nezdvisli a ohranicenii
bazu, ¢co nam umozni lepsie extrahovat uzitocni informéciu z momentov. Na
vypocet momentov budeme potrebovat linearnu transforméciu:

b b— 2x — b
po ity pe B erh (2.29
Vstupné momenty ziskame ako
b
mi= [ Tly(@) @) de = fy = y(x) / = (2.26)
2 1
= [ TG fl) dy. (2.27)

Momenty funkcie mozeme chapat ako skalarny sicin na priestore funkcii dany
integralom (s vahovou funkciou w(x)). Ak uvazujeme systém ortonorméalnych

11



polynémov ako bézu Q = {g,(x)}22,, vieme f(z) rozlozit ako
(@) =" cigi(x) (2.28)
=0

cp = / ! b2 g(@)w(a) do (2.29)

Je teda mozné robit priamo rozklad do Chebyshevovych polynémov (po ich nor-
malizdcii). My vsak nebudeme sledovat tito cestu, takto ziskané riesenie by
nemaximalizovalo entropiu, taktiez by nebola zarucend nezapornost zrekonstruova-
nej funkcie, ktortd vyzadujeme. Zaujima nas, ako zrealizovat algoritmus popisany
v Casti 2.2

Na zaver znova zhrnieme modifikacie povodného algoritmu. Rekonstrukcia
bude prebiehat na priestore y € [—1,1], na ktory sa transformujeme pomocou m
Budeme pracovat s bazou Chebyshevovych polynémov, riesenia na pévodnom
priestore ziskame ako f(z) = g(y(z)) pre = € [a,b], kde g(y) je zrekonstruovana
funkcia na priestore Y. Na vypocet integralov budeme pouzivat Gauss-Legendreovu
kvadratiru ako v pripade inverznych momentov. Vypocet s Chebyshevovymi
polynémami budeme nazyvat Chebyshevova metdda alebo CM.

12



3 Vysledky

V tejto kapitole sa budeme venovat testovaniu implementovanych metdd,
aplikacidam na realistické data a porovnavaniu metod. Na testovanie budeme
pouzivat analytické funkcie, realistické data budu pochadzat z ab initio vypoctov
ziskanych pomocou metédy Fano-ADC. S vynimkou zaverecnej sekcie sa
budeme venovat ¢isto matematickym aspektom metdd, preto v grafoch neuvadzame
jednotky a v oboch pripadoch hovorime o rekonstrukeii funkcie f(z).

3.1 Testovanie

Predtym ako sa pustime do analyzy vysledkov pre data vygenerované pre
redlne fyzikalne systémy, je potrebné overit spravnu implementaciu algoritmu. Tt
budeme testovat na analytickych funkcidch v tvare anstazu [2.6] ktoré zadame
pomocou vstupnych parametrov 7. Takato volba testovacich funkcii umozni
priame porovnanie vstupnych a vystupnych parametrov. Pocas testovania simu-
lujeme cely proces vypoctu, teda z testovacich funkcii generujeme sibory, ktoré
vstupuju do algoritmu rovnakym spdsobom ako realne data. Vypocet skonci, ak
dosiahneme relativnu chybu zrekonstruovanych momentov mensiu ako 10714 pre
vsetky momenty.

Vysledky pre obe metédy st zhrnuté v tabulkach [3.1] a [3.2] ktoré maji nasle-
dovnu struktiaru. Prvy riadok oznacuje index vektoru 7, v dalsom riadku najdeme
vstupné hodnoty prislusnej 7, ktoré definuji testovaciu funkciu. Na dalsich riad-
koch najdeme postupne ¢islo iteracie, ktoré nasleduju relativne chyby pre jednotlivé
N, v danej iteracii. Z tabuliek vidime, Ze inverzné momenty potrebovali radovo viac
iteracii na dosiahnutie rovnakej presnosti v momentoch. Rozdielom v metddach a
detailnejsej analyze sa budeme venovat v naslednych sekciach. Nateraz nam staci,
ze obe metddy st schopné pomerne presne zreprodukovat vstupné .

- 1 2 3 4 5 6

vstupna hodnota -1 2 -3 4 -5 6

1000 83 [-3] 24[3] 32[3] 1.8[3] 424 1.1 [-3
2000 28 [-5] 1.5[-5] 9.7[-7] 5.6[6] 53][-6] 2.0]-6
3000 5.3 [-8] 2.11[-9] 2.2[-8 28[8 24][-8 1.4]/8|
4000 1.5[-8 1.4[-8 148 1.4[-8 14[8 1.4][-8§]
4794 1.5[-8 1.5[-8 148 1.4[-8 1.4[8 1.4][8§]

Tabulka 3.1 Testovanie implementacie CM. Na prvom riadku je index vektoru 7, o
riadok nizsie je vstupnd hodnota 7, pre dany index k. Dalsie riadky hovoria o relativnej
chybe ny v danej iteracii (prvy stlpec)
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- -1 0 1 2

vstupna hodnota -2 6 -2 -14

200000 6.1[-3] 15[2] 12[-1] 1.2/[2]
400000 22 [-5] 5.8[b] 4.2[-4] 4.6 [-5
600000 83 [-8] 22[7 16[-6] 1.7[7
800000 2.6 [-10] 6.8 [-10] 4.9 [[19] 5.3 [-10]
926140 3.6 [-11] 9.9 [-11] 7.5 [-10] 8.5 [-11]

Tabulka 3.2 Testovanie implementacie IM. Na prvom riadku je index vektoru n, o
riadok nizsie je vstupna hodnota 7, pre dany index k. Dalsie riadky hovoria o relativnej
chybe n; v danej iterdcii (prvy stlpec)

3.2 Vypocet

Riesenim rozumieme zrekonstruovani funkciu, ktora je urcena n. Rovnako ako
funkcia, aj jej momenty ¢i entropia budu plne popisané 7). Riesenie, ktoré sme
ziskali pomocou IM, budeme znacit IR, podobne riesenia ziskané CM oznacme
CR. M bude oznacovat maximalny stupen polynému, ktory uvazujeme, pre CR s
danym M plati |n| = M + 1, pre IR zasa |n| = M + 2.

Ulohu riesime v slabej formuldcii, o¢akévame konvergenciu pre integralne
veli¢iny, kde zrekonstruované funkcie vstupuju ako hustota pravdepodobnosti,
bodovi konvergenciu funkcii samotnych neocakavame. Rovnako neexistuje spravna
volba M, kvoli numerickej stabilite a kvalite vstupnych dat neplati, Ze riesenie s
najvyssim M je nutne spravne. Volba prilis malého M moze sposobif nedostatoént
momentov, ktora nemusi dostatoc¢ne urcit hladant funkciu. Z tychto dévodov
budeme priemerovat rieSenia cez interval M € [M,in, Mypqes|. Priemerovanim
myslime konkrétne

1 Mmaz
A v S—  S—— M:ZM @), (3.1)

kde fM)(z) reprezentuje riesenie s réznym M. Statisticki odchylku definujeme
ako

1 Mmax

o) = a1, o @ @F 62)

sme teda schopni urc¢it presnost alebo hodnovernost vysledku. Vypocty budeme
spustat nasledovne: pre CM bude 3 < M < 30, pre IM zasa 2 < M < 29. Tieto
vysledky budeme vyhodnocovat, teda stanovime interval [M,,in, Mynaz, z ktorého
dostaneme finalnu funkciu. Stanovenie intervalu bude hlavnym predmetom analyzy
vysledkov.

Problém riesime iterativne, je potrebné zaviest sposob, ktorym budeme merat
presnost riesenia v danej iteracii. Majme riesenie s danym M, iteracie znac¢me n,
potom definujeme relativnu chybu k-teho momentu v iteracii n ako

k mp .

(3.3)
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Dalej definujeme relativnu vazenu chybu riesenia v ako:

Z]k\iomm ’

a nakoniec definujeme velkost védzobného ¢lenu v lagrangiane p ako:

(3.4)

pr = J S (up — ma))*. (3.5)

k=1

Chyby v a p budeme nazyvat metrikami, pre exaktné riesenie budi obe davat 0.
Obe metriky zohladnuju n, s rozdielom, ze p zohladnuje aj velkost n, v zohladnuje
relativnu velkost medzi komponentami 7. Inymi slovami p uprednostiiuje riesenia
s mensimi komponentami n. Tento rozdiel sa moze prejavit napriklad, ak existuje
gradient a m rastie postupne v tomto smere. p bude davat stéle vacsiu chybu, ak
nebude ¢ klesat rychlejsie. v by v tomto pripade nerastla vobec, za predpokladu,
ze 0 nerastie. A priori nevieme povedat, ktord metrika je lepsia, resp. vypoveda
lepSie o podobnosti alebo kvalite funkcii, preto budeme zo zaciatku pracovat s
oboma.

Zavedme triedy tolerancie tn, pricom riesenie povazujeme za skonvergované v
danej tolerancii, ak zvolena metrika klesne pod 10™". Pre obe metriky za¢neme
s toleranciou t2, pre p metriku budeme pocitat len do tolerancie t4 (z dévodu
horsej konvergencie), pre v budeme pocitat do t5.

Vypocty zacneme pre t2 s M = 2 pre IM resp. M = 3 pre CM. Ako Star-
tovaci vektor n° volime nulovy vektor, v pripade IM eSte pozmenime n°;, = —1
(vyzadujeme, aby tato komponenta bola zaporna). Najdeme riesenie pre M, teda
1, ktory zoberieme ako vychodzi vektor pre vypocet s M’ = M + 1, pricom na
koniec vektoru n pridame 0. Takymto postupom dosiahneme vsetky riesenia az
po M = 29 resp. M = 30. Pre vyssie tolerancie vychadzame z predoslej tolerancie,
teda pokracujeme v danom vypocte. Ako maximalny pocet iteracii volime 1,5
miliona, ak dosiahneme toleranciu v nizsej iteracii, skon¢ime skor.

3.3 Ukazkova analyza vysledkov pre metan
V tejto casti sa budeme venovat metanu, teda Augerovmu rozpadu
C(ls HYH — CH* +e .

Budeme pracovat s oboma metédami a metrikami, zacneme s CM, nasledne sa
presunieme na IM. Analyzu zacneme diskusiou ohladom vstupnych momentov,
pozrieme sa na spravanie entropie medzi rieSeniami s roznymi M. Nasim hlavnym
cielom bude stanovenie intervalu [M,,in, Minaz] cez ktory budeme priemerovat.

3.3.1 Chebyshevova metéda

Na obrazku vlavo vidime vstupné momenty, vypocitané z ab initio dat
ziskanych metédou FanoADC, publikované v [12]. Pozorujeme oscilacie momentov,
rovnako vidime, ze ich magnitiida neklesa. Toto znamenad, ze kazdy moment bude
niest nejakt informéciu a teda nebudeme schopni dosiahnut konvergenciu v M. Ak

15



by magnitida klesala, teoreticky existuje také M, Zze pre M > M by momenty
boli efektivne nulové a neprinasali ziadnu novu informaciu. Na pravom grafe
vidime zéavislost relativnej chyby momentov 0, pre riesenie s M = 20. Vidime,
ze pre m < 20 a toleranciu t5 je relativna chyba momentov mensia ako 1074
Naopak, momenty pre m > 20, ktoré do vypoctu explicitne nevstupuju, je ich
hodnota urcena s relativnou chybou az 1 a viac. Toto pozorovanie potvrdzuje,
ze informacia obsiahnutd v momentoch s m > M je vdaka slabej linedrnej
zavislosti baze nezavisla na hodnotach momentov s m < M a entropicky pristup
tuto informéaciu nijak nepredpoklada. Neskor uvidime, ze v pripade inverznych
momentov je situdcia diametralne odlisna.

1
0.8 | . 100 ¢
0.6
-2
0.4 10
. 02
€ S 10
0
02 i 106 ¢
0.4 - . :
-06 - - 108 L I
08 ! ! ! L L ! [
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40

k k

Obr. 3.1 VIavo vidime hodnotu vstupnych chebyshevovych momentov pre metan,
ktoré boli pocitané z dat ziskanych metédou Fano-ADC, publikované v [12]. Na pravom
grafe je znazornend relativna chyba k-teho zrekonstruovaného momentu pre CR s
M = 20 pre rozne tolerancie a metriku v.

Analyzu za¢neme na obrazku kde vidime, pre ktoré momenty bola dosia-
hnutd pozadovana tolerancia. Budeme sa drzat konvencie, kedy obrazok zodpove-
dajuci p metrike bude vlavo a pre v metriku bude obrazok vpravo. Pre obe metriky
dostavame podobny vysledok, ako rastie pocet momentov a klesa tolerancia, klesa
aj nasa uspesnost v dosahovani danej tolerancie. Ziskavame tiez zédkladny obraz
toho, ¢o sme schopni spocitat, pripadne cez ¢o sme schopni priemerovat.
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Obr. 3.2 Na osi x st zobrazené triedy tolerancie, os y predstavuje M. Zelenou farbou
je znazornené, ze pre dané M a toleranciu sme dosiahli riesenie skonvergované s chybou
mensou, ako je dand tolerancia. Cervenou farbou indikujeme, Ze chyba riesenia je visia
ako dand tolerancia aj po 1,5 milidne iteracii. RieSenia su poc¢itane pre metan, vpravo je
chyba v metrike p, vlavo zasa v.

Na obrazku vidime entropiu v zavislosti na tolerancii a M. Tieto grafy s
velmi uzitocné, vieme z nich povedat, do akej tolerancie ma zmysel pocitat a tiez
dostavame naznak intervalu [Mpin, Mpaz]. Zaénime s toleranciou. Ako postupne
znizujeme chybu nasho riesenia, ocakavame, ze sa entropia ustali. Tento efekt je
dobre pozorovatelny na 3.3} Vlavo, p metrika, vidime pribliZenie entropif medzi t3
a t4, vpravo vidime takmer identickti entropiu pre t4 a t5. Riesenia s najvyssou
toleranciou budeme brat ako referencné, neskor sa vratime k otazke, aka najvyssia
tolerancia je postacujuca.

0.05 0.05
0 - 0r
0.05 - -0.05 -
0.1 - 01
w (7]
-0.15 - -0.15 -
02 - 02|
025 - 025 -
_03 | | 1 _03 | L 1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
M M

Obr. 3.3 Entropia S, spocitana pre CR s réznym M a toleranciou. Vpravo vidime
metriku v, vlavo zasa p.

Pre konkrétnu toleranciu a metriku by mala entropia klesat, ako zvysujeme M.
Kladieme coraz viac podmienok na funkciu, teda funkcia by mala byt konkrétnejsia
resp. obsahovat viac informacii, teda mala by mat nizsiu entropiu. Toto je pravda
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typicky u CM, kde vstupné momenty nesti nezavisli informdaciu. Nérast entropie
moze byt spojeny s nedostatoc¢nou presnostou vypoctu resp. toleranciou, kazdo-
padne takéto riesenia vyhodnocujeme ako neplatné. Budeme sa teda zaoberat
rieseniami, kde pozorujeme pokles entropie, rozlisujeme 3 pripady podla toho, ako
prudky je.

Prvym typom je skok v entropii, ktory vypoveda o kvalitativnej zmene medzi
funkciami, ¢i uz nové lokdlne maximum/minimum alebo nova lokélna struktira
funkcie. Dalej ustélenie entropie, opacny extrém, o¢akavame kvalitativne podobné
funkcie. Ako posledné rozlisujeme postupny pokles, ¢o je nieco medzi skokom a
ustdlenou entropiou a vypoveda o postupnych zmenach medzi funkciami. Podme
si demonstrovat toto spravanie entropie konkrétne na funkcidch. Na [3.4] a
st zobrazené postupne f)(z) pre metriku v a toleranciu t5. Kvoli lepSiemu
rozliseniu sme rozdelili grafy na 2, na hornom vidime hodnoty pre z < 20, dole
zasa pre x > 20.

Na obrazku [3.4] vidime vykreslené funkcie s M = 3 az M = 13. ZaCnime s
ustalenou entropiou pre M = 3,4,5,6, pozorujeme podobné funkcie. Pre M =7,
oranzova farba, vidime skok v entropii, pozorujeme zmenu spravania na oboch
grafoch, najmé na spodnom grafe, kedy sa ndim objavuje ndznak lokalneho maxima
okolo x = 30. Ak dalej zvysujeme M, pozorujeme postupné presuvanie lokalneho
maxima k hodnote = 32. Na hornom grafe zasa pozorujeme oscilacie okolo
pomyselnej strednej hodnoty.
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Obr. 3.4 CR pre metan ziskané pomocou pre hodnoty 3 < M < 13, rozlisené farebnou
skalou. Osa x je pre prehladnost rozdelenéd na dva intervaly. Pracujeme s metrikou v a
toleranciou tb.

Na obrazku vidime funkcie pre M = 13 az M = 25. Na spodnom grafe
pozorujeme prechod od jedného lokdlneho maxima ku dvom. Ako hranicu medzi
tymto prechodom moézeme brat rieSenie s M = 18 (oranzova farba). Na vrchnom
grafe vidime coraz vicsie oscilacie, pravdepodobne sposobené tym, ze ¢ast flexibility
sa spotrebiiva na pravom okraji funkcie (pre z > 20). Struktiry vznikajice na
pravej casti funkcie st nefyzikalne, sposobené horsou kvalitou vstupnych dat pre
vyssie energie.
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Obr. 3.5 CR pre metan ziskané pomocou pre hodnoty 13 < M < 25, rozliSené
farebnou skdlou. Osa z je pre prehladnost rozdelend na dva intervaly. Pracujeme s
metrikou v a toleranciou t5.

Méame niekolko moznosti, ako zvolit interval [M,,i,,Mma| pre priemerovanie
podla rovnice . Kandidati na M,,;, st M = 3 a M = 8. Rozdiel medzi nimi
je v lokdlnom maxime pre x = 20. Pre M,,,, mame zasa M = 18 a M = 25,
rozdielom st opat struktary pre x > 20. Dostavame teda celkovo 4 intervaly,
argument pre intervaly mensej dizky je, ze funkcie st kvalitativne a kvantitativne
viac podobné. Na druhej strane je tazké stanovit hranice intervalu. Rovnako
dava zmysel zobrat hocijaky interval, kde funkcie rozumne osciluji okolo strednej
hodnoty. Rozptyl o v bode & = 0 sa bude typicky zvéicSovat s narastajicim poctom
funkcii n, cez ktoré priemerujeme, avsak Statisticka chyba, s = ﬁ moze klesat.
Vyhodnocovat o alebo s v jednom bode nie je idedlne vzhladom k slabej formulacii
ulohy, avsak poskytuje to aktsi napovedu. Po spracovani vsetkych 4 intervalov
sme prisli k zdveru, ze najmensia Statistickd chyba je pre interval [8-25], avsak
oproti intervalu [3-25] sa 1i$i az na druhej platnej cifre, teda prakticky st chyby
rovnaké. Strednd hodnota f(0) sa pre tieto intervaly lisi o 0,5 % , ¢o je v ramci
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statistickej chyby.

Dalej budeme teda pracovat s intervalom [8-25], spriemerovanim uréime f(z)
pre rozne tolerancie. Na grafoch vidime vysledné funkcie spolu so o, hore pre
metriku p, dole pre v. Vidime, zZe riesenia pre rozne tolerancie lezia v chybovom
intervale rieSenia s najnizsou toleranciou, dokonca su si tak blizko, ze nejdua
rozoznat. Obe metriky davaji prakticky rovnaké rieenia f(z) (neliSia sa viac ako
0,7 %), teda u CM budeme dalej analyzovat riesenia v metrike v. f(0) sa medzi
tH a ostatnymi toleranciami nelisi viac ako 0,7 %. Prichddzame teda k zaveru, ze
postacujuca je presnost t2 a interval [8-25] sa javi ako najlepsi.
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Obr. 3.6 Vysledné funkcie po priemerovani CR pre metin cez interval [8-25] pre
rozne tolerancie, spolu s chybovym intervalom (os vpravo). Na hornom grafe zobrazené
rieSenia pre metian a metriku p, dole zasa v

Na zaver sa pozrime este na hodnoty 7, ako funkciu maximéalneho stupna
polynému M, obrazok [3.7 Budeme sa pozerat na rieSenia s toleranciou t5 v
metrike v. Pre 15 < M < 18 pozorujeme prechod od jedného k dvom lokalnym
maximam. Je teda typicky mozné sledovat zmeny vo funkciach, avsak my sa
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chceme zamerat na pravy okraj obrazku, teda na riesenia s M > 20. Pozorujeme
narast m, rovnako ako aj vyrazné zmeny pre blizke M. Toto je problematické
z dovodu nasho ansatzu kde v exponencidle mame rozdiel velkych ¢isel, ¢o
znizuje presnost a numericka stabilitu. Aj z tohto dovodu pocitame pre CM do
M = 30, ist vyssie nema velmi zmysel.
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Obr. 3.7 Hodnoty komponenty 7 pre CR pre metan s roznym M, rozlisené farebnou
skalou. Pracujeme s metrikou v a toleranciou t5.

3.4 Inverzna metdoda

Rovnako ako pre CM, zacneme diskusiou ohladom vstupnych momentov,
obrazok Momenty boli pocitané z rovnakych dat ako pre CM [3.1], publikované
v . Na pravom grafe vidime relativnu chybu momentov pre riesenie s M = 15 pre
rozne tolerancie. Rovnako ako u chebyshevovych momentov, je chyba momentov
s m < 15 pre t5 mensia ako 1074, Rozdiel oproti CM je v reprezenticii vyssich
momentov, ktord pre pri IM pomerne dobra, s relativnou chybou mensou ako 1072
pre 15 < m < 35. Tento rozdiel je spésobeny silnou linedrnou zavislostou bazy.
Budeme teda hovorit, Ze inverzné momenty s na sebe zavislé. Toto je podporené
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pozorovanim, ze ako znizujeme toleranciu, teda zlepsujeme predikciu momentov
pre m < 15, zlepSuje sa aj predikcia momentov pre m > 15.
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Obr. 3.8 VIavo vidime hodnotu vstupnych inverznych momentov pre metan, ktoré
boli poéitané z dét ziskanych metédou Fano-ADC, publikované v [12]. Na pravom grafe
je zndzornend relativna chyba k-teho zrekonstruovaného momentu pre CR s M = 15
pre rozne tolerancie a metriku v.

Na obrazku [3.9| vidime, pre aké tolerancie a M sme dosiahli skonvergované
riesenie vzhladom k danej tolerancii. Ak porovndvame tento obrazok s rovnakym
obréazkom pre CM, vidime, Ze mame mensiu tuspesnost v dosahovani pozadovane;j
tolerancie.
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Obr. 3.9 Oblast dosiahnutej konvergencie pre rézne tolerancie a hodnoty M, rovnako
ako pre obrazok Pocitané pre metén, vpravo je zobrazena metrika v, vlavo zasa p.

Ako dalsie sa pozrime na entropiu, ktora sa sprava odlisne od CM.
Pre M > 10 pozorujeme pre nizsie tolerancie ustalenie entropie. Toto spravanie
pozorujeme pre obe metriky a chapeme ho tak, Ze riesenia od istého M obsahuju
vSetku informéciu, ktord sme schopni ziskat (vzhladom na presnost vypoctov).
Zatial nebudeme robif zavery o postacujicej tolerancii, pozrieme sa najskor na
interval, cez ktory budeme priemerovat.
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Obr. 3.10 Entropia S, spocitand pre IR s réznym M a tolerancie. Vpravo vidime
metriku v, vlavo zasa p.

Na obrazku st zobrazené rieSenia s réznym M, konkrétne sa pozerame na
riesenia pre metriku v a toleranciu t4. Na hornom grafe vidime riesenia s M = 4
az M = 10, na zaklade tvaru funkcie vylic¢ime riesenia s M < 5. Na spodnom
grafe najdeme funkcie pre M =9 az M = 27. Nachéddzame sa v oblasti ustélenej
entropie. Na rozdiel od CM, kedy pozorujeme oscilacie okolo strednej hodnoty, u
IM pozorujeme trend. Priemerovanie ma vsSak stdle zmysel, neexistuje spravna

volba M (f™) zavisia na M).
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Obr. 3.11 IR pre metén s toleranciou t4 a metrikou v. Na hornom grafe zobrazené
riesenia pre 4 < M < 10. Na spodnom grafe zobrazujeme riesenia pre 13 < M < 25,
rozlisené farebnou skalou. Osu x pre prehladnost zobrazujeme len pre x < 5.

Pozrime sa eSte na rozdiel medzi funkciami pre vSetky relevantné M, [3.12]
Prerusovanou ¢iarou su vykreslené funkcie s M < 9, plnou ¢iarou ostatné. Na
grafe hore vidime, ze pre oblast ustalenej entropie dostavame ovela blizsie funkcie
ako pre nizsie M. Na spodnom obrazku demonstrujeme fakt, ze zapocitavame
-1 moment a teda dostavame exponencialny utlm pre vysoké x. Naskytuja sa
2 moznosti priemerovania, cez [5-27] a [10-27]. Znova pouzijeme argument s
najmensou Statistickou chybou, ktora je lepsia pre [10-27] (znova az na druhej
platnej cifre). Rozdiel v strednej hodnote je 0,8 %, teda prakticky nezavisi, ktory
interval sme zvolili.
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Obr. 3.12 IR pre metan s toleranciou t4 a metrikou v. Zobrazujeme riesenia pre 5 <
M < 27, ktoré su farebne rozlisené. Naviac rozlisSujeme riesenia s M < 10 prerusovanou
¢iarou. Na hornom obrazku zobrazujeme osu x pre prehladnost pre x < 5. Spodny graf
je v logaritmickej skale.

Na obrazku [3.13| vidime spriemerované funkcie. Chybovy interval je pre IM
velmi maly, riesenia pre nizsie tolerancie nelezia v tomto intervale. Na hornom
grafe vidime vysledky pre metriku p, spodny graf odpoveda metrike . Rozdiel
medzi rieSeniami v bode x = 0 s najnizSou toleranciou v danej metrike je 1,3 %. Je
to o nieco vacsi rozdiel ako u CM, avsak pre p metriku sme dosiahli len toleranciu
t3. Budeme teda pracovat v v metrike pre obe metdédy (dokazeme sa dostat do
vyssSej tolerancie), nakolko si vysledky takmer rovnaké a analyza neprindsa ni¢
nové.
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Obr. 3.13 Vysledné funkcie po priemerovani IR pre metan cez interval [10-27] pre
rozne tolerancie, spolu s chybovym intervalom (os vpravo). Na hornom grafe vidime
vysledky pre metriku p, dole zasa v.

Na zaver sa pozrime este na hodnoty n; ako funkciu maximélneho stupna
polynému M, obréazok [3.14] Zobrazujeme toleranciu t4 v metrike v. Na grafe je
velmi dobre pozorovatelna konvergencia rieseni. Taktiez vidime naznak numerickej
nestability metody pre M > 27, tymto podkladame volbu M < 30 pre IM.

27



50

40 4
25

20 - * 20

10 | + 7

15

]
o
T

-20 *

30 F i

-50 | | | | | -

Obr. 3.14 Hodnoty komponenty 7 pre IR s réznym M pre metriku v a toleranciu t4,
rozlisené farebnou skalou.

3.5 Analyza vysledkov pre neén
7, analyzy vysledkov pre metan sa moze zdat, ze IM sa sprava lepsie ako CM.
Preto si v kratkosti ukazeme este vysledky pre Nedn,
Ne(1s7) — Ne*t + e,

kde uvidime zlyhanie IM.

3.5.1 Chebyshevova metéda

Znova vychadzame z ab initio dat ziskanych pomocou FanoADC, prevzaté z
. Zmova zacneme s oblastou dosiahnutej konvergencie a entropiou, obrézok
ktory okomentujeme len v kratkosti. Pri pohlade na entropiu vidime, ze medzi
toleranciami t4 a t5 sa meni viac ako v pripade metanu |3.3} Budeme teda pracovat
s toleranciou t5 a napriek tomu, zZe pre nu mame vyrazne menej skonvergovanych
rieSeni ako pre toleranciu t4.
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Obr. 3.15 Vlavo, oblast dosiahnutej konvergencie pre rézne tolerancie a hodnoty M,
podobne ako pre obrazok Vpravo je zobrazend entropia pre CR pre rozne M a
tolerancie. Zobrazujeme vysledky pre neén a metriku v

Na obrézkuvidime M) pre t5, kde rozlisujeme riesenia s M < 8 pomocou
prerusovanej ciary. Kvoli lepsej prehladnosti sme znova rozdelili funkcie na 2
intervaly, na hornom grafe si zobrazené do = < 100, na spodnom grafe st zobrazené
zvysné hodnoty. Pre funkcie s M > 8 dostavame velmi stabilni predpoved, funkcie
s M < 8 s mierne mimo. Kandidati na minimum si M = 3 a M = 8. Znova
pouZijeme argument so Statistickou chybou, na zéklade vyberieme interval [8,18],
pre [3,18] dostavame radovo vacsiu chybu.
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Obr. 3.16 CR pre nedn s toleranciou t4 a metrikou v. Zobrazujeme rieSenia pre
3 < M < 18, ktoré s farebne rozlisené. Naviac odlisujeme riesenia s M < 8 prerusovanou
¢iarou. Osu z pre prehladnost rozdelenéd na dva intervaly.

Na obrazku vidime findlne riesenie po priemerovani pre vsetky tolerancie.
Graf je kvalitativne podobny s tym pre metan kedy funkcie lezia v chybovom
intervale najvyssej tolerancie a rozdiely medzi nimi st také malé, Ze sa takmer
nedaju odlisif.
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Obr. 3.17 Vysledné funkcie po priemerovani CR cez interval [8-25] pre rozne tolerancie,
spolu s chybovym intervalom (os vpravo). Pocitané pre neén a metriku v

3.5.2 Inverzna metdda

Podme sa teda pozriet na IM. Zac¢nime s p metrikou, [3.18] Vidime, ze sme mali
problém skonvergovat riesenia, ak sa pozrieme na entropiu, prideme k zaveru, ze
t2 je nedostatocnd, pre t3 entropia rastie. Toto vyhodnocujeme ako tiplné zlyhanie
metody.
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Obr. 3.18 Vlavo, oblast dosiahnutej konvergencie pre rozne tolerancie a hodnoty M,
podobne ako pre obrazok Vpravo je zobrazend entropia pre IR, pre rozne M a
tolerancie v metrike p, pocitané pre neédn.

Skiisme sa pozrief na v metriku, Ako prvé vidime, Ze sa ndm podarilo
dosiahnut toleranciu pre viac pripadov, graf vlavo. Ak sa presunieme na entropiu,
graf vpravo, vidime pomerne rozdielny priebeh. Oblast skonvergovanej entropie je
pre t3 vicsia ako pre t4, ako sme znizili toleranciu, ziskali sme novt informaciu o
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funkciadch. Otazna je kvalita informacie ziskanej v nizsich toleranciach, méze sa
jednat o numericky Sum. Kvoli rozdielnym hodnotam entropie pre rozne tolerancie,
budeme teda pracovat v najvyssej, pre ktorti sme dosiahli rozumne vela rieSeni,
teda t4.
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Obr. 3.19 Vpravo, oblast dosiahnutej konvergencie pre rézne tolerancie a hodnoty
M, podobne ako pre obrizok VTavo je zobrazena entropia pre IR, pre rozne M a
tolerancie v metrike v, pocitané pre neodn.

Na obrazku vidime postupne zobrazené fM)(x), na hornom grafe je
zobrazend oblast ustalenej entropie, teda riesenia s M < 13, na dolnom grafe st
zobrazené funkcie pre oblast prudkého poklesu entropie, teda 13 < M < 18. Ak
sa zameriame na oblast ustalenej entropie, vidime pomerne stabilnti predpoved
po vyluceni 2 rieseni s najnizsim M (vykreslené prerusovanou ¢iarou). Pre oblast
prudko klesajicej entropie pozorujeme meniace sa funkcie. Priemerovanie dava
zmysel pre oblast ustalenej entropie, avsak treba mat na paméti, ze sme nedosiahli
dostatoc¢ne nizku toleranciu. Je mozné, ze pre nizsie tolerancie sa oblast ustalenia
bude zmensovat a budeme pozorovat len prudkt zmenu entropie. Rovnako nie je
jasné, ¢i informacia, ktori sme ziskali pri nizsej tolerancii, nie je chybna, vzhladom
na presnost vstupnych dat. Budeme teda priemerovat cez interval [5,12], ale s
vedomim o mensej hodnovernosti vysledkov.
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Obr. 3.20 IR pre nedn s toleranciou t4 v metrike v, rozlisené farebnou skalou. Na
hornom grafe st zobrazené IR s 2 < M < 12, rieSenie s M = 2,3 su zobrazené
prerusovanou ¢iarou. Na spodnom grafe vidime IR s 13 < M < 19.

3.6 Porovnanie metod

V tejto kapitole budeme porovnavat nami implementované metédy, CM a IM
medzi sebou, taktiez voci referencnej metode Stjieltes imaging, ktort budeme v
kratkosti znacit SI.

Ako prvé, budeme porovnavat kvalitativny rozdiel medzi IM a CM. Hlavnym
rozdielom medzi CM a IM st momenty, dané bazou a transforméciou medzi vstup-
nymi datami a definicnym oborom bézovych funkcii. CM pracuje s transformaciou
2.25] ktord je linedrna. Z tohto dévodu do momentov prispieva kazdy podinterval
[EinsEmaz] Tovnako, teda v - momentoch je obsiahnuté rovnaké mnozstvo infor-
macie o fyzikdlne zaujimavej oblasti okolo bodu = = 0, ako aj pre rovnako velky
interval v oblasti vysokych energii, ktory je fyzikdlne nezaujimavy. Tato vlastnost
je problematickd z dovodu, ze vstupné data st menej kvalitné pre vyssie energie.
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Tym zanasame chybu do vstupnych momentov, ¢o v kombinacii s rovnomernym
stustredenim na kazdy podinterval energii ma za nésledok nefyzikdlne struktury
pre vysoké energie. Tieto struktiry spotrebiivajui cast flexibility, ¢o ma za néasledok
horsie spravanie vo fyzikalne relevantnej oblasti. Flexibilitou rozumieme schopnost
aproximovat hladant funkciu na zaklade vstupnych momentov, dani poc¢tom
parametrov riesenia, teda |n|. Ak sa pozrieme na vypocet inverznych momentov,
rovnica [2.20] zistime, Ze metoda sa zameriava najmé na oblast nizkych energii.
Pre E > B, je funkénd hodnota tladena dole ¢lenom (E — E,n;, + 1) 772 teda
do momentov prispieva najmé oblast nizkych energii. Co sa tyka flexibility, IM
sa stustreduje prevazne na oblast nizkych energii, znova vdaka transformécii [2.20]
Problematicka je zavislost bazy a momentov, ¢o prindsa nepresnost a nestabilitu.
Obe metédy maju svoje vyhody a nevyhody, podme sa pozriet, ako sa to prejavi
na vyslednych funkciach.

Na obrazku vidime vyslednt I'(F) pre metén. Zobrazujeme vysledné fun-
kcie pre obe metody, rovnako aj experimentalnu hodnotu s chybovym intervalom.
Rozdiel vo flexibilite metdd je dobre pozorovatelny v oblasti nizkych energii. Tento
rozdiel je viditelny este lepsie na obrazku [3.12] kedy aj pre malé M dostdvame
kvalitativne podobnu funkciu. Ak sa zameriame na oblast vyssich energii, u IM
pozorujeme exponencialny pokles. Pre CM sa prejavia diskutované efekty, pozoru-
jeme nefyzikalne struktiry, avsak medzi nimi je I'(E) efektivne nulovd, ¢o je dobré
spravanie. Napriek tomu, ze IM sa sprava kvalitativne lepSie v tomto pripade, pri
pohlade na I'(0), prichadzame k zaveru, ze CM je presnejsia.
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Obr. 3.21 T'(E) pre metan ziskand pomocou IM a CM, pre porovnanie je nakreslend
experimentalna hodnota I'(0).

Jeden z najdolezitejsich vlastnosti kazdej metddy je vypocetny cas. Na obrazku
je zobrazeny pocet iteracii potrebnych na dosiahnutie danej tolerancie. VIavo
vidime hodnoty pre CM, vpravo zasa IM. Dlzka vypoétu je prva nevyhoda
implementovanych metéd oproti SI, ktora prebehne skoro instantne. Pri CM a
IM sa pohybujeme v radovo v 10 miliénoch iteracii celkovo, resp. niekolko hodin
vypoctov.
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Obr. 3.22 Celkovy pocet iteracii potrebnych na dosiahnutie danej tolerancie v zavis-
losti na M. Vlavo zobrazené pre CM, vpravo pre IM. Oba grafy su pre rekonstrukciu
metanu

SI déava diskrétnu reprezentaciu I'(E), narozdiel od CM a IM, ktorych vy-
sledkom je spojita funkcia. Toto je hlavna vyhoda a prinos metdd voci SI, ktora
déva reprezentéciu I'(E) v par bodoch (pre SI v rddoch 5 az 15 mame celkovo
114 bodov). Porovnanie vSetkych metéd pre metan najdeme na obrazku , SI
body st zobrazené farebne podla radu n, z ktorého boli pocitané. SI berieme do
radu 15 vratane, teda prvych 30 momentov, ¢o je porovnatelny pocet momentov,
ako pouzivame pri CM a IM. Uz sme diskutovali, ze IM je viacej zamerand na
oblast malych energii, vidime, ze tuto oblast reprezentuje podobne ako SI. Avsak,
ako narastd energia, zhoda medzi metédami klesa. Narozdiel od IM, pre CM
dostavame dobrt zhodu so SI, kedy SI lezi v chybovom intervale, pre fyzikédlne
relevantnu oblast.
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Obr. 3.23 I'(FE) pre metan ziskand pomocou IM, CM, a SI az do rekonstrukcie z 30
momentov, rozlysena farebnou skalou. Pre porovnanie je nakreslend aj experimentalna

hodnota I'(0).

Dalsou vlastnostou CM, ktort sme pozorovali, je rozkmitanie rieSenia pre
vysSie momenty. Podobny rozkmit pozorujeme aj pre SI, obrazok [3.24] kde st
zobrazené vysledky pre metan ziskané CM, IM a SI, ktoré su farebne rozlisené
podla poc¢tu vstupnych momentov. Tentokrat zobrazujeme SI az do radu 34, aby
sme demonstrovali rozkmit s rastiicim radom metody. IM nevykazuje vyznamné
oscilacie, pozorovali sme skor trend. Pévod oscilacii nie je uplne jasny, ide o
kombinaciu nepresnosti vstupnych momentov a numerickt nestabilitu spojent s
vysSim poc¢tom momentov.

36



600 — |
5 CH4
: chebyshev
500 [ 4 inverse - 60
: exp. hodnota Q) --------
400 | _
%‘ 300 |
= 40
- 200 ’ \ |
. - 30
100 feepeemerennonenen: \M ______________________________________________________________________________
’ - 20
-100 ! ! ‘ ‘ | | -
-200 0 200 400 600 800 1000 10

E (eV)

Obr. 3.24 TI'(FE) pre metan ziskand pomocou IM, CM, a SI az do rekonstrukcie z 68
momentov, rozlysena farebnou skalou. Pre porovnanie je nakreslend aj experimentalna

hodnota I'(0).

Podme sa pozriet na findlne riesenia ziskané pomocou CM a IM (aj so standard-
nou chybou) pre vsetky studované rozpady. Rovnako zobrazime experimentalnu
hodnotu s jej chybou a riesenia ziskané pre SI do radu 15 resp. pre maximélne 30
momentov na vstupe. Vysledky budeme prezentovat len pre fyzikalne relevantni
oblast. Pre tiplnost uvadzame interval [M,,;n, Mynq:| a toleranciu, z ktorych sme
ziskali findlne rieSenia. Tieto hodnoty st v tabulke Na obrézkoch [3.25] a
vidime postupne porovnanie I'(E) ziskanej roznymi metédami pre rozpady
nedénu, argénu a kryptonu.

vzorka CM interval CM tolerancia IM interval IM tolerancia

Ne 8-18 td 4-12 t4
Ar 8-16 td 6-25 t4
Kr 8-18 td 10-16 t5
CH4 8-25 t5 10-27 t4

Tabulka 3.3 Suhrn intervalov a tolerancii cez ktoré boli priemerované rieSenia za
tcelom stanovenia I'(E)
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Obr. 3.25 I'(E) pre nedn ziskand pomocou IM, CM, a SI az do rekonstrukcie z 30
momentov, rozliSena farebnou skélou. Pre porovnanie je nakreslena aj experimentalna

hodnota I'(0).
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Obr. 3.26 T'(FE) pre argén ziskand pomocou IM, CM, a SI az do rekonstrukcie z 30
momentov, rozlisend farebnou skalou. Pre porovnanie je nakreslend aj experimentalna

hodnota I'(0).
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Obr. 3.27 TI'(E) pre kryptén ziskand pomocou IM, CM, a SI az do rekonstrukcie z 30
momentov, rozliSena farebnou skélou. Pre porovnanie je nakreslena aj experimentalna

hodnota I'(0).
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4 Diskusia

Cielom tejto prace bolo preskiimat moznosti entropickej metoédy za tcelom
rieSenia inverzného momentového problému spojeného s vypoctom rozpadovych
sirok metédou Fano-ADC. Boli implementované 2 metédy, Chebyshevova (CM) a
Inverzna (IM), ktoré boli ispesne otestované na analytickych funkcidch. Nésledne
boli vyhodnotené data pre redlne fyzikalne systémy, pre ktoré bola urcena rozpa-
dova sirka. Negativnou vlastnostou oboch metdd je, Ze zrekonstruované funkcie
nekonverguji bodovo s rasticim M. Toto spravanie je sposobené slabou formula-
ciou tlohy. Ukazali sme vsak, ze problém je mozné minimalizovat priemerovanim
cez dostatocne velky interval zrekonstruovanych funkcii. Priemerovanie zmensi
zavislost rozpadovej sirky na M a vedie k numericky stabilnému rieseniu, ktoré
je v pripade CM kvalitativne a kvantitativne kompatibilné so SI a fyzikalnymi
predpokladmi. V pripade IM mame lepsiu zhodu s SI oproti CM v oblasti nizkych
energii, avsak ako rastie energia, zhoda klesa. Vyhodou oboch implementovanych
metdd je spojitd reprezentécia I'(e) oproti diskrétnej reprezentécii ziskanej pomo-
cou SI. V tabulke |4.1| st zhrnuté hodnoty I'(0) pre vSetky Styri Studované systémy,
uvadzame experimentalne hodnoty, hodnotu ziskant referené¢nou metédou SI a
potom vysledky ziskané pomocou nami implementovanych metod.

Experiment SI CM IM

Ne 25746 [12] 275+4 [12] 270+£6 306+ 10
Ar 12545 [ 125434 123+9 116+5
Kr 88444 9424 83+4 90+2

CH, 95+5[12] 106+£3[12] 99+7 117+4

Tabulka 4.1 Porovnanie I'(0) pre experiment, referenéni metédu SI, CM a IM

Préca by sa dala dalej rozvijat metdédou, ktora by kombinovala ziadané vlast-
nosti CM a IM. Konkrétne by sme chceli pouzit bazu Chebyshevovych polynémov,
ale namiesto linedarnej transformacie by sme pracovali s inverznou transformaciou.
Dosiahli by sme tym metodu, ktorej momenty nesii navzajom nezavisli informéciu
a sustreduju sa na oblast malych energii. Potencialne by sme odstranili nefyzikéalne
struktury pre vysoké energie a mali by sme spravnu asymptotiku.
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