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ako Specialne pripady univerzalnejsich modelov panelovych dat. Odvodime odhady pane-
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data modeling and credibility models. We show that standard credibility models can
be formulated as special cases of more general-purpose panel data models. We derive
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Zoznam pouzitych skratiek

V préaci budeme pouzivat nasledujice znacenie a skratky:

. ®
. 17
e Jr
e Ip
e adjX

e detX

Kroneckerov sucin
jednotkovy vektor dizky T
matica jednotiek rozmerov T xT
jednotkova matica rozmerov TxT
adjungovana matica k matici X
determinant matice X
stopa matice X
stredna hodnota ndhodného vektora x

rozptyl nahodného vektora ax



Uvod

Cielom prace je ukazaf moznost vyuzitia modelov panelovych dat v oblasti kredibility
v matematike nezivotného poistenia prostrednictvom aditivnych kredibilitnych modelov,
ktoré je mozné prezentovat ako specidlne pripady modelov panelovych dat, a nasledne
aplikovat ziskané poznatky na redlne data. Text prace je ¢leneny do troch kapitol. Prva a
druhd kapitola st teoretické, v tretej popisujeme prakticka aplikaciu.

Prva kapitola je venovana modelom panelovych dat, predstavuje vseobecny pristup k
modelovaniu. Popiseme zakladné typy modelov podla tvaru chybovej zlozky a podstaty
specifickych efektov jednotlivych objektov a ¢asu, odvodime odhady parametrov modelov
a dokazeme ich vlastnosti.

V druhej, pre pracu najvyznamnejsej kapitole, popiseme zakladné principy kredibility,
predstavime aditivne kredibilitné modely a odvodime tvary kredibilitnych faktorov a
kredibilitnych odhadov. Néasledne ukazeme, ako vyjadrit kredibilitné modely v tvare
specidlnych pripadov modelov panelovych dat. Citovanu literatiru doplnime o dokazy
odvodeni kredibilitnych faktorov, kredibilitnych odhadov a odhadov parametrov modelov.
Zaver druhej kapitoly je venovany odhadom strukturalnych parametrov vystupujicich v
kredibilitnych odhadoch pomocou metody rezidudlnej maximalnej vierohodnosti.

V tretej kapitole ukazeme prakticki aplikaciu tedrie zavedenej v prvej a druhej kapitole
na realne data s cielom porovnat jednotlivé pristupy a moznosti nastaveni odhadu modelu.
Budeme pracovat s dvomi datovymi stibormi vyzadujicimi odlisny pristup. V oboch
pripadoch model odhadneme ako kredibilitny model a nésledne ako model panelovych
dat, porovname vysledky a ¢asovii narocnost jednotlivych metod.



1 Modelovanie panelovych dat

Této kapitola predstavuje vSseobecny pristup k modelovaniu panelovych dat. Panelové
data predstavuju datova strukturu skladajicu sa z casovych radov pre kazdy pozorovany
prierezovy objekt.

V prvej kapitole tejto prace popiseme regresny model pre panelové data podla knihy
Baltagi [1] a podla ¢lanku Frees et al. [2]. Predstavime jednotlivé modely, odvodime
odhady parametrov a ich vlastnosti.

1.1 Panelové data a modely

Pozorujeme N objektov ¢ = 1,..., N v c¢asoch t = 1,...,T. Uvazujeme vektor K
parametrov 8 = (34,. .., Bx)’ a chybovi zloZku u;. Model je po prvkoch tvaru
yp=a+x B +tuy i=1,....N t=1,...,T. (1.1)

Vzhladom na chybovt zlozku rozlisujeme modely panelovych dat na modely jednosmernej
chybovej zlozky a na modely dvojsmernej chybovej zlozky. Oba pripady dalej delime na
modely s pevnymi efektmi a na modely s ndhodnymi efektmi.

Uvazujme maticu

I _ _
Ly X, o Xiig
-
X4 Ty X1T1 T XlTK
X = = . =
T
Xy TN XN11 s XNIK
T
LLNT ] XNty XNy

rozmerov N'T' x K. Matica X obsahuje nahodny vyber N nezéavislych rovnako rozdelenych
matic, prislichajicich jednotlivym objektom. Kazda z tychto N matic obsahuje v stlpcoch
K ¢asovych radov dlzky T. Dalej vektor

Yy = (yu,.--,le,m,yNT)T

rozmerov NT' x 1, vektor w rovnako rozmerov NT x 1 a vektor 1y jednotiek diiky NT.
Model [I.1] je vektorovo tvaru

y=alyr +XB+u. (1.2)

1.1.1 Modely s pevnymi efektmi

Modely s pevnymi efektmi st jednou z uvazovanych moznosti modelov panelovych dat
vzhladom k tvaru chybovej zlozky ;.



Model jednosmernej chybovej zlozky s pevnymi efektmi

V tomto modeli uvazujeme chybovu zlozku tvaru
uit:pi+uit ’izl,...,N,tzl,...,T, (13)

kde p; je nepozorovatelny specificky efekt objektu, v;; znaci zbytkovy sum.

Chybovu zlozku mozno vektorovo vyjadrit w = Z,pu + v, kde Z,, = Iy ® 17 je
matica rozmerov NT X N s jednotkovymi vektormi dizky T na diagonéle. Je to matica
individudlnych premennych, ktoré mozno zahrntut do regresie pre odhad p; $pecifického
efektu objektu.

Dosadenim do dostdvame model

y=olyr +XB+Z,p+v. (1.4)

Parametre p; vyjadrujice Specificky efekt objektu uvazujeme pevné pre vsetky i,
zlozky zbytkového sumu v;; uvazujeme ako nezavislé rovnako rozdelené nahodné velic¢iny

2 iid.

s nulovou strednou hodnotou a rozptylom o2, znac¢ime v;; "~ (0,02). Pozorovania X

uvazujeme nezavislé na v pre vsetky i.t.

Pozndmka. Uvazujme model tvaru y = Z,p + v. Pomocou metddy najmensich stvorcov

ziskavame odhad vektora Specifickych efektov g = (Z;Zu)_lZ;y. Oznacme projekénu

maticu P = Z,(Z]Z,) "7, . Predikované hodnoty takéhoto modelu st potom Py =
Z#(ZZZ#)_lzZy .

Uvedomme si, ze projekéna matica [P priemeruje pozorovanie cez Cas. Matica Q =
Iny7 — P je maticou rezidui. Vlastnosti matic P, QQ, ktoré budeme v tejto kapitole pouzivat,
uvadzame v nasledujicom tvrdeni bez dokazu.

Tvrdenie 1. Plati:
1. Matice P a Q si symetrické a idempotentné.

2. Matice P a Q su ortogondlne.

3. Plati P+ Q = Iyr.

Model dvojsmernej chybovej zlozky s pevnymi efektmi

Narozdiel od modelu jednosmernej chybovej zlozky budeme naviac uvazovat Specificky
efekt ¢asu. V tomto modeli uvazujeme chybovu zlozku tvaru

Ult:,ul—l-)\t—l-l/zt ’lzl,,N tzl,T,

kde u; je nepozorovatelny Specificky efekt objektu, \; je nepozorovatelny specificky efekt
casu, v, znaci zbytkovy sum. Vektorovo mozno model vyjadrit nasledovne:

Yy =alyr +XB+Z,p+ ZyX + v. (1.5)

Matica Zy = 1y ® Iy je matica rozmerov NT x T s jednotkovymi vektormi dizky N na
diagonale, je to matica individualnych casovych premennych, ktoré mozno zahrnit do
regresie pre odhad )\; Specifického efektu casu.
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Parametre p; vyjadrujuce specificky efekt objektu a parametre A; vyjadrujice Specificky
efekt casu uvazujeme pevné pre vsetky ¢, t. Zlozky zbytkového Sumu v;; uvazujeme ako
nezavislé rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a rozptylom
05. Pozorovania X;; uvazujeme nezavislé na v;; pre vsetky ¢,t.

1.1.2 Modely s ndhodnymi efektmi

V tejto sekcii prace budeme pre potreby dalsej kapitoly uvazovat model s nahodnymi
efektmi tak, ako je uvazovany v clanku Frees et al. [2]. Modely s ndhodnymi efektmi
predstavuji moznost zabranit velkej strate stupnov volnosti plynicej z velkého mnozstva
pevnych parametrov. Specifické efekty jednotlivych objektov a jednotlivych ¢asov budeme
uvazovat ako nahodné.

Model jednosmernej chybovej zlozky s nahodnymi efektmi
Po prvkoch mame model
yp=a+x,B+zypmi+vy i=1,....N t=1,...T, (1.6)

kde narozdiel od knihy Baltagi |1] uvazujeme vektor $pecifického efektu objektu p; dizky
J a maticu dalsich J vysvetlujicich premennych 7Z; rozmerov T' x J, ktora v riadkoch
obsahuje vektory z;} pre t = 1,...T. Model je vektorovo tvaru

y=alyr +XB+Zp + v.
Matica Z je blokovo diagonédlna s maticami Z; na diagonéle.

Predpokladame, ze odozvy medzi jednotlivymi objektami st nezavislé, rovnako ako v
knihe [1]. Zaroven predpokladame, ze pre chybové zlozky plati E(v;) = 0 a var(v;) = R;
je pozitivne definitnd matica.

Poznamka. Volbou vSeobecnej kovarianénej matice vektora chybovych zloziek pripustame
korelovanost jednotlivych prvkov.

Dalej nech $pecifické efekty objektov p; st nezévislé a rovnako rozdelené s nulovou
strednou hodnotou a kovarianc¢nou maticou D rozmerov J x J, pozitivne definitnou. Pre
vektor p potom plati

D o - 0

0 D - 0
E(p) =0, var(u)= |, .

0 O D

a nech su Specifické efekty nekorelované s chybovymi zlozkami.
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Model dvojsmernej chybovej zlozky s nahodnymi efektmi

Rovnako ako v pripade s pevnymi efektmi, uvazujeme navyse specificky efekt casu. Po
prvkoch mame model

yit:a+wlﬁ+z£ui+v£)\t+uﬁ i=1,....N,t=1,....T, (1.7)

kde p; je vektor $pecifického efektu objektu a A, je vektor §pecifického efektu ¢asu. Dalej
uvazujeme maticu L vysvetlujucich premennych V; rozmerov T' x L, ktora v riadkoch
obsahuje vektory v, pre t = 1,...,T. Model je vektorovo tvaru

y=alnr +XB+Zpu+VA+v.

Matica V je blokovo diagondlna matica rozmerov NT' x N L skladajica sa z matic V;
prei=1,..., N.

Predpokladame, ze platia vSetky predpoklady, ktoré sme uvazovali pre model jedno-
smernej chyby. Naviac nech Specifické efekty ¢asov A; st nezavislé a rovnako rozdelené s
nulovou strednou hodnotou a kovarianénou maticou [E rozmerov L x L, pozitivne definit-
nou. Pre vektor A potom plati, analogicky ako pre vektor w, E(A) = 0, var(\) je blokovo
diagonalna matica s maticami [E na diagonale. Nech dalej su specifické efekty objektov,
Specifické objekty casov a chybové zlozky navzajom nekorelované.
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1.2 Odhady modelu panelovych dat

1.2.1 Modely s pevnymi efektmi
Model jednosmernej chybovej zlozky s pevnymi efektmi

Uvazujme model tvaru Model mozno vyjadrit nasledovne:

a
y=[1nr X Z,|B|+v=WB"+v
7

Matica W je rozmerov NT x (K + 1+ N). Cielom tejto sekcie je ziskat odhad vektora
B*. Pri pouziti metédy najmensich tvorcov by sme invertovali $tvorcovii maticu W'W
rozmerov (K + 14 N).

Pozndmka. Uvedomime si, Ze v modeli[l.4]dochddza k perfektnej multikolinearite plyntcej z
matice Z,, ktorej stIpce st linedrne zavislé. Tomuto problému sa vyhneme transformdciou
uvedenou nizsie, pomocou ktorej individudlne efekty jednotlivcov tplne eliminujeme.
Moznostou je taktiez zaviest podmienku pre individualne efekty, ktort uvadzame v dalsom
texte.

Podla vzoru knihy [1], kde P je prislusnd projek¢nd matica, vid [1.1.1, pouzijeme
transforméciu pomocou matice Q = Ixy — P. Model [I.4] zlava prendsobime maticou Q.
Uvedomime si, ze plati

QZy, = (InT — ZM(ZTZM>_1Z;¢|—)ZM =2y —2,=0

17
Qinr = (Iny — Zu(Z, Z,) " Z,))Iny = 1nr — Inr = 0.

Uvazovany model je tvaru
7=Qy=QXB+Qu=XB+0. (1.8)

Takto transformovany model spliia predpoklady klasického linedrneho modelu. Metédou
oby¢ajnych najmensich Stvorcov ziskame odhad vektora 8. V porovnani s modelom [1.4] je

, . ) . S TS
potrebné invertovat maticu X X rozmerov K x K.

Oznacéme

B=X'%"X"y=(X'QQX)"'X'Q'Qy = (X' QX)X "Qy

odhad vektora 8 ziskany metodou obycajnych najmensich stvorcov. Vo vyjadreni sme
pouzili vlastnost symetrie a idempotencie matice Q.

Pomocou vyssie uvedenej transformacie sme ziskali odhad vektora 8, ale neziskali sme
odhad vektora individualnych efektov jednotlivcov p a odhad interceptu a. Vratme sa k
modelu tvaru [1.4] po prvkoch je model tvaru

yu=a+u+XiB8+vy i=1,...,N t=1,...,T. (1.9)

13



Pozndmka. Individualne efekty jednotlivcov uvazujeme ako odchylky od spolo¢ného inter-
ceptu a.. Nech plati % SN i = 0, to znamend, Ze vyberovy priemer tychto odchylok je
rovny 0.

Model [I.9] vyséitame cez vSetky indexy ¢ a vsetky indexy ¢, oznacme

N T
ZZXit7

i=1t=1

X.

do modelu dosadime 8 a mame odhad interceptu a vyjadreny ako
=7 -X.B

Model vyséitame cez vietky indexy ¢, do modelu dosadime uz ziskané odhady &, 8 a
pre ¢ =1,..., N mame odhad individualneho efektu jednotlivca vyjadreného ako

/17;:?1‘~_X¢T.5—&-

Poznamka. V knihe Baltagi |1] sa uvddza, Ze bez podmienky % N i = 0 nie je mozné

ziskat odhady « a p samostatne. Uvazujme vektor (a + py,...,a+ uy) ', s vyberovym
priemerom rovnym «. Rozdielom tohto vektora a jeho vyberového priemeru je prave
vektor individudlnych efektov jednotliveov (uy,. .., un)".

Tvrdenie 2. Odhad B je nestrannym a konzistentngm odhadom vektora parametrov
pre N — oo a T pevné, pre T — 0o a N peuvné.

Dokaz. 1. Plati

2. Pripomenme, ze datova matica obsahuje N nezavislych rovnako rozdelenych matic.
Matica Q, ktorou sme model transformovali, je deterministicka, prenasobenie datovej
matice zlava maticou Q nezmeni pravdepodobnostné rozdelenie a nezavislost jej
podmatic. Konzistenciu odhadu dokédzeme pre N — oo a T" pevné. Pisme

Plati, ze X;ﬁi su nezavislé rovnako rozdelené pre ¢ = 1,..., N a uvazujeme
E(XZTI}Z) < 00. St splnené predpoklady slabého zakona velkych ¢isel, Wooldridge |3,
Theorem 3.1]. Pre N — oo plati

N
5 2K p B ER ) = EER wiIX; )] = E[X; E@X; )] = 0.

14



Predpokladajme
1 -7~ s
NXTX 5 M=EXX)),

kde M je pozitivne definitnd matica. Potom z vety o spojitej transformacii, Vaart
[4, Theorem 2.3|, plati

B-BLM'-0=0,

tzn. B £ B pre N — o a B je konzistentnym odhadom.
m
Pozndmka. Odhad vektora interceptov objektov a4+ u; pre ¢ = 1,..., N nie je konzistent-

nym odhadom pre N — co. Pre N pevné a T' — oo je tento odhad konzistentny, Baltagi
[1]-

Model dvojsmernej chybovej zlozky s pevnymi efektmi

Rovnako ako v ¢asti[1.2.1] aj v modeli dochadza k multikolinearite. Teraz mul-
tikolinearita plynie nie len z matice Z, ale aj z matice Z,. Model transformujeme
prenasobenim zlava maticou

1 1
O (N NJN)®<T TJT>’
kde Jy znac¢i maticu jednotiek rozmerov N x N. Matica Q; je zvolena tak, aby eliminovala

individudlny efekt objektu a individualny efekt ¢asu. Analogicky ako matica Q v tvrdeni
je Q1 symetricka a idempotentnd. Z vlastnosti Kroneckerovho stucinu plati

1 1
(HN - NJN> @ (HT - TJT)

1 1
= (1y — —N1 1r — =T1p) =0.
(1 = ¥ix) © (1r = 771r)

Qilnr = 1y ® 17]

Poznamka. Uvedomme si, ze (]IN — %J N) je projekcia do priestoru ortogonédlneho k

priestoru generovanému vektorom jednotiek v RV,

1 1 1
- (]IN - NJN> Iy ® (]IT — TJT) 1r = (]IN - NJN> Iy ® 0]
0

1 1
QZy = K]IN — NJ]N) ® (HT — TJTH 1y ® L]
1 1 1
= <]IN — NJN) Iy ® (HT — TJT) Ir =0® <]IT - TJN) Ir
=0
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Transformovany model je tvaru

J=Qy=Q:XB+Qu=XB+ 1. (1.10)

Oznacme

Br=X'X"X"y=XQ QX)X Q Qy =X QX)'X"Qy

odhad vektora B ziskany metdédou najmensich Stvorcov z modelu [1.10} Vo vyjadreni sme
pouzili vlastnost symetrie a idempotencie matice Q.

Nech % SN pwi=0a %Zle A+ = 0. Uvazujme model vyjadreny po prvkoch
yp=a+u+MN+X B8+uy i=1,....N t=1,...,T.

Vyséitanim cez vietky indexy ¢ a vSetky indexy ¢ a dosadme odhad B; a dosadenim
ziskame odhad interceptu

. =Tg
a=7y.—X_ B,
Vyséitanim cez vSetky indexy ¢ ziskame odhad
~ _ - 7T ~
=Y, —a—X,B1,
cez vsetky indexy ¢ ziskame odhad

~ _ ~ ~1 5
Ni:yi._a_Xi.Bl-

Tvrdenie 3. Odhad B: je nestranngm a konzistentnym odhadom vektora parametrov By
pre N — oo aT' pevné alebo pre T'— oo a N peuvné.

Dékaz. Dokaz je analogicky dokazu tvrdenia O

1.2.2 Modely s ndhodnymi efektmi

Specifické efekty jednotlivich objektov a jednotlivych ¢asov uvazujeme ndhodné.

Model jednosmernej chybovej zlozky s nahodnymi efektmi
Pre jednotlivé odozvy plati
var(y;) = var(aly + X8 + Zip; + v;) = var(Z;p;) + var(v;) = ZDZ + R;.
Oznacme var(y;) = ; a uvazujme €Q; invertibilné pre vsetky indexy i. Kovarianéna

matica vektora odoziev ) je blokovo diagonalna s prvkami §2; na diagondle, pre 2;
invertibilné pre vSetky indexy i je invertibilna.

Oznatme Xt = [1yr X], Bt = [« B]T'
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V predpokladoch modelu sme pripustili korelovanost jednotlivych prvkov vektora chy-
bovych zloziek. K ziskaniu odhadu vektora parametrov 8+ pouzijeme metddu zobecnenych
najmensich stvorcov. Tento odhad je tvaru

BI _ (X+T971X+)X+T971y

Analogicky k tvrdeniu 2] formulujeme a dokazeme vlastnosti odhadu B:

Tvrdenie 4. Odhad BI je nestranngm a konzistentnym odhadom vektora parametrov B+
pre N — 00 a T pevné, pre T'— co a N peuvné.

Dokaz. 1. Plati
E(B%) = E(XTTQ'XT)XTTQy) = E [E (XTTQ'XH)XTTQ y[X)]
= E[(XTTQXHXTTQ7 X gt = T
2. Konzistenciu odhadu ukazeme pre N — oo a T' pevné.
BT — BT = (XTTQIXHXTTQ ly — g+ = (XTTQ XX QY Zp + v)
_ <$X+T9‘1X+> ;X”Q‘l (Zp +v) .

Zaroven plati

1 1 X
7X+TQfl (Z/_}, + I/) = — ZX:FTQZI (Zzﬂz + Vz‘) s
N N =
kde X T Q1 (Zp; + v;) st nezavislé rovnako rozdelené prei = 1,..., N a uvazujeme

E(XHTQ ! (Zipi + 1)) < 0o. St splnené predpoklady slabého zédkona velkych ¢isel,
Wooldridge [3]. Pre N — oo plati

1 N
N SOXFTOT (Zips +vi) S EXTTOT (Zipi + vy)
=1

Predpokladajme

1

NX+TQ—1X+ BEXTOX) =M,
kde M je pozitivne definitnd matica. Potom z vety o spojitej transformacii, Vaart
[4], plati

Br—ptLEM.0=0.

[

Specifické efekty p; pre kazdy objekt i = 1,..., N st uvazované nahodné, u; Lig (0,D).

Namiesto odhadu hladame predikciu realizacie tohto nahodného vektora. Podla ¢lanku
Frees et al. |2] hladdme najlepsi linedrny nestranny prediktor p;, ktory je tvaru

i~ D20 (4, K F)
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2 Aplikacia panelovych dat v
nezivotnom poisteni

V tejto kapitole popiseme zakladné kredibilitné modely podla knihy Bithlmann a Gisler
[5]. Cielom tejto kapitoly je tiez ukdzat, ako mézu byt kredibilitné modely formulované
ako Specialne pripady modelov panelovych dat.

2.1 Kredibilitné modely v poistovnictve

Kredibilitné modely povazujeme za dolezity nastroj v matematike nezivotného poistenia,
ktory umoznuje spojif individudlne informécie o jednotlivcovi s agregovanymi datami celej
skupiny.

Pozorujeme nahodné veliciny X, ..., X7 v ¢asoch 1,...,T. Uvazujme, Ze tieto nahodné
veli¢iny st tthrny $kod na jednej poistnej zmluve. Ich rozdelenie Fy zavisi na parametri 6,
ktory je realizaciou ndhodnej veli¢iny © s rozdelenim U. Cielom je ziskat odhad vektora

p(©) =E[(X1,....X7)" | O] = (u(©),....ur(©))".

Pozndmka. Uhrny §kod X1, ..., X7 pochddzaji z jedného rizika. Kazdé riziko je charakte-
rizované individudlnym rizikovym profilom 6, realiziciou nahodnej veli¢iny ©.

Na zaklade pozorovani z minulych obdobi, X1, ..., X7, chceme urcif poistné pre riziko
s rizikovym profilom 6 pre budice obdobie. Podla knihy Bithlmann a Gisler [5] definujeme
korektné individualne poistné.

Definicia 1. Pre riziko s rizikovym profilom 6 definujeme korektné individudlne poistné
(correct individual premium, fair risk premium) ako

p(0) = E[ X741 | 0]

Jednotlivé rizika neuvazujeme samostatne, ale ako sucast skupiny skladajicej sa z rizik,
ktoré su si v istom zmysle podobné. Takuto skupinu nazveme kolektiv. V kolektive je
kazdé riziko charakterizované realizdciou nahodnej veli¢iny O, individualnym rizikovym
profilom ;. Dalej definujeme kolektivne poistné.

Definicia 2. Kolektivne poistné (collective premium) definujeme ako

po = [ 1(6)dU(®).

Pozndmka. Kolektivne poistné je priemerny ocakavany thrn skod cez vsetky rizika v
kolektive. Plati py = E [11(©)].

Hladédme najlepsi odhad korektného individudlneho poistného p(6) na zaklade vektora
pozorovani za minulé obdobia & v zmysle strednej kvadratickej chyby.
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Definicia 3. Bayesovsky odhad korektného individudlneho poistného definujeme ako
n(O) = E[n(©) | z].

Pozndmka. Je mozné ukézat, 7e Bayesovsky odhad 11(8) je najlepsi odhad zalozeny na
vektore pozorovani v zmysle kvadratickej chyby, Bithlmann a Gisler [5, Theorem 2.5].

Odvodime strednt kvadratickii chybu Bayesovského odhadu a porovname ho so stred-
nou kvadratickou chybou kolektivneho poistného. Plati

E (1) ~ n(©))2| = E [E[(1(6) ~ Elu(®) | @])* | ]| = E [var [u(®) | ]
E (10 — 1(©))*] = E[(1(©) — E[1(®)])?] = var [1(©)]
— Elvar [1(0) | al] + var [E [u(®) | @],

kde prvy ¢len je rovny strednej kvadratickej chybe Bayesovského odhadu a druhy c¢len
je vzdy nezaporny. Kvadraticka chyba Bayesovského odhadu je mensia nez kvadraticka
chyba kolektivneho poistného.

Bayesovsky odhad je teoreticky optimélny, ale vzhladom na definiciu je neprakticky.
Jeho vypocet vyzaduje znalost podmieneného rozdelenia. Z tohto dévodu sa obmedzime
na triedu odhadov linedrnych v pozorovaniach.

Postupne si predstavime niektoré kredibilitné modely podla knihy Bithlmann a Gisler
[5]. Zaéneme jednoduchym kredibilitnym modelom a jeho predpokladmi.

Definicia 4. Jednoduchy kredibilitng model je model spliiajici nasledujice predpoklady:

1. ndhodné veliciny X; pret =1,...,T siu za podmienky © = 0 nezdvislé a rovnako
rozdelené s distribucnou funkciou Fy a momentmsi

u(0) = E[X, | © = 0)
() = var[X, | © = 6],

2. © je ndhodnd veli¢ina s rozdelenim U (0).

Hladdme odhad linedrny v pozorovaniach & = (X,..., X7)". Formalne, hladdme
najlepsi odhad v triede vSetkych linedrnych funkcii odhadov pu(©) = E [X741 | ©] v zmysle
strednej kvadratickej chyby. Hladame koeficienty ag, . .., ar spliujice

T 2
min _ E || #(©) —ag — ZatXt )
AQy.eny ar€R =
Pripomenme, ze nahodné veli¢iny Xy, ..., X7 st za podmienky © = 6 rovnako rozdelené.
Zaroven odhad p(©) je jednoznacne definovany. Musi potom platit a; = --- = ar = b.
Plati

o T 1 T L
w1(0) :ag—i-bZXt:a0+bT?ZXt:ao+bX.

t=1 t=1
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Riesime ulohu

min E
ag,beR

(1(©) — a5 — bxﬂ .
Parcidlne derivacie podla ag, b polozime rovné 0.
OE {(,u(@) —ag — bX)?
Jdag
OE {(,u(@) —ag — bX)Q}
ob

= —2E[(1(®) — ap — bX)] =0 (2.1)

= —2E[(1(®) — ap — bX) X| =0 (2.2)
Upravou ziskame

E 1(0)] — ap — bE [X] = E[u(@)] — ao — b (E[ 2T E (X, | €]

=E[u(©)] —ao —bE[u(0)] =0 <= ag=(1-0)E[n(O)] .

Upravou ziskame
E[1(©)X]| = b E [X] - bE[X X]| = cov |(©), X| — bvar |X]

= v [1(0)] — b 1 E [0%(0)] +var [u(@)]) =0,
odtial
~cov[u(©),X] var [(6)] T
T war[X] E[AO) +var[u(€)] 7 EZEl

Odvodili sme kredibilitny odhad za predpokladov jednoduchého kredibilitného modelu. Je
tvaru

—

#(0) = (1 — b E[u(O)] + bX, (2.3)
b nazveme kredibilitnym faktorom.

Poznamka. Odvodeny kredibilitny odhad [2.3|je vaZenym priemerom kolektivneho poistného
lio a vyberového priemeru minulych dat X.

Tvrdenie 5. Pre kredibilitny odhad za predpokladov jednoduchého kredibilitného modelu
plati

—

e | (o) - ®) | =152 — 10y v o).
Dokaz. Tvrdenie dokazeme priamym odvodenim. Plati
e |(u0) - ®)) | =€ [(ut®) - (1~ D E (o) - 1)’
= B[ (2(u(©) = X) + (1= 1)(u(©) = )
= E|0(1(0) = X)* +26(1 = 0)(u(©) = X)(1(O) = puo)

(L= 0P ((O) )]
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Pomocou vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti a nezavislosti pozorovani dostavame

)E
= E[(1(®) = o) (Eln

§ [0%(©)] <E[ 2(6)]>2
T Eloc*(© var[u(©)]
::(TV+ oy T +_(7ﬂ+ Ho%@n>2varhw(»]
var[u(©)] var[u(©)]
E[0%(0)]

_ TE[*(O)] + wpe))

Elo2(0)] |2
(T + o)
_ E[0*(©)]
= . B
'+ oo

Rozsirenim dostaneme

E[02(9)] T T ’
T aru(®)]

alebo

E[0%(0)]

var[u(0)]
ey v [1(O)] = (1 b)var [u(0)]
+ arfu(®)]

]

—

Poznamka. Kredibilitnym odhadom p(©), ktory je linedrnou kombinéciou kolektivneho
poistného py a vyberového priemeru X, sme stredni kvadraticki chybu kolektivneho
poistného var [(0O)] ponizili pomocou (1 — b) a stredni kvadraticki chybu vyberového
priemeru E [0%(©)] /T pomocou b. Nagli sme odhad, ktorého strednd kvadratickd chyba je
sice vicsia ako stredna kvadraticka chyba Bayesovského odhadu, ale je mensia ako stredna
kvadraticka chyba kolektivneho poistného.
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2.1.1 Jednoduchy Biihlmannov kredibilitny model

Uvazujeme triedy podobnych rizik, indexovanych ¢ = 1,..., N. Pre jednotlivé zlozky
i-tej triedy, objekty, pozorujeme tthrny skod v ¢asoch t = 1,...,T, teda vektory x; =
(Xi1,..., Xir)". Nech platia predpoklady jednoduchého kredibilitného modelu uvedené v
tvrdeni [4] Naviac uvazujeme predpoklady uvedené v nasledujicom tvrdeni.

Definicia 5. Jednoduchy Bihlmannov kredibilitng model je model spliiajici predpoklady
jednoduchého kredibilitného modelu wvedené v definicii[4) a nasledujice predpoklady:

B1: ndhodné veliciny X;; pret =1,...,T su za podmienky ©; = 0 nezdvislé a rovnako
rozdelené s distribucnou funkciou Fy a momentmi

w(0) = E[Xi | ©;, = 0]
o?(0) = var[Xy | ©; = 0],

B2: dvojice (©1,21),...,(On,xN) st nezdvislé a rovnako rozdelené.

Pozndmka. Nahodné veliciny ©1, ..., Oy si nezavislé a rovnako rozdelené s rozdelenim U,
a priori su si rovné.

Cielom je najst kredibilitné odhady J@T} pre 1 = 1,..., N. Kredibilitny odhad je
definovany ako najlepsi odhad, ktory je linedrny vo vsSetkych pozorovaniach portfélia.
Hladany odhad je tvaru

N T N 1T N
a + ZZbktht =a-+ ZkaTZth =a-+ Zkak
k=1 t=1 t=1

k=1 k=1

Hladdme koeficienty splnujice

min E
a® b eR

N 2
(m@» —ad? -y b,i“xk) ] .
k=1

Parcidlne derivécie podla a®, b,(:) polozime rovné 0.

OE | (1(®) — ) — £, 0%,

I N
= N g® O )| —
5 —e[(wo-a0-Som)| 0 ea
OE [(”(@i) —a® -, bx(f)Xk)Q} [ NN
® =E (u(@) —a® =" b;(j)Xk> Xk] —0 (25)
ob, I =
Upravou ziskame

E [U(@z)Yk} —aVE [Yk} — bEj) E {Yﬂ = cov [u(@i),yk} — b,(j) var {Yk} = 0.
Z predpokladov modelu uvedenych v tvrdeni [5| mame pre i # k

cov [u(@i),yk} =0,
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odtial b,(f) = 0. Pre i = k mame

p® — var[u(©:)] _ var [11(6;)]
" ovar|X)] 7 E[0(00)] + var [w(6))]

Upravou s vyuzitim bg) = 0 pre i # k ziskame

E[1(0:)] — b\ E[Xi] — a® = E [u(®)] - b E

| — |
N =
]
<
| I
|
Q/\

= E ()] - b,@;, i E[E[Xy | O] —a?
= E[u(©)] = b1 S E [u(®1)] -
= (1= b")E[u(©)] ~a? =0

a odtial mame a® = (1 — b") E [11(;)].

Odvodili sme kredibilitny odhad za predpokladov jednoduchého Biithlmannovho kredi-
bilitného modelu. Je tvaru

—

pn(:) = (1= b )uo + bV X, (2.6)
bgi) nazveme kredibilitnym faktorom.

Tvrdenie 6. Pre kredibilitny odhad za predpokladov jednoduchého Biihlmannovho kredibi-
litného modelu plati

[ (nten — (7)) | = s E L)

Dokaz. Dokaz je analogicky dokazu tvrdenia ]

2.1.2 Heteroskedasticky model Biihlmann-Straub

Rovnako ako v podkapitole [2.2.1] uvazujeme triedy podobnych rizik, rizikové skupiny
indexované ¢ = 1,..., N a pre jednotlivé zlozky tried pozorujeme tihrny skéd v ¢asoch
t=1,...,T. Pre -t rizikovt skupinu mame k dispozicii celkovi vysku poistnych skod v
roku ¢, znaéime Sy, a celkovy pocet rokov v roku ¢, zna¢ime V. Dalej ozna¢me X;; = ‘S/’z
priemerné naklady na poistni udalost v roku ¢ (claims ratio). Pre kazdé riziko i chceme
odhadnit prislusné individudlne claims ratio u(0;) = E [ Xy | ©;].

Pozndmka. Symbolom V;; znac¢ime celkovy pocet rokov v roku t. Rozumieme tym pocet
rokov, pocas ktorych boli poistenci vystaveni danému riziku, kolko rokov boli poistné
zmluvy platné. Podla monografie [5] je mozné V;; vnimat ako miery objemu, vahy. Autori
navrhujui neobmedzovat sa len na mieru objemu a pre Sirsiu interpretaciu pouzivat w;.

Uvazujeme predpoklady uvedené v nasledujicej definicii.

Definicia 6. Model Bihlmann-Straub je model spliiajici nasledujice predpoklady:
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BS1: nahodné veliciny X pret =1,...,T si pri danom ©; nezdvislé s momentmi

E[Xit | ©:i] = u(©;)

2 e,
var[ Xy | ©;] = " (9:) :
Wit
BS2: dvojice (©1,@1),...,(On,xy) st nezdvislé a ©1,...,0Oy si nezavislé a rovnako

rozdelené.

Hladdme kredibilitny odhad zalozeny na datach vsetkych rizik. Pripomenme, zZe
chceme odhadnut prislusné individualne priemerné naklady na poistnta udalost v roku ¢
(claims ratio) u(©;) = E[X; | ©;]. Vzhladom na nezavislost odhad p(©;) zavisi len na
pozorovaniach i-tej rizikovej skupiny

- T
,u(@z) = Q;0 + Z aitXit- (27)
t=1
Pozndmka. Z predpokladu BS2 v tvrdeni [l madme pre k # i a Vit
COoVv [,u(@z); th] = COV [E [th | @1] ,th] =E [E [th ’ @z] th]
—E[E[Xu | ©]] E[Xk] = 0.
Spolu s st splnené normélne rovnice z knihy Bithlmann a Gisler |5, Corollary 3.17] a
1(0;) je kredibilitnym odhadom zaloZenym na vSetkych détach.

Uvazujme, podobne ako v predchadzajicich modeloch

—

w(©;) = a; + b;X;, (2.8)
ZT wit X;
kde v tomto pripade X; = &t=5——" RieSime minimalizacni tlohu
=1 Wit

min E {(,u(@) —a; — biXi)z} .

a;,b; ER

Analogicky ako v predchadzajicich modeloch, polozime parcidlne derivacie podla a;g,b;
rovno 0 a ziskame kredibilitny odhad tvaru

—

1(0i) = b X; + (1 — b;) o, (2.9)
kde pre kredibilitny faktor plati
_cov[pu(©;), Xi]  Elcov [u(0:),X; | ©4]] + cov [u(0:), E[X; | 6]

b = -
var [X;] E [var [X; | ©;]] + var [E[X; | ©,]]
_ var [1(6)] s
ﬁ E[o?(0:)] +var [u(©:)] ST wy + Ei(&))}]
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Tvrdenie 7. Pre kredibilitny odhad za predpokladov Heteroskedastického modelu
Biihlmann-Straub plati

[ (w00 - 5©)) | = EZ["(@ N 1) varfu(o,)]

Dékaz. Tvrdenie dokdzeme priamym odvodenim podobne ako v dokaze tvrdenia [f] Plati

—

E [ <u(@i) — ,u(@ﬂ)T =E |:(/vb<®z) =0 X+ (1 = bi)po + bipu(©;) — biﬂ(@i»ﬂ
=E {(bi(u(@) = Xi) + (1= b)) ((6s) — Mo))ﬂ
— E[ (1(0) = X + (1 = b E[ (u(0) ~ o)

20,1 b) E [ (1(0) = X0) (4(6) — o)
7(0)
Zt 1 Wit

Pouzili sme vztahy ziskané pomocou vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti
E | (1(01) = X) (1u(8) = )| = 0.
E | (n(0) - X)?| =€ |E| (u(e) - X)|01] | —E[xile]

T . 2 .
Z Twzt var [th | @l] :| — o (62)
1

= -
t= Zt:1 Wi Zt:1 Wit

b2

+ (1= b;)*var(u(©)) -

=E

1 SOL - b o)
(Et 1 wit) E[0%(©;)]
(Zt 1 Wit + var[u(@ )]) Eiea wi
(ZtT:l Wit + VEJZZ((%Z);] ) 2
E[0%(6;)]

T T ) Elo2(04)] ’
Dotm1 Wit + var[p(©;)]

b2

+ ar(14(0))

odkial rozsfrenim pomocou L | wy; a E[02(6;)] / var [1(6;)] ziskavame pozadované vy-
jadrenia. ]
2.1.3 Regresny Hachemeisterov model

Uvazujme portfolio N rizik. Pre kazdé riziko v portféliu, « = 1,... N, mame vektor
tthrnov $kod X; = (X;1,...,Xs7)" a vektor prislusnych zndmych vdh w; = (w1, ... ,wir) .
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Rovnako ako v predchédzajicich modeloch a je riziko 4 charakterizované
individualnym rizikovym profilom 6;, ktory je realizaciou ndhodnej veli¢iny ©;. V tejto
podkapitole uvazujme, ze parametre modelu 8 nie st pevné, ale si to ndhodné velic¢iny s
rozdelenim zavislym na Struktire kolektivu, znac¢ime 5(0;). Nech pre vsetky i vektor X
podmienene na ©; splita rovnicu regresného modelu

Regresny Hachemeisterov model popiSseme podla monografie Bithlmann a Gisler [5] s
vyuzitim poznatkov o modeloch mnohorozmernej kredibility, ktorym sa v tejto praci
nevenujeme.

Definicia 7. Regresny Hachemeisterov model je model spliiajici pre kazdé i =1,... N:

H1: podmienene na ©; si X; pret =1,....T nezavislé a plati
E[X;|0;] = Y;8(8;)
cov | X;,X,'0,] = 5:(6))

H2: dvojice (©1,X1),...,(On, XN) st nezdvislé a ©q,...,0ON si nezdvislé a rovnako
rozdelené.

V predpokladoch modelu uvazujeme datovi maticu Y; rozmerov N X p hodnosti p a vektor
parametrov 3(0;) dlzky p s linedrne nezavislymi prvkami. Predpoklady modelu st zhodné
s predpokladmi modelu mnohorozmernej kredibility v monografii Bithlmann a Gisler [5,
str. 188].

Pozndamka. Hladdame kredibilitny odhad B(©;), ktory je zavisly na X;, pomocou tzv.
ddtovej kompresie, Bithlmann a Gisler [5, str. 189]. Optimdalna ditova kompresia je
ortogondlna projekcia B(0;) na podpriestor odhadov, ktoré si linedrne v komponentoch
X, a ktorych oc¢akavand hodnota za podmienky ©; je rovna B(0;). Oznacme takito
ortogonalnu projekciu B;.

Tvar B; za predpokladov Regresného Hachemeistrovho modelu uvedieme vo vete
prevzatej z Biihlmann a Gisler [5, str. 206], kde autori uvadzaju aj dokaz. Oznacme
Si = E (cov [ X, X['[6;]) = E[%:(6))].

Veta 8. Za predpokladov Regresného Hachemeistrovho modelu plati:
1. Najlepsi linedrny a individudlne nestranny odhad B(0;) je
B; = (Y/S;7'Y,) 'Y S X
2. Matica strednej kvadratickej chyby B; je
E[(B; — 8(0:))(B; — 8(6:) "] = (Y] §;1Y;) 7"
Pozndmka. Individualnou nestrannostou odhadu rozumieme

E[Bi|6:] = 5(6:).
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Pre prvky Bix(©;) k =1,...,p vektora B(0;) hladdme kredibilitny odhad

— p
ﬁk(@z) = ago -+ Z CijBij. (210)
j=1
zaloZeny na optimélnej datovej kompresii B; = (B, . ..,B;,) ", ktory musi spliiat normalne

rovnice, viz Bithlmann a Gisler (5} str. 72)

Br = E(B(6:)) = aro + Y ax;3; (2.11)
j=1
cov (Bk(0;), Bim) = zp: agjcov (BijBiy), m=1...p. (2.12)
j=

Vektorovo mozno [2.10] vyjadrif ako

—

B(©;) = a; + A;B;
a normalne rovnice
B=a;,+AS
cov (B(64), B]') = A;cov (B;, B/).
Plati
cov (B(8:), B]') = E (cov [B(61), B|6:]) + cov (B(6:),E | B]'|6:])
= cov (8(6:),8(6:)") = K,
cov (Bi, B]') = E (cov | B;,B|6;]) + cov (E[Bi|0] ,E |B/|6:])
= (Y/s7'Y) T +K.

Z normalovych rovnic dostavame

A=K <(Y:S;1Yi)_l - K> o
a; = ]Ip — Az

Kredibilitny odhad §(0;) uvadzame v nasledujicej vete rovnako prevzatej z monografie
Bihlmann a Gisler(5, str. 207). Vyssie sme odvodili tvar kredibilitného odhadu pomocou
odvodenia mnohorozmerného kredibilitného odhadu z uvedenej monografie.

Veta 9. Za predpokladov Hachemeistrovho regresného modelu uvedenych v definicii 7
kredibilitny odhad 5(©;) splria

B(©;) =A;B; + (I, — A;) B,

kde A; = K (K + (Y;S;IYZ»)”)_I je matica kredibilitngych faktorov. Pre maticu strednej
kvadratickej chyby plati

—

E[(3(8) - 0 (B8] ~ BON)] = (1, - A) K.
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Vo vete vyssie uvadzame tvar kredibilitného odhadu §(0;). Kredibilitny odhad thrnu
skdd pre budice obdobie je potom

—

E [X1|@z] = Yiﬁ(@i) .
Uvedieme Specialny pripad regresného Hachemeistrovho modelu, ktory bude pre nas
dolezity v nasledujicej kapitole.

Pozndmka. Uvazujme

11
Y, =1|: ], ﬂ(@ﬂz(?ﬁggzb, Sizazdiag<1,..., 1).

o Wi1 w;T
1 T

Ziskali sme model s linedarnym trendom. Po prvkoch mame

Plati

B; = (Y/S;'Y,) 'Y/ S X,
X,
—1 )
_ Z?:l Wit Zle twgt Zf:l Wit Z?:l twgt :
Zle twgy Z?:l t2wit Zthl twgy E?:l thit )
Xir
. S wy S twy S wi X

1
B (Zle twiy Y, t2wit> <ZtT:1 twitXit> ’

_ , NTY var (50(0;)) cov (Bo(04), 81(6:))
K = cov (8(61), 5(6) )<cov<ﬁo<@i>,m<@i>> var (51(6,)) ) (2.13)
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2.2 Kredibilitné panelové modely v poistovnictve

V tejto podkapitole sa vratime k modelom panelovych dat. Ukazeme, ze kredibilitné
modely uvedené v predchadzajicej podkapitole su Specialne pripady modelov panelovych
dat. Ziskame tym univerzalnejsi sposob, ako modelovat budtci thrn skod.

2.2.1 Panelova verzia Jednoduchého Biihlmannovho kredibilit-
ného modelu

Uvazujme jednoduchy Bithlmannov kredibilitny model. Nahodné veli¢ina X;; predsta-
vuje uhrn skdd v i-tej rizikovej triede v case t. Rozdelenie nahodnej veliciny X;; zavisi
na realizacii ndhodnej veliciny ©;. Nahodna veli¢ina ©; predstavuje individudlny rizikovy
profil i-tej rizikovej triedy. Ukdzeme prepojenie s niektorym z modelov panelovych dat.
Vzhladom na povahu rizikového profilu ©; sa priklonime k modelu jednosmernej chybovej
zlozky s nahodnymi efektmi . Uhrn §kod vyjadrime ako

Xt = 0 + €, (2.14)

kde g; predstavuje chybu. Vsimnime si analégiu rizikového profilu i-tej triedy ©; so
specifickym efektom objektu p;, rizikovi triedu vnimajme ako objekt vystupujtici v modeli
panelovych dat a uvazujme, ze odozva y; v modeli [1.6] predstavuje thrn skod.

Porovnajme vyjadrenie s modelom [1.6] Volbou @;; = z;; = 1 pre vSetky i a t v
modeli ziskame

Vit = a+ 0+ p; + vy (2.15)

Nasim cielom je ziskat odhad ocakavaného tthrnu skod pre budice obdobie podmienene
na rizikovom profile, v tomto pripade na sSpecifickom efekte rizikovej triedy

Elyirlpl = Ela+ B+ ps + viel ] = a + B+ ps.

Podla ¢lanku Frees et al. [2] hladdme najlepsi linedrny nestranny prediktor thrnu skod.
Hladdme odhad p; linedrny v minulych pozorovaniach s najmensou strednou kvadratickou
chybou. Pracujeme s modelom [2.15] Pripometime predpoklady modelu uvazované v teérii
panelovych dat.

Pozndmka. Uvazujme, ze Specifické efekty p; st nezavislé a rovnako rozdelené, naviac

pre +=1,...,N,

=N

E(ui) =0 var(u) =o
E(vy) =0 var(vy) =0
Vit s nekorelované cez t a nezavislé na p;.

Tvrdenie 10. Uvazujme model tvaru[2.15 a predpoklady uvedené v definicii[5. Kredibilitny
faktor je potom tvaru




a najlepsi linearny nestranny odhad uhrnu skod pre budice obdobie je tvaru

T

Elyorsilm] = |1 - a+B)+ Ui
[ T+1| ] T—l—%‘z’ ( ) T—i—%
w n

Dokaz. Hladany odhad musi byt tvaru

- 1 T 1 T
Mz’za‘f‘b@i:a"‘b*E yit=a+b(a+5+m+f§ Vit)
Ti= TS

=a+bla+ B+ u +1v).
RieSime minimaliza¢nu ilohu

. ~ 2
min E (i — )’
za podmienky E [f;] = E [1;] = 0. Podmienku je mozné upravit na tvar

Elfi] =a+bE[y] =a+bla+ ) =0aodtial a = —b(a+ [3). Ziskali sme upravent ilohu
tvaru

. _ 2
minE (s, = (7, — a — §))’] (2.16)
s rieSenim
p— SOV [a,7; —a— Bl cov [pi,ps + 75 var [p] + cov [, 7] Ui
"l oo B varlutw] vl ta]  oit Aol
B T
T+ %
I

V tprave vyssie sme vyuzili nezavislost chyb v;; na p;. Nasli sme najlepsi linearny nestranny
prediktor a je tvaru

fi = ——= (Ui —a—=f). (2.17)

Ocakavany uhrn skod za podmienky p; pre budice obdobie je potom

_ T
Elyiralml =at bt fi=atft —F@i-a-F)

Tu

T
a+ )+ Y-
T+£( ) T+ %
w w

]

Porovnajme toto vyjadrenie s kredibilitnym odhadom za predpokladov jednoduchého
Biithlmannovho kredibilitného modelu Riesenie tlohy b predstavuje kredibilitny faktor.
Opét sme ziskali vazeny priemer vyberového priemeru minulych dat rizikovej triedy, v
tomto pripade 7, a celkového priemeru, v tomto pripade o + 3, v pripade modelu
kolektivneho poistného .
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Ukazeme si, ako v pripade modelu vyzerda odhad parametru a + . Pre vsetky ¢
mame

yi = (a+ B) 1y + pily + v,
a plati
var(y;) = var [(a + B) 17 + uily + v;) = var(u;1y) + var(v;) = o2 1T1T + 2l
= Q.

Kovariancna matica vektora y je blokovo diagonalna s maticami €2; na diagondle a je
tvaru

Q= ]IN X (O’Z]_T]_; + USHT) .
Uvazujme znadenie zavedené v ¢asti[1.6] Odhad parametrov modelu a + 3 je tvaru
a+B= (130 Inr) 132y, (2.18)

kde inverz diagonalnych prvkov kovariancénej matice vektora odoziev y bol vypocitany
pomocou vzorca Sherman-Morrison uvedenym v ¢lanku Bartlett [6]. Pre vsetky i =
1,..., N plati

0.2
1 L 1 o?
R e e b T
o2 1+ %7 o, o2 (O’ZT + 03)

a inverz kovarianc¢nej matice vektora odoziev je potom tvaru

_1 1 ai
Ol =Ty @ [ Sl — Ir|.
I, o2 (U?LT + 03)

Vyjadrenie postupne upravime. Plati

ey = S 10y = S (g1, - — Ty
NT NT—Z T4 T—Z 21T rlr )1TJT1T

2(52 2
=1 =1 JV O-V(O-HT + UV

B ﬁf: T o2 T? B ZN: T
A o021 + o}) N ol + o2’

a odtial dostavame

N N N N
— T T T 1 1
o+ = "o |, 9 7 "9 i

’ (Zoﬂ) 2T 7 ;T+"ZZ Z o 520
u
—1
N N T
—Ts-
= % X;Tjt?
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Vsimnime si, Ze v upravenom vyjadreni odhadu vystupuje prave kredibilitny nasobitel

ktory bol odvodeny pri hladani ocakavaného tthrnu skod pre budice obdobie.

2.2.2 Panelova verzia Heteroskedastického modelu
Biihlmann-Straub

Uvazujme hetersoskedasticky model Biihlmann-Straub. Rovnako ako v casti [2.2.]
uvazujeme vyjadrenie thrnu skod Dalej uvazujme, zZe odozva v modeli predstavuje
uhrn skod. Opéf volime x;; = z;; = 1 pre vsetky ¢ a vsetky t. Dostaneme vyjadrenie [2.15]
Pozndmka. Uvazujme, ze Specifické efekty p; st nezavislé, rovnako rozdelené a nezavislé
na v, naviac

E(ui) =0 var(p;) =0, pre i=1,...,N,
2
E(vy) =0 var(vy)=-—% pre i=1,....N,t=1,...,T,
Wit
vy st nekorelované cez t. Kovarianéna matica vektora v; je diagonalna s prvkami Z—%

Potom mame

2
O-l/
var [y | ] = var [a 4+ 8 + p; + vig| ) = var(vy) = —=.

Wiy

Rovnako ako v podkapitole budeme namiesto vyberového priemeru uvazovat vazeny
D WitYit

priemer pozorovani 7, ,, = “<5——. Nasim cielom je ziskat odhad ocakavaného ihrnu
’ Wit

t=1
skdd pre budiice obdobie podmienene na rizikovom profile, v tomto pripade na Specifickom
efekte rizikovej triedy

Elyiriil] = Ela+ B+ i + vie|pi] = o+ 5+ .

Tvrdenie 11. UvazZujme model tvaru |2.15 a predpoklady uvedené v poznamke |2.2.2.
Kredibilitny faktor je potom tvaru

T
Zt:1 Wit

T 7 42
T o
Zt:1 Wi + é

a najlepsi linedrny nestranny odhad thrnu Skod pre budice obdobie je tvaru

T
Zt:l Wiy

T
. Zt:l Wi _
T 0. 4 %
Zt:1 Wi + o2

(O_/ + 5) + o2 Jiw:
23:1 Wi + %

E[?/z‘,Tﬂ |Mz] =

Dokaz. Hladdme odhad tvaru

T

— _ —1 WitV

i :ai+b,-yi7w:a,-+bi (a—l—ﬂ—l—umth_j}H) .
Zt:1wit
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a riesime minimaliza¢ni tlohu Postupujeme rovnako ako v podkapitole[2.15] RieSenim
je

cov sy — @ = 7] var [ju] o2
P = — = L _ _
var [y. —a-— 5} D Wit o2 4 — o2
i,w var | ; + ZL o T S
T
D=1 Wit

= =
D1 Wi + o5
m

Nasli sme najlepsi nestranny linearny odhad tvaru

T
~ Zt: 1 Wit

[ 2
T o
Zt:1 Wi + é

(yi,w — Q= 6)7

ocakavany tthrn skod za podmienky p; pre budice obdobie je potom

= ~ ZtT:1 Wit _
Elviralwl =a+B8+ti=a+8+ —— = Uiw—a—0)
Et:l Wi + é
T . T .
— Zt:l w’Lt (a + 5) _'_ Zt:l w’Lt 7i’w,

I o2 T o2
Et:l Wy + é Etzl Wi + é

]

Riesenie minimaliza¢nej tlohy opat predstavuje kredibilitny faktor. Ziskali sme
vazeny priemer vazeného priemeru minulych dat v danej rizikovej triede a celkového
priemeru.

Ukézeme, ako v pripade tohto modelu vyzera odhad parametra a + 3. Pre vSetky ¢
mame

yi = (a+ B)1r + pily + vy
a plati

1 1
var(y;) = var(pilr) + var(v;) = 0.1l + ojdiag ( e ) = Q.
Wiy Wit

Kovarian¢nd matica vektora y je blokovo diagonalna s maticami €2; na diagondle a je
tvaru

1 1
Q=Iy® UZ]IT+UZdiag< R, >
Wi1 wit

Odhad parametrov modelu « + /3 je tvaru

at B =140 1yr) 1,0y, (2.19)
Inverz diagonalnych prvkov kovarian¢nej matice vektora odoziev y bol vypocitany pomocou
Sherman-Morrisonovho vzorca uvedeného v ¢lanku [6]. Oznac¢me diag (w1, ..., wir) = Ip.
Pre vSetky ¢+ = 1,...,N plati

0.2
1 1 ﬁIDlTI'}EID 1 O'ZID]-T]-;ID
Q7 =—5Ip— 5 T =—Ip———; 27
oy 1+ é Et:l Wit oy O-l/(o-l/ + ou Zt:l wit)
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a kovarian¢na matica vektora odoziev je potom tvaru

2

B 1 2 IplrllIp
QIZHN@) TID_(D)UQ P
0-1/ 1 + 7‘5 Zt:l Wit

Vyjadrenie postupne upravime. Plati

N N 29T T
1 c°1+1p17141p1
1;TQ_11NT221;Q;11T:Z (21’}—ID1T— piriplrlpiply )

T
i1 i—1 \Ou op(0F + 0% 371 Wit)
2
N T o o2 (ZT W ) N T o
o thl Wit Iz t=1 it . Z Zt:l Wit
= — T - T )
i=1 o} op(op + ‘7,3 D=1 Wit) oot 03 D1 Wit

N 2 T T
1 05> 4 WirlpIp
NT: Y Z % Y Z g2 TP 03(03—1—022?:11171'0 Y

I
(=
/
o
=
5|0
S~
<

a odtial dostdvame

-1
iy (i\f: i Wit ) iV: < 171p ) ”

2 2 T ) 2 2 T )
D10, 0D Wt T \oy + 0> Wi

-1

N T N T
3 _ D= Wit 3 L= Witlit
T 2 T 0
i=1 D= Wit + % i=1 2g—1 Wit + ZT%
—1
N T N T
b _ Xi=m Wi ) _ L= Wi

T o2 T o2 Jiw:
=1 Doy Wit + é =1 Do Wit + é
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2.2.3 Panelova verzia Regresného Hachemeistrovho modelu

Uvazujme Regresny Hachemeistrov model. V modeli [1.6| zvolime (1,z}) = z;} = (1,1)
pre vsetky ¢ a vSetky ¢, ¢im ziskame model s linedirnym trendom. Upraveny model je tvaru

Yit = (1,93;) (g) + z;ui + vy = a+ Bt + pio + pint + vy (2.20)

Uvedomime si, ze a 4+ ft predstavuje trend spolo¢ny pre vsetky rizikové triedy, p;t
Specificky trendovy efekt i-tej rizikovej triedy.

Poznamka. Dalej uvazujeme, ze Specifické efekty p; si nezavislé, rovnako rozdelené a
nezavislé na v;; cez t, naviac

E(ni) =0 var(u;) =D = iy pre i=1,...,N,
dio dy
21 1 1 :
E(I/Z) =0 V&I‘(l/i) :0’]}d1ag< ey ) pre = 1,“.7]\[,
Wi1 W4T

v;; su nekorelované cez t.

Nasim cielom je ziskat odhad ocakavaného tthrnu skod pre budice obdobie podmienene
na rizikovom profile, ktory je v tomto pripade reprezentovany Specifickym efektom rizikovej
triedy

Elyirilps) = Ela+ B(T + 1) + pio + pa (T + 1) + vi g | 4]
= « +6(T—|— 1) + Wio +HJ,’1(T—|— 1).

Podla ¢lanku Frees a kol. [2] hladdme najlepsi linedrny nestranny prediktor ihrnu skod.

Hladame odhad vektora $pecifickych efektov danej rizikovej triedy p; linedrny v minulych
pozorovaniach s najmensou strednou kvadratickou chybou. Riesime tlohu

min E [(Nz — i) (i — E)T} : (2.21)

V modeloch a sme uvazovali priemer pozorovani a vazeny priemer pozorovani.
Zvolime datovi kompresiu analogicky ako v [2.1.3]

—1
_ ( S iwy YL twy > ( S Wiy

L — Wy, 2.22
Y; 23:1 twit 23:1 t2wit 231:1 twityit) i Y ( )

Tvrdenie 12. Uvazujme model tvaru [2.200 a predpoklady uvedené v poznamke [2.2.5.
Kredibilitng faktor je potom

o det(DW,)I, + o>DW,
" det (DW,) + o4 + 02 Tr (DW,)

a najlepsi linéarny nestranny odhad tuhrnu skod pre budice obdobie je tvaru

Elyira|pi] = (L, T + 1) (I — By) <g> + (LT + 1)B;y;.

35



Doékaz. Hladany odhad mé byt pozadovaného tvaru p; = a; + By, a chceme, aby platilo

T T
o - —1 Wit + B30 twye
B[] = a; + Bw;t | O 2= Wi ! = E[p;] = 0.
2 ' <a2?1twit+6zflt2wit e

Ziskavame

G = B,W:! Fio ZTthl Wit — fhi1 ngzl tw + Zz;zl WitVit
’ ’ [io Doty twi — i Sy Pwy + 30 twi vy

T
_myy-! . D=1 WitlVit _ Ryl
= B,W; <qul + <ZL tw”yﬁ)) B,W; 7.

Riesime upravenu tlohu

(2

min E [(ul — IB%Z-W;lr) (ui — BiW-’lr)T

b;

s riesenim
-1 1.\ !
B; = cov (ui,Wi r) var (Wi 'r) :

Vyuzitim predpokladov o nekorelovanosti vy cez ¢, E(v;;) = 0 a nezavislosti p; na vy
dostaneme

T vy
var (Wi—l,r) — W var(r) W = W (var (W;p;) + var (gfllzf;;yzzt)) Wit

=D+ o2W;
podobnym postupom ziskame cov (Mu W, lr) = D. Riesenie minimalizacného problému

-1
je potom tvaru B, =D (D +02W; 1) . Toto vyjadrenie postupne upravime. Plati

(ID) + aZW;l)il = !

. 2uy—1
~ det (D+02W; ) o (B o)

kde

o2 T o2 T
adj (D + o2W; 1) = ( d22 + gy, L= Wit —diz + gy 2o twit)

o T a? T 2
—di2 + g Xim twie du + i e P Wi

:<d22 —d12>+ o (Ethlwit Zthlt’wit>

—dip  dyy det W, Zthl tw;y Zthl 2wy,
—adi D+~ W, — det(D)D! + — LW,
- detW,; detW, "

_ det (DW;) + o + o2 Tr (DW,)
- det Wz ‘

det (]D) + 03W[1>

Riesenie problému je potom

2

o det W,
B; = | det(D)I o DW; Z

~ det (DW,) + o4 4 02 Tr (DW;)
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Nasli sme najlepsi nestranny linearny odhad vektora u; a je tvaru

- _ det (]D)WZ)HQ + O'Q]DWi _ — «
i Bl ! = = ! i 7
H YT T et DW,) 1ol + 02T (DW,) T\ Y 3))

ocakavany thrn skéd za podmienky u; pre budice obdobie je potom

«

€l = 741 () + 0+ 1) (w7, - B 5

=(1,T+1) (I —By) <g> + (1,7 + 1By,
Ziskali sme vazeny priemer celkového priemeru a y; s kredibilitnym faktorom B;, ktory je
rieSenim minimalizacnej tlohy pre volbu O

UkéZeme si, ako v pripade tohto modelu vyzerd odhad vektora parametrov (a, ). S
volbou (1,z;,) = 2z,; = (1,t) pre vietky i mame

1 =z} 2z} 11 11
yo=|: <g>+ s (Z’jo)wi: - (g) | (’/fo)wi
1zl 21 VY 1T 1 7))V
=T, ° +T; Hio + vy
5 Hit
a plati
Hio T 21 1 1
var(y;) = var |T; + var(v;) = T,DT, + o diag ( e ) =Q,.

Hit Wiy wir

Kovarian¢na matice vektora y je blokovo diagondlna s maticami €2; na diagonale a je tvaru
Q =1Iy®Q; . Odhad metédou zobecnenych najmensich stvorcov vektora parametrov
(a, B)7 je tvaru

(@p)T =(TTo'T) 'TTay. (2.23)
Inverz diagonédlnych prvkov matice € vypocéitame pomocou Woodburyho maticovej identity,
[7]. Pripomenme znacenie diag (w;1, ..., w;r) = Ip. Pre vetky i = 1,..., N plati
-1
1 1 1 1
O, =—=Ip— =IpT; <D—1 + ’]I‘iT2ID']I‘i> T = Ip
O-l/ O-V UV UV

1 1 PR T N
O-I/ v v

a inverz kovarianc¢nej matice vektora odoziev je potom

-1
1 1 1
O Iy ® (QID — j]DTz (]D)_l + 2W2> T;I—ID> .
o2 ok o

v
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Vyjadrenie postupne upravime. Plati
N
T'Q'T=> T Q;'T;
i=1

-1
1 1 1
=Y (2’1[‘][1{]1) — =T/ IpT; (Dl + 2Wi> TZID’JI)-)
: o g, g

=1 v v

N[ 1 1 !
3 (w- —W, (Dl + 2W¢> W,
i—1 g sz O'V

N

PRAEE
s det(DW,)Iy + o2DW, B %B'
= det (DW,) + ot + 02 Tr (DW,) ="

=1 =1

N 1 1 1o\
To-1 TO- T - T
T Q yZ;TiQilyi :;<O_2Ti[D_U4Wi<Dl+O_2Wi> T; Ip | i
N
= ZBz‘@
i=1

a odtial dostavame

_1N

W = (Z:&) Z:Bzyz

2.3 Odhady strukturalnych parametrov

Kredibilitné odhady thrnov skdd obsahuju vo vyjadreniach rozptyly Specifickych
efektov a chybovych zloziek, takzvané strukturalne parametre. Hodnoty tychto parametrov
nepozname, je potrebné ziskat ich odhady. UkaZeme si metdédu rezidualnej maximalne;j
vierohodnosti (restricted maximum likelihood alebo residual maximum likelihood), ktora
bola v tomto kontexte pouzitd v ¢lanku Frees a kol. [2]. Tito metédu nésledne pouzijeme

v kapitole [3]

Uvazujme model jednosmernej chybovej zlozky s ndhodnymi efektmi a zdruzenu
normalitu Specifickych efektov a chybovych zloziek pre kazdy objekt. Pre kazdé
1=1,..., N plati

i1

LT (D 0
ol vom oo (2 0)

vit

Pre jednoduchost uvazujeme znacenie X; = [17X;] a 8 = [a 8]". Vektor odoziev i-tého
jednotlivea y; = X;8 + Z;p; + v; sa sklada z deterministickej casti X;3 a z linearnej
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kombinécie normélne rozdelenych (u; , ). Plati
yi ~ N (XiB, (7)) ,

kde Q;(7) = var(y;), T zna¢i nezndme strukturdlne parametre. Pre cely vektor odoziev
plati y ~ N (XB,Q(7)) .

Definujeme projekéntt maticu Q = Iy — X(XTX) !XT a uvazujeme vektor rezidui
odhadu metédou najmensich stvorcov Qy = y — X(X'X)'X"y = QZp + Qu. Takto
transformovany vektor odoziev nezavisi na parametroch S.

Odhady Trgy metdédou rezidudlnej maximalnej vierohodnosti maximalizujt rezidu-
alnu logaritmicku vierohodnost

~ 1
Lremr (ﬁGLS;T) =3 log det (€(7)) + log det (XTQ(T)AX)

+ (y — XBars) QAT) Ny — XBars) |

sucet stvorcov chyb

Bers znadi odhad vektora parametrov 8. Plati Bars = B, [2]. Odvodenie reziduélne;j
logaritmickej vierohodnosti sa nachddza v ¢lanku Frees a kol. [2].

Ukézeme si, aky tvar mé rezidudlna logaritmicka vierohodnost pre jednotlivé uvazo-
vané panelové verzie kredibilitnych modelov. V pripade Jednoduchého Biithlmannovho
kredibilitného modelu je rezidualna logaritmicka vierohodnost tvaru

~ 1 o2+ 02T N T
Lremr (BGLS, 7’) =5 [N log (02M> + NTlogo’ + log <Z )

2 2

+(y—1vr(@t9) Ar) 7 (y — Le(at )

Y

kde

Q) =Iy® (12117’ — %n )JT) .

b o2 (UZT + 02
V pripade Heteroskedastického modelu Bithlmann-Straub ziskavame tvar

a ZTf Wit
N log det (ai]IT + afID) + log (Z =1 )

2 2 T )
i—1 0, T 0, 2 t—1 Wit

Lremep (BGLS, T) = —;

+ (y — 1NT(06/+\5)>T Q(r)~ (y - 1NT(JF\5))

Y
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a Ip = diag(w;, . . ., wyr). Nakoniec, v pripade Regresného Hachemeistrovho modelu

mame

_ 1 N
LREML,?) (ﬁGLS; ’T) = —5 [logdet Q(T) + IOg detZIB%i

=1

+(y- 1@ o) (v 165 ] ,

kde
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3 Numericka studia

Cielom kapitoly je ukazka aplikdcie tedrie odvodenej v kapitole [2 Kapitolu ¢lenime
na dve podkapitoly. Prva je venovana Regresnému Hachemeistrovmu modelu, druha zas
jednoduchsiemu Heteroskedastickému modelu Bithlmann-Straub.

3.1 Data Hachemeister

V tejto podkapitole si ukazeme prakticku aplikaciu teoretickych poznatkov z kapitoly
na Hachemeistrovych datach, viz Hachemeister [8]. Na tito aplikdciu pouzijeme prostredie
R |9]. Déta su dostupné v balicku actuar [10]. Skratent podobu dét uvddzame v tabulke

B.1

State ‘ Ratio1 Ratio2 .. Ratio 12 ‘ Weight 1 Weight 2 .. Weight 12
1 1738 1642 . 2517 7861 9251 9077
2 1364 1408 .. 1471 1622 1742 1861
3 1759 1685 .. 2059 1147 1357 1121
4 1223 1146 .. 1306 407 396 342
5 1456 1499 . 1690 2902 3172 3425

Tabulka 3.1 Data Hachemeister

Data obsahuju priemerné uhrny skéd, Ratio 1 az Ratio 12, a prislusné pocty skod, Weight
1 az Weight 12, v piatich statoch USA v priebehu dvanastich stvrtrokov, medzi rokmi
1970 a 1973.

Pozrieme sa na zakladné popisné charakteristiky dostupnych dat, uvadzame ich v
tabulke [3.2] Priemerné ihrny a priemerné pocty pre jednotlivé staty uvadzame v tabulke
8.3l Vyvin priemernych thrnov §kéd sme graficky zobrazili na obrazku [3.1] vyvin poétu
skdd sme graficky zobrazili na obrazku (3.2} Priemerné tthrny skod a pocty skod sa pre
jednotlivé Staty vyrazne liSia. VSimnime si rastuci trend priemerného thrnu skod na

obrazku [3.1]

Premenné‘ Min Dolny kvar. Str. hodnota Median Horny kvar. Max

Ratio 1010 1462 1671 1612 1829 2517
Weight 287 1058 2901 1622 3190 9456

Tabulka 3.2 Popisné charakteristiky dat Hachemeister
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Priemerny Uhrn §kéd

2500

2000

1500

1000

Stat ‘ Priemerny tthrn  Priemerny pocet tthrnov

1 2022.636 7897.846
2 1514.091 1643.539
3 1800.273 1214.923
4 1365.273 419.846
) 1590.273 2907.692

Tabulka 3.3 Priemerné tthrny a priemerné pocty skod

Priemerny uhrn §kéd podla obdobia
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Obr. 3.1 Grafické znazornenie vyvinu priemerného tthrnu skod

Cielom je modelovat priemerny tihrn skod pre budici stvrfrok v jednotlivych statoch.
K dispozicii mame priemerné tthrny za minulé stvrtroky. Uvazovand odozva, priemerny
uhrn skéd, preukazuje systematicky trend. Zaroven vnimame vyrazné rozdiely medzi
jednotlivymi statmi. Je preto prirodzené uvazovat regresny model s linedrnym trendom
a Specifické trendové efekty pre jednotlivé staty, rovnako ako v ¢lanku Frees et al. [2].
Uvazujme regresny Hachemeistrov model s linedrnym trendom [2.1.3] UkdZeme si niekolko
moznosti odhadu so zakladnym rozlisenim na kredibilitny model a panelové modely.

3.1.1 Odhad kredibilitného Hachemeistrovho modelu

Model uvedeny v zaverecnej poznamke v podkapitole odhadneme ako kredibilitny
model vyuzitim balicka [10]. Pripomenme znacenie zavedené v podkapitole [2.1.3]
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Obr. 3.2 Grafické znazornenie vyvinu poc¢tu skod

Ziskavame odhady strukturalnych parametrov. Odhad kolektivneho poistného

5 (1468775
—\ 32,040 )

odhad strednej hodnoty rozptylov rizikovych tried (within-class variance)

E (02(0;)) = 49870187,

odhad matice K (between-class variance)

X 24154175 2699,975
. . . TY ) )
K = cov (8(60).6(01)7) = < 2699,975 301,806) |

Matica between-class variance vyjadruje, ako sa zlozky parametra 3(0;), intercept a trend,
lisia medzi rizikovymi triedami, pripomenme [2.13]

V nasledujicej tabulke pre jednotlivé staty uvadzame individualne odhady B;, matice
kredibilitnych faktorov A;, upravené koeficienty a kredibilitné odhady (predikcie) Y,H@\Z)
Pod pojmom upravené koeficienty rozumieme odhad kolektivneho poistného upraveny o
odhad specifického efektu statu, teda B + ;. Kredibilitné odhady pre budice obdobie st

zobrazené na obrazku [3.3]
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Stat ‘ Individ. odhady B; Kred. matica A; Upravené koef. Predikcia

1 16 581,472 0,549 3,972 1693,523 2436,752
62,392 0,061 0,444 97,171

2 1398,303 0,531 3,912 1373,030 1650,533
17,140 0,059 0,437 21,346

3 1533,000 0,532 3,770 1545,364 2073,296
43,307 0,059 0,421 40,610

4 1176,704 0,478 3,421 1314,549 1507,070
27,807 0,053 0,382 14,809

) 1521,899 0,539 3,965 1417,409 1759,403
11,874 0,060 0,443 26,307

Tabulka 3.4 Odhady kredibilitného Hachemeistrovho modelu s linedrnym trendom

Priemerny uhrn $kéd podla obdobia

2500

2000
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Obr. 3.3 Kredibilitné odhady
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3.1.2 Odhad modelu panelovych dat

Déta si upravime do formatu uvedeného v tabulke (3.5

Priemerny tthrn  Obdobie Stat Véha

1738 1 1 7861
1642 2 1 9251
1794 3 1 8706
1364 1 2 1622
1690 12 5 3425

Tabulka 3.5 Déata Hachemeister po tprave

Uvazujme panelovi verziu Regresného Hachemeistrovho modelu s linedrnym trendom
2.20] Model odhadujeme ako linedrny zmieSany model, [2], prostrednictvom balicka 1me4
[11] a glmmTMB [12] v prostredi R [9]. Balicky sme zvolili z dévodu moznosti modifikacie
nastaveni odhadu modelu.

Okrem odhadu parametrov samotného modelu potrebujeme ziskat odhady rozpty-
lovych zloziek var(p;) = D a var(vy) = o2, ktoré vystupuji v kredibilitnom faktore,
pripomenme podkapitolu [2.3] Na odhad rozptylovych zloziek pouzivame metédu maximél-
nej vierohodnosti (mazimum likelihood) a reziduélnej maximélnej vierohodnosti (restricted
mazimum likelihood alebo residual mazimum likelihood). Vierohodnostni funkciu maxima-
lizujeme iterativne. Porovndvame odhad ziskany predvolenou iteracnou metédou a inymi
moznymi volbami, konkrétne metodou Nelder-Mead a BFGS. Pociato¢né hodnoty tychto
iterativnych algoritmov odhadujeme Swamyho momentovym odhadom, Frees et al. |2,
str. 238] alebo predvolenymi nastaveniami. Zaroven sa vyskusame obmedzit na pozitivne
definitné odhady matice D pomocou [12], kde sa aplikuje Choleského rozklad korelaénej
matice. Kombinacie vSetkych moznosti medzi sebou porovname.

Pre jednotlivé staty sme vypocitali vektory

—1
g, = Sywy S twy S Wiyt — W'y
! 23:1 twgg Z?:l tzwit 23:1 LW Yit v

pomocou balicka tidyverse [13]. Hodnoty uvddzame v tabulke [3.6]

Stat | 1 2 3 4 5

(1658 (1398 [1533\ [1177\ (1522
Yi 11624 17,1 433 27,8 11,9

Tabulka 3.6 Hodnoty y,; pre jednotlivé staty

V tabulkach [3.7 a [3.8| uvadzame niektoré vysledky odhadov modelu ziskané roznymi
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kombinaciami nastaveni, ktoré sme pre jednoduchost oznacili Styrmi pismenami. Prvé
pismeno znaci pouzitie reziduélnej alebo klasickej maximélnej vierohodnosti (r alebo m),
druhé pismeno znaci pouzitie predvoleného iterativneho algoritmu alebo inej volby (d
alebo i), tretie pismeno zna¢i pouzitie predvoleného nastavenia pre poc¢iatocné hodnoty
alebo Swamyho momentovy odhad (d alebo s) a $tvrté pismeno znadi, ¢i sme pozadovali,
aby bol odhad matice D pozitivne definitny (y alebo n).

Nastavenie | Kol. poistné Specifické efekty pre jednotlivé Staty
1 2 3 4 )
rddn 1499,230 162,780 —69,148 55,736 —111,112 —38,256
27,960 33,629 —14,285 11,515 —22,955 —7,903
rddy 1457,713 200,763 —59,427 75,292 —280,787 64,158
32,499 29,893 —15,357 10,807  —4,721 —20,621
ridn 1501,310 158,678 —67,540 54,116 —107,713 —37,542
27,750 34,090 —14,510 11,626  —23,140 —8,065
ridy 1457,709 200,767 —59,422 75,297 —280,807 64,165
32,500 29,892 —15,358 10,806 —4,719  —20,622
rdsn 1489,430 182,087 —76,661 63,436 —127,360 —41,502
29,980 31,407 13,223 10,942 —21,968 —7,158
rdsy 1489,430 182,087 —76,661 63,436 —127,360 —41,502
29,980 31,407 13,223 10,942 —21,968 —7,158
risn 1501,330 158,638 —67,522 54,103 —107,688 —37,532
27,750 34,095 —14,512 11,628 —23,145 —8,067
Tisy 1457,709 200,767 —59,422 75,297 —280,807 64,165
32,500 29,892 —15,358 10,806 —4,719  —20,622

Tabulka 3.7 Kolektivne poistné a specifické efekty

Nastavenie Predikcia pre budice obdobie
1 2 3 4 5

rddn 2462,670 1607,851 2068,136 1453,183 1721,710
rddy 2469,571 1621,135 2095,985 1538,038 1676,290
ridn 2463,922 1605,911 2067,331 1453,541 1719,689
ridy 2469,571 1621,134 2095,985 1538,054 1676,288
rdsn 2456,486 1617,548 2071,785 1453,165 1731,545
rdsy 2456,486 1617,548 2071,785 1453,165 1731,545
TiSN 2463,938 1605,883 2067,330 1453,492 1719,665
Tisy 2469.571 1621.134 2095.985 1538.054 1676.288

Tabulka 3.8 Predikcie pre budice obdobie

Medzi jednotlivymi nastaveniami vnimame rozdiely, najma v odhadoch Specifickych
efektov jednotlivcov. Hodnoty sa vSak opakuji. Vystupy zaokrtihlené na tri desatinné
miesta si identické v pripade nastaveni ridy a risy, zmena nastavenia pociatocnych hodnot
odhady nezmenila, podobné hodnoty sme ziskali nastavenim rddy. Podobné vystupy
sme ziskali aj s nastaveniami ridn a risn, v tomto pripade taktiez zmena nastavenia
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pociatocnych hodndét odhady nezmenila. V pripade nastaveni rdsn a rdsy je vystup
identicky, v tomto pripade podmienky kladené na odhad matice D vysledok nezmenili.

Odhady rozptylovej matice Specifickych efektov D a odhady o2 pre jednotlivé kombi-
néicie nastaveni uvadzame tabulke [3.91

Nastavenie ‘ D Odhad o2

rddn 13240  2734,738 | 4,744 -107
2734,738 564,9

rddy 33124,1 1947,691 | 14327,5
1947,691 423.7

ridn 11982  2574,499 | 4,76-107
2574,499 553

ridy 37505  2141,957 | 143276
2141,957 452,3

rdsn 21300 3673,31 | 4,683 -107
3673,31 6,337 -107

rdsy 21300 3673,31 | 4,683 -107
3673,31 6,337 -107

risn 11980  2574,264 | 4,760 - 107
2574,264 553,4

risy 37505  2141,957 | 143276
2141,957 452,3

Tabulka 3.9 Odhady kovarianc¢nej matice Da o2 pre data Hachemeister

V pripadoch, ked sme od odhadu matice D nepozadovali pozitivnu definitnost, su
vystupy odhadu modelu ziskané metdédou maximalnej vierohodnosti zhodné s vystupmi
odhadu toho istého modelu ziskanymi metdédou rezidualnej maximalnej vierohodnosti.
Ak sme pozitivnu definitnost pozadovali, odhady modelu ziskané metédou maximalne;j
vierohodnosti ani v jednom pripade nekonvergovali, Hessian nebol pozitivne definitny. V
pripade modelov ridn, rdsn a ich verzii ziskanych metédou maximalnej vierohodnosti je D
pozitivne definitna matica, aj ked sme to pri odhade modelu nepozadovali.

Predikcie pre jednotlivé kombinacie nastaveni st graficky znazornené na obrazkoch
a[3.5 Vyrazné rozdiely medzi nastaveniami nevnimame, hodnoty predikcif st velmi
blizke. Vsimnime si vSak vyrazne podobné hodnoty predikcii pri nastaveniach, kde sme
pozadovali pozitivnu definitnost D a kde nie. Iné nastavenia nemaju na hodnotu predikcii

zasadny vplyv.
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Obr. 3.4
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Obr. 3.5
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Zaujimalo nas porovnanie casovej narocnosti jednotlivych moznosti. Na porovnanie
¢asovej narocnosti sme pouzili balicek microbenchmark [14]. Vysledky boli vzdy ziskané
zo sto odhadov modelu a st uvedené v tabulke v milisekundach. V tabulke uvadzame
casovu narocnost len pre nastavenia, pre ktoré odhady modelu konvergovali. Odhad
kredibilitného modelu v porovnani s predvolenym nastavenim rddn odhadu ako modelu
panelovych dat je vyrazne rychlejsi. Ak vsak zmenime nastavenia, vyrazne rychlejsim sa
stava odhad modelu panelovych dat.

Metoda ‘ Min Dolny kvar. Str. hodnota Median Horny kvar. Max

kred. m. | 6,86 7,14 7,85 7,34 7,86 14,71

rddn 13,12 14,44 17,17 15,16 16,69 51,41

mddn 0 0 8,6-107° 0 1074 42.1074
rddy 0 0 10,2-107° 1074 1074 43-1074
ridn 0 0 6,9-107° 0 1074 32.1074
midn 0 0 46-107° 0 0 39-1074
ridy 0 0 6,4-107° 0 0 541074
rdsn 0 0 6,5-107° 0 1074 33-1074
mdsn 0 0 45-107° 0 1074 32.1074
rdsy 0 0 7,2-107° 0 1074 46 - 1074
risn 0 0 7,7-107° 0 10~* 371074
misn 0 0 7,1-107° 0 1074 361074
risy 0 0 10,2-107° 10~4 104 351074

Tabulka 3.10 Casova niaro¢nost jednotlivych nastaveni v milisekundach
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3.2 Worker’s compensation data

V tejto casti zaverecnej kapitoly budeme pracovat s datami Worker’s compensation
data z knihy Klugman [15], s rovnakymi ddtami pracuju v ¢lanku Frees et al. [16]. Data
sme ziskali kontaktovanim S. Klugmana.

K dispozicii mame celkovii hodnotu miezd v dolaroch vyplatenych spolo¢nostami v
jednotlivych rizikovych triedach zamestnancom (payroll) a celkovi hodnotu strat (loss),
ktoré plynuli z celkovej alebo ¢iastoénej neschopnosti, rovnako v dolaroch. Uvazujeme
celkom 121 rizikovych tried a 7 ¢asovych obdobi, rokov. Cielom je modelovat pomer loss a
payroll, teda straty na dolar vyplatenych miezd, zna¢ime PP. Premenna payroll je jednotka
objemu, vzhladom ku ktorej sme normovali premennt loss. Premennt payroll povazujeme
za vahu. Pozorovania, pre ktoré je Payroll rovné 0, su celkom 2 a nachédzajui sa v rovnakej
rizikovej triede. Ak by sme odstranili len tieto pozorovania, pre danu rizikovu triedu by
sme nemali kompletni ¢asovi radu, odstranime preto celi rizikovi triedu. V ¢lanku [16]
odstranili aj pozorovania, pre ktoré je Loss rovné 0, celkom 63 pozorovani, a ponechali aj
triedy s chybajticimi pozorovaniami. My sme sa rozhodli tieto pozorovania ponechat. Ich
odstranenim by sme rovnako sposobili nerovny pocet pozorovani v jednotlivych triedach a
nasledné vynechanie velkého mnozstva rizikovych tried.

Na obrazkoch a [3.8 moZeme vidiet vyvin premennych payroll, loss a PP pre
jednotlivé Stéty. Zakladné popisné charakteristiky uvddzame v tabulke [3.11] Je dolezité
vsimnut si vyrazné rozdiely v odozve jednotlivych rizikovych tried. V porovnani s obrazkom
zobrazujucim vyvin odozvy pre data Hachemeister vsak nevidime ziaden trend. Vysoké
hodnoty vah payroll v porovnani s hodnotami odozvy PP predstavovali v niektorych
pripadoch pri odhade modelu problém s konvergenciou. Z tohto dévodu sme vahy payroll
do modelu vkladali vydelené 10°. V pripadoch, v ktorych bolo mozné model odhadnit aj
s povodnymi vahami, boli vystupy identické. Od tohto momentu uvazujeme modifikované
vahy:.

Premenné‘ Min Dolny kvar. Str. hodnota  Median = Horny kvar.
Payroll 6,625 - 102 9,275 - 106 1,807 -10%  3,132-107 1,048 -108
Loss 0 128983 1556128 439343 1632857
PP 0 0,006 0,018 0,013 0,023

Premenna Max

Payroll 6,137 - 10°

Loss 22540025

PP 0.369095

Tabulka 3.11 Popisné charakteristiky dat Klugman [15]
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Vyvin celkovej mzdy v ¢ase pre jednotlivé triedy
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Obr. 3.6 Celkova hodnota mzdy (payroll)

3.2.1 Odhad kredibilitného modelu

Model odhadneme ako kredibilitny model pomocou balicka . Vzhladom na chybajuici
trend v odozve PP a uvazované vahy, je prirodzenejsie odhadntut model ako Heteroskedas-
ticky model Biihlmann-Straub [2.1.2] Déta prevedieme do formatu, v akom sme mali aj
data Hachemeister, |3.1

Ziskavame odhady strukturalnych parametrov, odhad kolektivneho poistného
o = B (@) = 0,017,

odhad strednej hodnoty rozptylov rizikovych tried (within-class variance)

E[0%(0;)] =8,024-107°,

odhad rozptylu strednych hodnét medzi jednotlivymi rizikovymi triedami (between-class
variance)

var [11(0;)] = 0,003.

Stredna hodnota rozptylov rizikovych tried within-class variance vyjadruje ndhodnu fluk-
tudciu okolo strednej hodnoty u(0;). Hodnota between-class variance vyjadruje rozdielnost
jednotlivych rizikovych tried. Vramci nasho odhadnutého modelu plynie vyssia variabilita
z between-class variance, teda z rozdielov medzi jednotlivymi rizikovymi triedami.
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Vyvin straty v ¢ase pre jednotlivé triedy
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Obr. 3.7 Celkova strata (loss)

V tabulke |3.12| uvddzame individualne odhady
Zthl Wi Xt
2;{21 Wi ’
celkové vahy Zle wy, kredibilitné faktory b; a kredibilitné odhady (predikcie). Vzhladom

na vysoky pocet rizikovych tried uvadzame v tabulke vysledky len pre niektoré vybrané
triedy.

X, =

~

Trieda ‘ X; Zthl Wiy b; Kred. odhad

1 0,032 168,237 0,843 0,029
12 0,013 1583,447 0,981 0,013
73 0,011 4,327 0,122 0,016
98 0,007 4623,400 0,993 0,008
124 | 0,037 32,948 0,513 0,027

Tabulka 3.12 Odhady Heteroskedastického modelu Biihlmann-Straub pre data Klugman

Je dodlezité vsimnut si vyrazné rozdiely v odhadoch kredibilitnych faktorov jednotlivych
rizikovych tried b;. Pripomenme kredibilitny odhad V pripade rizikovej triedy 73 je
vaha prislichajica informacii pochadzajicej zo vsetkych dostupnych dat v podobe g
vyrazne vyssia ako vaha prislichajica informécii pochdadzajicej z dat len v tejto triede X;.
Naopak je to napriklad v rizikovej triede 98. Kredibilitné odhady (predikcie) pre vybrané
rizikové triedy su graficky znéazornené na obrazku
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Vyvin odozvy v ¢ase
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Obr. 3.8 Vyvin odozvy (PP)

3.2.2 Odhad modelu panelovych dat

Napriek tomu, ze vo vyvine odozvy nevidime ziaden oc¢ividny trend, model sme
skusili odhadntt ako model panelovych dat viacerymi moznostami. Odhady modelov
sme porovnavali z hladiska hodnoty logaritmickej vierohodnosti, grafického zobrazenia
vztahu rezidui a odhadnutych hodnot a taktiez zlozitosti modelu. Hodnoty logaritmickej
vierohodnosti a grafické zobrazenie vztahu rezidui a odhadnutych hodnét v tejto praci
neuvadzame, si dostupné v stibore uvedenom v prilohe [A.3] Model sme odhadli ako
Heteroskedasticky model Bithlmann-Straub, Regresny Hachemeistrov model s linearnym
trendom a Regresny Hachemeistrov model s volbou ), = 1, 2z, = (1,t). Vo vietkych
pripadoch boli hodnoty logaritmickej vierohodnosti velmi blizke, grafické zobrazenie vztahu
rezidui a odhadnutych hodnét bolo taktiez velmi podobné, v ziadnom v spominanych
pripadoch nevnimame vyrazné zlepsenie.

Vzhladom na vyvin odozvy a zaujem uvazovat ¢o najjednoduchsi model, uvazujme
panelovi verziu Heteroskedastického modelu Bithlmann-Straub [2.2.2] Pripomenme vazeny
priemer pozorovani

T
2 Wil
yi,w - T .

Zt:l Wi

Hodnoty vazeného priemeru pre vybrané rizikové triedy uvadzame v tabulke [3.13]
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Strata na dolar vyplatenej mzdy (PP)
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Obr. 3.9 Kredibilitné odhady pre data Klugman

Trieda | 1 12 73 98 124
Ui | 0,032 0013 0011 0,007 0,037

Tabulka 3.13 Hodnoty ¥, ,, pre vybrané rizikové triedy

Pri odhade modelu podobne ako v podkapitole porovname rozne dostupné moznosti
nastaveni. Pouzijeme metédu maximalnej vierohodnosti a metédu rezidualnej maximalne;j
vierohodnosti. Za zmienku stoji, ze v tomto pripade bol vo vystupoch rozdiel. Podobne
sme porovnavali vystupy ziskané ponechanim prednastavenej iteracnej metody a volby
metédy Nelder-Mead. Tato zmena nastavenie nesposobila rozdiel v odhadoch Specifickych
efektov jednotlivych tried. Poc¢iatocné hodnoty iterativnych algoritmov sme odhadovali
Swamyho momentovym odhadom alebo sme ponechali predvolené nastavenie. Odhady
Specifickych efektov vybranych rizikovych tried uvddzame v tabulke Kredibilitné
odhady pre budice obdobie si po zaokrihleni na 3 desatinné miesta pre uvazované
kombinécie nastaveni zhodné. Hodnoty odhadov (predikcii) pre vybrané rizikové triedy
uvddzame v tabulke [3.15] Grafické porovnanie predikcii neuvadzame. Odhady rozptylu
Specifickych efektov var(y;) = o, a odhad var(vy) = o7, pre jednotlivé kombinécie nastaveni
uvadzame v tabulke [3.16, Zmena itera¢nej metédy ani nastavenie pociatoénych hodnot
odhady nezmenili. Pri zmene metdédy maximalnej vierohodnosti na metédu rezidualnej
maximalnej vierohodnosti ziskavame mierne odlisné odhady.
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Nasta- Specifické efekty vybranych tried

nie 12 73 98 124
mdd 1,257-1072 —=3,702-10~2 —8,900-10~%* —9,622-1072 1,122-1072
rdd 1,258 -1072 —=3,713-102 —9,011-10~* —9,632-1072 1,127-1072
mid 1,257-1072 —3702-10~2 —8,900-10"% —9,622-1072 1,122-1072
rid 1,258 -1072 —3713-10~2 —9,011-10=%* —9,632-1072 1,127-1072
mds 1,257-1072 —3,702-10"2 —8,900-10"%* —9,622-1072 1,122-10"2
rds 1,258 -1072 —3713-1072 —9,011-10"* —9,632-1072 1,127-10"2

Tabulka 3.14 Odhady Specifickych efektov

Predikcia pre budtce obdobie

1

12

73

98

124

0,030 0,013 0,016 0,008 0,028

Tabulka 3.15

Kredibilitné odhady pre budtice obdobie

Nastavenie ‘ Odhad 02 Odhad o2
mdd | 1,062-10~* 25,936 -10~*
rdd | 1,075-107* 25,930 10~*
mid | 1,062-107* 25,936-1071
rid | 1,075-107* 25,930 10~*
mds | 1,062-107* 259361071
rds | 1,075-107* 25,930 10~*

Tabulka 3.16 Odhady ai a o2 pre data Klugman
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Zaver

Cielom prace bolo ukazat pouzitie modelov panelovych dat pre oblast kredibility
vramci matematiky nezivotného poistenia.

V tvodnej kapitole sme predstavili modely panelovych dat. Pre tieto modely sme
odvodili odhady parametrov tychto modelov a dokézali sme ich vlastnosti, nestrannost a
konzistenciu.

Druhé kapitola prace bola venovand aditivnym kredibilitnym modelom. Na zaklade
literatury sme predstavili niektoré zakladné modely a pre kazdy z modelov sme odvodili
tvar kredibilitného faktoru a kredibilitny odhad (predikciu) thrnu $kod pre budice obdobie.
Néasledne sme sa vratili k modelom panelovych dat v prvej kapitole. Ukézali sme, ze
uvazované kredibilitné modely je mozné vyjadrif ako modely jednosmernej chybovej zlozky
panelovych dat. Pre tieto panelové verzie sme taktiez odvodili tvar kredibilitného faktoru,
kredibilitny odhad hrnu skod pre budice obdobie a porovnali sme tento odhad s odhadom
kredibilitného modelu. Rovnako ako v pripade kredibilitnych modelov, aj v pripade ich
panelovych verzii sme pre kazdu rizikovu triedu ziskali vazeny priemer dat pochadzajtucich
z rovnakej rizikovej triedy a vsetkych dostupnych dat. Taktiez sme pre jednotlivé panelové
verzie odvodili tvar odhadu deterministickych parametrov modelu. Tym sme doplnili
citovanu literatiru o chybajice dokazy.

V tretej, zaverecnej, kapitole sme pracovali s dvomi datovymi sibormi, data Hacheme-
ister|8] a data Klugman[15], kde sme ukazali pouzitie ziskanych poznatkov na redlne déta.
V oboch pripadoch sme model odhadli ako kredibilitny model a ako model panelovych
dat s roznymi kombinadciami nastaveni. Jednou z uvazovanych moznosti bolo nastavenie
Swamy pociatoénych hodnét. Tuto metédu odvodent v citovanej literatire sme imple-
mentovali a prakticky pouzili. Data vyzadovali rozdielny pristup, v oboch pripadoch bol
vsak vyrazny rozdiel medzi jednotlivymi rizikovymi skupinami, uvazovanie $pecifickych
efektov jednotlivych rizikovych tried bolo opodstatnené. V pripade dat Hachemeister sme
pozorovali vyrazny linedrny trend, uvazovali sme teda Regresny Hachemeistrov model.
Pri zmene nastaveni sme v odhadoch pozorovali len mierne rozdiely. Zmena metody
rezidualnej maximélnej vierohodnosti na metédu maximalnej vierohodnosti neviedla v
pripade konvergencie odhadu k ziadnemu rozdielu. Naopak to bolo v pripade dat Klugman,
kde sme nepozorovali ziaden vyrazny trend. Model sme vyskusali odhadnuf viacerymi
moznostami, nakoniec sme sa priklonili k Heteroskedastickému modelu Bithlmann-Straub.
Model sme rovnako odhadli r6znymi kombinaciami nastaveni, v tomto pripade zmena
v hodnote odhadu, aj ked minimalna, nastala prave v pripade opustenia od metody
rezidudlnej maximélnej vierohodnosti.
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A Prilohy

A.1 Prva priloha

Elektronicka priloha obsahuje R stibor odhadu kredibilitného modelu dat Hachemeister.

A.2 Druha priloha

Elektronicka priloha obsahuje R stiibor odhadu panelového modelu dat Hachemeister.

A.3 Tretia priloha

Elektronicka priloha obsahuje R sibor odhadu modelu dat Klugman.

A.4 Stvrta priloha

Elektronicka priloha obsahuje textovy stubor dat Klugman.
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