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ABSTRAKT
Cilem této prace je seznamit Ctendie s moznosti uziti heuristickych metod v oblasti
pravdépodobnosti na zdkladni Skole a wvytvoieni portfolia vyukovych materialt

z pravdépodobnosti vcetné fiktivniho zékovského feseni. Prace se sklada ze ctyt kapitol.

V prvni kapitole se vénuji Globalnimu ramci odborné zptisobilosti pro matematiku a revizi
Ramcového vzdélavaciho programu, kde jsou nové zafazené oCekavané vysledky uceni
spojené¢ s tématem pravdépodobnosti. Ve druhé kapitole zminuji zakladni zakonitosti
pravdépodobnosti a rozdil mezi Sanci a pravdépodobnosti. Treti kapitola se vénuje
heuristice, konstruktivismu a specialné genetickému konstruktivismu, ktery muze byt
nastrojem, jak aplikovat heuristiku ve vyuce. Déle jsou zde zminéné zakladni heuristické
strategie, které by Zaci mohli pouZzivat pii feSeni pravdépodobnostnich iloh, na néZ neznaji

algoritmicka feSeni.

Ve &tvrté kapitole je samotné portfolio uloh, které je hlavnim vystupem prace. Ulohy jsou
rozdélené do témat podle kontextu, pfi¢emz pokryvaji vSechny odborné zpusobilosti
z Globalniho ramce. Kazd4a uloha obsahuje poznamku uciteli, ktera vysvétluje vybér tlohy,
¢1 problémy, na které muze s zaky pii feSeni narazit, a fiktivni Zdkovské feSeni uzivajici
heuristickych metod. Pfi feSeni vyuzivam rizné typy diagrami a znédzornéni, se kterymi se
Zaci mohou setkat v hodinach matematiky. Samotné tilohy bez feSeni jsou pfiloZené k praci

v ptiloze.

KLICOVA SLOVA

heuristické metody, pravdépodobnost, gradované tlohy, geneticky konstruktivismus



ABSTRACT

The objective of this thesis is to introduce the reader to the possibility of using heuristic
methods in the field of probability in primary school and to create a portfolio of teaching
materials in probability, including a fictitious student solution. The thesis consists of four
chapters.

In the first chapter, I discussed the Global Proficiency Framework for Mathematics and the
revision of the Framework Educational Program (RVP), where the expected learning
outcomes associated with the topic of probability are newly included. In the second chapter,
I mention the basic laws of probability and the difference between chance and probability.
The third chapter is devoted to heuristics, constructivism and especially genetic
constructivism, which can be a tool for applying heuristics in teaching. Furthermore, basic
heuristic strategies are mentioned that students could use when solving probability problems
for which they do not know algorithmic solutions.

The fourth chapter contains the actual portfolio of problems, which is the main output of the
thesis. The tasks are divided into topics according to context, covering all the competencies
from the Global Framework. Each problem includes a teacher's note explaining the choice
of problems, or the problems he or she may encounter with students in solving them, and a
fictional student solution using heuristic methods. In solving, 1 use different types of
diagrams and representations that students may encounter in mathematics classes. Separate

problems without solutions are included in the appendix.

KEYWORDS

heuristic methods, probability, graded problems, genetic constructivism
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Uvod

Losujete v krouzku tymy. Trenér, nebo ucitel stoji pfed vami, vjedné ruce drzi zluty
avdruhé modry dres. Schova ruce za zdda a dresy mezi sebou promicha. Jaka je
pravdépodobnost, Ze skonéite ve Zlutém tymu? Uloha, ktera pro déti mze byt kazdodennim
chlebem, kdyz se naptiklad roztazuji do tymii, a piesto se velmi ¢asto s ulohami tohoto typu

potkaji aZ na stiedni 8kole (dale také SS).

Kdyz se zaci poprvé setkaji s tématem pravdépodobnosti v hodiné matematiky, byva to az
v maturitnim ro¢niku. Zacéinaji tvodem, ktery jim je znamy z bézného zivota: hody kostkou,
hody minci, pravdépodobnost, Ze si vytahnu kulicku atd. Ve své podstaté nejde ze zacatku
o nic jiného nez o procenta, poméry, ¢i zlomky, které se zaci uci Casto v sedmém ro¢niku
zékladni 8koly (dale také ZS). Jedinou novinkou je jinak formulované zadani a trochu
odlisny cil ulohy. Zaci navazuji na znalosti a dovednosti, které ziskali na ZS, tudiz by Givodni
ulohy k pravdépodobnosti mohli feSit diive, hravejsi formou, a aniz by znali pojmy

z kombinatoriky (variace, kombinace, ...), na které toto téma obvykle navazuje.

Z mezinarodniho Setfeni TIMMS pro 8. ro¢niky vyplyva, Ze ac jsou Cesti Zaci v matematice
v porovnani se svétem i Evropskou Unii nadprimérni, prace s daty a pravdépodobnost, coz
je jeden z métenych tematickych okruhti, je naSi nejhorsi oblasti (NZ TIMMSS, 2024).
Podivame-li se na data z dosud posledniho Setfeni z roku 2023, dosahoval vysledek v této
oblasti 504 bodt, coz zhruba odpovida evropskému priaméru, zatimco ostatni oblasti jsou
nadprimérné (tabulka 1).

Tabulka 1. Pocet bodu ziskanych zaky 8. rocniku pri méreni TIMMS 2023 (NZ TIMMSS,
2024)

Data
TIMMS 2023 | Primér Cisla Algebra | Geometrie |a pravdépodobnost
Ceska
republika 518 525 513 520 504
Priimér zemi
EU 503 503 499 505 501

Do vybéru tloh k Setfeni se promitly zmény v minimélnich znalostech a dovednostech
uvedenych v Globalnim rdmci. Tento dokument byl vydan v roce 2020 a jeho ucelem je

definovat klicové dovednosti a znalosti, které si maji Zaci osvojit u€enim na zakladnich



Skolach (Rhodes et al., 2020). Byl do ngj zatazen tematicky celek tykajici se této
problematiky: Statistika a pravdépodobnost. Tento celek bude nové zafazen do Radmcového
vzdélavaciho programu (dale RVP), ktery jej doted’ neobsahoval. Piimo z Globalniho rdmce
vychazi i nové revize RVP ZS pro matematiku, kterd tuto oblast a oéekavané vysledky uéeni

z ni obsahuje.

Cilem této prace je vytvofit sadu lloh! k odbornym zptisobilostem uvedenym v Globalnim
ramci a nastinit fiktivni zdkovska feSeni za vyuziti heuristickych metod. Heuristické metody
feseni jsem zvolil, jelikoZ Zaci ZS neznaji algoritmické metody feseni pravdépodobnostnich
tiloh. Ty jsou souéasti studia na SS a podle navrhu revidovaného RVP ZS ani neni cilem
74ky tyto metody na ZS ugit. Nabizi se tak vyuzit heuristiky pro feSeni uloh. Vzhledem
k charakteru n€kterych odbornych zpisobilosti budou voleny metody a postupy dovolujici
1 ptiblizny vysledek, ¢i uréeni pfedpovédi na zéklad€ popisnych slov. Prace je zaméfena na
2. stupeti ZS a odpovidajici ro¢niky viceletého gymnazia, kterych se tyka zmifovana revize
RVP v oblasti nahoda a pravdépodobnost. Prace je urcena predevs§im ucitelim matematiky
na ZS, ktefi se cht&ji seznamit s konkrétnimi tlohami rozvijejicimi ocekavané vysledky
uéeni, jez se tykaji pravdépodobnosti podle revidovaného RVP ZS, a s heuristickymi
strategiemi a jejich vyuZivanim.

V prvni kapitole se vénuji revizi RVP ZS v oblasti matematiky. Ta se odviji z velké &asti
z Globalniho ramce. V kapitole se vénuji predev§im novému tematickému celku, kterym je
Statistika a pravdépodobnost. Druhd kapitola je zaméfena na zdkladni zakonitosti
pravdépodobnosti uzité v této praci. Ve tieti kapitole se nachdzi seznameni s heuristikou
a jednotlivymi strategiemi. Rovnéz je zde popsana hlavni idea genetického konstruktivismu,
ktery lze vyuzit pfi realizaci vyuky matematiky pomoci heuristiky. Na tuto teoretickou ¢ast
navazuje ve Ctvrté kapitole portfolio vyukovych materidll a jejich reflexe. Portfolio se sklada
ze sady uloh z oblasti pravdépodobnosti. Reflexe se sklada z fiktivnich zakovskych feseni

vyuzivajicich heuristickych strategii.

V zavéru shrnuji myslenky uvedené problematiky a reflektuji portfolio a jeho potencidlni

vyuziti ve vyuce.

! Sada uloh se mZe stat nastrojem, jak rozvijet vySe uvedené nizké dovednosti zakd pfi FeSeni
pravdépodobnostnich tloh na druhém stupni ZS.



1 Revize RVP ZS v oblasti matematiky

Revidovany ramcovy vzdélavaci program pro ZS vznika od roku 2021 v ramci Strategie
2030+. To je strategicky dokument Ministerstva §kolstvi a télovychovy (dale téZ MSMT)
zaméfeny na upravu Skolstvi a vzdélavani pro potieby 21. stoleti (MSMT, 2020). Je
v souladu se zasadami a obecnymi cili vzdélavani uvedenymi v zadkoné ¢. 561/2004 Sb.,
o predskolnim, zakladnim, stifednim, vy$§im odborném a jiném vzdélavani (Skolsky zakon).
Revidovany RVP ZS byl schvalen MSMT k 30. prosinci 2024 a aplikovan bude v pilotnim
rezimu od zaii 2025. Skoly mohou dobrovolné od tohoto data inovovat své §kolni vzdélavaci
programy a realizovat podle nich vyuku. Povinné budou skoly ucit podle revidovaného RVP
pro prvni az $esty ro¢nik ZS ve $kolnim roce 2027/2028, od zaii 2031 bude povinnost piejit

na revidovany RVP pro v§echny roéniky ZS (NP1, 2023).

1.1 Globalni ramec

Vzdélavaci obsah RVP pro matematiku vychazi z Globalniho ramce (NPI, 2023). Globalni
rdmec odborné zplsobilosti pro matematiku byl vydan v roce 2020. Dokument vznikl za
spoluprace zemi OECD a vymezuje minimalni znalosti a dovednosti, které Zaci maji mit pti

vystupu z daného ro¢niku (Bendl, 2024).

Ramec je rozdélen do péti tematickych celkii — Cislo a pogetni operace (N), Méfeni a vypodty

(M), Geometrie v roving a prostoru (G), Statistika a pravdépodobnost (S) a Algebra (A).

Samotné vystupy jsou vice zaméfené na matematiku v praktickém vyuziti, nez tomu bylo
doposud. Zaci budou vice fesit ulohy, s kterymi maji $anci se setkat v b&Zném Zivots. Budou
se vice setkavat s technologiemi a programy. Naopak méné budou feSit rutinni ulohy
aoperace ¢i geometrické konstrukce. Ty se Zaci maji vice snaZit pochopit, idealné

v kontextu, odvozovat a variabilné fesit (Bendl, 2024; Rhodes et al., 2020).

Nejvétsi zménou oproti stavajicimu RVP ZS je v dokumentu zavedeni Statistiky
a pravdépodobnosti jako nového tematického celku. Ten se déli na dvé témata, prace s daty
(S1) a ndhoda apravdépodobnost (S2), na které se ve své praci zaméiuji. Nahoda

a pravdépodobnost se za¢ina fesit v patém ro¢niku ZS (tabulka 1.1).



Tabulka 1.1: Globalni ramec — téma S2 (Rhodes et al., 2020)

Téma Obor

Odborné zptisobilosti

Roc¢nik

Kod?

urci pravdépodobnost, ze se stane ndhodny jev, urci, zda je
pravdépodobny, nebo nepravdépodobny

P/N

porovna pravdépodobnost dvou nebo vice ndhodnych jevi s
pouzitim popisnych slov

PPS

riznymi zpisoby popisuje

S2.1 | pravdépodobnost

vypocita pravdépodobnost vyskytu elementarniho jevu, pficemz
odpovéd je vyjadiena zlomkem, desetinnym cislem nebo
procenty, a zafadi ziskané hodnoty na stupnici od 0 (nemozné) do
1 (jisté).

PEJ

Néhoda a nahodnych jevi

52 pravdépodobnost

zjisti ocekavany pocet vyskyti urcitého nezavislého vysledku pti
mnohondsobném opakovani pravdépodobnostniho pokusu

MOP

vypocita pravdépodobnosti riiznych vysledki pro slozené jevy
obsahujici dva elementarni jevy, pokud je Ize uvést jako diskrétni
prostor elementdrnich jevi

28]

pouziva Sirokou Skalu zobrazeni, jako jsou stromové diagramy a
kontingen¢ni tabulky ke zkoumani moznych vysledki ndhodnych
jevu a pokusti zahrnujicich vice slozenych jevi.

VSJ

ur¢i permutace a

$2.2 kombinace

systematicky pocitd vSechny mozné vysledky (prostor
elementarnich jevill) pro situaci zahrnujici jev sloZeny ze dvou
elementérnich jevi s vracenim vybraného predmétu do sady, ¢i
bez

SPV

2 K6dové oznadeni je mnou vytvofené pro znadeni tloh v kapitole 4 této prace.
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1.2 RVP Z8 v oblasti pravdépodobnosti

V RVP az do roku 2024 ocekavané vysledky uceni zpravdépodobnosti nenajdeme.
Nalezneme v ném vsak vystup, ktery se pravdépodobnosti dotyka. V oblasti v oblasti
Nestandardni aplika¢ni ulohy a problémy je o¢ekavany vystup M-9-4-01: ,,uziva logickou
uvahu a kombinacni tisudek pii feSeni tloh a problému a naléza rtizna feseni predkladanych
nebo zkoumanych situaci“ (RVP ZV, 2013). Na to ncktefi autofi ucebnic zareagovali a
zafadili Glohy na kombinatoriku a pravdépodobnost do svych ugebnic pro ZS. Toto téma

pokryva ucebnice Matematika C od Hejného a kol. (2016).

V revidovaném RVP verze z roku 2024 se po vzoru Globalniho rdmce vyskytuje novy
tematicky okruh Statistika a pravdépodobnost (RVP ZV, 2025). Tomu jsou vénované Ctyii
ocekavané vysledky uceni (tabulka 1.2). Jejich popisy vychazi pfimo z Globalniho ramce.
Pro vyuku pravdépodobnost (a moji praci) jsou sté¢zejni ocekavané vysledky uceni ,,Urci

pravdépodobnost jevu riznymi zpusoby pro rozhodovani v dané situaci.

Tabulka 1.2: Ocekdvané vysledky uceni v tematickem okruhu Statistika a pravdépodobnost
dle revize RVP (RVP ZV, 2025)

MAT-MAT-004-ZV9-011 | Interpretuje a vytvari rizné graficky prezentovana data

MAT-MAT-004-ZV9-012 | Vypocité a interpretuje zékladni charakteristiky souboru dat

Ur¢i pravdépodobnost jevu riznymi zptisoby pro rozhodovani
MAT-MAT-004-ZV9-013 | v dan¢ situaci

Vyhleda vSechny prvky nebo skupiny prvku, které spliuji dané
MAT-MAT-004-ZV9-014 | podminky

11



2 Pravdépodobnost

Pravdépodobnost je Cislo, které vyjadiuje, jak moc je dany jev oCekavany na nahodném
pokusu. Nejcastéji je interpretovana Cislem mezi 0 (nemozny jev) a 1 (jisty jev) (Mosna,
2017). Pro =zékladni vymezeni pravdépodobnosti vyuzijeme Laplaceovy definice
pravdépodobnosti. M&me experiment, u kterého chceme zkoumat pravdépodobnost. Q je
universum daného experimentu neboli mnozina vSech moznych udalosti, kter¢ b&hem
experimentu mohou nastat (v anglické literatufe oznaCovan jako sample space). A je
ndhodnym jevem (random event) spliujicim podminky experimentu, zaroven je
4]

podmnozinou ). Vysledna pravdépodobnost jevu je poté rovna P(A) = a? je v intervalu

(0; 1), kde |M| znaci pocet prvkt mnoziny M (Grimaldi, 2004; Mosna, 2017).

Geometricky lze tato definice zakreslit pomoci Vennovych diagramii (obrazek 2.1), coz
usnadnuje piehlednost pii ur¢ovani pravdépodobnosti slozenych jevii a zaroven Ize diky nim

znazornovat zakladni vztahy.

Obrazek 2.1: Vennuv diagram pro jev A v prostoru €
Laplaceovu (klasickou) definici pravdépodobnosti je mozné pouzit jen tehdy, kdy je
mnozina {) kone¢na (existuje kone¢ny pocet ndhodnych pokusit), kazdy ndhodny pokus ma
stejnou pravdépodobnost a vSechny vysledky se navzijem vylucuji (Zadné dva nemohou

nastat soucasn¢) (Bachraty et al., 2010; Polék, 2008).
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2.1 Opacny jev

Pti feSeni lloh muzeme uzit opacného jevu. Misto abychom urcovali pravdépodobnost jevu
ptimo, coz by mohlo byt slozité, mizeme urcit pravdépodobnost jevu opacného. Ten je
dopliikem A do mnoziny Q. Celou predstavu demonstrujme na Vennove diagramu. Jev

opacny je zde ukazan ¢ervenym Srafovanim (obrazek 2.2).

2

Obrazek 2.2:Vennuv diagram pro opacny jev

V univerzu Q lezi kazdy prvek. Pravdépodobnost vybéru prvku z takové mnoziny je rovna
100 % neboli jedné. Jev opacny k jevu 4 dostaneme odectenim pravdépodobnosti jevu 4 od

pravdépodobnosti jevu Q: P(Q — A) = 100 % — P(A)> (Mosna, 2017).

2.2 Zakladni zakonitosti
Grimaldi (2004) ve své publikaci ptiblizuje princip uréovani slozenych jevli v kombinatorice
a pravdépodobnosti na zékladé¢ dvou pravidel — The Rule of Sum (pravidlo souctu) a The

Rule of Product (pravidlo soucinu).

Pravidlo souctu 1ze pouzit tehdy, kdy se da ptivodni jev (4) rozdélit na dva jevy (B a C),
které nejsou proveditelné zarovei a nemaji zadny stejny prvek (Cech, 1939; Grimaldi, 2004).
Pravdépodobnosti jevi B a C sCitime a je rovna pravdépodobnosti jevu

4: P(A) = P(B) + P(C)

Toto pravidlo si opét mizeme piedstavit na mnozinach a Vennovych diagramech. Mnozina

A (jevy odpovidajici zadani tlohy) je slozena ze dvou mnoZzin, pro naSe potieby se jedna

3 Lze se setkat i s jinym znacenim opaéného jevu (dopliiku mnoZiny) jako A (Bachraty et al., 2010) nebo A’
(Polak, 2008).
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oBaC. Ty nemaji zadny spoleény prvek a jejich sjednoceni pokryva celou mnozinu
A (obrazek 2.3). Tuto vétu mliZeme zapsat matematickymi symboly: A = B U C, kde
B n C = @. Vysledna pravdépodobnost jevu 4 se rovna souctu pravdépodobnosti jevu

Bsjevem C: P(A) = P(B) + P(C).

Q

SAWN
AW

A

Obrazek 2.3: Venniiv diagram pravidla souctu

Vzorova uloha 1: Hazime standardni kostkou a chceme hodit Sestku nebo jednicku. Jaka je

pravdépodobnost, ze se mi to podafi?

, . NP . : 1 y D
Pravdépodobnost, Ze ndm padne urcité Cislo na hraci kostce, je rovna o> protoze se jedna
o vybér jednoho prvku ze Sesti rovnocennych moznosti. Jevy nejsou proveditelné zaroven,
bud’ ndm padne jednicka, nebo Sestka. Jedna se o jinou Cislici v rdmci jednoho jevu. To vSe

nam splituje podminky pravidla souctu. Vysledna pravdépodobnost tak bude % + % = é

Pravidlo soucinu lze pouZit tehdy, jsou-li dva jevy (4 a B) na sob& zavislé (jeden je
podminkou pro druhy), a mizeme je rozdé€lit do dvou fazi po sobé (Grimaldi, 2004).
Pravdépodobnosti jevii B a C mezi sebou nasobim: P(A N B) = P(A) - P(B).

Toto pravidlo si mizeme ve Vennové diagramu piedstavit jako prinik dvou mnoZzin

(A N B)*(obrazek 2.4). Jevy jsou na sobé zavislé, jev 4 jiz musel nastat.

4 Na obrazku znaGené modrym Srafovanim
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Obrazek 2.4: Venniiv diagram pro pravidlo soucinu

Vzorova uloha 2: Hazime dvéma kostkami najednou. Abychom vyhrali, musime hodit

soucet 12. Jaka je pravdépodobnost, Ze vyhrajeme?

, . y . o y 1
Z ulohy 1 vime, ze pravdépodobnost toho, Ze ndm padne na jedné kostce Sestka, se rovna o

Soucet 12 znamend, Ze musime hodit dvé Sestky, tudiZ na kazdé kostce jednu. Jev tak lze
separovat do dvou fazi — na prvni kostce nam padne Sestka a na druhé také. Timto rozborem

jsme zjistili, ze mtizeme uzit pravidla soucinu, a tak Ize pravdépodobnosti prvniho a druhého

. ’ . v “ . v . 1 1 1
jevu nasobit. Pravdépodobnost, Ze mi padne soucet 12, je proto rovna T T e

2.3 Geometricka definice pravdépodobnosti

Tato definice je zaloZena na geometrickém vyznamu danych jevi. V ptipad¢, ze o jevech
pfemyslime geometricky, v délkach, obsazich ¢i objemech, pfi ur€ovani pravdépodobnosti
porovnavame velikosti geometrickych utvarii. V pfipadé rovinnych utvari je
pravdépodobnost vyjadiena P(A4) = %, kde o predstavuje obsah ptiznivého jevu (obdoba

A) a S je obsah plochy mozného rozsahu vysledkd® (Mosna, 2017).

5 Zvolil jsem dvoudimenzionalni geometrii, protoZe s ni maji Zaci mnohé zkusenosti. Geometrickou definici
muzeme aplikovat i na tlohy, kde Zaci mohou pracovat s délkou, ¢i grafy, v nichz lze jednotlivé jevy znazornit.
Tohoto vyuZivame ve vzorové tloze k tématu Geometricka cesta (oddil 3.3.6) a v tlohach vénované jizdnim
radim (4.3).
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Vyhoda uziti geometrické definice pravdépodobnosti je, Ze se da uzit, i kdyz ma experiment

nekonecny pocet vysledkt (Bachraty et al., 2010).

2.4 Statisticky odhad

Nemame-li splnéné podminky pro pouziti klasické definice pravdépodobnosti nebo jen
chceme ovéfit nas vysledek v praxi, mizeme pouzit nékolikanasobné opakovani pokusu
a nasledné jej statisticky vyhodnotit (Polak, 2008).

Statisticky vypocet 1ze vyuzit pfi provadéni experimentu (napft. ve tiid¢). Provadéjme M-krat
nahodny pokus. Béhem experimentu se vyskytne N-krat ptiznivy jev. Pravdépodobnost jevu

v experimentu bude rovna % (Bachraty et al., 2010; Polak, 2008).

S rostoucim poctem opakovani se tento pomér blizi k pravdépodobnosti jevu 4 (Bachraty et

al., 2010).

2.5 Sance

Fiala a Petraskovad (2024) zminuji ve svém clanku dilezitost rozliSovat mezi Sanci a

pravdépodobnosti i1 na Grovni §kolské matematiky.
Sance je pomér poétu piiznivych a nepfiznivych jevi, coz je rovno poméru
pravdépodobnosti (Plocki, 1982). Pro zaky je Sance intuitivnéjsi a snaze pouzitelny koncept

v propedeutické fazi vyuky pravdépodobnosti nez pravdépodobnost uvedend v procentech,

¢i zlomku (Fiala & Petraskova, 2024).
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3 Heuristika

Heuristika je véda, ktera se zabyva zkusmymi zptisoby feSeni uloh a obecné rozviji tvurci
mysleni. Vychézi z feckého slova Heuréka®, které se preklada a rovnéz pouziva jako ,,objevil
jsem®, ,nalezl jsem®. Jednd se o moderni termin, pro ktery je dilezité lidské poznavani,

badani, odhalovani vieho, co je pro nas Zivot dalezité (Manak & Svec, 2003).

Ve skolnim prostiedi se jednd o styl vyuky, kdy pedagog feSeni zakim piimo nesd€luje,
nybrz jim napomahé k tomu, aby feSeni sami nalezli. Pfi tomto procesu je usmériuje, fidi
tak, aby Z4ci nakonec dospéli ke spravnému feseni. Zak pouZivajici heuristickou strategii
nejprve navrhne feSeni problému a stanovi hypotézy, které nasledné zkusmo ovéiuje.
V ptipadé, Ze pokusy potvrzuji jeho hypotézy, stdva se navrh opravdovym feSenim
problému. V opa¢ném piipadé dochazi k jeho zmén¢ a preformulovani hypotézy a proces se

opakuje (obrazek 3.1) (Maiidk & Svec, 2003).

algoriomicke myilent

= e e e e ey

wuditel

.
|
|
|
|
1}
I
I

AR RRISEES 41T 2o
hypotézy, omyl
ndvwh SPIavn

| Teseni

ne

Taterdlng myilenl

Obrazek 3.1: Vyvojovy diagram zndzornujici heuristickou metodu reseni problému (Mandk

& Svec, 2003)

K tomuto stylu vyuky je tieba zvidavych zakt, kteti chtéji hledat, objevovat nova feseni, ale
1 pedagog, jenZ zaky umi nadchnout do problematiky, dokaZe s nimi badat, ptat se jich
a argumentovat. Zak pfi objevovani pracuje s informacemi, shromazd'uje, tiidi a tvoii
hypotézy. Proto je tento zplisob vyuky ¢asoveé narocnéjsi, na pedagoga klade vyssi naroky

vvvvv

rozviji u zdka tymovou préci, kreativni mysleni ale i samostatnost (Manak & Svec, 2003).

6 Nebo téz etpioxw (heurisko), coz v prekladu znamena nalézt, objevit.
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Heuristika souvisi ve Skolském prostiedi s konstruktivismem. Konstruktivistické pojeti
vyuky je zpiisob, jak realizovat vyuku, kterd mtize byt postavena na vyuzivani heuristickych

metod.

3.1 Konstruktivismus

Ve skolnim prostfedi rozliSujeme piedev§im dv€ riznd pojeti vyuky — transmisivni
a konstruktivistické.” Pfi transmisivnim vyucovani dostava zak hotové poznatky, dovednosti
jsou zde jiz zprostiedkované (Zormanova, 2012). Zak je tak jen jejich konzumentem
a oCekava se od négj, ze si informace (pojmy, vztahy a procedury) zapamatuje. Jedna se
o tradi¢ni zplisob vyucovani, ktery v matematice saha zfejmé az do 16. stoleti, kdy takto
za&ali matematiku vyucovat jezuité (Kvasz, 2023). Zaci piijimaji vétsinu informaci pomoci
frontalni vyuky. Potfeby zdka (motivace, potize, jiné strategie feSeni) jsou v tomto pojeti

upozadény, pedagog je velmi Casto tlacen ¢asem a osnovami.

(Didakticky) konstruktivismus se snazi pfijit s jinym pojetim vyuky. Je zalozen na budovani
identity zéka na zaklad¢ uceni. Zabyva se zdkovymi znalostmi, vnimanim jeho svéta, jeho
potfebami. Zakladnim rysem je aktivni pojeti vyuky, v procesu uceni zak zapojuje fantazii,
logické mysleni, tviiréi dovednosti. Pedagog k tomu Zakiim napomahé dialogem, diskusi,

projekty, ¢i didaktickymi hrami (Manék & Svec, 2003).

Konstruktivistickym vyu€ovanim matematiky se u nas zabyvali pfedev§im Hejny s Kufinou
(2009). Ve svém dile dochazi k zavéru, ze konstruktivni vyu€ovani v sobé¢ mlize obsahovat
transmisi, pfesné instrukce, jak danou tlohu fesit. Zalezi vzdy na zdméru daného pedagoga
v hodiné. ,,Podstatné je, zda se v prubchu vzdélavaciho procesu v myslich Zaka rodi

s porozuménim matematika ukotvena na jiz zazita témata“ (Hejny & Kutina, 2009, s. 196).

Konstruktivismus se vétvi do nékolika odnozi. Kufina nazval sviij pfistup realistickym
konstruktivismem (Hejny & Kufina, 2009), zatimco Hejného ptistup nazval Kvasz (2016)

genetickym konstruktivismem.

7 Transmise — esky ptenos a konstrukce — neboli budovani. Tato dvé slova ptesné vystihuji procesy, kterymi
zaci prichazeji do styku s novymi poznatky v téchto pojetich vyuky.
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3.1.1 Geneticky konstruktivismus
Kvasz (2016) teoreticky vyjasnil misto, které zaujima tzv. Hejného metoda v systému
konstruktivistického pojeti vyuky. Hejny podle néj nezastdva roli radikalniho®

konstruktivisty ani realistického® kviili propojeni vyuky s historickym vyvojem matematiky.

Kvasz vymezuje jadro genetického konstruktivismu, které¢ podle néj spociva v pfistupu
k vyuce matematiky zalozeném na jejim historickém vyvoji. Kdyz ucitel dava zakovi ulohu,
mél by myslet na to, aby u zaka rekonstruoval proces objevovani z historie. Kvasz vychazi
z principu souladu ontogeneze jedince a fylogeneze vyvoje hlavnich matematickych

myslenek (Toeplitz, 2007).

Z4&k nedostava od uéitele hotové poznatky, které by mél memorovat. Oproti tomu fesi ale
soubor uloh, ktery odpovidd historickému kontextu. Diky tomuto propojeni s historii
lidského poznani se metoda vymezuje oproti jinym typiim konstruktivismu a Zak poznava
matematiku v riznych prostiedich a kontextech. Misto prace s jednim néstrojem geneticky
konstruktivismus otvird moznosti zakiim v pouzivani riiznych néstrojii a reprezentaci pro

jednu a tu stejnou situaci (Kvasz, 2016).

Geneticky konstruktivismus vyuZziva také gradaci. Gradace mize slouzit jako ndstroj, jak
zaky motivovat. Mohou si vybrat tlohu dle svych vlastnich dovednosti, tu vyfesit a pro dalsi

v

feSeni si mohou zvolit obtiznéj$i ulohy. Gradace ulohy probihd skrze grada¢ni parametry.

vvvvvv

v

vyvojem a rozvojem matematického mysleni, ale dle mého nazoru mize byt ptinosem pro
celkové vnimani matematiky jako vyvijejici se védy, kterou se vyplati do budoucna

1 studovat. Cely princip tak mize slouZit i jako zajimava motivace.

8 Radikalni konstruktivismus v didaktice tvrdi, Ze poznani nelze jen pfijimat, ale kazdy Z4k si své poznani
vytvati sam. Zak na zékladé vlastni zkusenosti pfidéluje vécem vyznam i obsah (Smejkalova, 2014).

% Realisticky konstruktivismus je zaloZen pfedevsim na otdzkach Zédka a hledani odpovédi na né. Pedagog je
zaméfen na rozvijeni aktivit zéka, na vytvareni jeho poznatki, pfedevsim dusevnich (nemusi byt nikde fyzicky
zapsany) (Manak & Svec, 2003).
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3.2 Heuristika v matematice
Za otce heuristiky v matematice je oznaCovan Gyorgy Polya. Ten ve své publikaci How to
solve it? popsal postup, jakym by se fesitel jemu dosud nezndmého problému mél fidit pti

jeho feseni (Polya, 1945/2004).

Prvnim krokem by mélo byt pochopeni problému. Polya (1945/2004) tento krok oznacuje
za zasadni a Casto piehlizeny. Zaci vét§inou zadani plné nerozumi, a tak fe$i Casto jiny
problém. Ucitel by mél zakim v tomto pomoci v podobé navodnych otdzek. Miizeme tlohu
pteformulovat, popsat vlastnimi slovy? Muzeme si uUlohu ptekreslit do obrazku, do

schématu? Na co se musime zeptat, abych problém vytesil? Co vlastné hledame?

Druhym krokem je navrhnout plan, kterym chci ulohu feSit. Strategii, kterymi Zaci mohou
ulohu fesit, je velké mnozstvi. Polya (1945/2004) uvadi, ze pouhé ukazani jednoho postupu
na tabuli zaky v kreativité nepodpofi. Ucitel by tak mél zaky podporovat ve vymysleni
novych postupti a ve vlastnim pfistupu k feSeni. K tomu nam pomohou otdzky. Setkali jsme
se s podobnym problémem? Jak ten se fesil? MiZeme pouzit jeho vysledky, nebo metodu?

Muzeme problém jesté preformulovat? A jesté jinak?

Ttetim krokem je provedeni planu. V tomto kroku aplikujeme plan navrzeny v pfedchozim
kroku. Dilezita je peclivost a kontrola postupli v ramci provedeni planu. Je kazdy krok

spravny? MiiZeme to dokéazat? V ptipad¢, Ze tento plan nezabral, je tfeba vymyslet jiny.

Poslednim krokem pfi feseni je ohlédnuti se za vyfesenou tlohou. Miizeme si vysledek néjak
zkontrolovat? OhliZim se zpét za danou ulohou a pfemyslim nad vztahy v zadani. Pouzil
jsem vSechny udaje? Co kdyZ se mi hodnoty v zaddni zméni? Bude tloha feSitelnd touto

strategii? Které dalsi ulohy lIze fesit stejnou strategii? A co kdyZ ne?

3.2.1 Problém

V piedchozim oddile jsme narazili na slovo ,,problém®. Toto slovo ma v matematice trochu
specificky vyznam. Kazdy problém ma podle Kopky (2013) hlavni sloZky: vychozi situaci,
cil a cestu (obrazek 3.2). Vychozi situace popisuje souvislosti a zédkladni informace. Ve
zkratce se da fici, Ze se jednd o Udaje a informace ze zadani. Cil je vysledek daného

problému. Jako fesitelé chceme v rdmci problému cile dosahnout. Posledni slozkou je cesta.
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Cesta znazornuje postupy, kterymi se od vychozi situace jdeme k cili. Na zaklad¢ téchto tii

sloZzek mizeme problémy rozdélit do nékolika skupin.

Obrazek 3.2: Problém (Kopka, 2013)
Cviceni (€1 rutinni problém) je problém, u kterého je piesné popsana vychozi situace 1 cil

a cesta k nému je ndm znama (obrazek 3.3).

Obrazek 3.3: Cviceni (Kopka, 2013)

Uloha neboli nerutinni problém, je nejcastéji rozsifena ve Skolské matematice. Vychozi
situace a cil tlohy jsou pfesné popsané, ale cesta nam na za¢atku neni zndma (obrazek 3.4).
Nerutinni problém se muze stat rutinnim. Zak si danou cestu osvoji natolik, ze i pfi feSeni

obdobné tllohy mu bude cesta znama, a tudiz se pro n¢j stava uloha cvi¢enim.

Obrazek 3.4: Uloha (Kopka, 2013)

Zkoumani za¢ina byt ¢im déle rozsifenéjSim (nejen) ve Skolské matematice. Jednd se
o problém, u kterého zname vychozi situaci, nicmén¢ cil neni znam nebo jen neni piesné
zadan a cesta je nam téZ neznama (obrazek 3.5). K cili ulohy se musime dostat na zakladé

pozorovani a formulace hypotéz.
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Obrazek 3.5:Zkoumani (Kopka, 2013)

3.2.2 Vyzkumny pristup pri zkoumani

Vyzkumny piistup a jeho nélezitosti jsou podstatné pro uspésné zkoumadani. Na tvod
takového zkoumani je zdsadni motivace. Pro€ vlastn€ chceme tuto situaci zkoumat? Jak jsme
k ni dosli? Poté Zakim predkladame situace. Ta by pro né¢ méla byt poutava, obtiznostné

a znalostn¢ pfijatelna. Kopka (2013) shrnuje vyzkumny pfistup v schématu na obrazku 3.6.

rogeni 2 vyfedeny probléem
otazka (problém) 'ﬂ feseni prob/emu/—; Yy

nelspéch oty S
; ; matematicka veta
situace —» experimentovani hypoteza dukaz
vysvétleni
zadny objev ovéreni

vyvraceni

netspech
v |
varianty —» experimentovan] € ~--=---rrrssossooseisiesnacnnosiannises |
situace : ;
< — o< — .*%
castA ¢ast B |

Obrazek 3.6 Vyzkumny pristup (Kopka, 2013)

Od uvodni situace se Ize vydat dvéma cestami. Horni cesta nerozporuje tivodni situaci, bere
ji za platnou a hodl4 s ni pracovat a rozvijet ji. Spodni cesta'® naopak reprezentuje rozpor.
Zkoumanou situaci zac¢indme ménit, hledat pfipady pro které situace nefunguje. K této

strategii obvykle dosp&jeme Casem po neuspéchu v horni cesté.

Proces spociva v prvni fazi ve tvorbé otazek ¢i hypotéz. Jakmile mame hypotézu, ¢i otdzky
formulované za¢iname dokazovat a ovétovat nase hypotézy. Kdyz prokdzeme spravnost nasi

hypotézy a ovétime ji, nalezli jsme matematickou vétu, ¢i jsme problém vyftesili.

10 Tegky ve spodni cest& odkazuji na opakovani stejného z horni ¢asti grafu.
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Kdyz nikoli, tak mtizeme bud’ formulovat jiné otazky, hypotézy, abychom problém tspésné
vyftesili, ¢1 se vydat vySe zminénou spodni cestou a hledat ptipady, kdy je problém

nefesitelny. I touto cestou se vSak vydavame skrz tvorbu otazek a hypotéz.

3.3 Zakladni heuristické strategie

K feseni problému Zaci pouzivaji heuristické strategie. Ty jsou nastrojem pii hledani cesty
k cili. Stézejnimi pro heuristiku jsou tzv. vyzkumné strategie. Do nich bychom zatadili
metodu pokus — omyl!!, odhad — ovéfeni — korekce, ¢i systematické experimentovani. Mezi
dalsi vyznamné strategie pro matematiku, které se vyuzivaji nejen ve Skolském prostiedi,
patii konkretizace — zobecnéni a analogie (Novotna et al., 2016). V nasledujicich oddilech
ilustruji pouziti jednotlivych heuristickych strategii pti feSeni uloh z pravdépodobnosti, které

lze v ramci revidovaného RVP zaradit ve vyuce na ZS.

3.3.1 Pokus - omyl

U této metody experimentujeme nesystematicky a nahodné. Tato strategie nemusi vést k cili
vibec, nebo az po mnoha opakovanich. Ve skole ji zaci vyuzivaji, kdyz maji fesit tlohu, se
kterou se jesté nesetkali a nevédi, jak u ni postupovat. Mlize byt dobra k uvédomeéni si

zakladnich zakonitosti (Kopka, 2013; Novotna et al., 2016).

V tlohéch z pravdépodobnosti miizeme metodu uZzit na kazdy problém, ktery je pro nas novy

a nevime, kam a jak se dal vydat.

Vzorova uloha 3: V pytliku je 9 modrych, 1 Cervend, 1 zelend a 1 zluta kulicka. Kterd barva

bude pravdépodobné vybrana?

Uloha je piejata z Globalniho ramce (Rhodes et al., 2020, s. 69).

Zkusime odhadnout, ze by to mohla byt c¢ervend kulic¢ka. Pti zpétné kontrole ale zjiStujeme,
Ze ta je jen jedna oproti zbylym jedenacti kulickdm. Je tedy velkd pravdépodobnost, Ze
vytdhnu kuli¢ku jinou neZ cervenou. TakZe to musi byt jind barva. Touto metodou lze
experimentalné dojit k zaveéru, Ze se pravdépodobné bude jednat o modrou kulicku, ktera

ptevazuje v pytliku nejcastéji, a to devét proti zbylym tfem jiné barvy.

"' Ne&kdy téZ novéji nazyvana metodou pokusi.
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3.3.2 Odhad - ovéreni — korekce

Tato metoda vychazi ze strategie pokus — omyl. Zde na rozdil od pfedchoziho ndhodného
provadéni pokusit provedeme po ovétfeni vysledku novy odhad na zékladé korekce
pfedchoziho odhadu. Postupné se tak ptiblizujeme tizenému vysledku. Znovu je vhodné

pouzivat tabulky, které zptehledni vysledky (Kopka, 2013).

Vzorova tloha 4: Kolika procentim (zaokrouhlené na jedno desetinné misto) odpovida

y 1
pravdépodobnost E?

S touto ulohou se Zaci mohou setkat, kdyZ se uci zlomky a pouZiti této metody miize byt
zpisob, jak si 1épe predstavit algebraicky zpiisob feSeni tlohy. Dovednost prevadét mezi
zlomky a procenty je nezbytna pro splnéni odborné zpiisobilosti ,,vypocita pravdépodobnost
vyskytu elementarniho jevu, pficemz odpovéd’ je vyjadiena zlomkem, desetinnym cislem
nebo procenty, a zatfadi ziskané hodnoty na stupnici od 0 (nemozné) do 1 (jisté). (Rhodes et

al., 2020)*

Pravdépodobnost 1—12 chceme zapsat procenty na jedno desetinné misto. Jako prvni

odhadneme, Ze to bude okolo 10 %. Zlomek se pftili§ nelisi od 1—10 a tu si zaci pamatuji, ze

odpovida pravé 10 %'2. Po zpé&tné kontrole (vynisobeni 12) nidm ale vyslo, Ze to neni pfesné,
a tak se snazime odhadnout ¢islo blizsi (tabulka 3.1). Kdyz nam vyjde vysledek nad 100 %,

musime v dal$im pokusu zvolit mén¢ procent, a naopak.

Tabulka 3.1: Reseni vzorové tilohy 4

Odhad | Kontrola | Co potfebujeme
10 % 120 % | Méné

9% 108 % | Méné

8 % 96 % Vice

85% |102% |Méné

84% 101 % |Méné

83% 1100 % | Vysledek

Takto jsme odhadli, ze po zaokrouhleni 8,3 % nejlépe odpovida 11—2

12 Zlomek % neni roven 10 %. Jedna se o predstavu, ze % z 1 je rovna 10 % z 1. Ve vysledcich vSak casto

NIV .. 5
zestru¢nuji zapis symbolem ,,=", napft.: - = 6,9 %.
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3.3.3 Systematické experimentovani
Pti této strategii vkladame nejcastéji poznatky a nésledné vysledky do tabulky, kterd nam
muze pomoci pii hledani souvislosti a zakonitosti. Objevenou vlastnost bychom méli

matematicky vyjadfit, ¢i vyslovit hypotézu (Kopka, 2013).

Vzorova tloha 5: Hazime opakované kostkou. Po kolikdtém hodu budeme mit

pravdépodobnost vétsi nez 50 %, ze hodime Sestku?

Nejprve zjistujeme pravdépodobnost, ze ndm padne Sestka prvnim hodem. Muzeme hodit

Sest ¢isel a jen Sestku chceme. Tudiz pravdépodobnost, Ze ndm padne Sestka pti prvnim hodu,
. 1 v oee , “- , , . v v
jerovna —. Jak to ale bude, kdyz ji hodime pti druhém hodu? Musime si uvédomit, ze v tomto

piipadé se ndm nepovedlo Sestku hodit na prvni pokus. Jedna se o slozeny jev.!* V prvnim
hodu jsme Sestku nehodili a v druhém jiz ano. Tento jev si rozkreslime do stromového
diagramu (obrazek 3.7). Ten ndm pomiuze si 1épe situaci predstavit s pfisluSnymi hodnotami

pravdépodobnosti.

1034 §
{uzas}/i ol ?%i—%

A

(pl]bp

C _f'_
G

Obrazek 3.7:Stromovy diagram k vzorové uloze systematického experimentovani
, o s o wr y . 5 y .
V prvnim hodu mtzeme hodit pét ¢isel, pravdépodobnost je rovna ca pravdépodobnost, Ze
, y . , . 1 .. y
se nam povede Sestku hodit na druhy pokus, je rovna p Celkove¢ je tedy pravdépodobnost

1.5 _ 5
rovna - - = = —. Nyni provedeme systematické experimentovani na dalSich hodech

obdobnou metodou (tabulka 3.2).

3 Ulohu bychom proto mohli zafadit do 9. ro¢niku ZS vramci odborné zptsobilosti ,vypoéita
pravdépodobnosti riznych vysledkt pro slozené jevy obsahujici dva elementarni jevy, pokud je lze uvést jako
diskrétni prostor elementarnich jevi* (Rhodes et al., 2020).
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Tabulka 3.2: Resent vzorové iilohy 5

Pocet hodi [ Pravdépodobnost | Soucet

1 1 0,167
6

2 > 0,306
36

3 2 0,421
216

4 125 0,518
1296

5 625 0,598
7776

Z tabulky jednotlivych soucti miizeme pozorovat, jak ndm postupné roste pravdépodobnost
s kazdym dal§im hodem. Ptes 50 % se dostaneme po ¢tvrtém hodu. Mazeme téz pozorovat,
Ze ve jmenovateli jsou mocniny Cisla Sest podle toho, o jaky hod se jedna. V citateli jsou téZ
mocniny, tentokrat ¢isla pét, a vzdy o jedna mensi, nez je pocet hodl, coz predstavuje
pocet ptfedchozich vzdy neuspésnych hodid. Odvozenim z pozorovani bychom nasli

1 algebraickou cestu, kterou Ize tloha téz vyftesit.

K vyfeseni tlohy tak nepotfebujeme znat vzorce, ¢i mit dovednosti s exponencidlni funkci
a logaritmy, na jejichz pouziti uloha sp&e pii zvoleni algebraické cesty. Ulohu jsme

efektivné vytesili strategii systematického experimentovani.

3.3.4 Konkretizace a zobecnéni

Tato strategie slouzi k porozuméni vét a problémi. Pti konkretizaci chceme Zaky sezndmit
se specidlnim pfipadem problému, abychom ho zakiim pftiblizili. Mizeme hledat dalsi
konkrétni ptipady, nez ptejdeme k obecnému feSeni tlohy (Kopka, 2013, Novotna et al.,

2016).

Konkretizace ndm mtize pomoci, dostat se ze situace, kdy nevime, co délat dal. Nepomiize
nam sice problém vyftesit, ale miize ndm pomoci najit zakonitosti, vztahy a cestu, jak se
dostat z daného problému. Zobecnéni ndm nasledné pomiize konkrétni ptipady interpretovat
pomoci jejich obecného vyjadieni, vétSinou na zaklad¢ vztahu, ktery je ndm zndm v jeho

konkrétni podobé (Kopka, 2013).
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Vzorova uloha 6: Pravdépodobnost, Ze se narodili dva lidi ve stejny den v tydnu, je % Kolik

lidi se musi potkat, aby byla pravdépodobnost alesponi 60 %?

Pti feSeni tlohy pouzijeme nasledujici myslenku. Neurcuji pravdépodobnost, ze se potkaji,
nybrz ze se nepotkaji lidé se stejnym dnem narozeni, tedy opacny jev. Uz v piipadé tii lidi
by se mi totiz mohlo stat, ze vSichni tii budou narozeni v tentyz den, coz je samoziejme téz
validni fesen.

Zacneme uvodni tezi: oba jsme se narodili v tentyz den v tydnu. To znamend, Ze v jeden

oot : . y 1., Y :
konkrétni den ze sedmi, coz ma pravdépodobnost p Jinym postupem, urcujeme-li

pravdépodobnost opa¢ného jevu, mizeme vyuzit konkretizace. Paklize jsem se narodil

v nedé¢li, druhy ¢loveék se musi narodit v jednom ze zbylych Sesti dnti, abychom se nenarodili
ve stejny den. Pravdépodobnost opacnému jevu je tak rovna g = 0,857 = 85,7 %1%
Ciselnym vyjadfenim nam tak opét vychazi 1 — 85,7 % = 14,3 %

Pro setkéani tfi lidi uz budeme urcovat jen opacny jev. Opét plati, ze chceme nalézt
pravdépodobnost situace, kdy jsme se nenarodili nikdo ve stejny den. Narodil-li jsem se

v nedé€li, tak druhy se mohl narodit jen ve zbylych Sesti dnech. Narodil-li se naptiklad

A r Id r . W o W v 14 4 W 5 4 14
v sobotu, pak na tfetiho zbyva jen pét dnli, cemuz odpovida pravdépodobnost p Vysledna

pravdépodobnost se tak bude rovnat g . g = % = 0,612 = 61,2 %. Pravdépodobnost jevu

opacného je poté rovna 1 — 61,2 % = 38,8 %. Zbytek ulohy dofesime systematickym

experimentovanim (tabulka 3.3).

14V tloze uzivam zaokrouhleni na tfi desetinnd mista. Kviili zlomkiim s vysokym jmenovatelem je toto
vyjadieni prehlednéjsi a Iépe uchopitelné.
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Tabulka 3.3: Resent vzorové tilohy 6

Pocet lidi | V jiny den Ve stejny den | %

2 0,857 0,143 14,3 %
3 0,612 0,388 38,8 %
4 0,350 0,650 65,0 %
5 0,150 0,850 85,0 %
6 0,043 0,957 95,7 %
7 0,006 0,994 99,4 %

Z tabulky 3.3 vyplyva, zZe staci Ctyfi lidi, abychom se dostali nad 60 %. Nutno podotknout,
zZe tento postup bychom idealn€ chtéli vyjadtit obecné. Pro tuto ulohu vSak neni nutné hledat
obecné¢ feseni. Pokud se potka vice nez sedm lidi, mame jistotu, Ze alespon dva se narodili
ve stejny den na zakladé Dirichletova principu (oddil 3.4.3). Tim jsme dokazali, Ze pro pocet

lidi vétsi nez sedm, nema smysl pocitat pravdépodobnost.

Pouziti zobecnéni a nasledné obecné fedeni problému je pro zaky na ZS ¢asto nemozné.
Vétsinou nas vede do slozité algebraické cesty (oddil 3.4.1). V uvedené tloze spociva
zobecnéni v tomto pozorovani. Mlzeme pozorovat, ze v Citateli se nam objevuje Ciselna
fada. Kdyz se nam potkaji 3 lid¢, v Citateli mame 7 - 6 - 5 (v feSeni ulohy sedmicku
zanedbdvame, protoze je stoprocentni pravdépodobnost, ze se snikym jeden c¢lovek

nenarodil ve stejny den, kdyZ je tam sdm). Toto Ciselné vyjadieni se da zapsat pomoci

faktoriald Jako Z Obecné bychom pak toto pozorovani mohli vyjadfit jako ——, kde n je

(7- )"

pocet lidi, ktefi se potkaji. Ve jmenovateli mame opakujici se sedmicku v kazdé ¢asti — 7™.

71

(7 n)

Vysledna rovnice o jedné neznamé by tak byla P(A) = a z ni bychom pocitali opacny

jev. Tato rovnice je nefesitelna i pro zaky SS.

3.3.5 Analogie

Analogii vyuzivame, kdyZ mame néjaky jev, s kterym jsme se napiiklad nesetkali, ale
muZeme ho pfirovnat k jevu, s kterym zkuSenosti jiZ mame. Cely problém tak miZeme
preformulovat do zndmé ulohy a k pivodni uloze se vratit s jiz nabytymi zkuSenostmi

(Kopka, 2013).
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Vzorova tloha 7: Hazime Sestnactisténnou kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze padne

veétsi ¢islo nez 9?

Zaludnost ilohy miize pro zaky spoc¢ivat v tom, ze se s takovou hraci kostkou jesté nesetkali.

Ulohu miZeme pieformulovat pro standardni hraci kostku: Jakd je pravdépodobnost na
standardni hraci kostce, ze padne Cislo vétsi nez 4? Takova Cisla jsou dvé: petka a Sestka.

Celkem ma kostka Sest stén, a tedy Sest variant, které mizeme hodit.

Na Sestnactisténné hraci kostce to bude obdobné, méme Sestnact stén, tedy Sestnact moznosti
¢isel, které mizeme hodit. Cisla vétsi nez 9 opét mizeme zpracovat vyétem moznosti.

Zjistujeme, Ze jich je sedm, a to 10, 11, 12, 13, 14, 15 a 16. Vysledna pravdépodobnost, tak
e
16’

bude P(A) =

3.3.6 Geometricka cesta

Geometricka cesta je strategie, pfi niz ulohu interpretuji pomoci geometrického obrazku,
nacrtu, ktery mi pomiiZze s vyfeSenim dané ulohy. Pro toto téma je tato cesta obtizné
aplikovatelnd, ackoli 1ze nalézt Glohy, kde mi tato cesta pomtiZe 1épe ziskat vhled do situace

(Kopka, 2013).

Vzorova tloha 8: Z Narodni tfidy na Hrad¢anskou jezdi dvé tramvaje — ¢islo 2 a 18. Mohu
tedy jet obéma spoji. Oba spoje jezdi v desetiminutovych intervalech. Jaka je
pravdépodobnost, ze kdyz pfijdu na zastavku, pojede tramvaj do tfi minut od mého

pfichodu?

Reseni a komentat k této tiloze je uvedeno v portfoliu uloh (oddil 4.3) spolu s dalsimi

podobnymi tllohami v kontextu jizdnich fadua.

3.4 DalSi strategie
V tomto oddile jsou vyjmenovany dalsi heuristické strategie, které 1ze vyuzivat pfi feSeni
uloh. Pro moji praci jsou vSak méné vyznamné, jelikoz jejich vyuZiti k feSeni uloh

z pravdépodobnosti na ZS jsem zadné nenalezl. Proto jsou v textu uvedeny jen okrajoveé.
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3.4.1 Algebraicka cesta

Jedna se o strategii sestavovani rovnice ¢i soustav rovnic a jejich nasledné feSeni. Tato
strategie je pro zaky vice abstraktni nez strategie piredchozi. Zaroven pro né neni ze své
podstaty ndzornou. Zaci musi ovladat teorii daného tématu a technikdm vypoétl, aby mohli
metodu spravné aplikovat, napft. sestavit rovnice ze zadani (Kopka, 2013). Je to ale velmi
uziteny, ucinny a ¢asto pouzivany zpiisob pro feseni problémti.

Metoda je sice velmi uziteCnou a ucinnou v nékterych oblastech matematiky, pro moji praci
je tato strategie nevhodnou. Rovnice v této oblasti nas casto zavedou k pocitani
kombinaénich &isel a faktoriald, se kterymi se Zaci setkaji nejdiive na SS. Ptikladem je uloha

na zobecnéni (oddil 3.3.4)

3.4.2 Cesta zpét

Hojné vyuzivanou strategii je cesta zpét. Ta se pouziva pfi feSeni geometrickych uloh,
rozborech konstrukénich tloh a konstrukcich dikazl, nejcastéji implikaci. V poslednim
ptipadé ptredpokladame, ze dikaz plati a z véty se snazime odvodit to, co jiz vime, nebo

néco, co obecné plati, ¢i se da snadno dokéazat (Novotna et al., 2016).

Cestu zpét miZzeme vyuZit i na Glohdch z pravdépodobnosti (a kombinatoriky), jen je to pro

wewvr

korekce, €i systematickym experimentovanim.

3.4.3 Dirichletiiv princip

Dirichletv princip je metoda vyuzivana nejen v matematice. Je to tvrzeni z oblasti teorie
mnozin. Princip lze nézorné¢ ukazat na problému s holuby. Mam devét piihradek
v holubniku, ale deset holubii. Jak je rozmistim? NejspiSe budou dva holubi sdilet jednu
ptihradku. JestliZe je tedy vice objektil nez ptihradek, pak minimalné jedna ptihradka bude

obsahovat alespon dva objekty (Kopka, 2013).

Dirichletiiv princip je mozné aplikovat uz na ZS, aniz by Zaci tento pojem znali.
V kombinatorickych tlohadch se vyskytuje Ccastéji nez v pravdépodobnostnich. Jeho

praktické vyuZiti jsme mohli vidét na vzorové uloze v oddilu 3.3.4.
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4 Portfolio vyukovych materiali s jejich FeSenim

V ramci portfolia pokryvam odborné zptisobilosti stanovené Globalnim ramcem. Ulohy jsou
rozdelené dle prostredi, ve kterém se odehravaji. V rdmci jednoho tematického celku uvadim
ulohy v takovém potadi, aby tvofily sérii gradovanych uloh. Zamérn¢ nejsou ulohy
rozdélené dle ro¢niki, protoze jednotlivé skoly si zafazeni jednotlivych vystupl urcuji sami

svym Skolnim vzd€lavacim programem.

Kazda uloha obsahuje komentai vysvétlujici mij zdmér zatadit ji do portfolia a pozndmky
k dané tloze. K ni je v zavorce ptidan kod, ktery tlohu piifazuje k odbornym zptisobilostem
z Globélniho ramce. Reseni uloh jsem koncipoval tak, aby obsahovalo otazky, které lze
zakim pokladat. Rovnéz jsou zde zaclenéna riiznd vizualni schémata, které zakiim pomohou

s predstavou situaci

4.1 Kouzelnik

Znamy kouzelnik mé obrovskou $kalu svych trikli. Pojd'me nékteré z nich v nasledujicich

ulohach poodkryt.

4.1.1 Karty
U téchto uloh doporucuji mit k ruce balicek karet pro lepsi predstavu. Dle mych zkuSenosti

mnoho 74kt s kartami zkusenosti nema, ¢i je maji jen velmi omezené. Odborné pojmy z této

t15

oblasti (sniméni, hodnoty karet!” &i barvy karet'®) je lepsi ukazat pfimo na kartach.

Uloha 1: Na stole je rozlozeno deset karet, z nichZ jednu vybirame. Je tam sedm srdcovych,

dvé pikové a jedna kiizova. Ktera karta bude nejspis vybrana?

Poznamka: (P/N) Jednd se o uvodni, motiva¢ni Ulohu do tématu. Ve tfidé muizeme

demonstrovat feSeni tlohy na experimentu.

Reseni: Ktera karta bude nejspise vybrana? Nabizi se varianta, Ze ta, od které je jich na stole

nejvice. Nejvice mame srdcovych, a to sedm. Jak to ovétime? Aby jich bylo jednoznacné

15 Néktefi zdci mohou mit zazité jiné ndzvoslovi, co se ty¢e hodnoty karet. Tato terminologie se méni i
s pouzitymi kartami. Zatimco u mariasSovych karet se karta oznacuje jako spodek, u kanastovych (pokerovych)
jako kluk (ang. Jack). Svrsek ¢i filek je ekvivalentem pro damu.

16 7aky je zadouci seznamit také s karetnimi symboly, které budeme v tlohach pouzivat. Karty se symbolem
listu (#) se oznacuji jako pikové karty, karty se symbolem & jsou kiizové, karty se symbolem ¥ srdcové a karty
se symbolem ¢ jsou karové. Pikové a kiizové karty jsou cerné, karové a srdcové cervené.
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nejvice, musi jich byt vice nez polovina. V tomto ptipadé pét. To spliiujeme. Nejvice bude
srdcovych.

Uloha je také feSitelna heuristickou strategii pokus — omyl, systematickym

experimentovanim ¢i analogii.

Uloha 2: Tentokrat vybirame z $esti raznych karet, z nichZ jsou tfi srdcové, dvé karové
a jedna pikova. Kterym slovem byste popsali predpovéd’, ze z nich vybereme a) srdcovou,

b) pikovou, ¢) ¢ervenou kartu?

Jist¢  Skoro jist¢ Pravdépodobné  Nepravdépodobné  Skoro nemozné Nemozné

Poznamka: (PPS) Jestlize se jedna o prvni setkani zaki s podobnymi pojmy, méla by se o
jejich vyznamu rozproudit diskuse. Jev jisty a nemozZny jsou jednoznacné definovany
v ramci definice pravdépodobnosti. Tu vsak, ptedpokladejme, Zaci dosud neznaji. Slova se
vSak pouzivaji i v bézném jazyce, nejen v matematice, proto zde nepiedpokladam zasadni
potize pfi objasnéni jejich vyznamu.

ReSeni: Srdcové mame tii karty, pikovou jednu. Kolik mame &ervenych? Cervené jsou
kéarové a srdcové dohromady. Téch mame celkem pét. Cim vice karet na vybér, tim je vétsi
Sance, ze kartu vybereme. To vime jiz z predeslé tlohy. Nejpravdépodobnéji vybereme
cervenou kartu, pravdépodobné vybereme srdcovou a nepravdépodobné vybereme pikovou

kartu. Toto si mizeme ovéfit i na Vennové diagramu.

Vétsinu prvki obsahuje velkd mnoZina c) s ¢ervenymi prvky, celkem jich je pét. MnoZina

a) obsahuje tfi (srdcové) prvky a mnozina b) jeden (pikovy) prvek. Celkem jich je v prostoru
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Sest. Nyni bychom dle definice mohli spocitat pravdépodobnost. Nam postacilo urceni
pomérem.
Vybér Cervené muzeme popsat téz jako ,,skoro jisté*“. Pfesné vymezeni téchto popisnych

slov neni, tudiz se miizeme pfiklonit k obéma variantam.

Uloha 3: S kartami uréenymi ke hie prsi'” hrajeme hru ,,V&tsi, mensi“. Od kazdé hodnoty
mame prave jednu kartu. Kouzelnik otoci kartu a ja se rozhoduji, zda bude nasledujici karta
vetsi, €1 mensi. Zahlasim, jak jsem se rozhodl, a otaCim kartu z balicku. Pokud jsem se trefil,
vyhral jsem. Role se v dalsim kole stfidaji. Kdo vyhraje spise? I) Kouzelnik oto¢il desitku

a ja jsem zvolil vyssi. IT) Ja jsem otocil svrska (kralovnu) a kouzelnik zvolil nizsi.

Poznamka: (P/N) Otazka se ptimo neptd na pravdépodobnost, ale tlloha se ji uzce dotyka.
Je Zzadouci princip hry ukazat ve tfidé¢ na kartach, at’ zaci plné¢ pochopi, v ¢em tato hra

spociva. Na tuto lohu navazuji dalsi ulohy ke stejné hte.

ReSeni: Kouzelnik otoéil desitku. Co to pro nas znamena? My musime otogit spodka, svrika,
kréle ¢i eso. Jak je na tom kouzelnik? Ten musi oto€it spodka, desitku, devitku, osmicku, ¢i
sedmicku. Zatimco my mame Ctyfi varianty karet, abychom vyhrali, kouzelnik jich ma pét.

Spise vyhraje kouzelnik (mé vétsi pravdépodobnost vyhry).

Ulohu jsme fesili vypisem a metodou pokus — omyl.

Uloha 4: Navazme na piedchozi Glohu. Kouzelnik si tdhne kartu. Jakou kartu si musi
vytahnout, abychom méli nejvetsi Sanci vyhrat? Kdy je Sance nejmensi? Predpokladejme, Ze

volim vZdy pro mne vyhodnéjsi variantu z ,,vEétsi, mensi‘.

Poznamka: (P/N) Tato tloha je takovym malym zkoumanim. Zjistime zde, jestli zaci ulohu

skute¢né pochopili.

ReSeni: Mame osm hodnot karet. Kolik variant na vitézstvi bude, kdyz si kouzelnik vytahne
sedmu? K vitézstvi nam bude stacit osma, devitka, desitka, spodek, svrsek, kral, eso, celkem
7 karet. Jak to bude s devitkou? Mohu vyhrét jiz jen s desitkou, spodkem, svrskem, kralem

a esem — celkem péti kartami. S dal$i kartou v poradi akorat ubereme jednu moznou kartu.

17 Tyto karty se tradi¢né oznaluji jako mariaSové. Zaci se s timto pojmem vsak velmi zfidka setkaji, proto
uzivam netradi¢niho oznaceni. Karet je tficet dva, po Ctyfech barvach, od sedmy do esa. Po desitce nasleduje
spodek, svrsek, kral a eso.
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Kdy se nam to ale zlomi na druhou stranu neboli bude vice nizsich karet nez vysokych? To

muZeme porovnat v tabulce.

Hodnoty | "Vyssi" | "Nizsi"
Sedma |7 0
Osma 6 1
Devitka |5 2
Desitka |4 3
Spodek |3 4
Svrsek |2 5
Kral 1 6
Eso 0 7

V tabulce mizeme pozorovat, Ze mezi desitkou a spodkem se nam cislo lame. Kdyz si
kouzelnik vytahne desitku, hrajeme vyssi, kdyz spodka, hrajeme jiz niz$i s moznosti ¢tyfech
karet na vitézstvi. Nejmensi Sance na vitézstvi je pravé u téchto hodnot. Naopak nejveétsi
Sance je, kdyz padnou krajni hodnoty — sedma a eso, ty berou ve hie vse, a tak jisté

vyhrajeme.

V tloze uzivame konkretizace a systematického ovétovani, kterym jsme vytvofili tabulku.

Uloha je fesitelna i metodou pokus — omyl.

Uloha 5: Nyni hru ztizime. Pokud zahlasim nevyhodnou variantu, hraji o dvojnasobek. Ktera

karta bude pro mé nyni nejvyhodné&jsi? Vyplati se tento risk viibec né¢kdy?

Poznamka: (PEJ) Uloha navazuje na piedeslou wlohu. Zde bude tieba vy¢islit
pravdépodobnost. Zda se skutecné vyplati dvojndsobek za alesponn polovi¢ni

pravdépodobnost, by mohlo byt podnétem k diskuzi ve tfide.

ReSeni: Vyberme napfiklad devitku. Za standardnich podminek bychom zahlasili ,,vys$§i“
a méli bychom pét moZnosti k vitézstvi ze sedmi zbylych karet. Pfi zahrani ,,mensi* bychom
méli sice jen dvé moZnosti — sedmu a osmu ze sedmi karet, ale dvojnasobek vyhry. Kdy se
to vyplati? V balicku jiZ médme jen sedm karet a vitézné varianty se nam s kazdym dalSim
¢islem snizuji. Kdyz tato ¢isla ddme do poméru, ziskdme pravdépodobnost. Pocitejme, Ze po
vynasobeni niz8i pravdépodobnosti (jedna se o jev opacny k vyhodné&jsi varianté) dvéma
bychom se m¢li minimaln¢€ dostat na stejnou hodnotu, jako kdyz zahlasime lepsi variantu.

To si opét miizeme zanést do tabulky.
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Hodnoty | "Vys§i" | P(4) "Nizsi" | P(Q-A)
Sedma |7 100% |0 0 %
Osma 6 85,71 % | 1 14,29 %
Devitka |5 71,43 % |2 28,57 %
Desitka |4 57,14 % |3 42,86 %
Spodek |3 42,86 % |4 57,14 %
Svrsek |2 28,57 % | 5 71,43 %
Kral 1 14,29 % | 6 85,71 %
Eso 0 0% 7 100 %

V tabulce miizeme pozorovat, Ze jediné varianta, kdy se nam to mtize vyplatit, je, kdyz ndm
padne pravé hodnota s nejmensi pravdépodobnosti na vitézstvi a zkusit opak. Kdyz
kouzelnik oto¢i desitku, zkusime ,,niz§i“ za dvojnasobek a kdyz spodka, tak vySsi za

dvojnésobek.

Bude pro mé tato karta nejvyhodnéjsi? Nebude. Kdyz kouzelnik otoci krajni hodnoty, jisté
vyhrajeme a kdyz hodnoty pfed nimi (eso a osmu), tak téz pravdépodobnéji vyhrajeme vice

penéz nez s desitkou ¢i spodkem za dvojnésobek.

V tloze vyuzivame konkretizace a systematického ovérovani. Uloha je feSitelna metodou

pokus — omyl a zobecnénim ptes pocitani pravdépodobnosti opa¢ného jevu ve zlomcich.

Uloha 6: Nyni ma u sebe kouzelnik $est karet — Gtyfti krale a dvé esa. Vytahne kartu a odklada
ji vedle sebe na hromadku. To provede celkem dvakrat. Urcete pravdépodobnost, Ze

v hromadce budou a) dva kréalové, b) dve stejné, ¢) dveé rozdilné karty.

Poznamka: (2SJ) U této tlohy je dilezité si predstavit vS§echny moZnosti co mohou nastat.
Ze jsou v hromadce dva kralové, neni stejny jev jako, Ze jsou v hromadce dvé stejné karty.
Zaroven je to také pro zaky jedna z prvnich tloh, kde karty nevracime a s tim musi téz
pracovat. Na poduloze ¢) se da Zakim predstavit opacny jev.

Reseni:

a) Jaka je pravdépodobnost, ze si kouzelnik pfi prvnim vybéru vytdhne krale? Mame Ctyfi

kréle ze Sesti karet. To si miizeme rozkreslit i do diagramu.
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1 y . . < . , 2
Vidime, Ze po rozvétveni je pravdépodobnost, Ze si vytahneme kréle rovna 3 Bude tomu

i tak pfi druhém vybéru karty? Nebude. Nyni totiz mame jen tii krale a pét karet:

r])ru)\s"fg Koo
Kroi
<f< +
c
170

Vyslednd pravdépodobnost bude rovna soucinu obou ziskanych pravdépodobnosti dle

}__O‘J;

G o
o Crluo

. ve 23 2 ., . . y
pravidla soucinu: 3 iT o Ptedeslou tivahu Ize potvrdit na diagramu. Pravdépodobnost,
ze které vychazime, se déli stejnym dilem mezi vSechny vétve. Téch mame pét, ti1 vétve pro

krale a dvé pro esa. Jedna vétev (vychazejici od kralti) ma hodnotu 135:
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b) V predchozi uloze, jsme si rozkreslili cely stromovy diagram. MZeme z néj Cerpat pii

feSeni dalsich poduloh. Jaka pravdépodobnost bude, Ze si kouzelnik vybere dvé stejné karty?
Muze si vybrat dvé esa nebo dva krale.

Pravdépodobnosti obou jevi dle pravidla souctu s¢itame:

2N IO

1< £

"ﬁf‘ £
o N
ol g Gl ro 7

v v , V .y . 7
Pravdépodobnost, Ze ndm padnou dvé stejné karty, je rovna =

¢) Stejnou strategii, jakou jsme dosli k feSeni podulohy b), mizeme pouzit zde. Secteme

pravdépodobnosti jevu, kdy kouzelnikovi nejprve padne krél a poté eso, s jevem, kdy padne

4 4 _ 8

nejprve eso a poté kral: =t T
K feSeni lze pfistoupit i1 jinym zplsobem. Z feSeni podilohy b) vime, Ze pravdépodobnost,

kdy ndm padnou obé¢ karty stejné, je 17—5 Jedna se o opacny jev k c), tudiz pravdépodobnost
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jevu C lze vy¢islit (oddil 2.1): P(C) =1 - P(B) =1 — % = 18—5. Lze to ostatné

pozorovat i ve Vennové diagramu!®:

o

AK

KA

4.1.2 Mince
Kouzelnik hazi minci. Vzdy zacina stejné. Na palci ma polozenou minci rubovou stranou
nahoru (strana s hodnotou mince, téZ ,,panna‘“)!® a vycvrnkne ji nahoru. Mince mu dopadne

do dlané a on ji oto¢i na hibet ruky.

Uloha 7: Kolik otogeni ve vzduchu musi mince udélat, aby hodil pannu? I) lichy II) sudy

pocet

Poznamka: (P/N) Uloha je zde zafazena jako vstupni tloha pro sezndmeni s tématem.

ReSeni: Pokud minci vycvrnkne bez rotace (0 rotaci odpovida sudému po&tu rotaci), mince
mu na dlait dopadne pannou nahoru. Na hibet ruky minci jednou ota¢i a odhaluje orla.
Kouzelnik potfebuje hodit pannu, coZ znamena, Ze odpovédi bude prvni moznost. Kdyz se
mince oto¢i ve vzduchu jednou (a tudiz i tfikrat, pétkrat, ...), dopadne kouzelnikovi do dlané

orlem nahoru. Po otoceni na hibet dostane pannu.

V tloze jsme vyuzili metody pokus — omyl a konkretizace. Dale by se dala vyuZit analogie.

18V diagramu mame v mnozin& B dvojice stejnych karet, mimo mnoZinu mame dvojice, které jsou rzné. Pro
vypocet pravdépodobnosti jevu C mizeme tak vyuzit opacného jevu.

19 Rubova strana mince, kde je vyrazena jeji hodnota, se pfi hodech minci oznaduje jako ,,panna“. Licni strana,
na které nalezneme ceského lva, se oznacuje jako ,,orel“. Pojmenovani pochazi patrné z dob rakouské
monarchie, kdy byla na mincich rakouska orlice.
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Uloha 8: Kterym slovem byste popsali piedpovéd’, Ze se kouzelnikovi pannu a) podaii hodit

napoprvé, b) podaii hodit dvakrat po sob¢ ¢) nepodari hodit nikdy?

Jist¢ Skoro jist¢  Pravdépodobné  Nepravdépodobné  Skoro nemozné Nemozné

Poznamka: (PPS) V této uloze jde o porovnani jevl, jejichz pravdépodobnost
nepotfebujeme vycislovat. V poduloze c¢) mize zakim délat problémy piedstava, co
znamena nekonec¢ny jev, Ze pannu nehodi nikdy. Rovnéz popsat takovy jev slovem muize byt
pro zéky naroc¢né.

ReSeni: Co miize pii prvnim hodu kouzelnik hodit? Pannu nebo orla. KdyZ se mu povede
hodit pannu napoprvé, musi ji potvrdit druhym hodem, kde miize hodit orla. Spi§ hodi
kouzelnik pannu napoprvé nez dvakrat po sobé. To si miizeme lépe predstavit i na

stromovém diagramu:

e,

- <Rw~ Ocel

Ore

Co kdyz kouzelnik nehodi pannu nikdy? Bude neustdle jen hazet orla. Mize to nastat?
Teoreticky ano, prakticky spiSe ne. Nékdy mu panna padnout musi. Tento jev bychom proto
urcili jako nemozZny.

Jevy bychom tak popsali jako pravdépodobné, Ze kouzelnik hodi pannu napoprvé,

nepravdépodobné, Ze kouzelnik ji hodi dvakrat po sobé€ a (skoro) nemozné, ze kouzelnik ji

nehodi nikdy.

V feseni ulohy se daji vyuzit metody pokus — omyl a analogie.
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Uloha 9: Adam, Biét'a a Cyril hraji s mincemi hru. Hra se hraje na jeden hod dvéma mincemi
najednou. Adam vyhraje, kdyZz padnou dvé panny, Biéta, kdyz padne dvakrat orel a Cyril,
kdyz padne kazdého strana mince pravée jednou. Je tato hra spravedliva? Za koho byste chtéli

hrat v této hie? Jestlize neni spravedlivou, jak by se mohla spravedlivou stat?

Poznamka: (MOP) Uloha je inspirovana tlohou z uebnice Matematika (Hejny et al., 2016).
Cilem ulohy je diskutovat nad spravedlnosti hry. Vnimani spravedlnosti her u zakt probouzi
kritické mysleni a propojuje vice ocekavanych vysledki uceni. Nastrojem mulze byt

pravdépodobnost.

ResSeni: Situace, které mohou nastat mame popsané v zaddni. Oznacime si mince barevné —

jedna bude Cervena a jedna zelend. Pojd’'me rozkreslit mozné dvojice, které mohou padnout:

S 24

Cyril nez Adam, nebo Biéta. Hrat bychom tedy mé¢li chtit za Cyrila.

Pti feseni se daji vyuzit metody pokus — omyl a analogie.

Uloha 10: Uréete pravdépodobnost, e kouzelnik hodi pannu a) dvakrat po sobé&, b) poprvé

ano, podruhé ne, ¢) prave jednou ze dvou pokust d) alespoii jednou ze dvou pokust.
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Poznamka: (2S]) Uloha je velmi podobna piechozi tiloze jen s tim rozdilem, Ze cilem této

ulohy je stanovit pravdépodobnost jednotlivych jevii.

Resfeni: Vyuzijme diagramu z feSeni ptechozi ulohy. Kouzelnik ma vzdy jen dva hody,
s kazdym z nich se vétev d€li na dvé vétve (padne panna, nebo orel). Pravdépodobnost
v kazdé vétvi pilime (princip z ulohy 8). Hodnoty pravdépodobnosti lze dopsat

k jednotlivym jeviim zndzornénym ve stromu:

a) Panna padne dvakrat po sob¢€ jen v nejsvrchnéjsi vétvi, tudiz je pravdépodobnost rovna

Pever hed M\W\ i
A _&q

— < R < 0

O"Q-'\ Paswe
Ore\

b) Nejprve padne panna a poté orel padne podle diagramu opét jen v jedné moznosti ze Ctyf,

4

-Pl:.-rl&. AN

tedy i.
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¢) Kdy hodime pannu pravé jednou? Jednou nam musi padnout orel. Kdyz ptjdeme
systematicky, zaprvé Ize hodit pannu na prvni hod. Na druhy hod musime hodit orla.
Zadruhé, hodime-li orla, tak na druhy hod ndm musi padnout panna. Pfipady mame dva®’,
kazdy znich ma stejnou pravdépodobnost. Vyslednd pravdépodobnost bude rovna
1 1 1

-+ - = =
4 4 2

'P\—vm\ hed ‘D'“}‘i hed y

A Fonna. 7
& "

2
R\\“Q- O \'EJ

1 :
9.‘3"). ¢ .Po..i\t\o.
O\ 7

d) Kdy hodime pannu alespoii jednou? V piedchozi poduloze jsme ji hodili pravé jednou.

<
o ol

Chybi nam varianta, Ze padnou dvé panny, coz splituje tuto podminku. K pravdépodobnosti

z podtlohy c) musime pficist pravdépodobnost, Ze nam padnou dvé panny (poduloha a):

1 1 3
= +s =2
2 4 4

20 74ci, ktefi nemaji s pravdépodobnosti zadné zkusenosti, v této uloze chybuji (Hejny et al., 2017). Domnivaji
se, Ze jsou mozné jen tii moznosti: panna + panna, panna + orel a orel + orel. V takovém ptipadé se doporucuje
ovetit domnénku pokusem (Hejny et al., 2017), k cemuz podle mého ndzoru lze vyuzit strategie systematického
experimentovani.
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Poduloha d) Ize efektivné fesit pomoci opacného jevu: panna nepadne zadna. Takovy piipad
nastane, pokud ndm na mincich padnou dva orli. Vyslednou pravdépodobnost ur¢ime
vypoétem 1 — P(0,0) =1 — i = %, kde P(0, 0) nam oznacuje pravdépodobnost, Ze

nam padnou prave dva orli.

Muzeme téz vyuzit metody pokus — omyl, analogie a systematické experimentovani.

Uloha 11: Kolikrat padne panna primémé z dvaceti pokusti? Udélejte si ve tfidé experiment

a porovnejte vysledky. Jak to, ze se (ne)shoduji?

Poznamka: (MOP) Uloha je piejatd z Globalniho ramce (Rhodes et al., 2020). Tenhle
experiment si mohou vyzkousSet zaci ve tfidé. Lze na néj navazat diskuzi, jak je mozné, ze
to vyslo ve tfid¢ jinak nez na papife.

ReSeni: M&jme dvacet pokustl. Pravdépodobnost, Ze nam padne panna, je 50 % (neboli %).
Kolikrat nam padne primérné panna z dvaceti pokusti? Nabizi se ¢isla mezi sebou vynésobit:
% - 20 = 10. Jak je mozné, Ze nam ve tfid¢ panna padla primérné dvanéctkrat (naptiklad),
kdyz vypoctem by primérn¢ méla padnout desetkrat? S vétSim poctem pokusti bude
pravdépodobné odchylka od deseti mensi. Uloha je feSitelnd metodou pokus — omyl
a analogii.

Uloha je fesitelna metodou pokus — omyl a analogii.

Uloha 12: Jak je mozné, Ze kouzelnik ma 80% uspé&snost, e hodi pannu?

Poznamka: (MOP) Uloha navazuje na piedeslou myslenku, e primér nevychazi vzdy
presné. Nyni nemame zadany pocet hodul, ale uspésnost kouzelnika. Nechme zaky, at

vymysli divody takto vysoké uspésnosti.
ReSeni: Nabizim zde néktera piipadna vysvétleni. Kouzelnik:

e m¢l nizky pocet pokust a velké §tésti. Z péti hodli mu panna padla Ctytikrat.
e se naucil hazet minci, tak aby se mu otacela na urcity pocet otacek ve vzduchu,

podobné¢ jako tomu bylo u tlohy 7.
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e ma cinklou?! minci, na jedné strané je mince t&z81. Dal$i moznosti je, Ze s mincemi

vylozené Svindluje.

4.1.3 Barevné micky
Hrajeme rizné hry s barevnymi micky. Jsou spravedlivé, nebo nespravedlivé? Lze u nich

Svindlovat?

Uloha 13: V klobouku mame tii zelené, dva modré a jeden &erveny micek. Porovnejte

nasledujici situace. I) Vytdhneme modry. IT) Nevytahneme zeleny micek.

Poznamka: (P/N) Priméarné je uloha zamétfend na porovnani pravdépodobnosti jevi. Otazka
v uloze je zdmérné takto zadana. Chceme, aby si Zaci uv€domili, co znamena zaporka

v zadani.

ReSeni: Mame Sest micki, z nichZ jsou dva modré. Tahdme jednou. Kolik mame moznosti,

ze vytahneme modry micek? Dvé€. Toto si mizeme rozkreslit:

O /
v

Jev, ze si nevytahneme zeleny mic¢ek, mizeme rozkreslit podobné:

21 Slovo se uziva v kouzelnickych tricich a kartach pro specidlng upravené pomiicky.
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x X X

Zatimco modré micky mtiizeme vytadhnout dva, u druhého piipadu madme moznosti tii. Druhy

jev tak nastane ¢astéji.

Uloha je fesitelnd metodou pokus — omyl a analogii.

Uloha 14: V klobouku zbyly tii mi¢ky, z nichZ jsou dva modré a jeden bily. Kterym slovem

byste popsali predpoveéd, ze si ptiste vytdhneme modry micek?

Jisté Skoro jist¢ Pravdépodobné Nepravdépodobné  Skoro nemozné  Nemozné

Poznamka: (PPS) Uloha ma spiSe charakter cvieni. Zaci mohou aplikovat princip
z predeslé tulohy. Muzeme téz opakované zkusit experiment ve tfidé. Na vysledky

experimentu se 1épe aplikuji uvedend popisna slova.

ReSeni: V klobouku mame tfi mitky, dva modré a jeden bily. Ktery micek nejspise

vybereme? Modry, ktery je v klobouku vickrat. Situaci si opét mizeme rozkreslit:

O
©
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Stale si ale nejsme jisti popisnym slovem. Je jev pravdépodobny, nebo skoro jisty?
Kdybychom vytahli modry devétkrat z deseti, tak to asi oznacime za jev, ktery je blizky jevu
jistému.

Zkusime si ve tfid¢ experiment. Sedmkrat z deseti jsme vytdhli modry micek. Jev tak

muzeme prohlasit za pravdépodobny.

Ulohu jsme fesili analogii. Mohli bychom ji téZ fesit metodou pokus — omyl.

Uloha 15: Mé&jme stejnou situaci jako v piedchozi uloze. Uréete pravdépodobnost, Ze si
a) nevytahnu bily micek, b) vytdhnu micek stejné barvy jako mij kamarad, ktery si vybira

po mné. Micek do klobouku nevracim

Poznamka: (PEJ, 2SJ) Uloha navazuje na piedchozi ulohu. Nyni poditame konkrétni

pravdépodobnost jevi. Poduloha b) je ivodni tlohou ke slozenym jeviim.

ReSeni:

a) MizZeme pouzit schéma z predchozi tlohy. Co znamen4, Ze si nevytdhnu bily micek?
Vytdhnu jeden ze dvou modrych. Celkem mame tfi vétve, ke kazdému z micki.

Pravdépodobnost, ze vylosuji kterykoli z nich, je stejna: 1 : 3 = %

A
®

O
@

Modré micky mame dva a mtizeme vytahnout kterykoli z nich. Pravdépodobnost tak s¢itam

(»l-s Gl >~

, , “ v .. , v . 2
a vysledna pravdépodobnost, Ze vylosuji modry micek, je rovna § + § = 3

b) Méame v klobouku dva modré micky a jeden bily. Kdyz si vylosuji bily mic¢ek, zbydou

v klobouku jen dva modré, protoze micky do klobouku nevracim. Kamarad si nebude moci
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vylosovat mi¢ek stejné barvy. Musim si vylosovat modry a kamarad také. Kamarad mé na

vybér jeden bily a jeden modry micek:

Nas bex zo.mﬂ“\d‘:\’ Vib'}
A

‘ﬁ<fz> o

¥ v o ;o rx . 2 « v s ,
Pravdépodobnost, Ze si vybereme modry micek, je rovna 54 pravdépodobnost, ze si kamarad

vybere modry micek, je rovna % Nejprve musim vybrat modry ja, aby mohl vybrat modry
i1 kamarad. Oba jevy tak mizeme zakreslit za sebou v diagramu (jeden zavisi na druhém)

nebo pouzit pravidlo soucéinu, abychom se dostali k vysledku: g . % = %

Ulohy jsou fesitelné metodou pokus — omyl. Béhem toho vyuzijeme konkretizace a nejspis

1 analogie.

Uloha 16: Adam, Btéta a Cyril hraji s mi¢ky specialni hru. V klobouku maji étyii micky —
dva Cervené a dva Zluté. Adam losuje micek z klobouku a schové jej za zady. Biét'a vylosuje
micek po ném a téz jej schova. Na pokyn Cyrila mic¢ky ukazuji. Pokud si oba vytahnou
cerveny micek, vyhravd Adam. Pokud si oba vytdhnou zluty, vyhravd Biéta. Kdyz si

vylosuji kazdy jiny micek, vyhrava Cyril. Je hra spravedliva? Za koho byste chtéli hrat?
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Poznamka: (2SJ) Uloha je inspirovana alohou z uéebnice Matematika C (Hejny et al., 2016)
a podobna tloze 9 z oddilu 4.1.2. Reseni bude obdobné. Cilem ulohy je diskutovat nad
spravedinosti hry. Uréeni pravdépodobnosti miize byt argumentem. Zakim lze zadat

instrukci k pozménéni principu hry, aby byla pravdépodobnost stejna jako s mincemi.

ReSeni: Co mize Adam vylosovat? Jeden ze dvou &ervenych nebo jeden ze dvou Zlutych.
Sance je pro obé barvy stejna. Bude tomu tak i kdyZ losuje B¥éta? Nebude. Biétovi totiz pfi
losovani chybi micek, ktery ma Adam za zady. Pouzijme konkretizaci. Kdyz by Adam
vylosoval Cerveny, Biétovi v klobouku zbyvaji dva zluté a jeden Cerveny. Rozkresleme si

to diagramu. Kdyz budeme mit dv¢ varianty, budeme je znacit jako dvojitou cestu:

V diagramu vidime, Ze hra neni spravedlivd. Aby byla spravedlivou, museli by vSichni
chlapci mit pravdépodobnost vyhry stejnou a to % Hréat bychom rozhodné méli chtit za
Cyrila, ktery ma ¢tyinasobnou Sanci vyhrat nez zbyli chlapci.

Jak tlohu pozménit, aby byla totozné jako s mincemi? O co $lo u minci? Kazd4 mince ma
dv¢ strany. Musime 1 tady dosdhnout stejné¢ho principu. Kdyz budeme mit v klobouku jen
dva micky, jeden Cerveny a jeden Zluty a Adam po vytazeni si barvu zapamatuje a vrati
micek zpét. Biéta tak vybird znovu ze dvou. Tento princip si u minci miiZzeme piedstavit, Ze

haZeme jednou minci dvakrat po sobé.
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4.1.4 Kostky

Uloha 17: Na rozhazeni se s kostkou hazime jen jednou. Co padne na kostce spise?

I) prvocislo II) ¢islo délitelné dvéma

Poznamka: (P/N) Vstupni tloha seznamujici zaky s hody kostkou. Rovnéz si zaci mohou

vvvvv

Reseni: Jaka ¢isla mohou na kostce padnout? Cisla 1, 2, 3, 4, 5, nebo 6. Ktera z nich jsou
prvocislem? Prvocislem je dvojka, trojka a pétka. Ktera c¢isla jsou dé€litelna dvéma? Dva,

Ctyfi a Sest. Oba jevy maji tfi moznosti, budou tak padat pfiblizné€ stejné Casto.

Uloha 18: Mame pramérnou Gsp&$nost a) 2:1, b) 1:1, e ve hie kouzelnika porazime.

Navrhnéte takovou hru, ktera by uspésnosti odpovidala. Je hra spravedliva?

Poznamka: (MOP) Uloha navazuje na tu pfedchozi. Zaci si tsp&$nost budou patrné

vysvétlovat jako Sanci.

Reseni: Nejprve vyfesme spravedlnost hry: a) nespravedliva, b) spravedliva. Pfi spravedliva

hfe maji vSichni hraci stejnou Sanci vyhrat, coz pti uspésnosti 2:1 dodrzeno neni.

Kterou hru jsme mohli hrat? Vyjdeme-li z ptedchozi Glohy, mohli jsme hazet a) ,,prvocislo
a jednicka“ proti ,,neni prvocislo® anebo ,,neni délitelné tremi* proti ,,je délitelné ttemi*, b)

Vv ree 22413

,sudeé proti ,,liché* anebo ,,vyssi* (6, 5, 4) proti ,,nizsi“ (3, 2, 1).

Uloha 19: Nyni hazime s kostkou dvakrat. Hodime poprvé, zapiseme vysledek hodu a
hodime podruhé. Urcete Sanci, Ze a) na prvni hod hodime Sestku, b) hodime dvé Sestky

¢) hodime alespoii jednu Sestku

Poznamka: (2SJ) V této tloze ur€ujeme hodnotu Sance. Uloha je zde zatazena, aby Zaci
ekonomizovali sva feSeni pomoci diagramtl. VétSina z nich nebude chtit rozkreslovat strom
o tficeti Sesti vétvich.

ReSeni:

a) Jaka bude Sance, zZe hodime jednu Sestku? Jedna se o jedno Cislo ze Sesti na kostce, takze

Sance bude rovna 1: 5.
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b) Jakd bude Sance, ze ndm padne i podruhé? To si miZzeme nakreslit do stromového

diagramu. Na kazdy hod mame Sest variant toho, co ndm mize padnout, celkem 6 - 6 = 36
variant. Kolik z nich obsahuje dvé $estky? Jen jedna. Sance je 1:35:

A
2 . §
3

.

4
\)
fﬂé

¢) Kolik je variant, kdy hodime alespoii jednu Sestku? Kdyz hodime prvnim hodem Sestku

B8

Gl Laro

!

druhym hodem nam muZe padnout uz cokoli. Mame dal$i moznost? Mame. Kdyz hodime



napft. jedni¢ku, mame stale jednu moznost, Ze nam padne Sestka. Téch je pét, za kazdé jedno
¢islo, kdy se nam to nepovedlo prvnim hodem. Celkem mame jedenact variant, dvacet pét

je jich tedy nepiiznivych. Sance bude 11:25.

Ulohu mizeme fesit metodou pokus — omyl a systematickym experimentovanim.

Uloha 20: Jakou pravdépodobnost bude kouzelnik mit p#i hodu dvéma kostkami, aby hodil

a) dv¢ stejna Cisla, b) soucet 7, ¢) soucet 8.

Poznamka: (2SJ, SPV) Navazujeme na poznatky ziskané v predchozi tloze. Zaci mohou
vyuzit vypisu moznosti. Opét cilime na to, aby zéci hledali efektivni reprezentaci part Cisel,
protoze vypisovat hody do stromového diagramu bude zdlouhavé a neptehledné.

ReSeni:

a) Jaké mame moznosti? Tieba dvé jedniCky, obecné dvé stejna Cisla, celkem tedy Sest

variant. Kolik je celkem vSech riznych variant, které mohou nastat? Na jednu kostku Sest

variant, které mohou padnout, a na druhou také. Celkem tedy 6 - 6 = 36 variant. Vysledna

pravdépodobnost bude podil téchto vysledku: 3% = %.

Druhy pohled na tlohu mtze spocivat v tom, co nam muze padnout, kdyz budeme kostky

hazet po sobé&. Na prvni kostce cokoli, to je jedno. Ale na druhé kostce uzZ nam musi padnout

R . L s y 1
stejné Cislo jako na prvni, coz odpovida pravdépodobnosti p

b) Jak ndm muZe padnout sedma? Tteba Sestka s jedni€¢kou. VypiSeme si vSechny varianty.
Nesmime zapomenout na to, Ze 6+1 neni to stejné jako 1+6. Kazda z kostek je pro nas ,,jina".

Oznacime si je proto barevng¢:

N2545¢
b h 521

(b vosient

, . . . . . 1
Méme tedy Sest moznosti z 36 vSech moznych variant: 6 - o=

[ N

6
36
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Druhé uchopeni tlohy opét spociva v tom, ze prvnim hodem ndm miize padnout opét cokoli.
Druhym hodem ndm musi padnout cislo, které v souctu s prvnim ¢islem da 7, to znamena

v, - L wr v oy . 1
opét jedno konkrétni Cislo, tudiz stejné jako v a): o

¢) Zde uzijeme také systematického vypisu vSech variant:

23545 ¢
¢ 5 k32

5- ‘o

r b4 : r O W W 5
Celkem mame pét variant, kdy ndm muze padnout soucet 8, proto: e

Pouzijeme-li opét druhou metodu, prvnim hodem mutize padnout cokoli kromé jednicky, pét

variant, tedy pravdépodobnost 2. Druhym hodem dopliiujeme prvni ¢islo do osmi, a to je

vzdy po jedné moznosti:

o ln
[N
|

Uloha 21: V piipadg, Ze hodime dvé stejna ¢isla, mame k dispozici jeden extra hod navic.

Jaka bude pravdépodobnost, Ze padne soucet a) 17, b) 8?

Poznamka: (VSJ, SPV) Tato uloha rozviji ptedchozi tlohu novou podminku.

Pravdépodobnost vSech moZnosti zde neni stejna.

ReSeni:

a) Jak ndm mize padnout soucet 17? Musime hodit dvé Sestky, abychom dostali extra hod.
Dvé pétky a Sestka je totiz malo — soucet je jen 16.

Maéme tii hody celkem a kazdy je ureny, co ma padnout:
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1 1 1

Vysledné pravdépodobnost budeg L T i. Diky tomu vime nyni pravdépodobnost

kazdého jednoho jevu v extra hodu.

b) Pravdépodobnost, Ze nam padne soucet 8, jiz vime. Zméni ndm pravdépodobnost extra
hody? Ano. Kolik takovych moznosti mame? Miizu vyuzit dvé ¢tytky? Nemohu. Po dvou
¢tytkach nasleduje extra hod, takze nemohu tuto moznost zapocitat ani jako samotnou, ani

s extra hodem. Udélame si znova vypis v§ech moznosti.

2.35¢

(5 32

.z
% 9 | 2=

Vidime, ze mame Ctyfi varianty s dvéma hody a tii s extra hody. Pravdépodobnost, Ze padne

2 =22 125%.

v 4
soucet 8, tak bude — + = =
36 ' 216 216 24

Uloha 22: Pokradujeme ve hie. Kouzelnik chce hodit &islo vétsi nez 11. Urlete

pravdépodobnost, ze se mu to povede napoprvé. Jak tomu bude u druhého jeho pokusu?
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Poznamka: (VSJ, SPV) Uloha navazuje na piedchozi Gilohu. Druh4 otazka se da pojmout
rizné. Miizeme v tomto bodu po Zacich chtit, at’ zakresli situace, kdy se mu to podafi i kdy

se mu to nepodafi. Uloha se d4 modifikovat a pojmout ji jako zkoumani.

ReSeni: Kouzelnik chce hodit &islo vétsi nez 11. Pogita se soucet 11? Ne, musi soucet byt
vétsinez 11. Co muze tedy hodit na dva hody? Muze hodit dvé Sestky. Na né navazuje extra

hod.

Da se tedy fict, Zze v této uloze budeme pocitat jen extra hody. Pravdépodobnost, Ze nam

. o v .1 , v .. ;
padne jedna konkrétni moznost s extra hodem, je 1o Zbylé moznosti si rozkreslime:

A+3 L+ 32

4%4@ % /?h

X&q{wﬁ/ﬂyﬂq L M 12454%‘49 434!»43‘&4?-42

Z diagramu muzeme vidét, Ze je celkem patnict moznosti toho, co kouzelnik miize hodit.

Pravdépodobnost tak ur¢ime: 2— - 15 = % = 6,9 %.

wewr

kostkou. Kdyz hazime dvakrat, nasobime pravdépodobnosti prvniho a druhého hodu mezi

sebou, napf. dvojitd Sestka: % : % = %. TakZe pravdépodobnost, ze kouzelnik hodi

alespont soucet 12 i napodruhé, bude 75—2 . %, coz je zaokrouhlené¢ 0,5 %. Jakd bude

pravdépodobnost, ze se mu to druhym hodem nepodati? Pomoci opacného jevu:

1 - 75—2 = :—2 Nyni ndm zbyva jevy mezi sebou vyndsobit a ziskdme vysledek, ze

kouzelnik napoprvé hodi soucet 12 a vys, ale napodruhé jiz ne: % . % = 6,5 %.

4.2 Turnaj
Turnajové a zapasové ulohy odkazuji na kombinatoriku a pomocini lze urcovat

pravdépodobnost.

Ve skole se potada fotbalovy turnaj. Ten ma dvé faze: zdkladni Cast a finale. Zakladni Casti

se Ucastni Ctyfi tymy sloZené z Zaki. Jména tymul byla volena podle Selem, ¢i mytickych

54



zvitat — Draci, Tygfi, Lvi a Fénixové. Dva nejlepsi z nich se dostavaji do findlového zapasu.

Vsechny tymy jsou stejné silné. Kdo nakonec turnaj ovladne?

4.2.1 Zakladni ¢ast
Za vitézstvi v zapase se ud€luji dva body, za porazku jeden bod. V zakladni ¢asti hraji tymy

kazdy s kazdym jednou.

Uloha 23: Kolik se bude hrét utkani v zakladni &asti turnaje?

Poznamka: (SPV) Tato uloha nepatii pfimo do tématu pravdépodobnosti. Jedna se
o kombinatoriku. Vstupni tloha slouzi jako piiprava k dal$im tloham. Vétsina zaku se dle
mych zkuSenosti setkala s timto turnajovym systémem na krouzcich, a tak nékteti budou
tusit, jak ulohu vyftesit. Mlizeme toho vyuZit pti skupinovém feSeni ulohy.
ReSeni: Mame &ty tymy. Zakreslime si je proto do Gtverce. Jestlize hraje kazdy s kazdym,
muzeme propojit vSechny tymy.
- wrt
A — tagy b [y
Drasi Drae. 99
\ lm.r’_\ .
o i \
\ , .t Dracy: Feniow
._r O —_— e xR o
99 Tygr \
Felnivove
- (- (
Tygrt * Felnivove

Ze schématu vidime, Ze je Sest propojeni, a tudiz Sest zapasii. Ty si na zavér miZzeme vypsat.

Uloha 24: Piedpovézte, co se spi§ stane. T) Draci ovladnou zakladni &ast IT) Tygti neskonéi

posledni

Poznamka: (P/N) Cilem této ulohy je porovnat, ktery jev je pravdépodobnéjsi. To 1ze i bez
slozitého vypoctu na zéklad¢ pozice, kde mohou tymy skoncit.

ReSeni: V této tloze nejspise zdk vyuZije metodu pokus — omyl. Je vétsi Sance, e Draci
vyhraji, nebo Ze Tygfi neskon¢i posledni? Draci mohou skoncit jen na prvnim misté, zddna

jind moznost neni. Kde ale mohou skonc¢it Tygii1? Nesmi byt posledni. Mohou vyhrat? Ano.
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Mohou skonc¢it druzi? Ano, jen nesmi skoncit posledni. Dochézime k zavéru, ze mohou
skonCit prvni, druzi a tieti, coz je pomérné pravdépodobné. Zatimco Draci musi dle

podminky vyhrat, coz je mén¢ pravdépodobné.

Uloha 25: Jak4 je 8ance, Ze Draci a) hraji prvni utkani turnaje b) hraji a vyhraji prvni utkéani

turnaje ¢) hraji prvni utkani turnaje nebo vyhraji své prvni utkani na turnaji?

Poznamka: (PEJ, 2SJ) V této uloze zaci urcuji Sanci. U podilohy c¢) je zaludnost v tom, ze
zaky by mohla piekvapit spojka ,,nebo*.

ReSeni:

a) Draci hraji prvni utkani. Z Gvodni Glohy vime, Ze se v turnaji hraje celkem Sest utkéni.
Podivejme se tedy zpét do feSeni tlohy 1. Tii utkani Draci odehraji, tfi nikoli. Je Gplné jedno,

které z t&chto Sesti utkani se odehraje jako prvni. Sance, Ze¢ budou hrat prvni utkani, tak je
1:1.

b) Zde skladame dva jevy. Jsou na sob¢ jevy zavislé? Musi hrat prvni utkéni a vyhrat ho.

Rozkreslime si vS§echny mozZnosti, které mohou nastat:

?'l"'“i\‘\ ?nm: (Hean VS‘\\“S‘ WAy

.9_”_?.<
< Mo
NE

"--.“

Vidime, Ze na jeden ptiznivy jev, pfipadaji dalsi tii, které neodpovidaji zadani. Pomér tak

bude 1:3.

¢) Vyuzijeme stejny diagram. V horni vétvi mame dva jevy, kdy prvni hraji prvni utkani.

Také mame dva jevy, kdy své prvni utkani vyhraji. Co znamena spojka ,,nebo*? Staci jeden
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z jevi, aby byl piiznivy. Celkem mame tii jevy pfiznivé a jen jeden nepiiznivy. Sance tak

bude 3:1:

L‘r&i \ hH:n l VS““S kol
j o i s
Nc _ "N\}O
— NE

Uloha 26: Prvni utkani skonéilo 2:1 pro Draky. Jak se mohlo vyvijet skére? Kolik je

takovych moZznosti?

Poznamka: (SPV) Opét se jedna o kombinatorickou ulohu, ktera slouzi jako priprava
k dal$im uloham z této sekce. Zaci mohou feSeni rozkreslit do diagramu nebo rozepsat do

tabulky.

ReSeni: VyuZijeme konkretizace. Kdo d4 prvni gél zapasu? To si rozkreslim do stromu.
Strom podobné pokracuje az do stavu 2:1. Na zavér spo¢itame mozné cesty, kterymi jsme

k nému mohli dojit. Dochazime k celkem tfem riznym cestam.

O:0
/\

1:0
N\, /
2:0
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Stejny postup nas navede do tabulky pfipominajici graf v soufadnicovém systému. Na ose x
mame skore ,,domacich® Draka a na ose y skore hosti. V grafu nalezneme bod [2; 1] (v
tabulce buniku 2:1) a hledame mozné cesty, jak jsme sem mohli dojit. Budeme postupovat
od kraje systematicky. Za¢neme ze stavu 2:0, ta je jen jedna. Ze stavu 1:0 dal mize vést jen
cesta do stavu 1:1 (2:0 mame jiz pokryté) a dale do 2:1. Z 0:0 mohu jit jen do 0:1 a odsud

vede cesta jen jedna. Celkem jsme dosli ke tfem cestam:

0:1 1:1 2:1
0:0 1:0 2:0

Aplikujeme-li cestu zpét (strategie se nabizi vzhledem k tomu, Ze konecny stav zndme a
v ptedchozi strategii jsme si vysledky rozkreslili), mizeme si v loze v§imnout, ze prvni dva
g6ly mohou padnout témét jakkoli a treti gol k vysledku vzdy dodame jako korekci. Jedinou
variantou, kdy tomu tak nebude, je, Ze hosté daji prvni dva goly a stav by byl 0:2. Tuto
variantu odecteme. Na oba goly mame tedy dvé moznosti, kam mohou padnout, coz jsou

celkem 2 -+ 2 = 4, ajednu variantu od¢itdme, proto tfi.

Uloha 27: Kolik nejméné bodi bude sta¢it na postup do finale? Kolik by musely mit ostatni
tymy? Navrhnéte, jak bude vysledna turnajova tabulka vypadat?

Poznamka: (SPV) Tato uloha mlze byt pro zdky, ktefi se s turnaji nepotkavaji, velmi
naro¢na. Doporucuji proto postupovat metodou systematického ovéfovani. Rovnéz si
vSechny kontroly miizeme provadét pomoci délitelnosti. Za vitézstvi jsou dva body, za
prohru jeden, tudiz za kazdy zapas rozdame tfi body, za cely turnaj osmnact bodu. Jedna se
o kombinatorickou ulohu, kterd mtize zakiim pomoci pii feseni posledni Glohy zakladni ¢asti
turnaje.

ReSeni: Draci viechny tfi zapasy vyhraji. Celkem ziskaji 6 bodii. Fénixové viechny prohraji.
To jsou celkem 3 body. Na zbylé dva tymy piipadd 9 bodi. Ty si rozdéli mezi sebou na 5
bodi pro prvni tym a 4 body pro druhy.

1. Prvni |Druzi | Tieti Ctvrty
Pocet bodi | 6 5 4 3
Pocet vyher |3 2 1 0
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prohry. Zbyva 8 bodl. Ty musime rozd¢lit opét mezi dva tymy. Kdyby jeden z nich mél tfi
prohry, vytvofili bychom stejné feseni jako v prvnim ptipad¢. Oba tymy musi mit po ¢tyfech
bodech. Jeden z téchto tymt (druzi) musi mit na konté dvé prohry. Od prvnich (Draki) a od
poslednich (Fénixit). Aby mél tym 4 body, musi tfeti zdpas vyhrat. Pro tfeti tym dopocitame

vitézstvi, taky aby se celkovy pocet rovnal Sesti:

2. Prvni |Druzi |Treti |Ctvrty
PocCet bodii |6 4 4 4
Pocet vyher |3 1 1 1

Co kdyzZ prvni celek bude mit na konté¢ také porazku? Pocitejme s tim, Ze posledni tym opét
prohral vSechna utkéani. Prvni tym nahraje 5 bodu, posledni 3 body, zbyva tak 10 bodl na
zbylé dva tymy. Zadny nevyhraje viechna utkéani, neziska 6 bodii za tii vitézstvi, protoze
prvni tym je jiz dan. Oba tymy tak budou mit po péti bodech. VyuZijeme-li stejné mysSlenky
1 na pocet vitézstvi, miizeme tabulku rovnou doplnit. Oba tymy budou mit po dvou vyhréch.

Jeden z nich musi vyhrat nad poslednim i prvnim tymem:

3. Prvni | Druzi Tieti Ctvrty
Pocet bodli |5 5 5 3
Pocet vyher |2 2 2 0

Posledni variantou bude, Ze ¢tvrty tym jednou vyhraje. Dohromady s prvnim to je 9 bodi
a zbyvajicich 9 bodl opét délime mezi dva tymy. Opét plati, Ze Zadny z tymil nezaznamena

tfi vitézstvi. Body si rozd¢€li na 5 bodt a 4 body. Tabulku jiz nyni mizeme doplnit.

4. Prvni |Druzi | Tieti Ctvrty
Pocet bodit |5 5 4 4
Pocet vyher |2 2 1 1

Pro postup ze skupiny do findle za urcitych okolnosti staci zisk 4 bodt, v ostatnich ptipadech

bude muset tym ziskat 5 bodl, a tudiz dvé vitézstvi. Tato tabulka muize pomoci pfi

feSeni dalsi ulohy:

Celkem |Prvni Druzi | Treti Ctvrty
1. 6 5 4 3
2. 6 4 4 4
3. 5 5 5 3
4 5 5 4 4
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Uloha 28: V prvnim utkani prohrali Tygii s Draky. Jak by museli dopadnout ostatni duely,
vime-li, ze Draci, ktefi vyhrali zakladni skupinu, dosahli poctu a) Sesti bodi b) péti bodu
a Tygfti postoupili? Jaka je pro to pravdépodobnost? Pocitejme s tim, ze pii shodném poctu

bodu postoupi Tygfi.

Poznamka: (SPV, VSJ) Uloha je velmi naroéna a opira se o poznatky z ptedchozi ulohy.

Pti vyuce Ize pojmout jako zkoumani jednotlivych jevi, které mohou nastat.

ReSeni: Postupovat budeme systematicky dle piedchozi ulohy, protoze v jejim feSeni mame

rozepsané body, které v nasledujicim postupu vyuzijeme.

a) Vychazet budeme z ptipadi, kde prvni tym (Draci) ziskal 6 bodi:

Prvni Druzi Tieti Ctvrty
1. 6 5 4 3
2. 6 4 4 4

V prvnim ptipadé mizeme vidét, ze Tygii na postup potiebuji 5 bodi. Kdy budou mit 5
bodu, co se musi stat? Prohru maji pravé s Draky, a tak aby ziskali 5 bodl musi zbylé dvé

utkani vyhrat. Jaka je pravdépodobnost, Ze tato utkani vyhraji? To si rozkreslime:

N T

—_— -, A
4y 3

/\

O
TS

-3%\:{ ve. Lvi

73%;: ve. Fenixow

V druhém piipadé€ je situace komplikovanéjsi. Tygii mohli vyhrat proti Fénixiim a prohrat
proti Lvlim a naopak. Zalezi i na vysledku zépasu Lvii s Fénixy. Kazdy tym z téchto tii duelti
zaznamenal praveé jedno vitézstvi, aby mohli vSechny tymy mit 4 body. Toto si opét

rozkreslime:
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Pravdépodobnost, Ze nam tato (druhd) situace nastane, je rovna % + % = %. Na zaveér

podulohy zkontrolujeme, zda se nam jevy nepiekryvaji. To mizeme ovétit jen tim, ze
zatimco v prvnim ptipad¢€ Tygii vyhraji oba své duely, v druhém jen jeden.

Pravdépodobnost, ze Tygti postoupi, paklize Draci ziskaji Sest bodd, je % + i = %

b) V této poduloze si mizeme vSimnout, Ze se jednd o naprosto obdobnou situaci jako

v ptedchozi poduloze.

Prvni Druzi | Tteti Ctvrty
3. 5 5 5 3
4. 5 5 4 4

Ve tietim piipadé kazdy z tymi se ziskem péti bodl porazi posledni tym. Mezi sebou pak
kazdy zaznamena jedno vitézstvi a jednu porazku. To se d& opé€t vyjadrit stejnym stromovym
diagramem jako ve druhém ptipadu ptedchozi podulohy. Vysledna pravdépodobnost bude
rovna opet i. Ve c¢tvrtém a posledni ptipadé€ je situace obdobnd jako v prvnim piipadé
z ptedchozi podulohy. Tygii musi zvitézit v obou svych zbyvajicich utkanich, aby doséahli

poctu péti bodi, ¢ehoz pravdépodobnosti se rovna i. Celkova pravdépodobnost bude rovna

souctu pravdépodobnosti, a to %
4.2.2 Finale
Turnaj dospél az do findle. Tam se probojoval tym Drakl a Tygrh. Vyhraje ten tym, ktery

jako prvni vstieli pét goli do sité soupete. Za vitézstvi v turnaji byla slibena odmeéna

v podobé dortu.
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Uloha 29: Jaka je $ance, Ze prvni gol vstieli Draci?

Poznamka: (PEJ) Uloha je slouzi jako pfipomenuti, jak uréovat pravdépodobnost, Ze padne

g0l, cehoz budeme vyuzivat i v dalSich tlohach.

Reseni: Ulohu budeme fesit tvahou. Sance, Ze prvni gol vstieli Draci, je 50:50 oproti

Tygram. Uloha by se dala fesit pomoci Vennova diagramu, ¢i stromového diagramu. Tyto

vvvvvv

Uloha 30: Utkani bylo bohuzel pieruseno kviili deiti za stavu a) 4:3, b) 3:3, ¢) 4:1 pro Draky.
Jaka je pravdépodobnost, Ze by Draci turnaj vyhrali, kdyby se utkani dohravalo po desti?

Poznamka: (VSJ) Uloha je inspirovana ulohami z knihy Bachratého a kol. (2010, s. 12-18).
Uloha navazuje na predchozi ulohy fesené piedevsim stromovym diagramem. Pro nékteré
zaky se tak stanou cvicenim. To neni na Skodu v rdmci algoritmizace postupll. Pokud
bychom 1 je chtéli pfimét k heuristice, nabizi se je vyzvat k tomu, aby nalezli jiny zplsob
feSeni nez stromovym diagramem.

ReSeni:

a) Pfi pfipsdni pravdépodobnosti k vétveni stromu vidime, Ze Draci vyhraji s

pravdépodobnosti %z

L3
N\
5.q] Wh 3

/\

—3 5 L5

[\91.:-

/\

l\_:-) o
W=

b) U podulohy nejprve vyslovime hypotézu. Kdyz je stav vyrovnany, je stejna
pravdépodobnost pro oba celky, Ze vyhraji? Pro ovéfeni hypotézy rozkreslime strom od

stavu 3:3:

62




: MRS \ rox ; ;o s s 1
Symetrie stromu zarucuje, Ze pravdépodobnost pro vitézstvi obou tymi je stejna, a to >

¢) Podulohu vyfeSme, aniZ bychom si situaci zakreslovali do stromu. Jaké kone¢né vysledky
mohou ze skore 4:1 nastat? Draci mohou vyhrat 5:1, 5:2, 5:3, 5:4. Tygii mohou vyhrat jen

za skore 4:5, kdyby vstielili 4 goly po sobé. Jak ur¢ime pravdépodobnost tohoto jevu? Na
vstieleni kazdého golu je pravdépodobnost ; Vysledna pravdépodobnost, Ze Tygii vyhraji,
jei= == = = 16. MozZn¢ konecné vysledky se znamou pravdépodobnosti opacného

jevu zakreslime do Vennova diagramu:
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Ve vsech pripadech, kdy Tygfi nevyhraji, vyhraji Draci. Pravdépodobnost, Ze vyhraji Draci,

1 15
buderovna 1l — — = —=.
16 16

Uloha 31: Mg&jme stejnou situaci jako v predchozi Gloze. Jak byste rozdélili vyhru mezi

tymy, aby to bylo spravedlivé?

Poznamka: (MOP) Uloha je inspirovana tlohami z knihy Bachratého a kol. (2010, s. 12-
18). Uloha (potazmo zkouméni) cili na zvédoméni, Ze rozdélit vyhru v poméru skére neni

spravedlivé.

ReSeni: Jak to udélat spravedlivé? Nabizi se pouzit skore. Piedstavme si, Ze je skore 4:0. Je
spravedlivé, aby nedostali Tygfti Zadnou odménu? A co teprve kdyby se hralo na deset, nebo

sto gélt? Také by méli nulovou Sanci, a tudiz nulovou vyhru? Ve skore feseni ptimo nebude.

Co takhle vzit skore, kter¢ tymim chybi do péti a rozdélit to podle opacného poméru?
V podualoze a) bychom rozdélili vyhru v poméru 2:1. To zni jiz spravedlivgji. Co ale
v poduloze c¢)? Tam by byl pomér 4:1, coz je vlastné stejné jako skore, coz uz vime, ze prilis
spravedlivé neni. Nejspravedlivéjsi se tak jevi pocitat pravdépodobnost, ze tym utkani
vyhraje, kdyZ se bude zapas dohravat. Domluvme se tedy, ze spravedlivé rozdeleni vyhry

bude dano Sanci, s jakou by vyhravajici tym dospél k vyhfe.

A tyto vysledky mame jiz z ptedchozi tlohy. Spravedlivé rozdéleni vyhry tak je v poméru

a) 3:1,b) 1:1, ¢) 15:1.

Uloha 32: Jaka je pravdépodobnost, 7e utkani skonéi rozdilem péti gola? Vyjadiete

v procentech.

Poznamka: (VSJ) Na tloze se d4 ukdzat uziti mocnin v kombinatorice a pravdépodobnosti.

ReSeni: Jak miize zapas skonéit? 5:0, nebo 0:5. Jak se nam zapas vyvijel? Miize se vyvijet
jen tak, Ze vSechny goly vstielili bud'to hosté, nebo domaci. Pomoci rozepsani hodnot

pravdépodobnosti  k jednotlivym  vétvim uréime vyslednou pravdépodobnost
1 1

1
J— —_ = . = 0/ -
= + > = 16—6,25 %:
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Dal$i moznost, jak ulohu vyfeSit, je pouZziti strategie systematického experimentovani.
Pocitejme nyni pouze se skorem 5:0. Pravdépodobnost, ze daji Draci prvni gol, je rovna

50 %. Jak to bude s druhym go6lem? Musi ho dat znovu Draci. Jsme tak vystaveni stejné
o . o . 1 1 1 L e . .
situaci. Pravidlem soucinu dochazime k 53 = 7 Nyni miizeme vyslovit hypotézu —

. py v , 1 wr e . y L1
nasobi se s kazdym dalSim gélem vysledek ;‘? Oveétime ji na skore 3:0. Opét musi vstielit

g0l Draci (s pravdépodobnosti % ) a dochazime k pravdépodobnosti % . % = %.
Pocet golt | Skore | Pravdépodobnost | %
1 1:0 % 50 %
2 2:0 % 25 %
3 3:0 % 12,5 %
4 4:0 1_16 6,25 %
5 5:0 3% 3,125 %

V tabulce vidime, Ze ve jmenovateli mdme mocniny dvojky. Cestou zpét tak mizeme dojit

< 1\" 1 . y e . ;
k zobecnéni ulohy, a to (E) = oo kde n je pocet goli, které padnou. Nesmime
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zapomenout v feseni 1 na skore 0:5, které ma stejnou pravdépodobnost jako 5:0. Vysledna

v : 1 1 _ 1 _ 0
pravdépodobnost je rovna = T 5 P 6,25 %.

4.3 Jizdni Fady
Ulohy v kontextu jizdnich fadt lze zalenit do tématu pravdépodobnosti na ZS. V t&chto
ulohéach se da pouzit geometricka cesta (oddil 3.3.6), zaroven lze nékteré ulohy zobecnit

a rozvijet tak dovednost, ktera byva zafazena do piijimacich zkousek na SS.

Z Narodni tfidy na HradCanskou jezdi dvé tramvaje — Cislo 2 a 18. Mohu tedy jet obéma

spoji. Oba spoje jezdi v desetiminutovych intervalech. Cesta trva 12 minut.

Uloha 33: Kolik tramvaji dorazi na zastavku v prab&hu hodiny?

Poznamka: (MOP) Uloha je motivaéni. Neni pfimo zaméfena na pravdépodobnost, ale izce
se ji dotyka.

ReSeni: Jestlize spoj jezdi kazdych deset minut, kolik tramvaji pfijede za hodinu? Sest
tramvaji. Muize jich pfijet sedm? Pokud by naptiklad pfijela prvni tramvaj v nulté vtetiné
a posledni presné¢ v Sedesaté minuté, bude jich sedm? Nebude. Tramvaj v ¢ase 1:00:00
pfijede jiZz v druhé hodin€. Spoje mame dva, celkem tedy béhem hodiny pfijede dvanact

tramvaji.

Uloha 34: Jaka je pravdépodobnost, Ze kdyZ pfijdu na zastavku, a) pojede tramvaj &islo 2
do tfi minut b) pojedou obé€ tramvaje do tfi minut ¢) pojede tramvaj do tii minut od mého

ptichodu?

Poznamka: (PEJ, VSJ) Poduloha c) je ptejata z knihy Mosny (2016, s. 27). Pti feSeni tilohy
je vhodné uzit geometrické cesty, protoze ¢asové udaje predstavujici spojitou veli¢inu neni
mozné zahrnout do koneéné mnoziny, které jsou predpokladem klasické definice
pravdépodobnosti. Pfi geometrické interpretaci budeme urcovat délky, resp. obsahy a jejich

pomér (oddil 2.3).

66




ReSeni:

a) Tramvaj ma desetiminutovy interval, béhem né&jz jednou pfijede. Jaka je
pravdépodobnost, zZe piijede do tii minut? To bychom mohli fesit zZlomkem %. Muzeme to
takto vyfesit a ilohu zjednodusit? Spi§ ne?.

v

Vhodnéjsi je pouzit geometrickou definici. Nedokazeme totiz vyjadfit kone¢nou mnozinu
¢ast, kdy miize tramvaj piijet. Miizeme vsak vyjadrit interval (0; 10) a pro piedstavu jej

zakreslit:

6 3 fo

o

Mg . r . r J4 r 4 v 3
Pouzitim geometrické definice porovnavame délky na usecce: s

b) Je stejnéd pravdépodobnost, Ze piijede i tramvaj €. 18 do tii minut? Ano, postup je Gplné

stejny. Mlzeme tedy pouzit pravidlo soucinu pro vyjadieni pravdépodobnosti. Ta bude

3 3 9
rovna— - — = — = 90,
10 10 100

Resenou Ulohu miZeme znézornit. Tim, Ze mame dvé tramvaje a kazda z nich ma vlastni
Casovy interval, v kterém jezdi, nabizi se zakreslit ob¢ do jednoho grafu. Na ose x bude
tramvaj €. 2 a na ose y naneseme casy k tramvaji ¢. 18. Obé& tramvaje musi pfijet do tii minut.

Z toho nam v grafu vznikne ¢tverec, ktery je prinikem obou oblasti:

22 Ano, vysledky jsou shodné. Je to tim, Ze celou llohu mame v celych minutach. Vzhledem k nutnosti
konecnosti mnozin Q a A je uloha pomoci klasické definice pravdépodobnosti nefesitelna. Geometricka
definice nam poskytne urcit pravdépodobnost jako pomér miry intervald.
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Hodnotu pravdépodobnosti stanovime na zadklad¢ geometrické definice. Obsah modrého

¢tverce znazornujici pravdépodobnost pifijezdu je roven 3 - 3 = 9. Obsah celého ctverce

jeroven 10 - 10 = 100. Pravdépodobnost jevu bude rovna %0 = 9%.

¢) Mlizeme jet obéma tramvajemi, tudiz staci, kdyz do tfi minut pfijede alespon jedna z nich.
Jakeé tedy jsou moznosti? Tramvaj €. 2 pfijede do tfi minut, a tudiz tramvaj ¢. 18 muze pfijet
kdykoli, nebo druhd moZnost: tramvaj ¢. 18 pfijede do tii minut a tramvaj €. 2 muze pfijet
kdykoli. Vyzna¢ime na grafu dva obd¢élniky, modry pro prvni ptipad, oranZovy pro druhy.
Sediva ¢ast na nasem grafu je ast, kde se oba obdélniky piekryvaji, tj. oblast, kdy obé

tramvaje piijedou na zastavku do tff minut:
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Pro vyslednou pravdépodobnost nam staci spocitat a porovnat obsahy. Na tomto ptipadu
vidime 1 krasné vyuziti opa¢ného jevu. Zatimco bychom museli pocitat obsahy dvou
obdélnikli a od nich odecitat prekryvajici se plochu, staci ndm spocitat obsah ctverce,
prostoru, kdy ani jedna tramvaj do tffi minut nepfijede, a odecist ho od jedné:

10 - 10 — 7 - 7 = 51 %.%

Uloha 35: Jaka je pravdépodobnost, Ze kdyZ piijdu na zastavku, piijede tramvaj do x minut

od mého ptichodu?

Poznamka: (2SJ) Uloha je piejeta od Mosny (2016, s. 27). Cilem tlohy je zobecnéni vztahu
z pfedeslé tlohy. Tato dovednost Zakiim umozni ziskavat nastroj k efektivn&jSimu feSeni

obdobnych typt tloh, které se vyskytuji 1 v ptijimacich zkouskach.

ReSeni: VyuZijeme feSeni pomoci opaéného jevu z minulé ulohy. Kdybychom chtéli piijezd
do dvou minut, kolik to bude? Opét chceme pocitat obsah ,,zeleného* ctverce. Jak velka bude
jeho strana? Bude se jednat o dopln¢k od dvou do desiti, tedy 8. Zajima nés jeho obsah, tedy

8 - 8 = 64. Pojd'me to zobecnit. Jak vyjadfit dopln€k od x do desiti? To vyjadiime jako

(10—x) (10—x)

10 — x. Nyni uz jen ur¢ime pravdépodobnost opa¢ného jevu: 1 — 100

2 Vzhledem k tomu, Ze cely ¢tverec ma obsah 100, lze &isla 100, 49 a 51 vnimat jako podet procent.
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Uloha 36: Cesta metrem i s prestupem trva deset minut. Metro jezdi kazdé &tyfi minuty.
Navrhnéte, kdy se mi cesta s prestupem vyplati. Pokuste se ve skupiné urcit

pravdépodobnost, v kolika procentech ptipadii se mi vyplati jet tramvaji.

24

piesnou pravdépodobnost jevu. Nechme zaky pracovat ve skuping, at’ navrhuji postupy, jak

danou ulohu feSit.

ReSeni: Cesta tramvaji trva deset minut, zatimco metrem dvanact. Kdyz metro jezdi kazdé
Ctyfi minuty, kolik ¢asu stravim na cesté, kdyZ pouziju metro? Néco mezi deseti a ¢trnacti
minutami. KdyZ pojedu tramvaji hned v prvni minuté, za jak dlouho musi na zastavku piijet
metro, abych byl na Hrad¢anské alespon ve stejny ¢as? Kdyz metro pojede ve tieti minuté,

dorazime metrem a tramvaji stejné. Udélame si tabulku vS§ech moznosti:

Odjezd Cas Odjezd Cas

tramvaje (+12)  |metra (+10) |Rozdil
1 13 3 13 0

1 13 4 14 1

2 14 4 14 0

Jak velkd je pravdépodobnost, Ze na Hrad¢anské budu drive, jestlize pojedu tramvaji?
Z tabulky vidime, Ze se mi Casové spiSe vyplati jet metrem. Tramvaj muze piijet kdykoli
v deseti minutach, metro kazdé ¢tyfi a my jsme vymezili celkem tii konkrétni ptipady, kdy

tramvaj pfijede stejné nebo dfive (na celé minuty).

V tomto bod¢ bychom zkoumani nejspiSe ukoncili, protoZe zbytek feSeni ulohy by se odvijel

algebraickou cestou (nasledujici dva odstavce), nebo geometrickou cestou (tfeti odstavec).

Pro jevy uvedené v tabulce jsme schopni urcit pravdépodobnost. Pravdépodobnost, Ze

libovolna tramvaj (T) pfijede do jedné minuty, 1ze urcit z grafu nebo zobecnéného vztahu:

20-1-1% 19
100 100

P(T,) = = 19 %. Musime kalkulovat i s pfijezdem metra. To mutze

pfijet ve tieti minuté (a ve ctvrté, ale pro usnadnéni vypoctu to nyni zanedbame). Metro jezdi
v intervalu ¢tyfi minuty. To znamena, ze pravdépodobnost, ze metro ptijede, je P(M,) = i.
Nabizi se tedy mezi sebou pravdépodobnosti vynasobit:

19 1 19
P(X1) = P(T1) ' P(M1) = 100 ' Z:m-
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Nyni vyfeSme posledni ptipad. Pravdépodobnost, ze pfijede metro ve Ctvrté minuté, je

P(M;) = %. Ur¢ime jesté pravdépodobnost piijezdu tramvaje. K tomu opét miizeme vyuzit
v 20-2-22 36 9 , . v .
zobecnéného vztahu P(T,) = ———— = — = —. Pomoci pravidla sou¢inu ziskame
100 100 25
vyslednou pravdépodobnost P(X,) = P(M,) - P(T,) = % . 235 = %. Celkova

pravdépodobnost jevu je rovna souétu pravdépodobnosti téchto dvou jevi: P(X;) +

19 9 55 11
= — —_———_—= — = 0,
P(Xz) = 400 + 100 ~ 400 80 13,75 %.

Problém geometrické cesty tkvi v tom, Ze obrazek je trojrozmérny. Zaci by si ho museli
zakreslit na papir nebo v 3D programu. Na ose x a y jsou jednotlivé tramvaje jako
v pfedchozich tlohach. Na ose z (svisla osa) mame ¢as odjezdit metra. Do grafu naneseme
Casy, kdy tramvaj pfijede do minuty a roztdhneme do hranolu na ose z. Stejné¢ budeme
postupovat i pfi tietim ptipadu.

0

Na zavér porovname objemy kvadri. Objem rtizovych hranoll je roven 19 + 36 = 55

aobjem celého hranolu je roven 10 - 10 - 4 = 400. Pravdépodobnost je rovna

55

o0 = 13,75 % stejné jako v algebraické cesté vyse.
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Zavér

Cilem prace bylo vytvofit portfolio loh z tématu pravdépodobnosti s fiktivnimi zakovskymi
feSenimi vyuzivajicimi heuristickych strategii. K praci jsou ptilozené¢ samotné ulohy pro
uditele k vyuziti pfi vyuce. Ulohy jsou rozfazené do Grovni (levelt) dle odbornych
zpusobilosti v Globalnim ramci (ptiloha 1).

Pojem Sance znaji zéaci nejspise zrealného zivota. Pro zéky neni podstatné, aby znali
s kterymi se dosud nesetkali. Soué4sti této dovednosti?* je najit zpiisoby, jak ulohu pochopit,
uchopit a vyfesit. K tomu jim muze pomoci ucitel skrze konstruktivistické pojeti vyuky
a samotna heuristika. Heuristickymi strategiemi feSeni za vyuziti diagrami, schematickych
obrazki a navodnych otdzek mohou zaci fesit slozitéjsi, ¢i jim dosud neznamé ulohy.
Nekteré ulohy feSené v praci jsou na zékladni Skoly velmi naro¢né. V praci jsem je uvedl
jako ptipady zkoumani, kde je hlavnim ukolem zakt pfijit na postup, ktery mize fungovat
adiky kterému se mohou dostat k vysledku. Nésledujicimi otdzkami mlzeme zakiim
postupné pomahat dostavat se k cili. Vysledkt je v uloze vice? Zkuste pfijit na dalsi variantu.
Jak jsme se dostali k této varianté¢? Muzeme se dostat i k jiné? A co kdyz...? Nicmén¢ pro

nadané Zdky mohou byt pravé tyto ulohy vyzvou.

Dalsi matematickou oblasti, ktera s realizaci navrzené revize RVP bude nové zarazena na
Z8, je kombinatorika. Vzhledem k rozsahu prace viak nebylo mozné zpracovat podobné obé
témata. Kombinatorika je z hlediska vyskytu uloh pro ZS na tom lépe neZ pravdépodobnost.
Kombinatorické tulohy se napfiklad pravidelné¢ vyskytuji v rlznych matematickych
soutézich a olympiadach, &i v piijimacich zkouskach na SS. Svijj p¥istup véetné uvedenych
uloh bych rad v budoucnu (v ucitelské praxi, ¢i v navazujici diplomové préaci) vyzkousSel

V praxi.

24 Rozvoj této dovednosti souvisi s odhodlanim Zaka novy problém viibec zaéit fesit. Zak, ktery toto odhodlani
nema, feSeni neznamé ulohy vzda.
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Vyjadreni k vyuziti nastroji umélé inteligence

Umélou inteligenci jsem pouzival pouze k vyhledavani dalSich zdrojt uzitych v praci.
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Pifiloha 1 — Sada uloh

71



