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Abstrakt

Cilem préce je teoretické srovnani dvou piistupi k didaktice matematiky, a sice némeckého
genetického principu a ceské Hejného metody. Prace je orientovana teoreticky. Nejprve
analyzuji n€kolik d¢l, ktera popisuji vychodiska zminénych metod, a také dvé ucebnice
matematické analyzy, které jsou napsany podle jejich zasad. Podrobné¢ pak pisi o shodnostech

a odlisnostech genetického principu a Hejného metody.

V préaci dochazim k zavéru, Ze spoleCnym rysem obou pfistupil je vyuziti tzv. genetické
paralely, tedy presvédceni, Ze myslenkovy vyvoj zdka pii vyuce matematiky by meél byt
posuzovan v kontextu historického vyvoje matematiky v lidskych dé&jinach. Geneticky princip
i Hejného metoda také shodné akcentuji vychovné cile vyuky matematiky. Velmi podobné
jsou rovnéz obsahy analyzovanych ucebnic: Ob¢ pojedndvaji diive o integralu, nezli
o derivaci, obé kladou daraz na vysvétleni konceptu urcitého integralu a ob¢é marginalizuji
vySetfovani pribéhu funkce. Za hlavni rozdil mezi metodami povazuji odlisné stanoveni
didaktickych priorit. Ukazuji, Ze geneticky princip vychazi vyhradné z genetické paralely,
zatimco Hejného metoda upiednostiiuje vychovné cile, piicemZz genetickou paralelu

(v podob¢ Teorie generickych modelll) vyuziva jen jako jeden z nastroju.

Na zaklad¢ analyzy vyslovuji tezi, ze Hejného metoda je pokracovanim genetického
principu, respektive jeho uvedenim do §irSi praxe. V zévéru dale nastinuji, jak by se na mou
praci dalo navazat. Doporucuji vyzkum soucasného vyvoje genetického principu v teorii
1 ptipadné praxi, analyzu nové vyslych ucebnic podle Hejného metody a prakticky rozbor

vyucovani podle Hejného metody z hlediska genetické paralely.
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Abstract

The thesis deals with the comparison of two approaches to mathematics didactics, namely
the German genetic principle and the Czech Hejny method. The thesis is theoretically
oriented. First, I analyze several works that describe the starting points of the mentioned
methods, as well as two textbooks of mathematical analysis that are written according to these
principles. Then I write in detail about the similarities and differences between the genetic

principle and the Hejny method.

In the thesis, I conclude that a common feature of both approaches is the use
of the so-called Method of Genetic Parallel, i.e. the belief that the intellectual development
of the student in mathematics should be assessed in the context of the historical development
of mathematics in human history. The genetic principle and the Hejny method also equally
emphasize the upbringing goals of mathematics teaching. The analyzed textbooks are also
very similar: Both deal first with the integral and then with the derivative, both emphasize
the explanation of a definite integral, and both marginalize analyzing a function
with its derivative. I consider the main difference between the methods to be the different
determination of didactic priorities. I show that the genetic principle is based solely
on Method of Genetic Parallel, while Hejny method prioritizes upbringing goals, using

genetic parallel (in the form of the so-called Theory of Generic Models) as only one tool.

Based on the analysis, I propose that Hejny method is a continuation of the genetic
principle, or rather its introduction into wider practice. Finally, I outline how my work could
be followed up. I recommend research into the current development of the genetic principle
(in theory as well as in practice), an analysis of newly published textbooks based on Hejny
method, and a practical analysis of teaching according to Hejny method from the perspective

of method of genetic parallel.
Keywords

genetic principle, Hejny method, Otto Toeplitz, Gert Schubring, Vit Hejny, Milan Hejny,
Method of Genetic Parallel, Theory of Generic Models



Obsah

VO, 8
1. Geneticky princip v pojeti Gerta SChubringa...........ccoocveiiiiiiiiiiiiiieiecccee e 10
1.1 Zivotopis Gerta SChUDIINGA. ...........c..ovevevreeeeeeeeeeeeeeeeee e 10
1.2 Zékladni charakteristika genetického PrinCipu...........cceeeveeecieeriiesiieesieeieeiee e e 10
1.3 Historicky vyvoj genetick€ho principU........ccceeeceeeiiieiiiiiiiiieeiie e 11
1.3.1 Francis Bacon (I561—16260).........ccccuiieriieiiiieeiie et eiee e eeeesvee e e vee e ens 11
1.3.2 René Descartes (1596—1650).........ccuiiiieiiiieiiieeieeeee ettt 12
1.3.3 Antoine Arnauld (1612—1694)......cc..oveiiiiiie et 12
1.3.4 Baruch Spinoza (1632—1677)...ccuuuuiieiieeieeeeeee ettt 13
1.3.5 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—17106)......ccccccveviieoiiiiiieiiecieeieeeie e 13
1.3.6 Alexis Claude Clairaut (1713—1765)....cc.couiimiiiiiieiiieeieeee et 13
1.3.7 Friedrich Wilhelm Lindner (1779—1851).....cccovuieiiiiiiieiiieieeie et 14
1.3.8 Karl Mager (1810—1858)......uiiiieiieieeiee ettt 15
1.3.9 Felix KIein (1849—1925)...c..iuiiieieieeeeee et 16
1.3.10 Otto Toeplitz (1881—1940).....cceeiieieeieeiieieeie ettt eeeas 18

2. Geneticky princip v pojeti Otto TOCPIILZE. ......ccueevieriieeiieiieeieerie ettt 19
2.1 ZiVOtOpis Ott0 TOCPLILZE. .......u.veveeereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eeee s eenee e 19
2.2 Okolnosti vzniku uc¢ebnice Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung....................... 20
2.3 Obsah ucebnice Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung.................cccccccoceevucnncnne. 21
2.3.1 Obsah prvni kapitoly: Podstata nekonecného procesu...............c.ccoeevevevvencveennnens 22
2.3.2 Obsah druhé kapitoly: Urcity integral...............cccoccoeveeveevinoienenieneenenieneeeeene 23
2.3.3 Obsah teti kapitoly: Diferencidlni a integrdlni pocet................ccoevueevevevvencreennnnns 24
2.4 Schubringova analyza Toeplitzovy UCEbNICE..........coceeveeriiiiiiriiiiiinienecieeieeeeeeeee 26
2.5 Vlastni analyza ToeplitZOVy UCEDNICE.........cccvieruieeieeriieeiieiie e eniee et e eveeseeeebeeeee e 28
2.5.1 POTadl tEMAL.....eeiiiieiieiie ettt ettt et ettt e be e 28
2.5.2 Potadi dUKAZ-VEA. ....cceeiiiiiieiieiceeee e 28
2.5.3 Vyuzivani paralel.............coooiiiiiiiiiiie e 29
2.5.4 VYChOVNE POZNAMKY ....c.ueiiiiiiiiiiiiieiieeieeeie ettt ettt seee e e esveeseseeneeas 30
2.5.5 Zavaznost historického hlediska............coooiiiiiiiiiii 30
2.5.6 Navaznost na predchozi Znalosti...........cceevveeriieiiieeiiecie e 31
257 ZIAVET ..ttt ettt et e 33

3. Charakteristika HejNEho MeEtody.......c.ccouieiiiiiiiiiiieiiecie ettt e 35
3.1 VOG- ettt 35
3.2 Zivotopis Vita Hejnho (1904—1977) ... 36
3.3 Zivotopis Milana Hejneho (1936)..........c.ovvimieeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeee e 37
3.4 Pracovné materialy Skoliaceho pracoviska tdbora mladych matematikow..................... 37
3.4.1 DUSEVNT PORYD....cooiiiiiiiiie e 38
3.4.2 DUSEVIT OTZAN....uuiiiiiieeiiieeiee ettt ettt e et e e eae e et eeetaeeeaaeesnsaeesnseeesnseeennseens 38
3.4.3 Strategicky duSEVNT OTZAN........cocuiiiiiiiiiiiiierieeee e 38
3.4.4 Organ vztahové-abstrakéni ¢innosti (0rgan VAC)........oovveveeeeeeeeeeeeeereeerereens 39
3.4.5 Fylogeneze organt VAC .........cc.ooomuoieoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseseeeeee s senines 40
3.4.6 Ctyfi zasady dialogickeé SrAtE@IC............ovovueveveeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 40
3.5 Teoria vyucovania matematiky 2.........cccoeiiiieriiiiiieeiieeie ettt e 41
3.5 1 VOG- ettt sttt 41



35,2 CHLUCEDINICE. ..ceeeieieieieieeeeeee e e e e e e e e e e e eeaeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeereeeeeraeeaaae 42

3.5.3 Cil vYuKy matematiKy........cocoiuiiiiiiieeiiiieeeiiee ettt et 42
3.5.4 Teorie pozndvani v matematice — Teorie generickych modelll.............ccoceeeneeennee. 43
3.5.5 Souvislost Teorie generickych modelil a historie matematiky — metoda genetické
PATALCLY ...ttt et e nb e e teeeareas 44
3.5.6 Jazyk matematiKy........ccoviiiiiiieiiiieeiee e e e s 45
3.5.7 KOMUNIKACE. .....coveiiiiiiiieiieriteie ettt ettt ettt eaees 46
3.5.8 TEOTIE MIMOZIM....uetiiieiiieiieeite ettt ettt ettt et ettt et e st e bt eea bt e bt e st e e bt e eabeenbeesarean 46
3.5.9 LOGIKA....iiiiieiee ettt et ettt e b enteenne 47
3.6 Didaktika matematické analyzy podle Hejného metody...........coeevvveiivieniiienniiicienns 47
3.6.1 Fylogeneze funkEniho mySleni...........coocoviiiiiiiiiiiiiii e 48
3.6.2 FUNKCE VE SKOIC....c..eiiiiiiiiiiiie et 48
3.6.3 Fylogeneze infinitezimalniho mysleni u ReKtl............coocvvvveivevervceeneeeiceeeeenenen, 50
3.6.4 CeKANT N8 KEPIETA. .......oeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 50
3.6.5 Od Keplera k Newtonovi a LeibnizZoVi........c.cccceeeiierieniienieeiiesiie e 51
3.6.6 Propedeutika deTIVACE........ccueieviieeiiieeiie ettt e svee e e e e eaaeeen 51
3.6.7 Analyza nekonecn€ malyCh..........cccciiiiiiiiiiiiiiiieee e 52
3.7 Vlastni analyza Hejn€ho Metody.........ccevveieiiiiiiiieeiieeieeeeeee e 54
3.7.1 VYChOVIY Cllu.iiniiiiiiiiiiieiiee ettt sttt ettt st ees 54
3.7.2 ROZVOJ UCHEIC....cccuviiieiieeeiie ettt ettt et e et e e e e e ensaeeenseeeennes 54
3.7.3 Vyucovani podle Teorie generickych modelli............ccccoeiiiiniiiiiiniiiniiiieeee 55
3.7.4 Styl prace, komunikace se zaky a atmosféra ve tHide€..........ccoecvvevriiieiiciiecniieeenee, 57
3.7.5 Genetickd paralela..........coooiiiiiiiiiiiii e 58
37060 ZLAVET ..ottt ettt ettt nt e aeebeeneeeae et 59
4. Porovnani genetického principu a Hejného metody.........ccoevveeiiiiiiiiiiiiiiniiieiiieeiieeieeeiee 60
4.1 CASOVE ZAFAZEN........ooveeeeeeeeeeeeeeee et aene s eesasaenees 60
4.2 VYChOAISKA. .....eiiiiieiiiee et ettt ettt 61
4.3 Porovnani obsahll UCEDNIC. .......ccouiiiiiiiiiiiiiiieieee e 62
4.3.1 SROANE TYSY .ttt ettt ettt e st e st e e st e e bt e esbeeenseesneeenseas 62
4.3.2 ROZAIINE TYSY.uvrieiriieiiieeiie ettt e et e et e e ae e eeaeeestaeeensaeessseeesnseeennseeennseas 63
4.4 VYChOVIY Cll..eiiiiiiiieeieee ettt et e st et e e e e e e 64
4.5 GenetiCka paralela..........oocviiiiiiiiiiie e e s 65
4.6 SHITIULL. ...ttt ettt ettt ettt ebt e bt et st e b eanes 65
) SRS 67
SEZNAM ZATOJUL...uveeiie ettt ettt ettt et e et e st e e bt e et e e seeeabe e bt e enbeenseeeareas 69
ZA10J€ ODTAZKIL......veeeeiiie ettt e et e e et e e et e e et e e et e e e nte e e entaeeenareeennnes 71
Vyjadfeni k vyuziti ndstroji umelé inteligence...........ooceeviieiiiiiiiniiniieieceee e 71



Uvod

V predkladané praci nejprve podrobné predstavuji dva pristupy k didaktice matematiky:
geneticky princip a Hejného metodu. Popisuji jejich obecna vychodiska a zdsady. Nasledné
analyzuji u€ebnice, které jsou v jejich duchu napsany. Zvolil jsem v obou piipadech ucebnice
matematické analyzy — infinitezimalniho poctu. Popisuji obsah a koncepci uc¢ebnic, analyzuji,
jak se v nich zrcadli popsané teoretické zasady a jakych dalSich vyzna¢nych ryst jsem si

A%

a Hejného metodu: Na zaklad¢ provedené analyzy popisuji jejich shodné rysy a rozdilnosti.

Geneticky princip je piistup k didaktice matematiky, zakofenény zejména v némecké
jazykové oblasti. Za prikopnika principu byva povazovan Felix Klein (1849-1925), ktery se
ovSem odvolava na fadu starSich tezi. Pro dalsi vyvoj bylo kli¢ové dilo Otto Toeplitze (1881—

1940) a Gerta Schubringa (1944).

Zakladni myslenkou genetického principu je presvédceni, ze matematické schopnosti Zaka
je vhodné péstovat v souladu s vyvojem matematiky jako takové: V podobném potadi,
s podobnymi motivacemi, s podobnymi obtizemi a mezivysledky. Na matematické pojmy se
v genetickém principu pohlizi jako na urcitou cestou historicky vyvinuté (nikoli jen nyni
pevné definované), ajejich vyvoj méd byt v ucebnim procesu pokud mozno napodoben.
Nebot’ v literatufe ke genetickému principu neni tento koncept nazyvan jednotné, pouzivam

v celé praci termin Milana Hejného geneticka paralela.

Geneticky princip predstavuji pfedevSim na zdkladé Schubringovy monografie
Das genetische Prinzip in der Mathematik-Didaktik (Geneticky princip v didaktice
matematiky) z roku 1978. Analyzovanou ucebnici je Toeplitzova kniha Die Entwicklung

der Infinitesimalrechnung (Vyvoj infinitezimdlniho poctu), vydana z pozlstalosti roku 1949.

Hejného metoda je pfistup k didaktice matematiky, ktery zejména ve druhé poloving
20. stoleti v Ceskoslovensku vyvinuli Vit Hejny (1904—1977) a jeho syn Milan Hejny (1936).
Prvni ucelené formulace autoti publikovali v 70. letech v souvislosti s pofadanim détskych
matematickych tdborti. Milan Hejny nasledné metodu podrobné rozpracoval v knize Teoria
vyucovania matematiky 2 (poprvé vysla roku 1988, pracuji s vydanim z roku 1990). Ve své

praci pokracoval jako profesor na Pedagogické fakult€¢ Univerzity Karlovy v Praze,



kde spolupracoval s docentkou Darinou Jirotkovou a doktorkou Janou Slezdkovou. Metodu
dnes pod vedenim Milana Hejného rozviji spole¢nost H-mat, kterd podle jejich zasad

vzdélava ucitele a vydava ucebnice.

Hejného metoda stavi do poptedi vychovné cile vyucovani matematiky. Jejim vyraznym
rysem je didaktika opfend o tzv. Teorii generickych modeli, jeZ klade diiraz na vlastni ¢innost
zaka a podminuje abstrakci dostatkem konkrétnich zkuSenosti. V. Hejného metodé rovnéz

¢asto figuruji genetické paralely mezi historickym vyvojem matematiky a vyvojem Zaka.

Hejného metodu predstavuji zejména na zdklad¢ knih Pracovné materialy Skoliaceho
pracoviska tdbora mladych matematikov (HEINY a HEINY, 1977) a Teéria vyucovania
matematiky 2 (HEINY a kol., 1988). Analyzovanou uéebnici je 6. kapitola Tedrie vyucovania

matematiky 2, ktera se tyka infinitezimalniho poctu.

V zavére€ném porovndni vyslovuji presvédCeni, Ze Hejného metoda je rozvinutim
a presnéjSim formulovanim genetického principu, a to predev§im v jasném upiednostnéni

vychovnych cili pfed matematickymi a v chapani genetické paralely jako nastroje, nikoli cile.



1. Geneticky princip v pojeti Gerta Schubringa

.....

v prvni kapitole podrobné¢ piedstavim jeho pohled na celou problematiku.

1.1 Zivotopis Gerta Schubringa

Gert Schubring (narozen roku 1944) je docentem na univerzité¢ v némeckém Bielefeldu.
Pobyval také na univerzit¢ v brazilském Rio de Janeiro. Zabyval se pfedevsim historii
matematiky a didaktikou matematiky, respektive propojenim obou oborti. Zaslouzil se o nové
pojeti historie matematiky jako védeckého oboru, rozpracoval jeho metodologii. Jednim
z jeho stézejnich dél je doktorska prace Das genetische Prinzip in der Mathematik-Didaktik
(Geneticky princip v didaktice matematiky), kterou obh4jil v roce 1977 a kterou se v této praci
podrobné zabyvam (SCHUBRING, 1977). Dalsimi vyznacnymi dily z poslednich let jsou
publikace Geschichte der Mathematik in ihren Kontexten — Neue Zugdnge (Historie
matematiky v kontextech — Nové pristupy, SCHUBRING, 2021) a The Legacy of Felix Klein
(Odkaz Felixe Kleina, SCHUBRING, 2019). V roce 2019 ziskal za celozivotni dilo medaili
Hanse Freudenthala. (ICMI, 2019)

1.2 Zakladni charakteristika genetického principu

V této kapitole shrnu, jak geneticky princip popisuje Gert Schubring ve svém dile
Das genetische Prinzip in der Mathematik-Didaktik (SCHUBRING, 1978). Vychazet budu
také z ¢lanku Reidara Mosvolda Genesis Principles in Mathematics Education (MOSVOLD,
2002).

V centru pozornosti genetického principu je podle Schubringa vyvoj (slovo geneticky zde
odkazuje k feckému genesis — ptivod, vyvoj, vznik). Kognitivni schopnosti Zaka by se podle
genetického principu mély vyvijet vsouladu s vyvojem matematiky jako takové.
Na matematické pojmy se pohlizi jako na urcitou cestou historicky vyvinuté (nikoli jen nyni
pevné definované) a jejich vyvoj ma byt v u¢ebnim procesu pokud mozno napodoben. Tento
koncept budu i v genetickém principu nazyvat Hejného terminem geneticka paralela

(viz kapitolu 3.5.5).
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Geneticky princip chce pfekonat matematicky formalismus. Matematickym formalismem

se mysli vyucovani a prezentace matematiky jako hotové védy, tedy stav, kdy
» zékladni metodou vyu€ovani je formalni logika,
* vysvétleni jsou provadéna jen pomoci logickych vztahi jiz hotovych pojmt (definic),
* pojmy se zavadéji pouze skrze definice.

Pod takovym formalismem si piedstavuji stav, kdy jsou vSechna tvrzeni, kterd v hodinach
zazni, rovnou pravdiva, a matematika je prezentovdna jako stile se rozrustajici systém

neménnych pravd.

Schubring mini, Ze odbornici na poli matematiky i didaktiky matematiky geneticky princip
obecné podporuji (na str. 12 pfipomind, Ze ostatn¢ kazdy novy pfistup v didaktice matematiky
vytykal tomu piedchozimu pftiliSny formalismus), nicméné¢ nemaji o ném konkrétnéjsi

pfedstavu. M4 to byt zpiisobeno i malym povédomim o historii matematiky.

Schubring se proto ve své knize spiSe nez definici genetického principu zabyva predevsim
jeho historickym vyvojem, na némz postupné ukazuje jeho kliCové vlastnosti (Ize fici,
ze vlastné hovofi o genetickém principu podle pravidel genetického principu). Budu
nasledovat Schubringliv historicky vyklad, pficemz se vyhnu Cisté filozofickym pasazim
a zminkdm o vyvoji obecné didaktiky. Za prukopnika genetického principu byva povazovan
Felix Klein (1849-1925), termin je ovSem starSi. Schubring se vraci o nékolik stoleti zpét,

k osobnostem a proudiim, které Kleina formovaly. (SCHUBRING, 1978, str. 1-15)

1.3 Historicky vyvoj genetického principu

1.3.1 Francis Bacon (1561-1626)

Francise Bacona zmifluje Schubring jako jednoho z otci novovéké, empiristické védy,
s jejimz charakterem geneticky princip Uzce souvisi. Bacon odmital sttedovékou scholastiku
a védu slepé se odvolavajici na antické autority. Zduraznoval, ze formalni logika nemuze
slouzit k objevovani principli, nanejvySe muze potvrzovat jejich spravnost. Prava cesta
k poznéni zafind podle néj piimym, nezprostitedkovanym pozorovanim fenoménu
a postupnym vyvozovanim obecného — dedukovanim. Pravé poznani ma pramenit z poznani

pric¢in. Ucitel by pak m¢l zaka vést k poznatklim stejnou cestou, jakou k nim ptisel on sam
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(minéno tedy jakou k nim pfisla véda, lidstvo). Takovym zplisobem nabyté védéni mize pak
.,V dusi zdka zakorenit a rist” (SCHUBRING, 1978, str. 19). Tuto metodu nazyva Bacon
prirozenou metodou (némecky natiirliche Methode), protoze zkouma ptirozenost, pfirozenou
povahu véci. Piredpokladem je aktivita zdka, jeho aktivni zachazeni s predmétem uceni.

(SCHUBRING, 1978, str. 17-22)

1.3.2 René Descartes (1596-1650)

Dale Schubring zminuje dilo Reného Descarta. 1 ten kritizoval formalni logiku jako
k objevovani nevhodnou (slouzi jen k tomu, abych ostatnim vylozil, co uz vim, nebo
bez porozuméni mluvil onéfem, co nevim). Descartovy navody z Rozpravy o metodé
(DESCARTES, 1637) se Schubringovi zdaji v souladu s genetickym principem: Descartes
zdlraziiuje, ze vnitini podstatu véci pochopime Iépe, kdyz je vidime vznikat, nez kdyz je
pozorujeme v hotovém stavu. Dale Schubring vyzdvihuje socialni rozmér Descartovy metody:
Na rozdil od dosavadniho individualistického pojeti védy jako vnuknuti nedostiznych génit

mize nyni kazdy ¢lovek odhalovat pravdu. (SCHUBRING, 1978, str. 22-27)

1.3.3 Antoine Arnauld (1612-1694)

Antonie Arnauld dale rozvijel Descartovu védeckou metodu a piemyslel zejména
o vhodném zplsobu prezentace vysledkli védy. Schubring zminuje jeho kritiku Euklidovych
Zakladu. Arnauld Euklidovi vytykal, ze geometrické zékonitosti prezentuje neutfidéné — bez
prihlédnuti k tomu, co je obecné a co zvlastni a zejména bez citu pro to, co odkud vyplyva.
Roku 1667 anonymné¢ publikoval vlastni pfepracovani Zakladu, kde sefadil myslenky ,, zpatky
do prirozeného poradku*, aby , jedna myslenka objasiiovala druhou“. Pascal udajné spalil
nékterd sva pojednani, kdyz se mu tato kniha dostala do rukou. (SCHUBRING, 1978, str. 44)
Arnauld také obecné kritizoval matematické dikazy vedené sporem, kdy pravdivost tvrzeni
obhajujeme tim, ze dokdzeme, Zze nemuze platit jeho negace. Takovy ditkaz nds sice
jednoznacné piesv€dCi o platnosti tvrzeni, nicméné ndm nezodpovi otazku, jak a pro¢ dany
stav véci vznikl, coz by podle Arnaulda mélo byt tkolem védy predevsim. (SCHUBRING,
1978, str. 40-45)
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1.3.4 Baruch Spinoza (1632-1677)

Ze Spinozova dila je pro Schubringa dilezit¢ pojednani o definicich. Kazdy geneticky
proces, jak jej za¢indme nastifiovat, musi pfecijen odnékud zacinat. I definice by vSak podle
Spinozy mély byt formulovany geneticky. Mély by netoliko vyjmenovat, jaké jsou klicové
vlastnosti pfedmétu, nybrz také naznacit, jak by mohl vzniknout. Napftiklad kruznice by méla
byt definovana jako figura vznikld otdCenim kruzitka (otacenim tusecky okolo jednoho
pevného konce). Spinoza si je védom nedokonalosti takového pfistupu v tom smyslu,
ze kruznice ve skuteCnosti nijak nevznikla, nybrz jako koncept prosté existuje. Navrhovana
definice nam ovSem dava prilezitost, abychom si podle ni kruznici doopravdy stvofili.
Zde vidim protiklad k bézné definici pomoci mnoziny vSech bodii dané vlastnosti — bodu
na kruznici je nekone¢né mnoho, v koneéném case bychom z nich kruznici nesestrojili.

(SCHUBRING, 1978, str. 29-31)

1.3.5 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—-1716)

Leibniz minil, ze zak by mél byt vzdy badatelem, ze tyto role jsou totozné. Schubring cituje
jeho myslenku, ze z celého procesu vzniku konceptli, o nichz se u¢ime, bychom neméli
poznavat pouze zavery (a dikazy jejich spravnosti), ale i jejich ptivod, predpoklad, okolnosti
vzniku. To jediné je tfeba pamétné uchovat v hlave, protoze z toho uz dokazeme sami odvodit
vSe nasledujici. VSechny védecké objevy by mély byt prezentovany s dlirazem na genezi
objevu. (Tim nesnizuje hodnotu dikazu, usiluje jen o vyvaZeni obou slozek: Svétlo objevu ma
byt spojeno s pevnosti dikazu.) (SCHUBRING, 1978, str. 31-33) Z Leibnizovych védeckych
praci je ve slovenstiné dostupna kniha O reforme vied (LEIBNIZ, 1956).

1.3.6 Alexis Claude Clairaut (1713-1765)

Clairaut jako prvni nazval svou didaktickou metodu metodou genetickou. Poprvé také
pfimo formuloval poZzadavek, aby historie matematiky poslouzila jako metodicky zéklad
vyuky. Odavodnoval to tvahou, ze jako kazda véda, i matematika se vyvijela postupné,
v krocich, pti¢emz po kazdém kroku existovala jista potieba, motivace, touha ucinit krok
dalsi. Clairaut nabada, abychom tyto kroky nechali provadét zaky samotné. Tvrdi, ze by k nim
méli byt plné kompetentni, nebot’ je kdysi zvladli i1 ti védci, kteti principy poprvé odhalili

a ktefi byli na zacatku ve stejné pozici ,,zacateCnik™. Staci jen byt si jako ucitel védom
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nejvaznéjSich omyll, které historicky hrozily, a vyvarovat se jich. Od takového zplsobu
vyuky si Clairaut slibuje odstranéni dosavadnich didaktickych obtizi a podniceni zajmu zaki.
Za hlavni vyhodu pak povaZzuje, Ze se Zdk nauci zkoumat a objevovat. Klade tedy zfetel
na schopnosti mimo matematiku, které¢ vSak vyuka matematiky mtize dobie rozvijet — zak ma
byt predevsim veden k feSeni problémti. Jako praktickou ilustraci svoji metody Clairaut uvadi
vyuku zékladi geometrie, kterou zpracoval v knize FEléments de Géométrie
(CLAIRAUT, 1741). Vyklad v ni odvozuje od praktickych zemémé&fickych problémi, nebot’
tyto motivace ziejme¢ doopravdy staly u zrodu geometrie. Domniva se, ze kdyz napiiklad
zacneme uvazovat, jak dopocitat vzdalenost v terénu nezméfitelnou, pfirozena zvédavost nas
povede k dalSim pfibuznym otazkam. Kdyz se nakonec uvahy spoji ve smysluplny celek,

zjistime, ze jsme odvodili celou elementarni geometrii. (SCHUBRING, 1978, str. 45-46)

1.3.7 Friedrich Wilhelm Lindner (1779-1851)

Schubring obsédhle popisuje vyvoj didaktiky zacatku 19. stoleti, k némuz doslo mimo jiné
v disledku primyslové revoluce. Zietelnym spolecnym cilem védy i vyuky nyni bylo
ziskavani novych poznatkl (interpretuji si to tak, ze pouhé opakovéani dogmat jiz nemohlo
obstat). Geneticky princip dale rozvijel Friedrich Wilhelm Lindner. Opiral se o myslenky
hegelianismu. Vyzdvihoval dilezitost ,,za¢atkli“ vyukového procesu, tedy pivodnich
myslenek, které staly za diskutovanym fenoménem a které by zédk pokud mozno mél sam
rozvijet. Veskeré tvofici procesy, jak se v historii odehraly, mély by se odehrat i v hlavé

ditéte.

Schubring cituje Lindnerovo pfirovnani: Aby vzesel cely krasny strom, musim zaéit
od seminka a hezky se o né starat. Pfi dobie opeCovaném seminku a kofenech (min€no ziejme
pfi dostatecné pojednanych vychodiscich a zdkladech latky) vyroste zdravy strom i bez
dal§iho zahradnikova pfi¢inéni. Naopak neni vhodné se hned zpocatku zaméfit jen na vétev
(minény zifejm¢ konkrétni véty nebo definice ve findlni podob€), nebot’ by strom mohl
uschnout. Lindner zdiiraznuje, Ze co je historicky diivejsi, je dilezitéjsi 1 z hlediska formalni
logiky, nebot’ z n€j vSe pozdé¢jsi vyplyva (piSe, Ze existence kazdého nového vyukového
elementu musi byt odiivodnéna elementy pfedchdzejicimi). I proto kritizoval casté stiidani
predméti ve Skolach (tehdy podobné jako dnes pfiblizné kazdou hodinu). Domnival se,

ze pro rozvinuti opravdové uvahy potiebuje zak delsi Cas.
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Podobné jako Clairaut rozebird Lindner vyhody genetického principu, ktery podle néj
zakovi nejen zprostiedkovava matematické poznatky, ale zaroven jej trvale motivuje k praci
a hlavné jej uci dukladnosti a presnosti ve veskerém konani. Poprvé zde zazni slovo vychova
(je zminéna coby cil vSeho vyucCovani, tedy 1 vyucovani matematiky). Lindner se domnival,
ze geneticky princip lze uzit i v jinych pfedmétech. Minil dokonce, Ze podle genetického
principu by bylo vhodné organizovat nejen vyuku jednotlivych piedmétii, ale i skladbu
a poradi téchto pfedméth v pribéhu studia, pficemz matematika by slouzila jako zéklad vSem
ostatnim (coz vSak neni podrobnéji rozpracovano). V matematice uvedl geneticky princip
do praxe, kdyZz v roce 1836 podle jeho zasad vyznamné upravil ucebnici zékladi aritmetiky
(Ernst Tillichs Allgemeines Lehrbuch der Arithmetik, oder Anleitung zur Rechenkunst
fiir Jedermann, LINDNER, 1836). (SCHUBRING, 1978, str. 59—64)

1.3.8 Karl Mager (1810-1858)

Mager byl vyznamny némecky filolog, pedagog a didaktik. Svymi metodikami navazoval
na Humboldtovu koncepci vyssiho vzdélavani. Propagoval tzv. redlné Skoly a redlna
gymnazia jako protipol béznych gymndazii, kterd v jeho ocich pfili§ péstovala formalni
vzdélani (nesouhlasil naptiklad ani s diirazem na vyuku mrtvych jazykl). Rozvijel geneticky

princip pro vSechny obory a snazil se integrovat jej do vzdélavaciho systému.

Podle jeho definice' je geneticky princip kazdy myslenkovy vyvoj, ktery krok za krokem
doprovazi a vérné zrcadli vyvoj jsoucna, které je zkoumano, az si obé& oblasti (vysledek
myslenkové cesty a soucasny stav védy) nakonec odpovidaji. Divody, pro¢ fenomén vznikl,
by mély byt zaroven cestou, kterou mu porozumime. Mysleni a byti jsou podle Magera dvé
odlisné oblasti, které spojujeme (a ,,smifujeme*) rozvojem poznani, tedy pohybem (genezi),
ktery oboji zasadi do prostoru a ¢asu. Timto zasazenim je podle mého ndzoru mysleno i to,
ze dany poznatek sami prozijeme. Dosavadni Skola délala podle Magera chybu v tom,
ze vybirala z pfirody jen nehybné momenty; pfitom pravé vyvoj ma byt to, co odliSuje
Clovéka od zvifete. Domnival se, Ze zatimco jednim pilifem pedagogiky je bezesporu
psychologie, druhym se musi stat historie, nebot vSe, co vime, je nam historii

zprostfedkovano.

1 Mager piredklada ,,védeckou* definici genetického principu; definici ,,didaktickou® je podle n&j nutné odvodit
pro kazdy obor zvlast. Pro tiely tohoto textu to vSak nepovazuji za podstatné.
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Mager chapal Skolni vyucovani jako propedeutiku pro védeckou praci. Byt pfipoustél,
ze ve skole dojde vzdy jen k velmi omezenému nahlédnuti systému dané védy a ze smyslem
vyuky je v prvni fad¢ subjektivni vzdélani zakt, trval na tom, ze Skolni latka nemize zlstat
omezena sama sebou, ale musi poskytovat pohled vys. Dopliioval, Ze zatimco zaci do tiinacti
¢i Ctrnécti let ve€ku by pfi objevovani méli mit co nejvice vlastnich zkuSenosti a prozitkd,

pozdéji je mozna véEtsi abstrakce.

Pii rozpracovani genetického principu na poli matematiky se Mager omezil na aritmetiku.
Vzhledem k tehdejsimu odliSnému pojeti aritmetiky jsou Magerovy konkrétni didaktické
postupy podle Schubringova soudu do dnesnich dnti nepfenositelné. Jeho nasledovnici vSak
tyto myslenky rozvinuli v geometrii. Mager upozoriioval, ze krom¢ vyvoje fenomént, jak
o ném pojednédvame, musi zak specificky v matematice rozumét také diikazu: Umét dokazat,
ze zavéry jeho zkoumani jsou platné (tuto dvojnost popisoval jiz Leibniz). Vyukovou metodu,
ktera ptivede zdka k obojimu (k pochopeni geneze vzniku matematické véty a zaroven
1 porozuméni jejimu dikazu), nazyvad Mager kombinatoricka metoda. Kombinatorickd metoda
tvotila podle n¢j metaforicky Zebiik, pomoci n&jz matematici vylezli na ,,matematickou horu®,
aby ho po vystupu ,,pro lepsi efekt* odhodili; zaci by vSak méli jejich vystup napodobovat.
(SCHUBRING, 1978, str. 65— 101)

1.3.9 Felix Klein (1849-1925)

Felix Klein je zndmy jako autor Erlangenského programu, nového pojeti studia geometrie
pomoci grup (dle Schubringa §lo o prvni systematizaci geometrie po Euklidovi). Do didaktiky
matematiky (jakoz i pfirodnich véd obecné) se zapsal jako hlavni postava Meranské reformy?
z roku 1905. Zasadn¢ piepracoval Skolské osnovy podle zasad genetického principu tak, jak
jej chapali vySe zminéni pfedchidci (nechtél princip formulovat, minil jej zejména uvést
do praxe). (SCHUBRING, 1978, str. 137-139) Je autorem vyznamné vysokoskolské ucebnice
aritmetiky, algebry a analyzy Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus (KLEIN,

1908), ktera rovnéz vychazi z genetického principu.

Domnival se, Zze ucitel ma postupovat ,,geneticky — heuristicky*, tedy pomoci Sikovné

zvolenych otazek nechat zaky, aby si na nové poznatky piichazeli sami. Misto systematiky

2  némecky Meraner Reform, Meraner Lehrplan; blize o reformé Schubring piSe v ¢lanku Der Aufbruch
zum ,,funktionalen Denken*: Geschichte des Mathematikunterrichts im Kaiserreich: 100 Jahre Meraner
Reform (SCHUBRING, 2007); v ceském prostiedi o reform& podrobné pojednavd Dana Trkovska
(TRKOVSKA, 2014).
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preferoval vyvojové setfazeni latky a heuristicky vedeny vyklad. (SCHUBRING, 1978,
str. 143) Podrobné rozpracoval didaktiku elementdrni matematiky, kde pied kazdou abstrakci
disledné vychazel z kazdodennich situaci, které déti znaji. Rozvinul Lindnerovu metaforu:
Matematiku chépal jako strom, ktery roste nejen vzhiru (pomoci vét a diikazii), ale ktery také
zapousti stdle mohutnéj$i koteny (rozSifuje sva vychodiska). Matematika ve skute¢nosti
nevzesla z axiomd, nybrz tyto axiomy byly také predmétem obousmérného vyvoje,

a didaktika by tomu mé¢la odpovidat. (MOSVOLD, 2002, str. 12—13)

Klicova Kleinova teze ke genetickému principu zni, Ze zak bude v malém méfitku
piirozené vzdy prochazet stejnym myslenkovym vyvojem, jakym ve velkém méftitku prosla
véda. Poprvé explicitné klade rovnitko mezi vyvoj zdkova intelektu a vyvoj védy,
pravdépodobné jako prvni formuluje koncept, ktery M. Hejny pozdéji nazyva genetickou
paralelou (viz kapitolu 3.5.5). Jeho myslenka byla hojné rozporovana. Oponenti se tazali, pro¢
by mél kazdy opakovat chyby a détské nemoci piedchozich generaci. Minili, Ze je-li cesta jiz
objevena, m¢lo by byt povinnosti ucitele ji Zakovi nejen ukazat, ale i proslapat. Schubring

o této disputaci pojednava Sifeji.

Klein klade v genetickém principu velky diraz na osobnost ucitele. Minil, Ze ucebnice
mohou byt psany systematicky (tedy Ze mohou coby zachytna osnova prezentovat precizné
formulované véty a dikazy v ,,mrtvé* formé), pokud ucitel dokaze vést genetické vyucovani,
kde maji zZaci moznost experimentovat. Schubring cituje Kleiniv vyrok, ze pedagogika neni
veéda, spiSe umeéni, i dobova vyjadieni, ze metoda vyuky neni tak dilezita, jako dobry ucitel.
Za nejveétsi piekdzku pro rozvoj genetického principu i didaktiky matematiky vibec

povazoval Klein nedostatecné povédomi o historii matematiky mezi uciteli.

Schubring povazuje Meranskou reformu za rozpolcenou. Klein totiz kromé genetického
principu sledoval je$t¢ druhy, byt souvisejici cil. Trapila ho zésadni odliSnost Skolské
a univerzitni matematiky. Tuto mezeru minil pfeklenout naptiklad zavedenim vyuky
diferencidlniho a integralnitho po¢tu na gymnaziich. Chtél proto i1 didaktiku matematiky,
podobné jako geometrii v Erlangenském programu, uspoiadat podle jednotného principu,
tentokrat okolo pojmu funkce. VeSkerou vyukou mélo prochazet pribézné péstované funkéni

mysleni.

Navzdory zminéné rozpolcenosti (a navzdory tomu, Ze Meranska reforma byla zdhy

nasledovana dal$imi reformami, Skolstvi se ubiralo jinym smérem a geneticky princip upadl
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z velké Casti v zapomnéni) povazuje Schubring Kleinovy reformni snahy za vyznamné,
dokonce za zédklad veSkeré didaktiky matematiky v némecké jazykové oblasti. To vSe
navzdory dobovym pozadavkiim na prakti¢nost matematiky, kdy ve jménu technického
pokroku hrozilo, Ze se matematika stane toliko obsluznym piedmétem fyziky a dalSich

ptirodnich véd. (SCHUBRING, 1978, str. 137—151)

1.3.10 Otto Toeplitz (1881-1940)

O Toeplitzove dile Siroce pojednava nasledujici kapitola. V této kapitole kratce zminim ty
jeho aspekty, které jsou podle Schubringa dulezité pro pochopeni vyvoje genetického

principu.

Schubring nejprve pojednédva o didaktickych rozporech mezi Toeplitzem a Kleinem.
Toeplitz byl vyrazny odplrce vyucovani matematické analyzy diive nez na vysoké Skole.
Zduraznoval, Ze zdsadni neni ziskani nastrojii infinitezimalniho poctu a pocetni zb¢hlost, ale
dasledné pochopeni jeho myslenek a motivaci, pro néz je misto az na univerzité.
Nevyhnutelnd mezera mezi gymnaziem a univerzitou a také mezi vyu€ovanim a praxi, kterou
se Klein snaZzil pfemostit, podle Toeplitze neni na Skodu. Jeho argumentim rozumim tak,
ze nevadi, kdyZz se Zaci a studenti v matematice u¢i vécem, které nebudou potiebovat
v bezprostiedni praxi, pokud je hlavnim cilem rozvinout u nich uréitou uroven mysleni.
K rozvoji mysleni pak podle néj 1épe slouzi pochopeni principii analyzy nezli hbité feseni

ptikladd. To pfipousti jako hodnotu toliko u studentti technickych skol.

Toeplitz nesouhlasil ani s pribéznym péstovanim ,,funkéniho mysleni®, nebot’ to podle néj
neodpovida celkové dllezitosti pojmu funkce v genezi matematiky (v ucebnici se formalnimu
zavedeni funkce dlouho vyhyba). Didakticky princip brzkého rozvijeni konceptt, které budou

dilezité pozdé&ji, neni vSak Toeplitzovi v jinych ptipadech cizi.

V souladu s Kleinem Toeplitz pozadoval, aby se vysokoskolské studium orientovalo
pfedevsim na budouci ucitele. Zdlraznoval, ze kromé piehledu o dal§im vyvoji matematiky
je pro ucitele predevsim dilezité ziskat ,,spravny postoj* k latce. To znamend mit na prvnim
misté¢ nikoli latku samu, ale vyufovaci metodu, kterou k ni dojdeme, coz opét vyzaduje
povédomi o vzniku danych matematickych koncepti. Metoda je pro Toeplitze cilem sama
0 sob¢, proto si podle néj skola mize dovolit ve vyucovani zaostat za védou a vyzkumem.

(SCHUBRING, 1978, str. 272-281)
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2. Geneticky princip v pojeti Otto Toeplitze

Vv

bude analyza Toeplitzovy ucebnice matematické analyzy Die FEntwicklung der Infinite-
simalrechnung (Vyvoj infinitezimalniho poctu, TOEPLITZ, 1949). Nejprve kratce shrnu obsah
jednotlivych kapitol ucebnice, poté shrnu zavéry Schubringovy analyzy této knihy a nakonec

predlozim analyzu vlastni.

2.1 Zivotopis Otto Toeplitze

Otto Toeplitz (1881-1940) se narodil ve Vratislavi do Zidovské rodiny. Jeho otec 1 dédecek
vyuCovali matematiku na gymndziu, oba védecky publikovali. Toeplitz vystudoval
gymnazium a nasledné matematiku na vratislavské univerzité. Jeho profesory byli Jacob
Rosanes a Rudolf Sturm. V roce 1905 ziskal doktorat za praci v oboru algebraické geometrie.
Mezi lety 1906 az 1913 plisobil na univerzité v Gottingenu, kde navazoval na praci profesora
Hilberta (spektralni teorie) a promyslel zéklady konceptu dnes nazyvaného ,,Toeplitziv

operator®. Sezndmil se a spolecné publikoval s tehdejsim doktorandem Ernstem Hellingerem.

Roku 1913 pftijal Toeplitz misto mimofadného profesora na univerzité v Kielu, roku 1920
se stal fadnym profesorem. Zustal v kontaktu s Hellingerem a mnoho let spolupracovali
narozvoji teorie integralnich rovnic. Od roku 1928 pracoval na univerzit¢ v Bonnu.
Roku 1935 byl v souvislosti s protizidovskymi zadkony zbaven vSech funkci a ze Skoly
propustén. V Némecku ziistal az do roku 1939. Navzdory neptiznivym podminkdm zalozil
avedl zidovskou Skolu. Pomadhal také nadanym studentim sehnat stipendium, aby mohli
z nacistického Némecka odjet na univerzitni studia do zahrani¢i. Nakonec emigroval
do Palestiny, kde poméhal pii budovani jeruzalémské univerzity. Mél velké plany na jeji

modernizaci, nicméné zahy tézce onemocnél a rok po svém piijezdu, v roce 1940, zemfel.

Toeplitz se po cely zivot intenzivné zabyval také didaktikou matematiky a historii
matematiky. Zastaval nazor, ze by tyto dva obory mély jit ruku v ruce. Nejvyznamnéjsi byla
v tomto ohledu jeho pfednaska v roce 1926 v Diisseldorfu, kde hovoftil o vyuce matematické
analyzy. Zastaval nazor, Ze by priibéh vyucovani mél pokud mozno kopirovat historickou
cestu, jakou se k jednotlivym konceptiim, pojmiim a dikazim doslo (genetickd metoda).

Natoto téma napsal 1 knihu (Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung), ktera vysla
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posmrtné v roce 1949 a kterou podrobné rozebereme. Vénoval se také popularizaci
matematiky, s némecko-americkym matematikem Hansem Rademacherem napsal uspéSnou
populérné-naucnou knihu Von Zahlen und Figuren (anglicky The Enjoyment of Mathematics,

TOEPLITZ a RADEMACHER, 1957). (O'CONNOR a ROBERTSON, 2001)

2.2 Okolnosti vzniku ucebnice Die Entwicklung der Infinitesimalrech-

nung

Praci na ucebnici ohlésil Toeplitz na pfednasce v Diisseldorfu v roce 1926. Rozeberu
anglicky pireklad prednasky, ktery vySel v roce 2015 v casopise Science in Context
(TOEPLITZ, 2015). Ve stejném cisle Casopisu vysla také analyza této prednasky (FRIED
a JAHNKE, 2015).

Toeplitz v pfednaSce vyty¢€il tfi zdanliv€é nesmifitelné protiklady, s nimiZ se podle jeho

minéni potyka vyuka zaklada diferencialniho a integralniho poctu na vysokych skolach:

b 413

» protiklad ,,exaktné¢* (mysSleno matematicky korektn¢) a ,.intuitivné* pojatych ucebnic
(kdy exaktnim jsou vytykany didaktické nedostatky a intuitivnim nedostatecné piesné

vyjadiovani),

» protiklad cilti vyuky, kdy na jedné strané potfebujeme, aby si student nejprve rutinné
osvojil matematické nastroje, které jsou potfebné pro pozdéjsi kurzy, ale nezajimavé
samy o sob&, ana druhé strané¢ chceme, aby se student na zacatku studia pro

matematiku nadchnul,

* tehdejsi protiklad studentli z gymnazii (neznalych diferencidlniho a integralniho poctu)
a studentli z technickych Skol (ktefi se jiz s timto poctem setkali, byt povytce

instruktdznim zplisobem).

Tyto tfi protiklady je podle Toeplitze mozné piekonat pomoci genetické metody.

Sledujeme-li historickou genezi, pak:
* latka se vyviji ,,intuitivné* a zaroven nakonec dojdeme ke korektnim vyjadienim,

* vyvoj latky mé potencial zaujmout a nadchnout,
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* novy pohled na v&c nadchne i ty studenty, ktefi zkuSenost s derivacemi a integraly

maji.

Na vysoké Skole Toeplitz doporucuje ,,ptimou’ genetickou metodu — studium konkrétnich
historickych objevi s veskerym jejich kontextem. Tak to podle mého ndzoru ¢ini i ve své
ucebnici. Pro stfedni Skolu doporucuje ,,nepiimou‘ genetickou metodu, kterd predpoklada,
ze analyza geneze pojmu bude uciteli hlavnim voditkem pii zvazovani toho, co je
na fenoménu didakticky podstatné; samotny historicky vyvoj vSak nemusi pfimo ve vyuce
hrat roli. V zavéru se Toeplitz vyjadiuje k idedlnimu potradi témat podle genetické metody.

To bude zitejmé z dalSich kapitol. (TOEPLITZ, 2015, str. 297-309)

V predmluvé k vydani Toeplitzovy ucebnice z roku 1949 Gottfried Kothe uvadi, ze prace
trvaly fadu let a zahrnovaly jak studium historie matematické analyzy, tak ovéfovani jiz
sepsanych kapitol v pedagogické praxi a jejich upravy. Podobné¢ Toeplitz po 1éta vyvijel
a v praxi ovétoval cviCeni, kterd jsou pfipojena na konci ucebnice. Knihu nestihl za Zivota
dokoncit a rukopis zlstal v pozlstalosti v Jeruzalémé. O vydani nedokoncené ucebnice se
po druhé svétové valce zaslouzil Gottfried Kothe, profesor na univerzité v Mohuci. Podle
svych slov respektoval posledni podobu rukopisu, i kdyZz se z dochovanych poznamek dalo
usuzovat, ze nckteré kapitoly minil Toeplitz jesté¢ prepisovat. Kniha vySla pod ndzvem
Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung — Eine FEinleitung in die Infinitesimalrechnung
nach der genetischen Methode (Vyvoj infinitezimalniho poctu — Uvod do infinitezimdlniho
poctu podle genetického principu) v nakladatelstvi Springer v roce 1949. (KOTHE, 1949,
str. V=VII)

2.3 Obsah ucebnice Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung

Ucebnice je rozdélena do tfi hlavnich kapitol s nazvy Podstata nekonecného procesu,
Urcity integral a Diferencialni a integralni pocet. Pravé poradi latky je jednou za zdsadnich
charakteristik knihy, o ¢emz jesté¢ pohovotime. Text je pfedevsim chronologickym vykladem
téch ¢asti d&jin infinitezimalniho poctu, které autor povazuje za relevantni pro jeho dnesni
pojeti. Mensi Cast textu tvoii definice, véty a dikazy, zasazeny do vyvojového kontextu.
Od striktné chronologického pojeti se Toeplitz odchyluje, kdyz, v menSiné piipadd,
predstavuje vyvoj nékterého fenoménu izolované. Az na vyjimky, ke kterym se dostanu

pozdé&ji, neuziva dnesnich matematickych znacek tam, kde by byly anachronické — tedy uziva
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jich zfidka. Vyklad je proloZzen velkym mnoZzstvim ndkrest, grafii a obrazkl. Text se
¢tenafem neinteraguje, neni prokladan ulohami, prakticky neklade otdzky (ani fecnické).
Ptiblizn€ 60 uloh k samostatnému procviceni (bez napoved €1 vysledkll) se nachéazi na deviti
stranach na konci udebnice. Ulohy jsou podle Givodnich slov gradované, tedy sefazené podle

obtiznosti.

2.3.1 Obsah prvni kapitoly: Podstata nekonecného procesu

V 1vodu prvni kapitoly Toeplitz uvadi, ze pro diferencidlni a integralni pocet je
charakteristické, ze na rozdil od jinych oblasti matematiky ptfedpoklada nekonecné procesy —
proto jej nazyva infinitezimalnim poctem. Mini, zZe nez se pustime do zkoumdni
infinitezimalniho poc¢tu, musime nejprve porozumét nekone¢nému procesu jako takovému.

Tomu vénuje celou prvni kapitolu.

Nejprve zminuje pocatky mySleni o nekonecnu v antice — Zenonovy paradoxy
a Aristotelovu formulaci téZze myslenky (nevédomy piedpoklad existence souctu nekonecné
fady). Déle je zminén Anaxagoras (nekonecna délitelnost prostoru). S nekonecnym procesem
operuje také graficky diikaz nesoumeéftitelnosti strany a uhlopficky ctverce (podle Toeplitze
dikaz, ktery vice nez co jiného urcil charakter matematiky dneska). Nasleduje vyklad
o hledani metody vypocétu obsahu kruhu — nejprve nelspé$né pomoci Hippokratovych
mésickit (které se neopiraji o nekonecné procesy), poté uspéSné pomoci pravidelnych
n-uhelnikd kruznici opsanych a vepsanych, které se s rostoucim n blizi vysledku libovolné
pfesné. Ve druhé a tieti podkapitole Toeplitz piSe, jak se antickd matematika, zaloZena
na podobnosti, vyrovnavala s objevem nesouméfitelnosti. Zminuje Euklidovy definice
podobnosti a Archimédiv axiom (nazyvany zde Stetigkeitsaxiom, axiom spojitosti)
a podrobné rozebira, jak s jeho pomoci bylo nové mozné Cisté dokéazat (a nikoli pouze

bez diikazu predjimat) vysledek limitniho pfechodu pfi vypoctu obsahu kruhu.

Ctvrta podkapitola pojednavd o historickém vyvoji pojmu &isla. Casové vyrazné
preskakuje. Zmifluje vznik pozi¢ni desitkové soustavy, koncept desetinné carky, kone¢ného
a nekonec¢ného desetinného rozvoje, kontrast geometrického a pocetniho nahledu na ¢islo.
Ukazuje, kde vSude bylo pfi vyvoji pojmu nutné védomeé ¢i nevédomeé piipustit nekonecné
procesy. V paté podkapitole se Toeplitz vraci k procesu, ktery pouzil Archimédes

pfi aproximaci Cisla m. Ukazuje, Ze Archimédes jiz znal nékteré hodnoty goniometrickych
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funkci a pracoval s obdobou dnesnich vzorct. Jeho tabulku pro sinus vybranych uhli
povazuje za prvni ,tabulaci funkce”. V Sesté podkapitole vyslovuje Toeplitz vétu o souctu
nekonecné geometrické fady. Jde o Cist¢ matematicky, nikoli matematicko-historicky vyklad.
Nepouziva pojem ani znacku limity, tyto koncepty opisuje slovné a odvolava se
na Archimédlv axiom. Véta je vyslovena v samém zavéru kapitoly jako nasledek myslenek,

z nichz se vyvinula — jako vysledek svého dukazu.

Sedma podkapitola pojednava o spojitém uroceni. Pomoci pokust vede Toeplitz ¢tenate
k zamysleni, zda pfi stale Castéj$im uroceni (ro¢né, mesi¢né, denné atd.) roste vynos nade
vSechny meze. Uvadi konkrétni ptiklady a snazi se odhadnout obecny vysledek. Nasledné
dokaze, ze vynos pii sebecastéjSim tUroCeni nepfesahne hodnotu 2,718... Stejné jako
v predchozi kapitole predchédzeji odvozeni a diikaz zadvére¢né formulaci véty. Princip dikazu
je identicky s principem hleddni obsahu kruhu, na coz Toeplitz nékolikrat upozornuje.
Toeplitz se opét vyhyba pouziti limity a nalezeny vysledek 2,718... zatim neoznacuje
pismenem e. V osmé podkapitole se Toeplitz vénuje vyjasnénim z oboru teorie Cisel (pifevody
mezi zépisem pomoci desetinného rozvoje a pomoci zlomku, existence a délka periody).
Vyklad je ¢ist¢ matematicky bez historickych souvislosti. V devaté podkapitole se definuje
limita posloupnosti pomoci epsilon-delta definice a vyslovuji se véty o pocitani s limitami
avztahu konvergence a omezenosti. Diikazy vét neobsahuji podle Toeplitze ,,Zadnou
myslenku, pouze rutinu®, ideovy koncept limity se odvoldva na mnozstvi piedchézejicich
ptikladt. V nasledujicich praktickych ptikladech Toeplitz bez zvlastniho zdiraznéni pomoci
limity definuje e. Desatd podkapitola se vénuje souctu nekonecné fady a souvisejicim veétam.
Nekonecnou fadu Toeplitz ptesné nedefinuje, mél se k ni podle svych slov vratit
v nedokoncené ¢€asti knihy. Intuitivné chdpanou nekonecnou fadu porovnd s nekonecnou
posloupnosti, podrobné rozebird podminky existence souctu (a koncept podminky nutné,
nikoli postacujici). Dikazy jsou formalni, podkapitola je bez konkrétni historické opory.

(TOEPLITZ, 1949, str. 1-43)

2.3.2 Obsah druhé kapitoly: Urdity integral

Druhéd kapitola se vénuje vypoctim obsahii ploch ohrani¢enych ktivkami, tedy tomu,
co dnes oznacujeme jako urcity integral. V prvni podkapitole Toeplitz ukazuje, jak vznikaji
kuzelosecky jako fezy kuzelovou plochou. Nasledné se vénuje kvadratuie parabolické usece.

Ukazuje, Ze je mozZna s vyuzitim souctu nekonecné geometrické fady. Pfesné sleduje
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historicky vyvoj u Archiméda. Ve druhé podkapitole se popisuje dalsi vyvoj po dvou tisicich
let: Vypocet plochy pod kiivkami y = x*, y = x* a nasledné plochy pod obecnou kiivkou y = x*.
V odvozeni, vychdzejicim z postupli pti kvadratufe paraboly, se vyuziji dva nekonecné
procesy zaroven: nekonecné déleni ,integrovaného“ intervalu a soucet nekonecné
geometrické fady. Tento objev dal podle Toeplitze zéklad tabulkovému integralu, resp. vzorci
pro derivaci polynomické funkce (ktery dnes odvozujeme 2z definice derivace).

Toeplitz diisledné hovoti o obsazich ploch — terminologii funkei se tam, kde to jde, vyhyba.
) 1 )

Dale pojednava o hledani obsahu plochy pod grafem funkce y = < Pti porovnavani nékterych

ploch formuluje zékonitosti, na které pozdéji poukazuje u logaritmd.

Tieti a Ctvrta podkapitola popisuji vyvoj Cavalieriho principu. V paté podkapitole Toeplitz
definuje urcity integral jako (obvyklymi terminy feceno) rovnost horniho a dolniho
Riemannova integralu, pokud existuje. Za pouziti bézn¢ho dnesniho znaceni a terminologie
z oblasti funkci rozebira, kdy je existence integralu zarucena. Jako disledek diskuze
azna konci kapitoly dodava definici, ze takto zadany integral lze interpretovat jako
orientovany obsah plochy pod grafem. V Sesté podkapitole se dokazuji pravidla pro pocitani
s integraly. V sedmé kapitole Toeplitz uvadi piiklady situaci (funkci), kde rovnost hornich
a dolnich integrala nelze zarucit. Potfeba piesnéjSiho vyjadieni ho vede k navratu k antickym
postulatim o velikosti plochy a k Archimédovi, ktery mél v této souvislosti pottebu rozlisit
konvexni a nekonvexni Utvary, coZ po fad¢ konkrétnich piikladi (v nichZ se ukazuje nutnost

takové definice) Toeplitz ucini. (TOEPLITZ, 1949, str. 43-73)

2.3.3 Obsah treti kapitoly: Diferencidlni a integrdlni pocet

Tieti kapitola se vénuje diferencidlnimu a integralnimu poctu (a¢ se domnivam, ze nikoli
vzdy v béZném dneSnim smyslu). Prvni podkapitola se v€nuje te€nam kiivek. Kiivky jsou
vnimany nejprve planimetricky a vzapéti jako ,,obraz pocetniho vyrazu®, graf funkce. U tecen
téchto kifivek Toeplitz hleda analytickou smérnici a definuje ji klasickym zplsobem jako
limitu smérnic seCen (vysledek zatim nenazyva derivaci). Poukazuje na riznd vyuziti tecen.
Ve druhé podkapitole se uvadi klasicky ,tabulkovy“ integral pro polynomické funkce,
tentokrat nikoli v kontextu obsahu plochy pod grafem, ale v odpovédi na otazku, jak
konstruovat kiivku, pokud zname jeji tecny. Tteti podkapitola je vénovana optimalizacnim

uloham (rovinné 1 objemové¢). Toeplitz uvadi nejprve Euklidovo planimetrické feseni. Pozdé&;ji

24



naznacuje, jak by se dala feSit prostfedky analyzy, pficemZ jednim ze zavérG (nikoli

ptedpokladii) podkapitoly je, Ze v extrémech funkce je smérnice grafu nulova.

Ve ¢tvrté podkapitole Toeplitz popisuje Galileovy objevy tykajici se gravitacniho zrychleni.
Tvrdi, Ze navzdory zazitému piesvédceni odhalil Galilei tyto principy pomoci teoretickych
matematickych uvah a experimenty je pouze potvrdily. Dale Toeplitz rozebird fyzikalni
souvislosti vztahu funkce s prvni a druhou derivaci (draha, rychlost a zrychleni). V paté
podkapitole je podrobné vylicena potieba vzniku logaritmickych tabulek. Je vysvétlen vznik

ptirozeného logaritmu jako zékladu vSech ostatnich a znovu definovano ¢islo e.

V Sesté kapitole Toeplitz dochézi k zakladni vét€ infinitezimalniho poctu, jak ji formuloval
Isaac Barrow (tedy k jeji prvni €asti, hovofici o vztahu derivace a integrace za danych
podminek). Z toho odvozuje, Ze derivace konstanty je nulova a naopak, Ze primitivnich funkci
k dané funkci je nekonecné mnoho a 1isi se o konstantu. Zavérem kapitoly je druhd cast
zakladni véty infinitezimalniho poctu (Newton-Leibnizova véta) davajici urcitému integralu
pocetni interpretaci (vypocet plochy pod polynomickymi funkcemi byl v ucebnici popsan
uz diive, tato véta je rozsifenim na vsechny spojité funkce). V nésledujicich podkapitolach
Toeplitz nejprve definuje derivaci a nasledné odvozuje konkrétni pravidla stfidave
pro derivovani a integrovani — derivace soulinu, integrace metodou per partes (vcetné
polemiky o vhodnosti soucasného znaeni), derivace sloZzené funkce, pouziti substituce

pfi vypoctu urcitého integralu.

Jedenacta podkapitola vychazi z praktického ptikladu s logaritmickymi tabulkami. Popisuje
vztahy navzdjem inverznich funkci a jejich derivaci. Z toho vychazi odvozeni derivace a*
(ve specialnim piipadé ') a tudy se Toeplitz dostava k definici funkce: Rika, Ze kiivka je
tehdy ajen tehdy obrazem funkce na intervalu (a; b), pokud je kazdou svislou piimkou

v tomto intervalu protnuta prave jednou.

Dvanacta podkapitola se vénuje goniometrickym funkcim a jejich derivacim. Toeplitz
Siroce pojednava historické zplisoby méteni thlu, kon¢i u radidnd (poprvé je v ucebnici
zavadi, aniz by je pojmenoval). Odvozuje vzorce pro soucet argumentli a dokazuje,

sinx _

ze lim

1. To slouzi jako ilustrace praktického vyznamu pouziti radidnd.
x=0 X

V nasledujicich podkapitolach se ukazuji pokrocilej§i derivacni a integracni postupy,

coz kon¢i v sedmnacté podkapitole odvozenim obsahu kruhu pomoci urcitého integralu.
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Osmnacta podkapitola je obsdhlym historickym vykladem o vyvoji pojmu funkce. Ilustruje
jej mimo jiné i na sporu o prvenstvi objevu nekonecného poctu mezi Leibnizem na jedné
stran¢ a Newtonem s Barrowem na strané druhé. Zavérem c¢lanku Toeplitz zdiraziuje,
ze student by si m¢l uvédomovat rozdily v riznych pojetich funkce, zejména mezi tradicnim

Cisté pocetnim pojetim a nahledem, ktery pfipousti i funkce vyrazné nespojité.

Poslednich pét podkapitol (az do konce nedokoncené knihy) se vénuje praktickému vyuziti
infinitezimalniho poctu ve fyzice (Galileovy zékony, Keplerovy zakony, kyvadlo, kmitavy
pohyb) anastifiuje (rovnéz pro fyzikdlni ucely), jak provadét transformaci soufadnic

pii zobrazeni v roving. (TOEPLITZ, 1949, str. 73—164)

2.4 Schubringova analyza Toeplitzovy ucebnice

V této kapitole vychazim opét ze Schubringovy knihy Das genetische Prinzip
in der Mathematik-Didaktik (SCHUBRING, 1978, kapitola I11.1.3 Analyse des Lehrbuchs,
str. 282-299). Schubring analyzuje Toeplitzovu ucebnici (a celé Toeplitzovo dilo) nikoli
z pohledu didaktiky matematiky obecné, ale z tzce specializovaného pohledu genetického
principu. Vybirdm z jeho analyzy postiehy, které presto mohou byt zajimavé i pro obecnou

didaktiku matematiky.

Schubring se nejprve pozastavuje nad sefazenim latky v ucebnici. Soudi, Zze vérnost
historické genezi dostala piednost pred logickym uspofddanim. Uz v tivodu poznamendva,
ze ke skute¢né¢ zajimavému vyuziti probiranych fenoménti se Toeplitz kvili tomu mize dostat
az ve tfeti kapitole. Poukazuje na paradox, Ze i kdyz jedinym voditkem ma byt sledovani
geneze, tato neni linearni a lze si z ni patrné toliko vybrat n€které posloupnosti udalosti,
zatimco jiné museji byt zamlCeny nebo zminény v nesprdvném potadi. Tyto pozndmky
si interpretuji jako pochybnost, do jaké miry ma smysl trvat na diisledném chronologickém

uspotadani napfi¢ celou ucebnici. S kritikou souhlasim a rozebiram ji v kapitole 2.5.5.

Toeplitz pojimd vyvoj infinitezimalniho poctu jako vyvoj tfi propojenych fenoménii:
nekonecného procesu, pojmu Cisla a pojmu funkce. Schubring soudi, ze v Toeplitzoveé podani
se fenomén nekoneného procesu a pojem ¢&isla vyvinuly u Rekd a déle se jiz zasadng
neproménovaly. S tim zasadné nesouhlasi a rozsahle poukazuje na ,,didaktické chyby®, které

timto pojetim idajné vznikly:
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1. Toeplitz pominul rozdil mezi aktudlnim a potencialnim nekone¢nem.

2. Toeplitz anachronicky oddé¢lil vyvoj chapani Cisla od vyvoje chdpani funkce (cituje
Dedekinda, ktery uvadi, Ze motivaci k praci v oblasti ¢isel byla pravé potieba 1épe

porozumét analyze).
3. V ucebnici nejsou korektné zavedena a pouzivdna realna cisla.

Souhlasim s prvni vytkou. Neformdlni chapéani rozdili mezi aktudlnim a potencidlnim
nekonecnem (naptiklad jak je popisuji u Hejného v kapitole 3.6.4) neni v ucebnici péstovano,
pfitom je podle mého nadzoru dilezitou propedeutikou infinitezimalniho poctu. Dalsi dvé
vytky nejsou dle mého nazoru podstatné, propojeni analyzy a teorie cisel nepovazuji

za didakticky nosné.

Schubring dale rozporuje nékolik mist v ucebnici, kde se Toeplitz dle jeho minéni piili§
zaméfuje na vyvoj matematiky jako takové a nezohlediiuje kontext doby, coz ho vede
k udajné¢ pomylenym zavérim. Cituje napiiklad Toeplitzovu formulaci (TOEPLITZ, 1949,
str. 72), ze Archimédes by diskutované lemma o rovnosti hornich a dolnich integrala jisté
,umeél dokdzat, ale nemél zkratka zdajem vyjadiovat se tak obecne.” Oponuje, Ze 1 kdyz
principu Archimédes intuitivné rozumél, formalné€ a obecné by ho nedokazal (coz je podstatny
rozdil), nebot’ v celkovém kontextu doby to jeSté nebylo mozné. Domnivam se, Ze tento
fenomén muiZeme pozorovat nejen v historii matematiky, ale v souladu s genetickym
principem i ve vyvoji jednotlivce, a Ze pravé jednotlivého c¢tenafe Toeplitz na nékterych
mistech opravdu timto zpusobem pieceniuje (napiiklad v abstraktni kapitole 3.18 ucebnice,

jak uvadim ve svoji analyze v kapitolach 2.5.5 a 2.5.6 této prace).

Dle mého nazoru nejzasadnéjsi vytku ma Schubring k tomu, ze Toeplitz podcenuje roli
kalkulu (mysleno poctaiského femesla — samotného derivovani, integrovani, vypoctu ploch).
Doklada to citaty, z nichz vyplyva Toeplitziiv diiraz na obecné principy, pfiCemz jejich
konkrétni doformulovani pro ucely praktickych vypoctl uz pro néj neni podstatné. Oponuje,
ze 1 obycejny kalkul muze byt produktivnim nastrojem pii odhalovani matematickych

zakonitosti a matematickém pokroku. K tomu se vyjadiuji v kapitole 2.5.7.

V zavéru analyzy Schubring shrnuje, ze Toeplitz podle n¢j precenuje dilezitost historické
kontinuity. Jeho kritiku si vysvétluji jako varovani pied nebezpefim, aby dosavadni

didaktickou strnulost, proti niz se geneticky princip vymezuje (piedstavovani matematickych
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pravd jako neménnych vzorct k zapamatovani) nenahradila strnulost zaloZena na dogmatické
chronologii (kterd rovnéz nemusi genezi dobie vystihovat). Domnivam se, ze apeluje,
abychom z d¢jin spiSe vybiraly ty okamziky, které dobie (naptiklad v kontrastnich ptikladech)
osvétli podstatu probiraného fenoménu, tedy aby dé&jiny byly ve sluzbach didaktiky a nikoli
naopak. (SCHUBRING, 1978, str. 282-299)

2.5 Vlastni analyza Toeplitzovy ucebnice

2.5.1 Poradi témat
Za z dnesniho hlediska zasadni zvlasStnost u¢ebnice povazuji potadi a dilezitost témat:

* Ucebnice zacind podrobnym zkoumanim riznych infinitezimdlnich procest, aniz
by pro ni byl dulezity koncept limity (limita je definovéana, ale neni akcentovana

a §ifeji vyuzita).
* Ucebnice pojednava nejprve o integralu, az pozd¢ji o derivaci.

Oboji odpovida historickému vyvoji, z n¢jz ucebnice vychazi.

2.5.2 Poradi dukaz-véta

Za zasadni didakticky rys ucebnice povazuji, Ze na vice mistech pfedchdzi matematickou
vétu jeji dikaz, respektive véta je formulovana az na zdkladé svého dikazu. Typicky jsou
takto vystavény naptiklad kapitoly 1.6 (Nekonecna geometricka rada), 1.7 (Spojité uroceni),
2.1 (Archimédova kvadratura paraboly) nebo 3.1 (Tec¢nové iilohy)’.

V ptipadech technickych dikazi (naptiklad v kapitoldch 1.9 nebo 1.10) zase Toeplitz
zduraziuje jejich formalnost, konstatuje naptiklad: ,, Dukaz vypada ponékud umeéle. Je to jen
zdani. Neobsahuje zadnou myslenku, jen rutinu. Je ziejmé, Ze komparzisté, kteri se v ném
necekané objevuji, jsou prithlednym zpiisobem vzdy predem urceni tak, aby vSe nakonec dobre
dopadlo.*“ (TOEPLITZ, 1949, str. 39). Myslenky, na jejichz zakladé¢ véta vznikla,

pak nechava vzejit z jinych tivah a experimentt.

3  némecky: Die unendliche geometrische Reihe, Die stetige Verzinsung, Die Parabelquadratur
des Archimedes, Tangentenaufgaben

4 némecky: ,, Der Beweis sieht etwas kunstvoll aus. Das ist nur Schein. Er enthdlt keinen Gedanken,
nur Routine. Man schaut leicht durch, dass die Statisten, die in ihm etwas unvermittelt aufireten, von hinten
in stets durchsichtiger Weise bestimmt sind, damit am Ende alles gut klappt. *
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Bez ohledu na dé¢jinny vyvoj analyzy ma ¢tenaf moznost v mnoha konkrétnich pifipadech
pochopit, jaké potieby a motivace vété predchazely, jaké konkrétni ptipady byly brany
v potaz a jaké experimenty a zobectiovani bylo tfeba vykonat. Obecnou vétu nakonec ziska
coby odpovéd’ na diskutované otazky. Tento postup Toeplitz uziva i v ptipad¢€ vzorcu, které
nejsou piimo vétou, ale odvozenim z definice: Naptiklad mnoho takzvané ,,integra¢nich® loh
je vyfeseno diive, nez je v kapitole 3.2 navrzen vzorec pro tabulkovy integral polynomické
funkce a v kapitole 3.6 definovan urcity integral. Byt je Ctendf stale jen Ctenafem
a do procesu odvozovani aktivné nevstupuje, domnivam se, ze tento zpusob vykladu muze

pomoci pochopit podstatu probirané latky, nebot’ usiluje zejména o vysvétleni jejiho vzniku.

V podobném smyslu se vyslovuje Hans Freudenthal v knize Mathematics as an
Educational Task, kdyz hovoti o ,,Sokratovské metodé®“. Tradi¢ni pojeti véta-ditkaz povazuje
za pochopitelné a matematicky korektni, nicméné postradd v ném odpoveéd na otazku proc.
Prosazuje proto, aby véty v ucebnicich vznikaly teprve na zakladé¢ projednanych potieb
a predpokladi, a to 1 za cenu uziti prechodné nekorektnich a vicekrat preformulovavanych
tvrzeni. Analyza uciva je podle Freudenthala totiz vlastné jedinym didakticky relevantnim
prvkem (FREUDENTHAL, 1973, str. 99-108). Domnivam se, ze Toeplitzova ucebnice je
realizaci Freudethalovych mysSlenek (ackoli Freudenthal publikoval o néckolik desetileti

pozdé&ji).

2.5.3 Vyuzivani paralel

Za dal$i charakteristicky rys ucebnice povazuji, ze upozorituje na paralely mezi
probiranymi fenomény. Vede vyklad tak, aby tyto paralely byly zifejmé, a ¢ast latky
vysvétluje pravé na jejich zdkladé. Zminil bych zejména prvni kapitolu: Cela kapitola
je vystavéna na podobnosti historickych tvah, které nakonec vedly k aproximaci &isla =
a k aproximaci ¢isla e. Tyto koncepty jsou dale pfirovnany k zapisovani zlomkd pomoci
desetinného rozvoje (zejména k nekonecnému periodickému desetinnému rozvoji a zpétné
interpretaci tohoto zapisu jako zlomku). Toeplitz svlij postup na vice mistech opatiuje
didaktickym komentdfem, napt. str. 29: ,, Slo zde pravé o to jasné zdiraznit, co maji oba
pripady spolecného. Nez z toho snadno vyvodime zobecnujici zaver, seznamime se s timtez

z jiného uhlu jesté ve tietim piipadé.”“ (TOEPLITZ, 1949, str. 29)

5 némecky: ,, Und darauf kam es hier an, das Gemeinsame beider Fille deutlich herauszuarbeiten.
Wir werden es noch in einem dritten Falle von anderer Seite kennenlernen, ehe wir das verallgemeinernde
Fazit daraus dann mit leichter Miihe ziehen werden.
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Na zaklad¢ téchto zkuSenosti pak Toeplitz, coby zevSeobecnéni tii piikladli nekonecného
procesu, definuje limitu a souvisejici aparat. V mensim métitku nalézame tento didakticky
postup napii¢ celou ucebnici, napt. v kapitolach 1.10 (paralely mezi limitou posloupnosti
a souctem nekonecné geometrické fady), 2.7 (souvislost konvexnich a nekonvexnich utvart
s konvexnimi a konkévnimi funkcemi) nebo 3.1 (souvislost logaritmickych tabulek a inverzni
funkce). Vyklad zalozeny na genezi pojma vede k poukazovani na souvislosti jiz z podstaty
veéci. Domnivam se vSak, ze Toeplitz tuto metodu ,,paralel* vyuziva jesté Castéji, nez by bylo

nutné pro samotny historicky vérny vyklad.

2.5.4 Vychovné poznamky

Vyznaénym rysem ucebnice jsou také mista, kterd nazyvadm ,,vychovnymi poznamkami‘
a ktera se netykaji pfimo matematiky, ale moznych pfistupi ke studiu, objevovani ¢i véde
obecné. Piikladem budiz str. 81 (,, Clovék, ktery si sedne pied pristroj, pozoruje a hleda
zdkonitosti, nikdy nic neobjevi, stejné jako ten, kdo pouze premysli, jak by to mohlo byt, aniz
by se kdy poradil s prirodou.’ ) nebo str. 84, kde se zdiraziiuje, ze Napier nejprve sestavoval
logaritmické tabulky pomoci mechanického pocitani, ale pak na jeho misto nechal nastoupit
mysleni a odhalil princip logaritmt. Tento aspekt zdiraznuje i Schubring (SCHUBRING,
1978, str. 278).

2.5.5 Zavaznost historického hlediska

Pti Cetbé Toeplitzovy ucebnice je podle mého soudu dilezita otazka, zda byla historicka
geneze pojmu jedinym voditkem pii tvorbé poradi a metody vykladu, ¢i zda se autor od téchto
hledisek také nc¢kdy odchylil, pokud to bylo didakticky smysluplné. Toeplitz se na vice
mistech vyjadfuje v tom smyslu, Ze historie musi zlstat podiizena didaktice a nikoli naopak,

napiiklad:

* I zde by bylo zajimavé vypravet, jak doslo k objevu; zde vsak lezi hranice mezi
historii jako takovou a tim, k cemu ndm ndm historie slouzi.”* (TOEPLITZ, 1949,

str. 95)

6 némecky: , Nie wird ein Mensch etwas entdecken, der sich vor einen Apparat setzt, beobachtet und
ein Gesetz sucht, sowenig wie der, der nur nachdenkt, wie es sein konnte, ohne je die Natur zu befragen. *

7 némecky: ,, Es wdre auch hier amiisant zu erzdhlen, wie das entdeckt wurde; aber hier liegt die Grenze
von Geschichte als solcher und dem, wozu uns die Geschichte dient.
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., V poslednich odstavcich jsme zamérné opustili objevitelsky styl. Usilovali jsme
o jasnou terminologii, kterd neodpovida situaci 17. stoleti.** (TOEPLITZ, 1949,
str. 121)

Podobné jako Schubring se vSak domnivam, ze tomu tak v ucebnici neni vzdy. Jako ptiklad
bych kromé konkrétnich mist, kde ptrebujely popis okolnosti podle mé neslouzi didaktické
veci (napf. kapitola 1.4 o pojeti ¢isla nebo historka o Keplerovi na str. 78), uvedl kapitolu 3.8
(Integrace per partes). Toeplitz v ni zdlraznuje dilezitost chapani riznych pojeti pojmu
funkce pro pochopeni integralu a derivace. Domnivdm se, ze Ctenaii by vsak k jejich
pochopeni na tomto mist¢ pomohlo spiSe veétsi mnozstvi praktickych ptikladd, nezli

provadény historicky vyklad.

Rozpolceny je téz piistup k definici funkce. Piestoze se s funkcemi rutinné pracuje, teprve
na str. 105 najdeme castecnou definici toho, kdy je kiivka grafem funkce. Samotnd definice
funkce se nachédzi az na str. 123, ovSem nikoli jako pointa ¢i zavér, ale coby mimochodem
zminéné ,,lemma* provadéného vykladu. To odpovida genezi i postupnému budovani pojmu
na zaklad¢ prikladt. Potiz vidim v tom, ze se Toeplitz v prubéhu celé knihy neopira pouze
o konkrétni ptiklady, ale odvoldva se Casto i na funkci jako abstraktni pojem. Schubring
(1978, str. 282) uvadi, ze Toeplitz koncipoval ucebnici jako ptiklad nepiimé genetické
metody. Zde spatiuji rozpor s tim, jak Toeplitz v Diisseldorfské prednasce (TOEPLITZ, 2015)
rozliSuje pfimou a nepifimou genetickou metodu (viz kapitolu 2.2 této prace). Ucebnici bych

totiz na jejim zakladé oznacil za typického zastupce genetické metody primé.

2.5.6 Navaznost na predchozi znalosti

Z ucebnice mi bohuzel neni zfejmé, na jaké znalosti mini navazovat. Je koncipovana jako
zakladni kurz matematické analyzy v prvnim rocniku vysoké Skoly. Neni ovSem jasné,
nakolik pocita s tim, Ze analyza byla vyucCovana ptfed maturitou (proti cemuz se Toeplitz
vymezoval, viz napt. SCHUBRING, 1978, str. 274-275). Obsah ucebnice stavi do jiné¢ho
svétla, pokud by jeji ctendfi napiiklad jiz méli umét fesit ulohy na vySetfovani pribchu funkce
(jak je to dosud obvyklé u maturantli na ¢eskych gymnaziich), nebo pokud by naopak vSechny

koncepty matematické analyzy (v€etné pojmu limity a funkce) méli potkat az v této ucebnici

8 némecky: ,,Wir haben bei der Darstellung der letzten Paragraphen den Stil der Entdecker bewusst
verlassen. Wir haben iiberall eine prinzipielle Klarheit der Begriffe angestrebt, die der Zeitlage
des 17. Jahrhunderts nicht gemdfs ist. *
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(respektive az v této fazi vzdélani a pouze touto formou). Domnivam se, ze Toeplitziv idealni

predpoklad je znalost analytické geometrie a nékterych elementarnich funkci (pokrocilejsi

koncepty totiz Toeplitz definuje od zacatku, byt’ struéné). Myslim si vSak, ze ¢tenaf by pouze

s témito znalostmi nevystacil, jak rozeberu dale.

Ucebnice na mne pusobi tak, ze pfedevsim reaguje na konvenéni vyuku analyzy’ a chce

studenty, ktefi ji absolvovali, reedukovat. Uvedu n€kolik charakteristickych citatt:

» kapitola 1.8: ,,K povaze této prednasky patii, ze se vénujeme tématim, ktera byla
probirana ve Skolni vyuce, a nahlizZime na né ze zcela jiné perspektivy. Nekdy si
pripaddame jako ucitel housli, ktery vezme Zaka z povrchni hodiny s ciste amatérskym
cilem a chce ho dovést k vazné profesionalni hudbé: musi zacit uplne od zacatku. I my

musime ,zacit od nuly.* '*“ (TOEPLITZ, 1949, str. 30)

* kapitola 1.5: ,, Vzhledem k tomu, Ze obvykla vysvetleni pri vyuZiti moderni terminologie
nedaji dostatecné vyniknout podstaté véci, ktera nds zajimd, uvedme kratce,

co Archimédes ve skutecnosti déla."' “ (TOEPLITZ, 1949, str. 20)

» kapitola 2.5: ,,Kdyz maturant (...) dostane otazku, co je urcity integrdl, (...) nacrtne
graf funkce, omezeny svislymi carami na dany interval, vySrafuje obrazec ohraniceny
osou x a rekne: Tento obsah plochy. Kdyz nasledné dostane otdzku, co je ale obsah
plochy (...), Fekne: Ach tak, urcity integral. Vyvozujeme z toho, Ze je nutno jednu
z téchto véci Fadné vysvétlit.””“ (TOEPLITZ, 1949, str. 59-60)

Je to legitimni cil. Soudim nicméné, Ze ucebnice ve skute¢nosti neza¢ina od zacatku, nybrz

konvenéné nabytych znalosti na pfithodnych mistech vyuziva, aniz by je dostate¢né podrobné

9

10

11

12

Konven¢ni vyukou minim diiraz na vySetfovani prubéhu funkce a vypocet integrall, v tomto potadi,
bez podrobného vysvétleni ptivodu integralu.

némecky: ,, Es gehort zum Wesen dieser Vorlesung, dass wir Gegenstinde, die im Schulunterricht
vorgekommen sind, aufgreifen und von einer ganz andere Warte betrachten. Dabei ergeht es uns manchmal
wie einem Geigenlehrer, der einen Schiiler aus einem flachen Unterricht mit rein dilettantischem Ziel
tibernimmt und ihn zu ernster Berufsmusik iiberleiten will: er muss ganz von vorn anfangen. Auch wir
miissen hier ,ganz von vorn anfangen. * *

némecky: ,, Da die iiblichen Berichte, indem sie die moderne Terminologie benutzen, den Sachverhalt,
der hier interessiert, nicht klar genug hervortreten lassen, sei hier kurz angegeben, was Archimedes
in Wahrheit macht.

némecky: ,, Wenn man einen Examenskandidaten (...) fragt: was ist ein bestimmtes Integral, so (...) zeichnet
er eine Kastenfigur, schraffiert sie und sagt: dieser Fldcheninhalt. Wenn man ihn dann fragt: was ist aber
ein Fldcheninhalt, (...) sagt er: Ach so, ein bestimmtes Integral. Wir entnehmen daraus die Notwendigkeit,
eines von beiden ordentlich zu erkldren.
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definovala po svém, a proto je mi zatéZko hodnotit ji jako svébytnou alternativu konvenéni

didaktice.

Na podporu svého tvrzeni uvadim napiiklad Gvodni podkapitoly 3. kapitoly. Zde se
od planimetrického pojeti hbité prejde k chapani kiivky jako obrazu pocetniho vyrazu. Aniz
by to bylo podrobné&ji komentovano, za¢nou byt vyuzivany piedevSim polynomické funkce
(které se od jiz znamych kuzelosecek mohou liSit). Znalost, kterak rovnost dvou proménnych
chépat jako kiivku, ucebnice piedpoklada — a 1 kdyZ pfipoustime zkuSenosti z analytické
geometrie, domnivdm se, Ze Ctenaf neznaly konven¢ni analyzy by potieboval vyrazné
podrobngjsi vyklad. To se tyka predev§im bézné pouzivaného zépisu f (x) ve smyslu ,,funkéni
diskutované povazuji také vnimani derivace jako funkce od kapitoly 3.2. Bez vysvétleni se
od str. 47 uziva symbolu o a zejména celého konceptu skladani zobrazeni. Rutinné také za¢ne
byt vyuzivano slozitych zapist s rizn¢ indexovanou promeénnou, slozitymi exponenty nebo
vypustkami ,,...“ uprostied dlouhych vyrazii. Domnivam se, ze bez vétSiho cviku (ktery byva

zvykem ziskat pravé i na konvenéné€ vyu€ované analyze), by se ¢tenaf snadno ztratil.

2.5.7 Zavér

Pies vSechny ptfipominky vyslovuji ndzor, ze ucebnice mize zéka se znalosti analytické
geometrie a elementarnich funkci (coz je, jak se domnivam, Toeplitziiv idedlni piedpoklad)
seznamit se zdklady matematické analyzy. Vyuzivd metod, které bychom i1 dnes oznacili
za inovativni — pfedstavovani vét jako vysledku jejich dikazu, poukazovani na paralely napfic
latkou. Ucebnice usiluje predavat Ctenafi nejen matematicka fakta, znalosti a dovednosti,

ale 1 moralni postoje a hodnoty.

2%

urCitého integralu coby obsahu plochy ohrani¢ené kiivkami a dale na vyuziti diferencialniho

poctu ve fyzice. Na vySetfovani prubéhu funkce neni kladen diiraz. Domnivam se, Ze je to

wevr

vyuziti mimo matematiku, nebo pro matematické vzdélani jako takové), by asi neméla

jednoznacény zavér.

Za neopodstatnénou povazuji Toeplitzovu nechut k femeslu samotného derivovani

a integrovani. Domnivam se, Ze dobré¢ zvladnuti vySetfovani pribchu funkce muze byt
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dobrym didaktickym cilem samo o sobé. Jedna o proces tak komplexni, Ze Zak nevystaci
s aplikaci memorovanych poucek a musi rozumét podstaté procesu, orientovat se v pti¢inach

a dasledcich skutec¢nosti, které zjisti, také kvalifikované tipovat a improvizovat.
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3. Charakteristika Hejného metody

3.1 Uvod

Hejného metodou v této praci rozumim souhrn teorii a konceptli, které na poli obecné

didaktiky a didaktiky matematiky zejména v pribdhu 20. stoleti v Ceskoslovensku

zformulovali Vit Hejny, jeho syn Milan Hejny a jimi vedené kolektivy. Jednd se zejména

o teorii

generickych  modelu (viz kapitolu 3.5.4) a metodu genetické paralely

(viz kapitolu 3.5.5)

Obecné zasady téchto didaktickych smérti ukazu na tiech ptikladech.

1.

Struéné predstavim obsah knihy Vita a Milana Hejnych Pracovné materialy
Skoliaceho pracoviska tdbora mladych matematikov (HEINY a HEINY, 1977). Jedna
se o zakladni shrnuti didaktickych myslenek Vita Hejného, které piivodné vzniklo pro
ucely letniho tdbora mladych matematikii v 70. letech 20. stoleti, nicméné zaujalo Sirsi

vetejnost.

Predstavim zakladni principy a mysSlenky knihy 7edria vyucovania matematiky 2
(HEINY a kol., 1988), jak jsou popsany v jeji uvodni kapitole. Knihu napsal kolektiv
autorl pod vedenim Milana Hejného; poprvé vysla roku 1988, pracuji s vydanim
zroku 1990. Jednd se o prvni komplexni metodické rozpracovani didaktickych
mySlenek Vita a Milana Hejnych v konkrétnich oblastech matematiky zékladni
i sttedni Skoly. Milan Hejny plynule navazuje na praci svého otce, proto popis
nekterych ¢asti knihy Pracovné materialy vynechavdm a myslenky uvadim az zde

v rozvinuté podobg.

Predstavim obsah 6. kapitoly knihy Teoria vyucovania matematiky 2, v niz je
podrobné rozpracovana didaktika matematické analyzy podle principi Hejného

metody. (Autorem zminéné kapitoly neni pfimo M. Hejny, ale Peter Bero.)

V zavéru kapitoly sdm analyzuji piedlozené materialy a shrnuji, co je podle mého nazoru

pro didaktické dilo Vita a Milana Hejnych charakteristické a jak se to projevuje na ptikladu

didaktiky matematické analyzy.
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3.2 Zivotopis Vita Hejného (1904—1977)

Vit Hejny se narodil v moravské Litovli, kde vystudoval gymnéazium. Po kratké ucitelské
praxi a maturit¢ na ucitelském ustavu v Pterové pokracoval ve studiu na Vysoké Skole
obchodni v Praze, kde byl posluchadem prednasek Karla Englise, F. X. Saldy i prezidenta
Masaryka. Na ziklad¢ Masarykovy vyzvy k rozvoji Slovenska se v pétadvaceti letech
(roku 1929) vydal pracovat jako ucitel matematiky na obchodni akademii v Martin¢, kde se
usadil a oZenil. V roce 1936 se mu narodil syn Milan, v roce 1941 dcera Ivana. Ucitelskému
povolani se od pocatku vénoval se zaujetim — zajimal ho vnitini svét zaka a jejich duSevni
vyvoj. Jiz v prvnich letech v Marting€ se vénoval studiu psychologie a vlastnimu teoretickému

badani, za¢al mimo jiné s vyvojem svych ,,projek¢nich dotaznikd®.

Utastnil se Slovenského narodniho povstani v hodnosti diistojnika (mél za sebou zakladni
vojenskou sluzbu a fadu navazujicich méesi¢nich cviceni). Po vélce v roce 1945 se celd rodina
nakratko ptfest¢hovala do Prahy, kde Vit Hejny pracoval na ministerstvu skolstvi. Po ptevratu
v roce 1948 byl vSak z ministerstva propustén a na vlastni zadost se vratil na Slovensko.
Az do odchodu do diichodu v roce 1965 byl opét profesorem na obchodni akademii
v Martin€. Kromé pedagogické ¢innosti také intenzivné prednasel, hovoftil zejména k rodicim
na psychologickd témata. Nadéle rozvijel svoje teoretické dilo, o kterém na pravidelnych

schiizich kazdy tyden diskutoval s kolegy a piateli, zejména s profesorkou Vierou Stetkovou.

Dal$im impulzem pro praci Vita Hejného bylo piisobeni syna Milana jako ucitele
matematiky na zékladni Skole. Spole¢né hledali zplsob, jak uchopit didaktiku matematiky
ajak déti nadchnout. Rozhodli se poradat ,,Tabory mladych matematikt“ (TMM), kde
pracovali s détmi 1 dospélymi a které se pro velky tspéch opakovaly mnoho let (Vit Hejny se
stihl ucastnit jen prvniho roc¢niku v roce 1975). Pro tyto tabory spolecné¢ vypracovali
metodické materidly, které jsou soucasti mé analyzy. Kromé pedagogiky se Vit Hejny po cely
zivot vénoval ochotnickému divadlu. Byl proslulym rezisérem a uméleckym vedoucim mnoha
soubort, jeho manzelka byla profesionalni hereCkou. Po cely zivot rovnéz Celil politickému

utlaku, za valky i za komunismu byl nékolikrat kratkodobé propustén ze zaméstnani, pielozen

nebo s celou rodinou donucen ke stéhovani. (BACHRATY, 2012, str. 14-22)
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3.3 Zivotopis Milana Hejného (1936)

Milan Hejny se narodil ve slovenském Martin€, kde vystudoval gymnazium. Roku 1959
absolvoval Matematicko-fyzikalni fakultu Univerzity Karlovy v Praze, nasledn¢ védecky
pracoval na riznych vysokych 3koldch v Ceskoslovensku a experimentilné vyucoval
matematiku na zakladnich Skolach v Bratislavé. Jeho koncepce vyuky geometrie, kterou se
pokusil v 80. letech prosadit do ucebnic, nebyla pfijata. Velkého ohlasu ovSem dosla
publikace Tedria vyucovania matematiky 2, kterou s védeckym tymem dokoncil roku 1988.
Kniha shrnuje a zdsadné rozviji didaktické myslenky, na kterych pracoval uz jeho otec

Vit Hejny. Dilo analyzuji v dalSich kapitolach. (PAMETNARODA.CZ, nedatovano)

Od roku 1992 ptsobi Milan Hejny na Pedagogické fakult¢ Univerzity Karlovy v Praze.
Zde dale vyviji své didaktické koncepty — metodu genetické paralely, teorii generickych
modeld a teorii vyucovani orientovaného na budovani schémat. Za ucelem rozvoje a Sifeni
své metody zaloZil obecné prospéSnou spolecnost H-mat. (H-MAT.CZ, nedatovano)
S kolektivem autorti sepsal sadu uéebnic pro zakladni §kolu (napt. HEINY, 2015). Spoleénost
nyni pripravuje sadu ucebnic stiedoskolskych, prvni dil MnozZiny a vyroky vysel v roce 2024

(HANUSOVA, 2024).

3.4 Pracovné materialy Skoliaceho pracoviska tabora mladych mate-

matikov

Kniha Vita a Milana Hejnych Pracovné materidly Skoliaceho pracoviska TMM (HEINY
a HEINY, 1977) poprvé vysla roku 1977 v Krajském pedagogickém ustavu v Banské
Bystrici. Jednalo se o metodické materidly pro vedouci matematickych letnich tabort, které
autofi spoleéné poradali. Uzce zaméfena publikace ovsem &erpala z rozsahlych teoretickych
praci a praktickych zkuSenosti obou autorti a zdjem o ni se rychle rozsifil i mimo okruh
taborovych vedoucich. Pro velkou poptavku po omezeném poctu vytiskli vysla v roce 1992
znovu. Naposledy vysla jako soucast monografie Archiv Vita Hejného I v roce 2012, z této
verze Cerpam 1 ja. Text se skladd z 25 kratkych kapitol, které jsou prolozeny piiklady
didaktickych situaci a 58 ulohami pro Ctenafe. Dale predstavim nejvyraznéjSi myslenky

publikace.

37



3.4.1 DuSevni pohyb

vvvvvv

ucitel podle vnéjSich projevii umét diagnostikovat. Pohyb se podle autort sklad4 z pohnutky
(jez v mysli porusi rovnovahu a vyvola napéti), z hodnoceni situace (tedy planovani reakce
na pohnutku) a ze samotné ¢innosti (kterou se vyrovna nebo transformuje pocatecni tenze;

dusevni pohyb kon¢i, ptipadné pokracuje v upravené podobg¢).

Tentyz duSevni pohyb (naptiklad feSeni matematické tlohy) se miize odehravat v riznych
klimatech (napiiklad v atmosféfe spontdnniho zajmu nebo v atmosféfe zklamani, naptiklad
feSeni ulohy za trest). Autofi upozoriiuji, Ze je nutné dbat na obecné ptiznivé klima ve tiide,
nebot’ ovliviiuje kvalitu a intenzitu pohybu. O tom, zda bude pohyb radostnou cilevédomou
¢innosti, nebo jen zastupnym odreagovanim od frustrace, rozhoduje podle autorti také kvalita
pohnutky. RozliSuje mezi pohnutkou orientovanou, kterd stavi redlny cil (touha vyfteSit
ulohu), a neorientovanou, kterda zadny cil nedava (napiiklad zédkaz vychazek s kamarady).
Neorientovana pohnutka podle autorti na psychiku ditéte ptisobi deformativng. (HEINY

a HEINY, 1977, str. 38-42)

3.4.2 DuSevni organ

Podle autorti je nutné na zaka nahlizet nikoli staticky (a nalepkovat jej, pfisuzovat mu
neménné vlastnosti), ale dynamicky, v ¢innosti a neustadlém vyvoji. Aby mohl o takovych
jevech snadnéji hovofit (a nemusel sahat po statickych hodnoticich slovech), zavadi
terminologii ,,duSevnich organi®“. Jsou to pomysiné organy v mysli zdka, které jsou
zodpoveédné napiiklad za komunikaci, planovani ¢innosti nebo abstraktni mysleni. Autofi se
nasledné mohou vyjadfovat naptiklad o zdkové ,,nemocném komunikaénim organu®, podobné
jako by Iékar hovoftil o nemocnych jatrech, coz jim ma umoznit lepsi ptistup k problematice,
nez kdyby ftekli, ze zdk je drzy. Autoii se podrobné rozepisuji o ,strategickém duSevnim

organu“ a ,,organu vztahové-abstrakéni ¢innosti“. (HEJNY a HEINY, 1977, str. 42—43)
3.4.3 Strategicky duSevni organ

Jedna se o orgéan organizujici dusevni pohyby jedince. Autofi déli jeho funkce do tii oblasti:

* Administrace minulych duSevnich pohybt: Jednd se o spojovani zazitki

do struktury zkuSenosti a jeji neustalou restrukturalizaci. Autofi upozoriiuji, ze pilifi
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nasi zkuSenosti byvaji zazitky, které proZivame sami, nikoli zprostiedkované, které
jsou spojeny se silnym emoc¢nim nabojem a které pfijimame vice smysly. Poznatky,
které pfijimame pouze komunikaci, si podle n€j nezachovavaji v nasi zkuSenosti stalou

podobu, proménuji se nebo mizi.

* Projektovani probihajicich duSevnich pohybi: Orgian si vybavuje minulé
zkuSenosti a podle nich vybird z moznych alternativ svoji strategii. Pokud nema
k dispozici dostatek zkuSenosti, musi volit ndhodné. V piipadé¢ neorientovaného
dusevniho pohybu voli zastupnou ¢innost (naptiklad dit¢ pfi doméacim vézeni uniké

do ptedstav o hie s kamarady).

* Zamérovani budoucich duSevnich pohybii: V této oblasti autofi zkoumaji, v jakém
¢asovém horizontu a s jakym emoc¢nim nabojem dokaze jedinec planovat svoji ¢innost
a predevsim do jaké miry je schopen piedvidat a ovliviiovat etickou strankou svého

budouciho jednani. (HEINY a HEINY, 1977, str. 43—48)

S poslednim bodem souvisi jeden z hlavnich vychovnych cila tdbori TMM: ,, Cielom TMM
je ovplyvnit' pomocou premysleného systéemu zazitkov skusenost' pioniera tak, aby sa
v buducnosti perspektivne zameral na vyhladavanie takych situacii, v ktorych sa rozvija
logické myslenie s etickym zameranim celospolocenského prospechu.” (HEINY a HEINY,
1977, str. 44)

3.4.4 Organ vztahové-abstrakéni ¢innosti (organ VAC)

Jednd se o organ uskutectiujici kauzalni operace v duSevnim pohybu: je zodpovédny
za chapani vazby ,pricina-disledek™ a realizuje vSechny logické operace (hierarchizaci,
modelovani, abstrahovani, hledani paralel a podobn¢). Pro studium ¢innosti tohoto organu je
podle autorti nejvhodnéjsi genetické hledisko: ,, Porovnanie fylogenézy a ontogenézy ukaze
jadro vseobecnej zdkonitosti antropomorfnej. |[...] Znalost fylogenézy dava velké moznosti
aplikdcii v ontogenéze.“ (HEINY a HEINY, 1977, str. 49) Podstatou ,,genetického hlediska
je presvédceni, ze vyvoj] vysSe popsanych abstraktnich schopnosti u lidstva jako druhu ma
podobné rysy, zlomy a kli¢ové momenty, jako jejich vyvoj u jednotlivce, ¢ehoz 1ze didakticky
vyuzivat: ,, Ludovo povedané: divajic sa na historiu matematiky pochopime, ako mame ucit
deti.“ (HEINY a HEINY, 1977, str. 49) Autofi v§ak diirazné upozoriiuji, Ze tato geneticka

paralela neni samospasna: funguje pouze pii sou¢asném dobrém porozuméni struktufe organu
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vztahové-abstrakéni Cinnosti. Podrobnéji metodu genetické paralely rozviji M. Hejny,

viz kapitolu 3.5.5 této prace.

Fungovani organu VAC autofi ukazuji na konkrétnich piikladech. Vyvozuji z nich zaklady
teze, kterou rozvijeji v dalSich kapitoldch: Prioritou vyuky matematiky by nemélo byt
ovladnuti konkrétnich postupti (napiiklad s¢itani), ale vzdy piedev§im rozvoj organu VAC.
Tim se vyuka matematiky 1isi naptiklad od nacviku psani (které je v pojeti autorti cilem samo
0 sob&). Proto je také nutné jinak pracovat s chybou: Chyba totiz mliZe nastat na riznych
mistech procesu a pouhd nereflektovana korekce Spatné odpovédi by mohla zaka vést k tomu,
aby pfestal pfemyslet a operace uchopoval pamétné. Ze stejného divodu autoii doporucuji
pracovat s netradicnimi tlohami v proménlivych prostfedich (naptiklad scitat v prostiedi
arabskych ¢islic, fimskych ¢islic, smluvenych symbolli a podobné — aby se Zak mohl
spolehnout pouze na predstavy mnohosti v organu VAC). (HEJNY a HEJNY, 1977,
str. 49-53)

3.4.5 Fylogeneze organu VAC

Autofi predstavuji tezi, jak se rozvijelo chapani abstrakce a kauzality u lidstva v pribehu
historie. Domnivaji se, Ze nejprve se rozvinula kauzalita spolecenska (chapéani pficiny
a disledku v mezilidskych vztazich), nebot’ vztah ¢lovék-Clovek poskytuje dobrou zpétnou
vazbu. Teprve na bazi vyspélé spoleCenské kauzality vznikla kauzalita pfirodovédna, ktera

podle autoril nahradila racionalitou tehdejsi viru ve fatalné vnimany osud.

Podobnym vyvojem podle autorti prochéazi i dit€¢ na zacatku Skolni dochazky. Pokud si
nenese z rodiny dobré povédomi o kauzalit€¢ spoleCenské, nemize se mu dobie dafit ani
v matematice, vyzadujici pfirodovédné pojeti kauzality. Na n€kolika ptikladech uvadéji, ze
neni zadouci, aby dité bylo ,,odevzdané osudu“, naopak by mélo citit osud ve svych rukou
a zazivat ,,zavrat’ z objevu®, klidn¢ ptehnanou, podobn¢ jako Pythagoras nebo Descartes.

(HEJNY a HEINY, 1977, str. 53-56)

3.4.6 Cty¥i zasady dialogické strategie

Autofi dale predstavuji svoji teorii poznavani v matematice, zndmou dnes jako Teorie

generickych modelt. Déle rozpracovavaji strategie, jak ve tfid¢ nastolit dialogickou interakci.
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Oboji je podrobné ptedstaveno znovu v knize Teoria vyucovania matematiky 2, proto tato

témata zpracovavam az v nasledujici kapitole.

Pracovné materialy Skoliaceho pracoviska TMM jsou zakonceny ctvefici zasad dialogické
interakce. Ackoli se rovnéz tykaji tématu odlozeného do dalsi kapitoly, zminim je jiz zde,
nebot’ mi ptipadaji pro Pracovné materialy typické. Pro dosazeni dialogické strategie je podle

autorti nutné, aby ucitelé:
* k zakovi pristupovali s touhou vychovat, zusSlechtit, zapalit;

* nedovolili, aby touha ,naucit* ptehlusila touhu ,,vychovat® (to souvisi s vySe

zminénou prioritou rozvoje ,,organu VAC®);
* pracovali sami na sobé¢ (jedin€ tak mohou praci vychovavat);

* v negativnim chovani zakt nevid€li utok na svou osobu, ale (podobné jako stafi
matematici stojici pfed nevyfeSenym problémem) vyzvu k praci a k experimentu.

(HEINY a HEINY, 1977, str. 71-73)

Vychova praci je pro V. a M. Hejnych zasadni téma (tento koncept ostatné rozpracoval
v samostatném védeckém clanku). PiSe: ,, Kultury staroveku povazovali prdacu za utrpenie.
[...] Renesancna kultura uz spociva na celkom inom pohlade na pracu: praca zuslachtuje
cloveka. [...] Vztah dietata k praci je rozhodujiice kritérium jeho sociétnej zrelosti. “ (HEINY

a HEINY, 1977, str. 72)

3.5 Tedria vyucovania matematiky 2

3.5.1 Uvod

Kniha Teoria vyucovania matematiky 2 poprvé vysSla v Bratislavé v roce 1988. Sepsal ji
kolektiv autort pod vedenim Milana Hejného a byla akreditovana jako ucebnice pro studenty
uCitelstvi na pedagogickych fakultich". Kniha se hlasi k odkazu Vita Hejného, jehoz
., pedagogické nazory* disledné rozviji a specifikuje v konkrétnich tematickych oblastech.

Zpracovana je didaktika vSech tematickych celkii pfiblizn€é od 5. tfidy zakladni Skoly

13 Prvni dil ucebnice sepsal jiny kolektiv autort. Soustfedi se Cist€¢ na matematickou odbornost ucitele
matematiky, mySlenky Hejného metody neobsahuje.
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az po maturitu. Autofi se opirali o rozsdhlé¢ vyzkumy a didaktické experimenty, provadéné

v prubehu péti let na slovenskych zakladnich i sttednich skolach.

Text je déleny do kratkych kapitol. Je prokladan fadou komentovanych didaktickych situaci
z praxe a desitkami uloh pro Ctenafe (podrobna feseni uloh jsou uvefejnéna na konci kazdé
kapitoly). Shrnu zakladni mySlenky knihy tak, jak jsou podany v 1. kapitole Zdkladni

myslenky, a jak to odpovida mé zkusenosti s celou publikaci.

3.5.2 Cil ucebnice

Hejny si neklade za cil naucit budouci ucitele ucit, nebot’ didaktiku podle né&j nelze

axiomatizovat. V rovin¢ informacni chce pfedat takovou strukturu, aby ¢tenar dokéazal
,, 1. evidovat svoje kazdodenné pedagogické skusenosti,
2. triedit ich a hodnotit objektivnymi kritériami,
3. tvorivo hladat cesty skvalitnenia viastnej prace*. (HEINY a kol., 1988, str. 19-20)

V roviné ,,influentni* chce Ctenati ,,ukdazat’ viastné starosti, ale hlavne radosti pri praci
so ziakmi a §tudentmi. (HEINY a kol., 1988, str. 20) Pojem radosti v knize zazniva

opakovang.

Hejny vychazi z kritiky stavajicich ucebnic, které jsou podle jeho vyzkumiti hodnoceny
zaroven jako pfili§ vagni v obecnych didaktickych zasadach a jako pfiliS konkrétni
v metodikach jednotlivych témat. Vycitd jim také, ze pfiiliS vychazeji z matematiky
(pfirodovédné) a malo z didaktiky (humanitni védy), kterézto dv€ oblasti by u ucitele mély

byt v rovnovéaze. (HEINY a kol., 1988, str. 19-21)

3.5.3 Cil vyuky matematiky

Podle M. Hejného ma byt hlavnim cilem ucitele matematiky formovani osobnosti zéka,
¢imz mini péstovani zdkovy sebedlvéry ve vlastni schopnosti mysSleni, péstovani zakovy
touhy po poznani a rozvoj zakova mysleni. Akcentuje vnitini motivaci zaka, v jejimz pozadi
stoji ,,geneze mysSleni” (podnicend pocatecnim rozporem mezi zZakovymi védomostmi
a touhou védét vic) a také zakiv citovy vztah k matematice. Klicova je proto strategie, kterou

ucitel zvoli: Idedlni vztah ucitele a Zdka M. Hejny popisuje jako ,,zosuladenda motivdcia,
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‘

permanentny dialog a spolocna radost oboch interagujucich stran.“ To popisuji

i v kapitole 3.5.7 této prace. (HEINY a kol., 1988, str. 22)

3.5.4 Teorie poznavani v matematice — Teorie generickych modeli

Interakci se zdkem je podle M. Hejného nutné ptizpiisobovat tomu, Ze struktura zdkovych
zkudenosti je jind nez nase. Zakovo jednani, ma-li byt autonomni, musi vychazet vyhradné
z jeho zkuSenosti; ucitel by mu nemél podsouvat své strategie, nybrz mél by porozumét jeho

poznavacimu procesu. Proces poznani v matematice M. Hejny rozdé€luje do Sesti etap:
* motivace (pohnutka, jak byla popsana jiz v knize Pracovné materialy),

* tvorba izolovanych modelil (ziskdvani konkrétnich zkusenosti s fenoménem v raznych

podobach, bez pocate¢niho védomi souvislosti),

* tvorba generického modelu (poznani, co maji vSechny izolované modely spolecné;
volba modeld, které jsou nejvhodnéjSi pro manipulaci, a pieklad ostatnich modelt

do jejich jazyka),
* vznik abstraktniho poznatku (ktery nevyzaduje oporu o modely),

* krystalizace poznatku (jeho dalsi pouZivani v novych kontextech a neustala

restrukturalizace)
* apfipadné automatizace.

ZjednoduSené Hejny pouziva schéma ,,motivace — zkuSenosti — poznani*“. Dnes hovofime
o takzvané Teorii generickych modelii. Diraz je kladen na okamzik objevu (tfeti, respektive
¢tvrta odrazka), ktery podle Hejného hraje pti formovani zdkovské osobnosti klicovou roli.
Ucitel by mél zakovi zprostiedkovat dostatek zkuSenosti k tomu, aby objev mohl ucinit sam,
a pak by mél spoluprozivat jeho radost. Naopak pokud vynechame etapu motivace a ziskavani
zkuSenosti, k Zakovskému objevu nemuze dojit. Poznatky jsou tak pouze verbalni a formalni,
navic bez citového naboje. Zrychleni vyukového procesu je efektivni pouze zdanlivé. Hejny
nasledné uvadi deset namétli, jak formalni poznani v hodinach pravidelné diagnostikovat
a reedukovat (naptiklad hledanim chyby v tivaze, feSenim nestandardni tlohy, objasfnovanim

paradoxu). (HEINY a kol., 1988, str. 23-25)
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Vit a Milan Hejni v knize Pracovné materialy uvadéji ptiklad z vyuky v 5. tfidé zakladni
Skoly. Ucitel zadal tfidé ulohu zacinajici slovy ,, Dokazte, Ze v rovnostranném trojuhelniku
ABC plati, Ze...". Zaci narysovali velké mnozstvi konkrétnich trojithelniki, pro néz tvrzeni
platilo, a vétSinou nebyli schopni nahlédnout, Ze se nejedna o obecny ditkaz. Chyba podle
autortt spocivala v tom, Ze ucitel komunikaci zahdjil na tGrovni generickych modell
(v predstavach), zatimco se Zaci jesté potfebovali seznamovat s izolovanymi modely (sbirat
konkrétni zkuSenosti), cemuz odpovidaly i1 jejich pracovni néstroje (kruzitko a pravitko).
Naprava spocivala v zadani sady uloh ,, Narysujte trojuhelnik...*, z nichz nékteré¢ nem¢ély
feSeni. KdyZsi Zaci osvojili fenomén v mnoha konkrétnich podobach, dokéazali pozdé&ji
zformulovat abstraktni pravidlo o trojuhelnikové nerovnosti, k némuz sméfovala piivodni

tlloha. (HEINY a HEINY, 1977, str. 61-62)

3.5.5 Souvislost Teorie generickych modelii a historie matematiky — metoda

genetické paralely

Velkym zdrojem pouceni pro vyse popsany proces poznavani je podle M. Hejného historie
matematiky: ,, Analyzou historie matematiky mozZno ziskat uZitocné predstavy o genéze
myslenia, a tieto potom skusit aplikovat’ pri vyucovani. Tuto tézu budeme nazyvat metédou
genetickej paralely. V celej knihe uvedenii metédu casto pouzivame.“ (HEINY a kol., 1988,
str. 25) M. Hejny véfi na vyraznou paralelu mezi fylogenezi a ontogenezi matematického
mysleni, tedy mezi vyvojem mysleni lidstva a jednotlivce, a domniva se, Ze rozvoj Zaka by
m¢él do urcité miry rozvoj védy napodobovat. Doklad4 to dvéma ptiklady, kde se tak pfirozené
déje: Zrod matematického mysleni (naptiklad ptechod k idealizovanym objektim, cilevédomé
ziskéavani a tfidéni poznatka, touha vysvétlit pficiny jevi...) nebo zrod kauzality ptirodovédné
z kauzality emo¢ni muiZeme sledovat jak v historii matematiky (pfibliznd& v Recku),
tak v biografii zdka (na prvnim stupni zékladni Skoly), a to za velmi podobnych okolnosti
a souvislosti. Radu dalsich Hejného paralel popisuji v nésledujicich kapitolach. (HEINY
a kol., 1988, str. 25)

V. a M. Hejni v knize Pracovné materialy ilustruji vyuziti historie matematiky v procesu
poznavani nasledujicim ptikladem: Pokud se zdk nachazi ve stadiu poznavani izolovanych
modeltd a dlouho nevi, jak postupovat dal (zatim z néjakého divodu nevidi spole¢né rysy
vSech modelll), je nutna pomoc ucitele. Nabidnout zdkovi spravnou odpovéd ve formé

generického modelu by vsak nebylo spravné, nebot’ bychom jej ptipravili o okamzik objevu.
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Vhodnéjsi mize byt dovést zaka k dalSim izolovanym modeltiim (nebo jejich protipiikladim),
na nichz je princip vidét 1épe. Vymyslet takové priklady je vSak zpravidla obtizné. V takovou
chvili ugiteli podle V. a M. Hejnych znalost historie matematiky vyrazné pomize. (HEINY
a HEINY, 1977, str. 59-61)

Na stejném misté knihy Pracovné materialy ptirovnavaji autofi etapy historického vyvoje
matematické analyzy k etapam poznani podle Teorie generickych modeli. Peter Bero téma

zpracovava podrobnéji, k tomu bliZe viz kapitolu 3.6 této prace.

3.5.6 Jazyk matematiky

Didakticky klicové je podle M. Hejného zkoumani, jak jsou matematické predstavy
amyslenky jazykové vyjadfovany. Na piikladech ukazuje historicky vyvoj nékterych
symbolil a formuluje tezi, Ze teprve nalezeni vhodné terminologie a symboliky umoziuje dalsi
vyvoj fenoménll (napiiklad pro pokrok v geometrii bylo nutné jazykové rozliSovat mezi
primkou, useckou a polopfimkou a nemit nadale pro vSechny druhy rovnych ¢ar jediné
pojmenovani). Na urovni jednotlivce pak Hejny pojmenovava Ctyii etapy pojmotvorného
procesu (od pozvolného, neostrého vydélovani zazitkli, které budou asociované s budoucim
pojmem, az po pojem jako prvek axiomatizované teorie) a ilustruje jej na pojmu kruznice.

Zde se ¢astecné odkazuje na Piageta (PIAGET, 1972).

Nasledné M. Hejny vypocitava, jakd nedorozuméni v oblasti matematického jazyka mohou
ve vyucovani vzniknout a navrhuje jejich diagnozu a feSeni. Pokud je slovu ¢i znaku ptifazena
chybna predstava nebo dokonce zadna piedstava, domniva se M. Hejny, Ze je na viné piilis
brzy zavedeny pojem C¢i pfili§ brzy formulovand definice, které se neopiraji o dostate¢né
mnozstvi zakovych zkuSenosti, tedy predbihaji jeho vyvoj. Pokud naopak zak nedokaze dat
jazykové vyjadieni svym predstavam, nevidi v tom M. Hejny problém, ale naopak znak
zdravého vyvoje a piilezitost k pedagogické praci (o ptedstavach lze s Zakem hovofit,
precizovat je a nakonec nabidnout vhodny termin) — podobné v historii nejprve chybéla slova
napiiklad pro myslenky limity, komplexnich ¢&isel nebo grupy. (HEINY a kol., 1988,
str. 26-36)

I v oblasti matematického jazyka tedy M. Hejny opakované odkazuje na paralelu mezi
fylogenezi a ontogenezi, tedy historickym vyvojem a vyvojem zdka. Navic upozoriuje,

ze stupni vyvoje musi odpovidat také presnost pouzitého jazyka: ,, To, co bolo vrcholom
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presnosti pre Euklida, ma z ndasho hladiska vadzne nedostatky. Vyrok, za ktory skritizujeme
maturanta, méze z piatakovych iist zniet ako skvely.“ (HEINY a kol., 1988, str. 35) Ugitel by
nem¢él vyzadovat prehnané precizni formulace, u nichz je nebezpeci formalismu, ale zaroven
by mél zadky vést k nejlepSimu vyjadiovani, jakého jsou schopni. Toto je pojednano
1 v didaktice matematické analyzy, napt. v kapitole 6, uloze 10 je podan piiklad spravné, ale

pro didaktické ugely zbyteéné slozité definice (HEINY a kol., 1988, str. 244).

3.5.7 Komunikace

M. Hejny klade diraz na ustni komunikaci ve vyucovani, preferuje ji pred pisemnou
komunikaci (naptiklad pomoci ucéebnice), nebot’ ,, umoziuje simultannu spdtnu vizbu,
bohatsie prostriedky prenosu informdcie (intondcia, gestikuldcia, kreslenie obrazkov v case),
a najmd tvorbu komunikacnej klimy. (HEINY a kol., 1988, str. 37) Za nej(&inn&jsi povazuje
vzajemnou diskuzi tfidy, kde ucitel plni pouze roli moderatora — mimo jiné to uciteli
umoziuje videt, jak Zaci o konceptech premysleji a jaky pouZivaji jazyk. Tyto mySlenky
podrobnéji rozeberu ve své analyze. Hejny poskytuje n€kolik navodi, jak diskuzi ve tiidé

podnitit a organizovat. (HEINY a kol., 1988, str. 36-39)

V. a M. Hejni v knize Pracovné materialy proti sob¢ stavi nezadouci interakci ,,postojovou
a kyzenou interakci ,,dialogickou”. Zaky bychom neméli vnimat staticky a subjektivné jim
pfisuzovat neménné vlastnosti a dovednosti, ale dynamicky, jako vyvijejici se jedince,
na jejichz potieby pruzné reagujeme. (HEINY a HEINY, 1977, str. 66) Dobry didakticky
dialog se podle V. a M. Hejnych neda axiomatizovat, shrnout do fazi a podobné.
Jeho dostate¢nou charakteristikou by v§ak mélo byt, ze probiha permanentné, a to v atmosféie
spontanni radosti, pfi podobné motivaci uditele i Zaka (naptiklad touha po poznani). (HEINY

a HEINY, 1977, str. 70-71)

3.5.8 Teorie mnozin

V predposledni kapitole Hejny popisuje prubéh zavedeni teorie mnozin do vyucovani
matematiky, k némuz doslo celosvétové v 70. letech 20. stoleti. Za stézejni pro nase téma
povazuji jeho domnénku, Ze modernizace osnov byla ku prospéchu do té¢ doby, dokud se
i ucitelé museli rozvijet — studovat nové obory, promyslet metodiku, vyrabét nové pomicky:

., [Ucitel'] musel sam poznavat strasti, ale aj slasti vyskumnika, [...] prestal demonstrovat,
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mentorovat a strasit a zacal tvorit, motivovat a debatovat.” (HEINY a kol., 1988, str. 41)
Kdyz si ucitelé zvykli na nové obsahy, optimalizovali podle Hejného svoji praci a navratili se
k pivodnim metoddm: ,, Mechanizmus ndsobilky a delilky sa nahradil mechanizmom
cervenych a zelenych mnoZin, zaklinadla o scitovani a odcitovani zlomkov zaklinadlami
o prenikani a zjednocovani mnoZin. UCcitelovi uz neslo o dobrodruzstvo pozmndvania, ale
o uspesny ndcvik cinnosti. (HEINY a kol., 1988, str. 41) To vedlo k vystiizlivéni
a ptrehodnoceni teorie mnozin. Hejny z toho vyvozuje pouceni, Ze kvalita vyuc¢ovani je daleko
vice neZ osnovami nebo u&ebnicemi uréena osobnosti uéitele: ,, Urover: vyucovacieho procesu
zavisi od mnozZstva intelekcnej prdce, ktoru vlozi ucitel do samostudia, pripravy

a vucovania.“ (HEINY a kol., 1988, str. 41)

3.5.9 Logika

V posledni kapitole uvodu se Hejny vénuje logice a logickému mysleni. Domniva se,
ze byt je pro né¢j matematika vhodnd, mélo by se logické mySleni rozvijet v kazdém

pfedmétu, nebot’ nikde by se nemél zak ucit poznatkiim, nybrz poznadvani.

Za piinosné pro naSe téma povazuji cetné pasaze, kde Hejny porovnava historicky vyvoj

logiky s vyvojem jednotlivce, napiiklad

* vznik prvnich logickych schémat (,,selského rozumu*) v ptedhistorické, respektive

ptredskolni dobg,

* puvod binarniho rozliSovani pravda-nepravda (0/1) v mytologické potieb¢ ostrého

rozliSeni mezi dobrem a zlem, nebo

* vyvoj citlivosti k rozdilu mezi implikaci a ekvivalenci ve starém Recku (a s tim

souvisejici vyuku formélni logiky na stiedni $kole). (HEINY a kol., 1988, str. 44-53)

3.6 Didaktika matematické analyzy podle Hejného metody

V této kapitole shrnu, jak je didaktika matematické analyzy zpracovéana v 6. kapitole knihy
Teoria vyucovania matematiky 2 (BERO, 1988). Provedu kratky ptehled jednotlivych ¢asti
kapitoly. Analyzu mySlenek a pojmenovani obecnych rysii pifedloZzeného didaktického

pristupu sepisuji (i na zaklad¢ predchozich kapitol) v kapitole nasledujici. Kapitola nese nazev
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Analyza. Jejim autorem je Peter Bero. Kapitola ¢ita 55 stran. Stejné jako zbytek knihy

obsahuje velké mnozstvi prikladl z praxe a uloh pro Ctenare.

3.6.1 Fylogeneze funkéniho mySleni

V prvni kapitole Bero na malé ploSe rekonstruuje vyvoj funkéniho mysleni od starovéku
do 19. stoleti. Zacind od pifedstav o zavislosti jevl. Pfes prvni tabulace funkci, pocatek
rozliSovani diskrétniho a spojitétho a vyzkum konkrétnich i obecnych kiivek se dostava
az ke studiu kiivek pomoci analytického aparatu, respektive definici funkce analyticky

bez nutnosti pouziti geometrie, jak ji chapeme dnes. (BERO, 1988, str. 238-240)

3.6.2 Funkce ve Skole

Druha kapitola obsahuje obecné i konkrétni metodické pokyny k didaktice funkei.
V kapitole vidim dv¢ hlavni mySlenky:

1. Bero konstatuje, ze ve vyuce zpravidla probihd pouze demonstrace poznatkl
(elementarni funkce a jejich vlastnosti, technika vysetfovani pribéhu funkce), ackoli
pravé problematika funkci se hodi k tvorivé zdkovské praci, coz dokladd bohatymi

ptiklady.

2. Bero se domniva, ze soudobé vyucovani zanedbava vnéjsi stranku prace s funkcemi,
tedy pfiliS se zabyva funkcemi jako Cist¢ matematickymi objekty a opomiji poznavani
amodelovani vné&jSich jevil jejich prostfednictvim. K zamySleni nad takovym

modelovanim vyzyva ctenafe v ulohach.

BliZe se zastavim u nékolika dal§ich myslenek kapitoly. Bero klade diiraz na péstovani
funkéniho mysleni na zdkladni Skole. Dava ptiklady, jak pomoci her intuitivné uchopovat
pfimou a nepfimou timérnost, jak vyuZzivat tabulky pti heuristickém feSeni rovnic a jak s zaky
vytvafet a interpretovat grafy. Ulohy G&tendfe nabadaji, aby naSel motivaci pro zavedeni

ruznych druht funkci a vyzkum jejich vlastnosti. (BERO, 1988, str. 240-246)

Postup zkoumani vlastnosti elementarnich funkci Bero podrobné rozpracovava na ptikladu
kvadratické funkce. Popisuje experimenty, jejichZ cilem je, aby Zak vSechny vlastnosti odhalil
sam a ucitel jen dodal terminologii. Uloha &tenate vyzyva, aby si experimentovéni, které maji

zaci zazit s kvadratickymi funkcemi, vyzkousel na funkcich kubickych.
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Dale se Bero zabyva logaritmickymi funkcemi. Shrnuje jejich historicky vyvoj (zejména
dnes nezvykly Napiertiv kinematicky ptistup). Konstatuje, ze ackoli dnes uz nemaji logaritmy
vyznam jako nastroj rychlého pocitani, jsou stale (spolu s funkcemi exponencialnimi)
didakticky zajimavé jako matematické modely reality. Goniometrické funkce slouzi Berovi
k tomu, aby na nich ozfejmil pojem periodicity. JelikoZ je zdkovska piedstava opfena spiSe
o jednotkovou kruznici nezli o graf, je podle jeho nazoru tieba tento pojem dale budovat ,,sérii

vhodné volenych izolovanych modelt*, které nabizi v tlohach.

Pojednano je také o spojitosti funkce. Pojem spojitost funkce je intuitivné dobie
uchopitelny, ale v konkrétnich formulacich zradny (kuptikladu bod mimo defini¢ni obor
funkce neni jejim bodem nespojitosti). V ulohach Bero zaddva vyzkum, jaké ,,druhy*
nespojitosti mohou nastdvat (napfiklad podle existence jednostrannych limit k bodu
nespojitosti). Vlastnosti funkci navrhuje Bero zkoumat nejen pojmenovavanim vlastnosti
zadané funkce, ale i1opacnymi uUlohami, v nichZ hledame vyhovujici funkce k danym

kombinacim vlastnosti. (BERO, 1988, str. 240-248)

Dalsi clanek se tyka grafu funkce. Bero uvadi, ze pojmy ,,graf funkce* a ,,funkce* v mysli
zéaka zpravidla splyvaji. Nabizi zptlisoby, jak tuto pfedstavu rozvijet a proméiovat (mimo jiné
ulohami na krystalizaci pojml vzor a obraz). Rozebira také, zda lze kazdému grafu pfiradit
ptedpis funkce, a popisuje rozdil mezi funkcemi z hlediska grafu ,,rozumnymi* a funkcemi,

jako jsou Dirichletova nebo Riemannova.

V zévéru Bero porovnavad moznosti zavedeni pojmu funkce. Takzvany klasicky piistup
spoCiva v porovnani zndmych funkci v riznych podobach (predpis, tabulka, graf)
a v zevSeobecnéni, ze jednomu x odpovidd nejvyse jedno y. Nésledné mohou byt zavedeny
souvisejici pojmy. Proti nému stoji modernizacni piistup definujici kartézsky soucin, relaci,
zobrazeni a nasledné funkci jako zvlaStni piipad. Bero se z vice divodl piiklani
ke klasickému postupu: Relacni ptistup zejména neumoziuje vyuzit koncepty, které si zak
nese z minulosti (relaci zak chépe zpravidla pasivné, nikoli jako nastroj). V relacnim pojeti
navic vyrazné prevazuje diskrétni chapani funkce nad spojitym, coz zatemnuje piedstavu

proménné veli¢iny. (BERO, 1988, str. 240-248)
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3.6.3 Fylogeneze infinitezimalniho mysleni u Reki

Kapitolu Bero uvadi sedmi netradi¢nimi ulohami zaméfenymi na rtzné podoby
nekonecnych procest (sméefuji k podstate limity, derivovani a integrovani, souctu nekonecné

WV

Jje uzitocné oboznamit sa s ich historiou. “ (BERO, 1988, str. 250)

Za dulezité pro vyvoj mysleni o nekone¢nu povazuje Bero Zenonovy paradoxy. Pocatek
infinitezimalniho poctu spojuje s prvnimi pokusy o porovnavani rovnych ¢ar a utvari s témi
oblymi, pfedevSim s vypoctem obsahu kruhu. Zminuje Hippokratovo lemma (dva kruhy se
k sobé maji jako jejich vepsané ctverce) a Eudoxovu exhaustivni metodu (vepisovani
n-Uhelnikd do kruznice). Stru¢né ukazuje proces kvadratury paraboly s poukazy na to, jak
postupoval Archimédes. Podrobné popisuje prubéh Archimédova objevu, Ze pomér objemu
koule a ji opsané¢ho valce je dva ku tfem. Jde o mySlenku integrace: zkoumame, jak se k sob¢
maji konkrétni fezy téles vodorovnou rovinou (tedy obsahy kruhil), a pak tyto poznatky
pfenasime na vSechny myslitelné fezy. Ulohy pro &tenafe se tykaji dokonéeni probiranych

diikazi. (BERO, 1988, str. 249-255)

3.6.4 Cekani na Keplera

Bero nejprve porovnava feckou predstavu nekonecna (nekonecno potencialni) a jeho dnesni
vnimani (nekonecno aktudlni) a formuluje Ulohy zkoumajici tento fenomén (zejména
nekonecné soucty a mocniny). Ob¢ piedstavy nekonecna podle Bera malo rozvijime a malo
hovotime o vztazich mezi nimi (jako piiklad uvadi dikaz matematickou indukci, v némz se
pracuje s obéma piedstavami zaroven). Bero mini, ze ve Skole predkladame nekonec¢no
vétSinou v aktudlni podobé (pfimka, Ciselné obory), zatimco zdkim je blizSi nekonecno
potencialni (i aktualni modely vnimaji potencialn¢). Doklada to piikladem z praxe — Zzaci
nebyli schopni zodpoveédét jednoduchou otazku o konvergenci posloupnosti, protoze za n
dosazovali pouze mala cCisla a nemysleli dynamicky. Schopnost pfechodu mezi obéma
pojetimi nekonec¢na dava Bero také do souvislosti se schopnosti pfechodu mezi teoretickym

prostorem a prostorem reprezentaci v geometrii.

Dale Bero rozebira piinos Galilea Galilei. Zminuje jednak mySlenkové experimenty tykajici
se spocetnosti a nespocetnosti, a pak zejména pojem okamzita rychlost. Koncept nekone¢né

malé drahy za nekonecné kratky cas pokladd za jeden ze zédkladii infinitezimalniho poctu
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a ukazuje ho na vice ptikladech (otaceni soustfednych kruhii, hod kiidou). Kapitolu doprovazi
mnozstvi tloh pro ¢tenare a metodologicky komentat, ktery rozebiram v kapitole 3.7.3. Je zde
také jasna souvislost s Newtonovou teorii fluxii, kterou Bero zmiiluje v kapitole Analyza

nekonecne malych (viz kapitolu 3.6.7 této prace). (BERO, 1988, str. 255-260)

3.6.5 Od Keplera k Newtonovi a Leibnizovi

Rozvoj vsech védnich obor byl impulzem k dalSimu vyvoji matematiky. Ten se podle
Bera uskutecnil diky Keplerové praci s nekonecné malymi veli¢inami. Kepler vychazel
ze svych zkuSenosti v astronomii — za posloupnosti izolovanych hodnot dokazal vidét spojity
dgj. Jeho myslenka se tykala uréovani obsahti a objemti: Utvar neznamé velikosti (napiiklad
kruh, vélec) navrhoval délit na nekoneéné mnoho nekone¢né malych, ,,ned¢€litelnych® utvard,
které¢ ptreskupime do podoby jin¢ho tutvaru, jehoz objem ¢i obsah bude ziejmy (napiiklad
trojuhelnik, hranol). Myslenku ilustruje mnoha piiklady i protipiiklady, ulohami, ukazkami
zakovskych feSeni a vystupli z vyuky. Keplerovy myslenky byly rozvinuty v Cavalieriho
principu, ktery se v zaveéreéné podobé o ,nedélitelné” veliCiny uz explicitné neopira,
a v Torricelliho dile, zobectiujicim metodu nedélitelnych na kiivocaré utvary. I tyto principy

Bero doprovazi tlohami. (BERO, 1988, str. 261-268)

3.6.6 Propedeutika derivace

V této kapitole Bero neukazuje historicky vyvoj derivace, nybrz piimo navrhuje didakticky
postup z n&j vychazejici. Zadava tlohy o smérnici te¢ny dané konkrétni funkce /v daném
konkrétnim bodé M. Resi je piibliznymi metodami: Nejprve pomoci smérnic konkrétnich
,»blizkych* se¢en funkce skrz body M a N, poté priméry takovych tdaji. Nakonec oba secné
body postupné priblizuje tak, ze vysledek vypocitd s libovolnou piesnosti. Postupy dale
zobeciiuje, aby bylo mozné najit te¢nu naptiklad 1 v inflexnim bodé&. Dilezitou roli v kapitole

hraji konkrétni numerické vypocty a tabulky.

V zavéru Bero nepiimo zavadi derivaci prostiednictvim pojmu ,,infinitezimalni
trojihelnik®. Jedna se o nasledujici koncept: Smeérnici seCny funkce f v bodech M, N
vypocitame jako pomér ptirtstkil soufadnic (a a e) mezi obéma body. Pokud body nekonecné
pfiblizujeme, blizi se secna te¢né a pomér piirastki se stdvd pomérem nekonecné malych

veli¢in. O tomto nezvyklém poméru vSak tvrdime, ze se rovna konkrétnimu nenulovému
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Cislu, respektive pomoci né¢j dokonce urcujeme

kone¢né poméry, naptiklad b ku f'(viz obr. 1).

Zustava otazka, jak pomér vypocitat. Aby
»infinitezimalni trojuhelnik* ziskal prakticky M &
vyznam, piSe Bero o ,,uméni zanedbavani®. Aby

se tecna stala secnou, museji body M a N

splynout. V tom okamzZiku se ovSem pfiristky a // b

a e stavaji nulovymi a jejich pomér ztraci

Obr. 1

vyznam. Tento paradox obejdeme tim, ze
z ptedpisu funkce f vyjadiime podil e ku a (tedy smérnici seCny MN) coby funkci jediné
proménné e. Pak mizeme zistat u toho, Ze e volime libovolné malé, ale nikoli nulové, nebot’
z ptredpisu pro vypocet podilu je ziejmé, které casti lze jako libovolné malé zanedbat (feceno
dne$nim jazykem: je mozné spocitat limitu pro e jdouci k nule). Zavérecné historické piiklady

se tykaji hledani tecny k parabole a cykloidé. (BERO, 1988, str. 268-274)

3.6.7 Analyza nekonecné malych

Vznik diferencidlniho a integralniho poctu na konci 17. stoleti Bero popisuje jako

abstrakéni zdvih — pfedmétem zkoumdani uz nejsou jednotlivé ulohy, ale obecné metody

vvvvvv

v

hlediska zajimavéjsi jsou podle Bera Newtonovy koncepty.

Newton matematickymi nastroji zkoumal pohyb. Pohyb bodu v roviné (naptiklad
po kiivce) rozkladal do dvou piimocarych pohybii x a y. Tyto pohyby nazyva ,,fluentami“'*.
Bero je definuje jako ,, proménné veliciny vznikajici spojitym nariistanim, podobné jako draha
opisovand pohybujicim se telesem . Trajektorii bodu, tedy vztah mezi fluentami, Newton
zachycuje rovnici f(x, y) = 0. Napiiklad pohyb bodu po parabole by mohl byt zachycen

rovnici x* — y = 0. Rychlosti, kterymi fluenty rostou, se b&hem cesty bodu po kiivce méni."

Tyto rychlosti Newton nazyva fluxie.

14 Fluenty x a y si pro zjednoduSeni interpretuji jako navzajem kolmé, nicméné neni to zfejmé podminkou.
Kli¢ovou vlastnosti se mi zda byt jejich pfimocarost (v kontrastu s kfivkou, po niz se pohybuje bod).

15 Naptiklad pokud by pfi cest& bodu po parabole x* — y = 0 vodorovna fluenta x rostla rovnomérné, fluenta y
by nejprve ubyvala (stale pomaleji) a pak rostla (stale rychleji). Nebo naopak: Pokud by fluenta y rostla
rovnomérné, fluenta x by rostla ¢i klesala stale pomaleji.
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V centru zkoumani stoji pomé&r fluxii v jednom (konkrétnim ¢i obecném) momentu Casu,
tedy vjednom bodé kiivky. V poméru ziskdvaji bezrozmérné fluxie smysl.' Fluxie
pfipominaji odvésny infinitezimalniho trojuhelniku, jen pomyslna te¢na funkce zde neni

graficky dilezita.

Podobné jako v piedchozi kapitole jsou i1 tlohy a metody feSeni. Z dané¢ho poméru fluent
zjistujeme pomér fluxii (,,derivujeme*), nebo z dané¢ho pomeru fluxii zjistujeme poméer fluent
(,,integrujeme*). Do rovnic dosazujeme nekonecné maly moment Casu, rovnice od sebe
odecitame a nekoneéné malé veli¢iny zanedbavame. Ulohy pro &tenéie se tykaji také rozkladu

pohybu do tfi fluent x, y, z nebo pfevodu Newtonovské symboliky do dnesniho znaceni.

Bero na piikladu Newtonovy metody ,,prvnich a poslednich poméra* dirazné upozoriuje,
ze v procesu zanedbavani nekonecné malych veliin je skryta idea limity. Pravé na limité
podle né&j stoji cela teorie fluxii 1 dneSni matematickd analyza, pfestoze pii samotném
derivovani a integrovani limity nepocitdme explicitné. S timto védomim objasiiuje vznik
Leibnizovy terminologie, symboliky a algoritmd, které pro svou prakti¢nost pietrvaly dodnes.
V posledni kapitole Bero ukazuje postup ze 17. stoleti, kterym bylo mozné aproximovat
bez pouziti derivaci (dnesni Taylorovy fady) a diky tomu je mimo jiné snadnéji integrovat.
(BERO, 1988, str. 275-282) Dalsich deset stran zabiraji podrobna feseni vSech 68 zadanych
uloh.

16 Naptiklad na zminéné parabole urazi fluenty x a y cestu od 0 do 1 za stejnou dobu, nicméné v tomto
okamziku jiz roste fluenta y dvakrat rychleji nez fluenta x, tedy fluxie y je dvakrat vétsi nez fluxie x.
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3.7 Vlastni analyza Hejného metody

V této kapitole shrnu, které didaktické rysy mi na zakladé analyzy vyse ptredstavenych d¢l
Pracovni materidly (Pracovné materidly Skoliaceho pracoviska TMM, HEINY a HEJNY,
1977) a Teorie vyucovani (Tedria vyucovania matematiky 2, HEINY a kol., 1988) piipadaji

pro Hejného metodu charakteristické.

3.7.1 Vychovny cil

Oba analyzované materidly explicitné a opakované uvadéji, ze hlavni cil vyuky matematiky

je vychovny (viz kapitoly 3.4.4, 3.4.6 a 3.5.3). Formovéni osobnosti zdka a rozvoj jeho

vvvvvv

vvvvvv

charakteristiku Hejného metody, ktera se odrazi ve vSech navrhovanych didaktickych
postupech. Zcela prizracné se autorskd ,touha vychovat® podle mého ndzoru odrazi
ve zpracovani zivotopisti matematickych osobnosti (naptf. Archimédes na str. 252, Galilei
na str. 258 nebo Pythagoras na str. 294 Teorie vyucovani). Vzdy je zdlraznéna jejich divéra
v experiment a ve vlastni rozum. Dale bych zminil napiiklad tlohu 45, kde Bero v analyze
zakovského tfeSeni zdlraznuje, ze dulezity neni nespravny vysledek, ale evidentni tvofivost

a odvaha Zdka pfi praci v novém prostiedi (str. 289 Teorie vyucovani).

3.7.2 Rozvoj uditele

Vit a Milan Hejni ve studovanych materidlech pfisuzuji vyzkumnickou roli nejen Zakim,
ale i1uciteli. Ohlasovanym cilem T7eorie vyucovani neni naucit budouciho ucitele ucit,
ale podnitit jej k pfemysSleni o didaktice, pfedstavit mu cesty moznych didaktickych
experimentl, naucit jej vnimat své uspéchy a chyby a vyvozovat z nich pouceni (viz kapitolu
3.5.2 nebo str. 19-20 Teorie vyucovani). Vit a Milan Hejni pfirovnéavaji ucitele stojiciho pred
zaky k védciim zvuénych jmen a doporucuje mu jejich zasadni pracovni néstroj — experiment.
Opakovan¢ také zdiraziuje nutnost ucitelova seberozvoje, pise naptiklad: ,, Pracuj na sebe,
aby si mohol prdacou vychovavat. Praca ti musi byt potesenim, zmyslom Zivota. " (Pracovni

materialy, str. 71-73, viz také kapitolu 3.4.6).
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Ob¢ analyzovana dila obsahuji velké mnoZstvi tloh pro ¢tenare. Deklarovanym smyslem
uloh v Pracovnich materidlech je inspirovat k ¢innosti a nastolit téma k diskuzi (Pracovni
materialy, str. 36). Cilem uloh v Teorii vyucovani matematiky 2 je podle mého nazoru mimo
jiné podnitit ucitele, aby na svoji, vyssi matematické urovni zazil experimenty, které¢ ucebnice
v jednodussi formé doporucuje predkladat zakiim (naptiklad v 6. kapitole tloha 5 — ¢tenar ma
experimentovat s funkcemi kubickymi namisto kvadratickych, nebo ulohy 6 a 7 — ¢tendi ma
namisto s béZnym logaritmem experimentovat s nezvyklou funkci ,,Nog®). Dalsi ulohy
vyzyvaji k ,,introspekci® vlastniho chapani matematickych koncepti (naptiklad uloha 36
v Pracovnich materialech nebo 37 v Teorii vyucovani matematiky 2). Domnivam se, Ze

v Hejného metodé je geneze zédka nerozlucné spjata s genezi ucitele.

3.7.3 Vyucovani podle Teorie generickych modelu

Vyraznym rysem Hejného metody je Teorie generickych modelt (TGM), jak ji popisuji
v kapitole 3.5.4 této prace. Vztah TGM a Hejného metody si definuji takto:

* TGM je teorie pozndvani v matematice, ktera si narokuje obecnou platnost, avSak

nevydava konkrétni didaktickd doporuceni.

* Hejného metoda doporucuje zajistit takové prostiedi, aby zak sam svoji ¢innosti prosel
vSemi fazemi poznani podle TGM (napiiklad aby mél pfilezitost pied abstrakei

nasbirat dostatek konkrétnich zkusenosti).

Domnivam se, ze k dislednému postupu podle fazi poznavani TGM se Hejného metoda
uchyluje pfedevsim proto, aby mohla sledovat primarni vychovny cil, jehoz naplnéni v ném
spatfuje. Pokud zdka uc¢ime pamétné¢ uchopovat postupy, jez nejsou opieny o piedchozi
zkuSenosti a objevy, vede to podle Hejného metody k formalnimu poznani, které
nevychovava. M. Hejny se navic domniva, ze poznatky nabyté podle TGM jsou trvalejsi,
nezli ty formalni, ¢imz je 1épe splnén i1 sekundarni cil matematicky (blize viz kapitolu 1.1.8

Teorie vyucovania matematiky 2).

V analyzované 6. kapitole Tedrie vyucovania matematiky 2, zabyvajici se didaktikou
matematické analyzy, spatiuji postup podle Teorie generickych modelii napiiklad v téchto

prvcich:
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Didaktika funkce v kapitolach 6.1 a 6.2. Projedndny jsou nejprve zdkovské
predstavy funkénich zavislosti (,,bodovych® i spojitych), diiraz je kladen na vyuziti
funkci k modelovani jeva vnéjSiho svéta. Na ptikladu kvadratické funkce je popsano,
jak maji zaci experimentalné¢ zjistovat vlastnosti funkci. Teprve v zavéru kapitoly
dochdzi k rozliSeni funkce a grafu funkce (kteréZto piedstavy v myslich zakt zpravidla
zpocatku splyvaji) a viibec k zavedeni pojmu funkce (Bero doporucuje nechat zaky
zevSeobecnit své zkuSenosti do poznéni, Ze jednomu x zodpovida nejvyse jedno y;
odmita funkci definovat v Givodu celého procesu, za didakticky nevhodnou povazuje

definici pomoci relace). Podrobnéji viz kapitoly 3.6.1 a 3.6.2 této prace.

Didaktika derivace v kapitolach 6.6 a 6.7. Nejprve hledame te¢nu ke grafu funkce.
Vyklad za¢ind mnoha manudlnimi vypocty prezentovanymi v tabulce i1 grafu. Zvlastni
ptipady (extrémy, inflexni body) a z nich vyplyvajici zobecnéni ptibyvaji zvolna,
na zaklad¢ zkusenosti se selhanim jednodussich postupti. Myslenka limitniho splynuti
dvou bodu (jimiz prochazi se¢na) v jeden (jimz prochézi tecna) je vyjadiena slovné
a obrazkem a je podpofena zaZitymi vypocCty; pojem [limita naproti tomu neni vibec
pouzit. I po casteném zobecnéni jsou ,limity”“ pocitany pomoci usudku
(,,zanedbavani nekone¢né malych®), nikoli algoritmicky. Nasledné je Ctenafi
predstaven jesté zcela jiny izolovany model pro derivaci, jimz je Newtonova okamZzita
rychlost. Vnimani stran infinitezimélniho trojuhelniku coby fyzikalnich veli¢in (které
navic nemuseji ,,téci rovnoméerne*) pfinasi novou interpretaci zmenSovani trojihelniku
(stale mensi vzdalenost za stale kratsi Cas, ale rychlost se neméni, pouze zpiesnuje).
Vypocty dojdou vyssiho stupné abstrakce, ani nyni vSak nepracujeme s limitou.

Podrobnéji viz kapitoly 3.6.6 a 3.6.7 této prace.

Poradi integral-derivace. Za ptedfazenim integralu derivaci (kapitoly 6.5-6.7

ucebnice) vidim dva divody:

© Oba procesy v podani Hejného metody pracuji (explicitn€, nikoli implicitng)
s nekonecné¢ malymi veli¢inami. Pfi integrovani jsou nekonecn¢ malé veliCiny
reprezentovany ,,skutecnymi* objekty, napiiklad pomyslnymi platky koule nebo
jehlanu, s nimiz zak ,,fyzicky* manipuluje a naptiklad je pteskladava do podoby

jiného télesa. Zak tedy ziské izolované zkuSenosti s riznou podobou nekoneéné
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malych veli¢in, diive neZ je v abstraktnéjsi podobé ,limity* (resp. infinitezimal-

niho trojuhelniku) musi pouzit u derivace.

o Potfeba vypoctu ploch a objemt tzv. kiivych objekti je zakovi srozumitelna jiz
na zékladni Skole; potfeba analyzovat priibéh funkce pomoci jeji teény je vyrazné
integrace a nasledn¢ je vyuzit pii derivovani, nezli naopak formalnéjsi poznatky

o derivacich vyuZivat pfi integraci.

+ Zadlenéni pochybnosti do poznavaciho procesu. Ctenat je v tlohach opakované
vyzyvan, aby analyzoval vyrok, nasel chybu nebo vysvétlil paradox (napt. 21, 39, 40,
44); nekteré ulohy nemaji jednozna¢né feseni (napi. 10), piipadné je v feSenich chyba
pouze naznaCena a ponechdna k dalSi analyze Ctenafi (napt. 44c). O historickych
pochybnostech a slepych ulickach je také vypravéno (naptiklad v kapitolach 6.3.2
nebo 6.4.3). V kapitole 6.4.4 Bero pochvalné analyzuje Galiletv didakticky dialog:
., [Galilei] privedie besedujiuiceho do situdcie, v ktorej sam vidi, Ze je potrebné hladat
vychodisko. Teda neodovzdava poznatok, ale obratne vedie priatela k uskaliu —
rozporu, ktory je potom motivdaciou hlbSieho poznania. Zaverecné slova asi nie su
postacujucim vysvetlenim, ale tym lepsie. Ujasnenie pojmu nie je moznd naraz. |...]"
(BERO, 1988, str. 260) Pochybnost je vnimana jako soucast cesty ke generickému

modelu nebo abstrakci.

3.7.4 Styl prace, komunikace se Zaky a atmosféra ve tridé

Jak pojednédvam v kapitolach 3.4.6 a 3.5.7, Hejného metoda prosazuje aktivni a tvofivou
praci zaki, akcentuje jejich objevitelskou cinnost a vlastni pfemysSleni. Naopak zavrhuje
pojeti vyuky jako osvojovani konceptl,, které piinasi ucitel. Za nejvhodngjsi formu
komunikace je oznaCovan ustni dialog mezi zéky, ktery ucitel pouze moderuje, ptipadné mu
dodava odborné terminy. Pied obrazky v ucebnici je preferovano kresleni obrazkii na tabuli

v redlném Case a podobné. Vidim v tom opét nasledovani vySe zminéného vychovného cile.

Za dilezité jest¢ povazuji opakovand upozornéni na nutnost ptiznivého klimatu ve tfidé
a pfedev§im vyzvy k prozivani radosti. PiS§i o tom napiiklad v kapitolach 3.4.1 (vzdélani
idedlné jako radostnd, cilevédoma cinnost), 3.5.2 (sdileni strasti a hlavné radosti pfi praci

s zaky jako cil ucebnice), 3.5.3 (vztah ucitele a zéka prozivany v radosti obou interagujicich
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stran), 3.5.4 (ucitel spoluprozivajici zdkovu radost z objevu) nebo 3.5.7 (dialog mezi ucitelem
a zakem v atmosfére spontanni radosti). V. a M. Hejni vyjadiuji presvédcCeni, ze pouze zazitky
s emoc¢nim nabojem se stavaji pilifi nasi zkuSenosti (viz kapitolu 3.4.3). Zdlraziiovéana je také
umeélecka, esteticka slozka matematického uciva (napiiklad v kapitole 6.5.3 Teorie
vyucovania matematiky 2). Domnivam se, Ze promysleni téchto aspektli je pro plnéni

vyty¢enych vychovnych cilt stejné dulezité, jako vySe zminéné dialogické vyucovani.

3.7.5 Geneticka paralela

Vit 1 Milan Hejni opakované¢ zminuji metodu genetické paralely: Jsou piesvédceni, ze
v historickém vyvoji matematiky a ve vyvoji matematickych schopnosti jedince jsou spolecné
rysy, kterych lze didakticky vyuzivat (podrobnéji v kapitolach 3.4.5 a 3.5.5). Analyzovana
6. kapitola Teorie vyucovania matematiky 2 obsahuje historicky vyklad ke vS§em probiranym
fenoméniim (s cCasteCnou vyjimkou derivace, coz zminuji dale). Celd didaktika je tedy
prezentovdna na pozadi zdkladniho historického ptehledu. Pfimé provéazani didaktiky

s historii vidim naptiklad v nasledujicich myslenkach:

* Poradi integral-derivace: Z dneSniho pohledu nezvyklé potadi odpovida tomu
historickému. Z historie ucebnice Cerpa také velké mnozstvi izolovanych modelt
pro integral i derivaci (napiiklad ,integralni* rozkladani téles na nekonecn¢ malé

objekty nebo Newtonovo fyzikalni pojeti derivace).

* Integra¢ni myslenky zprvu nezavislé na funkcich: MysSlenky vypoctu obsahil
a objemt ,kiivych® objektl nejsou omezeny na plochy pod grafem funkce. Vyklad
zacina u velikosti kruhu, koule nebo jehlanu, jak tomu bylo i v historii. Konvencné
jsou pfitom objemy téchto téles zminény spiSe jako zaverecny zvlastni piipad ,,uziti

integralniho po&tu* (napiiklad HRUBY a KUBAT, 2022).

* Predstavy nekonecna: Bero v kapitole 6.4 popisuje, jak se v historii vyvijelo chapani
nekoneCna, a nasledné je porovnavd s zdkovskymi piredstavami o nekonecnu

a limitach. Z paralel ¢erpa didakticka doporuceni.

Souvislost s historii vidim i v preferenci kresleni nakresti na tabuli ¢i do seSitu v redlném

Case pred hotovymi obrazky v ucebnici (viz kapitola 3.5.7 této prace nebo 1.3.2 Teorie
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vyucovania matematiky 2). Byt vystavba nacrtu ve vyucovani nemusi odpovidat historické

genezi konceptu, za zasadni povazuji diiraz na vyvoj jako takovy, jak popisuje dale.

Domnivam se, ze historické souvislosti, mySlenky a ulohy nejsou nikdy uvéadény
samoucelné. Napiiklad v kapitole 6.7 Bero upozoriiuje, Ze vyvoj matematické analyzy
ovlivnil pfedev§im Leibniziiv integral; Newtonovy myslenky jsou ovSem didakticky
zajimav¢jsi, a proto tvori vyklad na jejich zéklad€. V tvodu kapitoly 6.6 (derivace) se zase
konstatuje, Ze ,, nebudeme sledovat’ historicky vyvoj, ale ukazeme navrh didaktického postupu,
ku ktorému nas Studium fylogenézy doviedlo (BERO, 1988, str. 268), tedy historie zde stoji
jako zdroj inspirace, nikoli jako metodické dogma. Neékteré cCasti ucebnice jsou psany
bez odkazli k historickym kontextim (naptiklad vétSina kapitoly 6.2 tykajici se vyzkumu

vlastnosti funkci a definice funkce).

Vyslovuji tezi, ze vyuzivani historie matematiky (genetické paralely) neni pro Hejného
metodu cilem, ale pouze jednim z osvédcujicich se nastrojli, jak u Zzédka budovat poznani
v souladu s Teorii generickych modelll. Cilem Hejného metody je geneze poznatku v mysli
zaka. Pro piipravu vhodnych didaktickych podminek maze byt voditkem geneze historicka.
Naptiklad jak pisi v kapitole 3.5.5, znalost historie mlize uciteli pomoci s volbou vhodnych

izolovanych modelt nebo jejich protiptikladi.

3.7.6 Zavér

Jsem piesvédcen, ze pro Hejného metodu je primarni vychovny cil (kapitola 3.7.1). Aby jej
dosahla, doporucuje coby nastroj takové vyuCovani matematiky, aby bylo v souladu s Teorii
generickych modell (kapitola 3.7.3). Dobrym zdrojem inspirace k takovému vyucovani mize
byt vyuziti genetické paralely mezi vyvojem lidstva a jednotlivce, v niz véti (kapitola 3.7.5).

Svoji tezi shrnuji diagramem:
vychovny cil — vyuziti TGM — vyuziti genetické paralely

Radostnost ve vyucovani je podle mého ndzoru predpokladem i nasledkem naznaceného

procesu, stejné jako sebevychova ucitele.
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4. Porovnani genetického principu a Hejného metody

V této kapitole provedu srovnani genetického principu a Hejného metody, a to na zékladé
vzorku vySe pfiblizenych teoretickych dél a ucfebnic. Porovndm dobu jejich vzniku,
deklarované vychodiska a provedu obsahové srovnani analyzovanych ucebnic. Pfedev§im se
pak nakonec vyslovim k tomu, k jakym cilim metody chtéji sméfovat a jak pracuji

s genetickou paralelou. Vysledky badani shrnuji v zavéru kapitoly.

4.1 Casové zarazeni
Nejvyznamnéj$imi teoretiky genetického principu jsou

* Felix Klein (1849-1925), znamy zejména jako autor Meranské reformy z roku 1905;
jeho ucebnice aritmetiky, algebry a analyzy podle zasad genetického principu poprvé

vysla v roce 1924,

*  Otto Toeplitz (1881-1940), ktery praci na genetické ucebnici matematické analyzy
oznamil v roce 1926 na piedndsce v Diisseldorfu; ucebnice vysla posmrtné v roce

1949,

* Gert Schubring (1944), autor rozsahlé monografie o genetickém principu, kterd poprvé

vysla roku 1978.

Mnozstvi védeckych ¢lankd o genetickém principu vychazi i ve 21. stoleti. Nachazel jsem

oy e

polemika Nielse H. Jahnkeho (JAHNKE, 2005) nebo clanek Ladislava Kvasze, vyuZzivajici
geneticky princip jako jeden ze zakladi genetického konstruktivismu. (KVASZ, 2016).

Hejného metodu vyvinuli zejména Vit Hejny (1904-1977) a Milan Hejny (1936). Jejich
prvni publikaci byly Pracovné materialy TMM z roku 1977, vychézejici z desetileti badani
Vita Hejného. Dalsi vyznamnou publikaci byla Tedria vyucovania matematiky 2,
vysokoskolska ucebnice pro ucitele matematiky, kterd pod vedenim Milana Hejného vznikla
v roce 1988. Hejného metoda je zive rozvijena i dnes, Milan Hejny roku 2013 zalozil obecné
prospésnou spole¢nost H-mat, ktera Skoli ucitele a od roku 2015 také vydava ucebnice podle

zasad Hejného metody.
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Nepodaftilo se mi dopatrat zminky ¢i dikazu, ze by se Hejného metoda pfiznané inspirovala
genetickym principem, zminovala se o ném ¢i na néj odkazovala. V textech analyzovanych
knih jsem o genetickém principu ¢i jeho protagonistech nenasel zminku, nevyskytuji se ani
v rozsahlych rejstiicich a seznamech literatury téchto knih (s vyjimkou davnych osobnosti
jako Descartes nebo Leibniz, které Schubring uvadi jako ptedchtidce genetického principu
a ktefi tviircdim Hejného metody samoziejmé znami byli). Ani Schubring coby zastupce
genetického principu se o Hejném nezminuje (coZ ovSem vzhledem k vySe uvedenému
Casovému zasazeni neni piekvapujici). Proto predpokladam, ze ob¢ didaktické metody

vznikaly nezévisle.

4.2 Vychodiska

Vychodiska analyzovanych knih popisujicich geneticky princip a Hejného metodu spolu

podle mého nazoru uzce souvisi:

* Podle Schubringa je cilem genetického principu pfekonat matematicky formalismus;
na matematické koncepty chce nahlizet jako na néjakou cestou vyvinuté, nikoli jen
nyni pevné definované; vét§imu rozvoji genetického principu podle n€j brani téz malé

povédomi o historii matematiky (kapitola 1.2).

* Toeplitz vychdzi z nekolika zdanlivych protikladd (zejména protikladu korektné
vyjadfované a rutinn¢ ovladané matematiky proti matematice intuitivni a heuristické),

které slibuje usmifit pomoci genetické metody (kapitola 2.2).

* Na pocatku Tabort mladych matematika, z nichz vzeSly Pracovné materialy, stala

mimo jiné otdzka, jak uchopit didaktiku matematiky, aby Zaky nadchla (kapitola 3.2).

* Milan Hejny v Teorii vyucovani vychazi z kritiky stavajicich ucebnic, pfili§ vagnich
v obecnych didaktickych zasadach a zbytecné konkrétnich v didaktice jednotlivych
témat (kapitola 3.5.2).

Domnivam se, Ze i zvolené metody vykladu u Schubringa a M. Hejného se podobaji —
knihy svoji strukturou napodobuji princip, jenz se snazi popsat (Schubring: geneticky princip
poznavame na zéklad€ jeho geneze; Hejny: Ctendfe nechceme naucit ucit, chceme mu jen

ukazat metodu, pomoci které bude moci sam nahlizet a zlepSovat své vyucovani). VSechny
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Ctyfi publikace také jako jedno z feSeni zahy zmifluji vyuziti historie matematiky, o ¢emz

pojednavam pozdéji.

4.3 Porovnani obsahua ucebnic

V této kapitole porovndm obsahy dvou analyzovanych uéebnic — Toeplitzovy ucebnice
Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung a 6. kapitoly Hejného Teodrie vyucovania

matematiky 2, zabyvajici se matematickou analyzou.

4.3.1 Shodné rysy

Zasadni spole¢nou charakteristikou obou ucebnic je podle mého néazoru poradi témat
(viz kapitoly 2.5.1 a 3.7.3). Vénuji se nejprve riznym podobam infinitezimalnich procest
(zejména vypoctim ploch a objemil), aniz by zdiraznovaly koncept limity (Hejny ji ani
nedefinuje, Toeplitz ji vyuziva okrajove). Nasledné probiraji ur€ity integral a az poté derivaci.
Urcity integral je pojednan Siroce, s mnoha historickymi souvislostmi a dirazem na vysvétleni
znaCeni (viz kapitoly 2.3.2, 2.3.3 a 3.6.7). Derivace je probrana okrajoveji a takika bez
historickych souvislosti. U¢ebnice se téméei viibec neveénuji vySetfovani pribéhu funkce.
Domnivam se, Ze to odpovidd historické genezi matematické analyzy a predstavuje to

i relevantni didaktickou variantu, jak analyzu vyvijet v hlavé zaka.
Dale se ucebnice vyrazné shoduji:
v li¢eni vyvoje infinitezimalniho mysleni u Reki (viz kapitoly 2.3.1 a 3.6.3),
* v lieni vyvoje funkéniho mysleni (viz kapitoly 2.3.1 a 3.6.1),

* v akcentovani fyzikalniho nahledu na graf funkce a derivaci (okamzitd rychlost

a podobné, viz kapitoly 2.3.3 a 3.6.7),

coz jsou vSechno oblasti, v nichz je, jak se domnivam, historicky vyvoj pro uitele vhodnou

didaktickou ptedlohou.

Za vyznamny didakticky rys Toeplitzovy ucebnice povazuji, ze dikaz zpravidla predchazi
svoji vétu, respektive véta je formulovana az na jeho zakladu (viz kapitolu 2.5.2).
V analyzované kapitole Hejného ucebnice nelze tento jev pozorovat, nebot’ v ni nejsou zadné

vety formulovany ani dokazovany (v jinych kapitolach jsou formulace vét nebo jejich ditkaza
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Casto ponechdny Ctendiim jako cviceni a nejsou soucasti hlavniho textu). Domnivam se
nicméng, ze Hejny postupuje v zasade stejné jako Toeplitz, jen formulaci vét ani nepovazuje

za nutnou (napiiklad kvili zbyte¢né abstrakcei).

4.3.2 Rozdilné rysy
Zasadni rozdily mezi u€ebnicemi jsou podle mého nazoru nasledujici:

* Toeplitz se nevénuje rozdilu mezi potencialnim a aktudlnim nekonec¢nem, ktery je

pro Bera velmi dilezity (viz kapitoly 2.4 a 3.6.4).

* Toeplitz se vyhyba pouzivani dneSniho znaceni, kde to jen jde (viz tvod kapitoly 2.3);
Bero se jeho pouziti nebrani — nevadi mu, pokud je jeho vyznam odhalovan postupné
(naptiklad symbolika integralti je objasnéna az v kapitole 6.7, operuje se s ni ale

jiz dfive).”

* Toeplitz v ivodnich kapitolach podrobné popisuje rizné nekonecné procesy i mimo
geometrii (Cislo e, nekonecnd geometricka tfada, pojem Ccisla, Archimédiv axiom,
viz kapitolu 2.3.1), zatimco Bero ziistava ve svété geometrie, kde piinasi vice riznych

modeld (zminuje nejen Cavalieriho princip, ale 1 jeho pfedchidce, viz kapitolu 3.6.5).

Domnivam se, ze pro Toeplitze je historické hledisko zavaznéjsi nez pro Hejného metodu,
a proto témata pojednava v celé historické §ifi (nekonecné procesy), nevénuje se jim, pokud
nebyla historicky akcentovdna (aktualni a potenciadlni nekonecno) a zpravidla nepftipousti
anachronismus (pouziti dneS$niho znaceni), byt uzndva, ze tento postup neni zavazny

(viz kapitolu 2.5.5).

Bero podle mého ndzoru vybird z historické geneze fenoménd pouze to, co miize ve své
genezi zak dobfe napodobit, tedy nékteré ¢asti historie stavi do popiedi a jiné zanedbava
(viz z&ver kapitoly 3.7.5). Dobie je to myslim vidét na pribézném péstovani funkcéniho
mysleni: Bero doporucuje s funkénim myslenim cilevédomé zacit jiz na prvnim stupni
(viz kapitolu 3.6.2), zatimco Toeplitz jej odmitd, nebot’ podle néj neodpovida dileZitosti

pojmu funkce v historii matematiky (viz kapitolu 1.3.10)"®.

17 Zde je vSak nutno také vzit v potaz, ze autofi zfejm¢ kalkuluji s jinymi pocatecnimi znalostmi Ctenare:
Bero se narozdil od Toeplitze vénuje podrobnégji i riznym typim funkei, kterouzto zkusenost Toeplitz
ziejme predpoklada.

18 Klein i Schubring (dalsi zastupci genetického principu) by v§ak Toeplitziv pfistup ziejmé rozporovali.
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4.4 Vychovny cil

Domnivam se, ze hlavnim cilem Hejného metody je vychova zdka — péstovani zakovy
sebedivéry ve schopnost vlastniho mysleni a péstovani Zdkovy touhy po poznani (viz kapitoly
3.5.3 a 3.7.1). Matematické obsahy a didaktické strategie jsou pouze prostiedkem k témto
vychovnym cilim, které¢ mohou byt napliovany také v jinych predmétech (zZak by se nem¢l
ucit poznatkiim, ale poznavani, viz kapitolu 3.5.9). Didaktické strategie Vit a Milan Hejni
posuzuji a voli pravé podle toho, nakolik spliiuji vychovny cil (pisi o tom v kapitole 3.4.4;
podrobnéji viz predevSim kapitoly 17-20 v knize Pracovné materialy a také vétSinu

¢islovanych ,, Prikladii “ tamtéz).

V Schubringové ptehledu myslenek, z nichz se formoval geneticky princip, je vychova

v ruznych forméch rovnéz zminéna opakované, naptiklad

* u F. W. Lindnera (vychova jako cil v§eho vyucovani; geneticky princip jako vyuka

dikladnosti a presnosti ve veskerém konani, viz kapitolu 1.3.7),
* u K. Magera (vyvoj je to, co odlisSuje ¢lovéka od zvitete, viz kapitolu 1.3.8),

* u F. Kleina (zaci by méli mit moZnost experimentovat a ve vhodném prostiedi

na poznatky pfichazet sami, viz kapitolu 1.3.9).

Také Toeplitz zduraziuje, ze tkolem Skoly je rozvinout u zaki urcitou urovenn mysleni
(nevadi tedy, pokud se Zaci u¢i vécem, které bezprostiedné nevyuziji, nebo pokud Skola

zaostane za védou a vyzkumem, paklize se Zak rozviji, viz kapitolu 1.3.10).

Obé metody vychovu akcentuji. Ob¢ analyzované ucebnice jsou rovnéz prokladany
,»vychovnymi pozndmkami®, tedy misty, kde autofi (Casto na ptikladu historickych osobnosti)
zdiraziuji nutnost divéry ve vlastni rozum, v experiment a tvofivost (viz kapitoly 2.5.4
a3.7.1). Domnivam se ovSem, Ze zatimco pro Hejného metodu je vychova primarni, pro
geneticky princip je vychozi motivaci sledovani genetické paralely — tedy tvorba didaktickych
postupll na zdkladé zkouméni a napodobeni (zejména historického) vyvoje matematiky.
Zamyslené vychovné ucinky takovych postuptll jsou v genetickém principu popisovany zcela
stejné, jako v Hejného metod¢ (rozvoj mysleni, proziti objevu, motivace k dalSimu studiu).
Nejsou ovSem tak mohutné akcentovany, jsou vnimany spise jako vitany vedlejsi produkt

centralni genetické paralely (viz napf. kapitoly 1.3.6 nebo 1.3.7). Nejblize Hejného metod¢ je

64



v tomto smyslu Magerovo pojeti genetického principu (mySleni a byti jako dvé odlisné
oblasti, které smifujeme procesem poznani — vlastnim prozitkem, ktery nas kultivuje

a odliSuje od zvitete, viz kapitolu 1.3.8).

4.5 Geneticka paralela

Vyuziti genetické paralely, jak ji definoval Karl Mager (viz kapitolu 1.3.9) a pozd¢ji Milan
Hejny (viz kapitolu 3.5.5), je velmi dulezité v genetickém principu i v Hejného metodé.
Ob¢ metody se shoduji v tom, ze ucitel by mél mit povédomi o historii matematiky a z ni
Cerpat didaktické inspirace. Ob¢ analyzované ucebnice obsahuji mnozstvi historickych
odkazi — bud’ piimo vypraveji o historickém vzniku matematickych konceptd, nebo je

objasiiuji s poukazem na jejich historii.

Zasadni rozdil vidim v tom, Ze zatimco pro geneticky princip je geneticka paralela hlavnim
cilem, vychozim konceptem, od néhoz odvozuje dalsi didaktické kroky (viz predevsim
kapitoly 1.2, 1.3.9 a 2.2), Hejného metoda vychdzi z vychovnych cili a z cilid danych Teorii
generickych modelll, a genetickd paralela je pro ni idedlnim ndstrojem (viz kapitoly 3.7.5
a 3.7.6). Zatimco geneticky princip vychazi ptedevsim z geneze uciva (jejiz sledovani ma byt
didakticky efektivni a jejimz nasledkem mize byt i geneze zéka, viz Magerovo pojeti
v kapitole 1.3.8), Hejného metoda vychazi z geneze Zdaka (formuluje, v ¢em jej chce rozvinout
— viz kapitolu 3.5.3), pfi¢emz geneticka paralela mize, ale nemusi byt vyuzita. Pfedstavitelé
genetického principu Toeplitz a Schubring sice uvadéji, ze historické hledisko nemusi byt
didakticky zavazné, nicméné domnivam se, ze 1 ptes tyto proklamace zlstala v analyzované

Toeplitzové ucebnici didaktika podfizena historii (viz kapitolu 2.5.5).

Ob¢ analyzované ucebnice vSak shodné vedou vyklad tak, aby byly zietelné paralely mezi
probiranymi tématy, upozoriuji na tyto paralely a stavi na nich (u genetického principu o tom
pojednavam v kapitole 2.5.3, u Hejného metody je to podle mého ndzoru jeden z predpokladii

vedeni vyuky podle Teorie generickych modell).

4.6 Shrnuti

Na zéklad¢ vySe uvedenych srovnani vyslovuji tezi, Ze Hejného metoda je (pifinejmensim
zprvu nevédomym) pokracovdanim a rozvinutim genetického principu, respektive jeho

uvedenim do §irsi praxe.
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Hejného metoda vyuzivd pro geneticky princip klicovou metodu genetické paralely.
Samotna geneticka paralela vSak podle mého ndzoru nikdy nebude dostateéné efektivni,
pokud ji nebude ptedchazet zdjem o genezi zdka, jenz je dodan pravé v Hejného metodé¢.
Za klicové povazuji presvédceni, ze zak musi matematiku odhalovat zcela sam (tedy nezavisle
na jeji historii), ale pro ucitele, ktery mu chystd vhodné prostiedi, je znalost historie
matematiky zasadni vyhodou (viz kapitolu 3.5.5). Druhy dilezity posun od genetického
principu k Hejného metod¢ spociva podle mého ndzoru v Hejného chapani vyvoje jazyka
matematiky, ktery uz jen sam o sobé také umoziuje objevy, a to nikoli jen v dé&jinach, ale

i u jednotlivce (viz kapitolu 3.5.6).

Domnivam se, ze teprve na zakladé orientace na Zaka a jeho prozivani mohou viibec
o atmosféfe ve tfidg, viz kapitolu 3.7.4). Rekl bych, Ze pravé tento posun umoznil Hejného
metod¢é vybudovat ucelenou didaktiku matematiky, ktera jiz v riznych formach zpracovala
vSechna témata zékladni i stfedni Skoly. Podle genetického principu jsou zpracovany, nakolik
je mi znamo, pouze nekteré Casti aritmetiky, algebry a analyzy. Hejného matematika vytvari
uzavieny systém, ktery nemusi navazovat na jiné didaktické piistupy'® a muze tak lépe

pracovat s celkovou provazanosti uciva, kterd je 1 v genetickém principu akcentovana.

19 Na piikladu Toeplitzovy genetické ucebnice ukazuji, ze piechazeni mezi riznymi piistupy mize byt
problematické, viz kapitolu 2.5.6.
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Z.avér

Ve své diplomové praci jsem popsal teoretickd vychodiska genetického principu
a analyzoval ucebnici matematické analyzy psanou podle jeho zasad. Za kliCovou jsem
povazoval mySlenku genetické paralely, a také nikoli zcela mimochodem formulované
pfesvédceni, Zze vyuka matematiky mize mit rovnéz vychovné ucinky. Pozastavoval jsem se

mimo jiné nad otdzkou, nakolik ma byt historické hledisko primarni a zdvazné.

Dale jsem popsal teoretickd vychodiska Hejného metody a analyzoval kapitolu z ucebnice
Milana Hejného, zabyvajici se didaktikou matematické analyzy (autorem kapitoly je
Peter Bero). Za klicové jsem povazoval chapani vychovnych cilt jako primarnich, formulaci
teorie pozndvani v matematice (Teorie generickych modelll) a vyuZiti genetické paralely coby
vhodného nastroje pro realizaci ptedchozich dvou konceptl. Poukazoval jsem mimo jiné

na zdlraznéni role emoci v poznavacim procesu.

Na zaklad¢ analyzované literatury jsem konstatoval velkou podobnost mezi genetickym
principem a Hejného metodou, a to jak v teoretickych vychodiscich (prace s genetickou
paralelou a vychovnymi cili), tak v praktické formulaci ucebnic matematické analyzy (potadi
integral-derivace, diraz na koncept urcitého integralu, marginalizace vysetiovani priabéhu
funkce). Na zékladé svych zavért o obecnych rysech ucebnic a o deklarovanych cilech obou
metod jsem vyslovil finalni tezi, ze Hejného metoda je nevédomym pokracovanim

a rozvinutim genetického principu, respektive jeho uvedenim do praxe.

Na tuto diplomovou praci je mozné navazat v mnoha oblastech. Pracoval jsem jen s velmi
malym vzorkem nabizejici se literatury, vychéazel jsem vyhradné ze zdroju starych nékolik

desitek let a v praxi jsem téma zuzil pouze na ptiklad didaktiky matematické analyzy.

V oblasti genetického principu by bylo piedev§sim vhodné podrobnéji analyzovat u¢ebnici
Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus (KLEIN, 1908), zpracovavajici nejen
analyzu, ale i aritmetiku a algebru. Podobné by budouci badatelé neméli opomenout ani jesté
star§i genetickou ucebnici aritmetiky od F. W. Lindnera (LINDNER, 1836; viz také kapitolu
1.3.7). Klicové by nakonec bylo peclivéji zjistit, zda a nakolik je geneticky princip

v némeckojazy¢ném prostredi dale teoreticky rozvijen ¢i dokonce uplatiovan praxi.
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V oblasti Hejného metody by bylo vhodné analyzovat ucebnice, které podle jejich zasad
vysly u spolecnosti H-mat v poslednich letech. Dobré by bylo ptesnéji zjistit, nakolik viibec
vyuzivaji genetickou paralelu, ptfipadné zda je tato pouzita vyluéné v z4jmu vychovnych cila,
jak jsem to formuloval ja. Pro oblast matematické analyzy, na nizZ jsem se zaméfil predevsim,
bude zajimavéa fada stfedoSkolskych ucebnic, kterd teprve postupné vychdzi. Klicova by
nakonec mohla byt hospitacni ¢innost ve tfidach, které jsou vyucovany Hejného metodou,

a rozbor soudobé vyuky z hlediska otdzek, jimiZ se tato prace zabyvala.

Takovy badatel by mohl podat vyrazné¢ fundovangjsi popis vztahu genetického principu
a Hejného metody, nez jaky jsem pfinesl ja. Domnivam se ovSem, Ze coby jeden z prvnich
prizkumii problematiky mize mit moje prace svoji hodnotu, zejména diky podrobnému

zmapovani teoretickych vychodisek.
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Vyjadreni k vyuziti nastroji umélé inteligence
Vyuzil jsem internetové piekladace Google Translator a Deepl Translator pro rychlou

prvotni orientaci v anglickych textech a pro prvni navrh anglického ptekladu abstraktu.

Jinych sluzeb umélé inteligence jsem v této praci nevyuzil.
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