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ABSTRAKT

Cilem mé bakalatské prace je zanalyzovat, jak je pojem miry v geometrii testovan v ramci
statnich maturit z matematiky v Ceské republice a Polsku. Ulohy jsou porovnavany nejen
mezi sebou, ale také ve vztahu ke svym narodnim vzdélavacim programim. Analyza
jednotlivych uloh vychazi z teoretického ramce, kterému se vénuji v prvni ¢asti své prace.
Tato teoreticka cast popisuje proces budovani konceptualniho porozuméni miie, konkrétné

obvodu a obsahu, od zakladl az po stiedoskolskou uroven.

K analyze byly vybrany ulohy z didaktickych testii maturitnich zkousek z
matematiky zakladni i rozsitujici urovné z jarnich terminti let 2023 a 2024 v Ceské republice
a Polsku. Pro lepsi porozuméni jsou soucasti prace také charakteristiky Skolskych systému
obou zemi a specifika jejich maturitnich zkouSek. Samotna analyza obsahuje vzorové feSeni
a komentar ke kazdé tloze. V komentafi hodnotim, jaké ¢asti konceptualniho porozuméni
mife v geometrii jsou danou tlohou ovéfovany, ptipadné jaké poznatky lze pfi feSeni vyuzit.
Nésledné porovnavam pfistupy Ceskych a polskych uloh s ohledem na vystupy ocekévané

podle jejich vzdélavacich programii.

Z provedené analyzy vyplynulo, Ze mezi Ceskymi a polskymi tlohami existuji drobné
rozdily. Ceské tlohy &asto podporuji praci s geometrickym naértkem, na jehoz zakladé Zaci
hledaji vztahy a prevadéji je do algebraické podoby, aby dosazenim ¢iselnych hodnot ziskali
vysledek. Polské ulohy jsou naopak rtiznorod¢jsi a umoznuji vice zpiisobll feSeni, ¢imz
pfisluSnych vzdélavacich dokumentech, které s charakterem uloh ve svych zemich pomérné

ptesné koresponduji.
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ABSTRACT
The aim of this bachelor’s thesis is to analyse how the concept of measure in geometry is
tested in Czech and Polish high school mathematics graduation exams. The selected tasks
are compared not only with each other but also in relation to their respective national
curricula. The analysis of individual tasks is based on the theoretical framework presented
in the first part of the thesis. This theoretical section describes the development of a
conceptual understanding of measure, specifically perimeter and area, from the elementary
level up to the level expected in high school.

The tasks selected for analysis are taken from the didactic tests of both the standard
and extended level mathematics graduation exams conducted in the spring terms of 2023
and 2024 in the Czech Republic and Poland. In order to provide clearer context, descriptions
of the educational systems of both countries and the specific characteristics of their
graduation exams are also included. Each analysed task is accompanied by a model solution
and a commentary. In the commentary, an evaluation is provided of which aspects of the
conceptual understanding of measure in geometry are being tested, and which mathematical
knowledge can be utilised in the solution. The approaches taken in the Czech and Polish
tasks are then compared with respect to the expected outcomes specified in their national
curricula.

Based on the conducted analysis, minor differences were identified between the
Czech and Polish tasks. Czech tasks are often designed to encourage the use of geometric
diagrams, which students use to identify relationships and translate them into algebraic form,
arriving at a solution by substituting numerical values. In contrast, Polish tasks tend to be
more varied and allow for multiple solution strategies, often enabling students to avoid more
complex algebraic procedures. These tendencies are reflected in the respective curricular

documents, which align closely with the nature of the tasks used in each country.

KEYWORDS

measure in geometry, perimeter, area, mathematics graduation exams, testing
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Uvod

Tato bakalatské prace se zabyva pojmem mira v geometrii a jeho testovanim v ¢eské a polské
maturit¢ z matematiky. V prvni ¢asti prace se zaméfim na konceptualni porozuméni mife

. . , . v e - , ,
v geometrii. Samotny pojem mira v geometrii se v béznych ucebnicich, at’ uz pro zakladni
nebo stiedni Skoly, ve své obecnosti pfiliS neobjevuje, pfesto oznacuje problematiku, se

kterou se zaci setkavaji od rané¢ho Skolniho véku.

Castji se v této souvislosti pracuje s konkrétnimi piiklady jako obvod, obsah a
objem. Ackoli jsou tyto koncepty zavadény jiz na zékladni Skole, jejich porozuméni nemusi
byt u vSech zakii dostatecné. Pti feSeni tloh z této oblasti se Zaci naptiklad Casto spoléhaji
na zapamatované vzorce, aniz by dokdazali vlastnimi slovy vysvétlit samotny princip

jednotlivych veli¢in. S ohledem na §ifi celé problematiky se v této praci omezim pouze na

problematiku obvodu a obsahu, zatimco objem ponecham stranou.

Vzhledem k praktické vyuZitelnosti znalosti miry v geometrii je dilezité, aby si Zaci
osvojili nejen samotné vypoclty, ale i1 jejich vyznam, vyznam souvisejicich pojml a
souvislosti mezi nimi. Je tedy zddouci u zaka konceptualni porozuméni mife v geometrii
postupné budovat a také zjisStovat, do jaké miry je ve vyuce i v centralnim testovani
zastoupeno. Ve srovnani Ceské a polské maturitni zkousky spatfuji vhodnou pftileZitost

prispét k tomuto cili.

Ve druhé Casti prace se proto zaméfim na testovani znalosti souvisejicich s mirou
v geometrii. Provedu analyzu vybranych tloh z této oblasti v Ceské a polské maturité

z matematiky z let 2023 a 2024.

Soucasti analyzy bude feSeni uloh, identifikace moznych obtiZi, se kterymi se zaci
mohli setkat, a zhodnoceni usp&snosti feseni. Ulohy budu rovnéZ porovnavat s pozadavky
vyplyvajicimi z &eského ramcového vzdélavaciho programu — RVP (MSMT, 2021) a jeho
polské obdoby Podstawa programowa ksztalcenia ogdlnego (Ministerstwo Edukacji

Narodnowej, 2018).

Cilem prace je tedy porovnat tlohy v Ceské a polské maturité z hlediska jejich zadani,

narocnosti vypoctl a Casové narocnosti v kontextu konceptudlniho porozuméni mife.



Soucésti porovnani bude analyza toho, v jaké mife jednotlivé ulohy vyzaduji hlubsi

pochopeni souvislosti, nebo zda se zamétuji pouze na mechanické pouziti vzorct.



1 Pojem mira v geometrii

Geometrie je jednim ze stézejnich odvétvi Skolské matematiky a je soucasti vyuky jiz od
prvniho stupné zékladni Skoly. V RVP pro zékladni vzdélavani je tato oblast matematiky a

jeji cile popsana takto:

V tematickem okruhu Geometrie v roviné a v prostoru zaci urcuji a zndzornuji
geometrické utvary a geometricky modeluji realné situace, hledaji podrobnosti a odlisnosti
utvari, které se vyskytuji vsude kolem nas, uvédomuji si vzajemné polohy objektit v roviné
(resp. v prostoru), uci se porovnavat, odhadovat, mérit délku, velikost uhlu, obvod a obsah
(resp. povrch a objem), zdokonalovat sviij graficky projev. Zkoumani tvaru a prostoru vede
Zdky k reseni polohovych a metrickych uloh a problémui, které vychdzeji z béznych Zivotnich

situaci. (RVP, 2023, s. 31)

Je zfejmé, ze zamérem programu je propojit teoretické znalosti geometrie s redlnymi
situacemi tak, aby znalost a pochopeni této oblasti byly vyuZitelné v kazdodennim Zivoté&. Je

vSak otdzkou, zda k naplnéni tohoto zaméru opravdu pii vyuce dochézi.

Co se praktické vyuzitelnosti v redlném svété tyce, jednou z dulezitych oblasti
matematiky je praveé mira v geometrii. Kazdy se nékdy ocitne v situaci, kdy potiebuje zjistit,
kolik metri pletiva bude potfebovat na vytvoreni plotu, kolik dlazdicek musi koupit na
obloZeni stény nebo jakou plochu zabere koberec v mistnosti. Vondrova (2015) uvadi také
vyuziti miry v geometrii pro budovani dalSich matematickych poznatkd. Napt. obsah
obdélniku je vyuzivan k demonstraci komutativity nasobeni nebo k vizualizaci vzorcl (napf.

pro druhou mocninu dvojélenu) a podobné.

Ne vzdy vSak realité¢ odpovidaji modelové tlohy, na které jsou Zaci zvykli, coz miZze
predstavovat vyznamnou piekdzku pro efektivni a spravné feseni problému v praxi. Bohuzel
beézny piistup v ¢eském vzdelavacim systému Casto klade diiraz na pouziti vzorct, zatimco
hlubsi porozuméni problematice Casto ziistava opomijeno. V mnoha ucebnicich lze najit
ulohy s pfimou instrukci ,,Napis si vzorec a dosad’ do néj.* Jako ptiklad uvadim alohu (Obr.
1) z pracovniho seSitu pro 2. stupen zakladni Skoly od nakladatelstvi Nova Skola (Jedlickova

akol., 2024, s. 44).



Vzorova uloha 1:

1. Zapiste vzorec a vypotitejte obvod:
a) &tverce o strané 4,6 cm b) obdélniku o stranich 6 cm a 4,8 cm

¢) kosoétverce o strané 12,4 cm d) kosodélniku o stranicha=74cmab=11,8cm

e) &tyfiihelniku o strandicha=3 cm, b=2,5cm,c =8cmad=3 cm

Obr. 1: Vzorova uloha 1 (Jedlickova a kol., 2024, s. 44)

Tento ptistup sice umoziiuje mechanické feSeni mnohych uloh, av§ak nepodporuje
snahu zapojit do feSeni problému logické mySleni a miize vést k tomu, Ze v redlnych
situacich zaci selzou, protoze nebudou schopni problém spravné analyzovat a vyiesit bez
explicitné danych c¢iselnych hodnot. Je také relevantni otazkou, do jaké miry tento piistup
rozviji kognitivni schopnosti zdka a zda si zaci uvédomi dil¢i vlastnosti, které je mozné dale

zobecnit a vyuzit k zavedeni pokrocilejSich matematickych pojmi.

Pravé proto je dilezité, aby zaci nejen zvladali vypocty, ale aby také rozuméli
vztahlim a principlim, na nichz tyto vypocty stoji. Klast diraz na konceptudlni porozuméni
mife v geometrii znamena rozvijet pravé takovy pfistup zakl a budu se mu proto vénovat

v nasledujicich kapitolach.

1.1 Konceptualni porozuméni

Hiebert a Lefevre (2013) popisuji konceptualni porozuméni jako hluboké pochopeni
matematickych pojmi, vztahl a principd, které umoziuje jejich smysluplné propojeni a
aplikaci v riznych kontextech. Uvadi, ze lze konceptudlni porozuméni chapat jako
propojenou sit’ védomosti, v niZ jsou vztahy mezi jednotlivymi prvky stejné diilezité jako
samotné informace. Jde tedy o proces nebo stav, kdy jedinec rozumi principiim a vztahlim

mezi koncepty, a tedy dokaze tyto znalosti aplikovat. Diky konceptudlnimu porozuméni tak
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zaci pii feSeni problému dokazou napt. prenaSet znalosti do novych situaci, objevovat

alternativni zptisoby feSeni nebo odvozovat vzorce misto jejich mechanického memorovani.

Jako pomyslny protipdl Hiebert a Lefevre (2013) popisuji pojem proceduralni
védomosti!, které Ize také oznadit jako znalosti postupli. Tento pojem oznaduje znalosti
zamétené na procesy a postupy vedouci k dosazeni vysledkl. V kontextu matematiky
zahrnuje dvé hlavni slozky: formalni jazyk a symbolickou reprezentaci matematiky, tedy
znalost matematickych symbol a pravidel jejich zapisu, a algoritmy a pravidla pro feseni

uloh.

Zatimco tedy konceptualni porozuméni klade diraz na porozuméni principiim a
vztahlim mezi koncepty, proceduralni védomosti se zamétuji na spravné provedeni postupil
a vypoctl. V idedlnim piipadé by mély byt tyto dva typy znalosti propojeny — porozuméni
konceptiim by mélo podporovat spravné pouziti postupli a naopak. Jestlize jedna z téchto
slozek ve vyuce chybi nebo jsou oddélené, vede to k problémim v porozuméni i aplikaci
matematiky. Tedy pokud ma zak pouze konceptudlni znalosti, mtize sice chapat matematické
principy, ale nemusi umét spravné fesit ulohy. Naopak pokud m4 jen proceduralni znalosti,

umi sice aplikovat vzorce, ale nerozumi tomu, pro¢ funguji.

V ptipadé miry v geometrii je tedy zifejmé, Ze proceduralni znalosti odpovidaji
nauc¢enym vzorcim. Pro spravné a uplné pochopeni problematiky je vSak potifeba rozsifit 1

konceptudlni porozuméni tématu, na které nebyva kladen azZ takovy dlraz.

1.2 Konceptuilni porozuméni mife v geometrii
Koufim a kol. (1985) uvadi, Ze existuji celd odvétvi geometrie, kde se ,,obejdeme bez Cisel*,

ale pfesto je otazka zavedeni velikosti geometrickych utvart prakticky i teoreticky duleZzita.

Samotny pojem mira v geometrii se objevuje spiSe v odbornych publikacich nez

v klasickych Skolskych ucebnicich, kde se mnohem c¢astéji vyskytuji pojmy, které mira

! Hiebert a Lafevre (2013) skute¢né oznauji proceduralni védomosti (procedural knowledge) jako védomosti,
nikoliv porozuméni. Nejedna se totiz na rozdil od konceptudlniho porozumeéni (conceptual understanding) o

skute¢né porozuméni, ale spiSe o znalost postupti a algoritmd.
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v geometrii zastiesuje, jmenovité napt.: usecka a jeji délka, geometricky utvar a jeho obsah,

teleso a jeho objem. (Koufim, 1985, s. 72).

Vondrova (2015) uvadi, ze mezi chapanim délky, obsahu a objemu je rozdil. Zatimco
délku 1ze podle ni pfimo méfit, obsah a objem se musi obvykle vypocitat (prestoze 1ze obsah
nékdy zjistit piikladanim jednotkovych utvari a objem Ize méfit pfimo pomoci tekutin). Na
druhou stranu jsou tyto pojmy v mnoha ohledech propojeny a jejich pojmotvorny proces je
zaloZen na stejném principu. VSechny se tykaji prostoru (i kdyz raznych dimenzi) a pro

vSechny je dulezity pojem konzervace (zachovani).

Konzervace miry oznacuje vlastnost, pii které rozdélenim geometrické¢ho ttvaru na
¢asti a jejich naslednym pireskupenim nedochézi ke zméné celkové miry. Jedna se o zakladni
koncept v geometrii, ktery hraje vyznamnou roli v porozuméni geometrickym vztahlim.

(Vondrova, 2015)

Cely pojmotvorny proces miry lze podle Vondrové (2015) znazornit graficky, jak
ukazuje schéma na obrdzku (Obr. 2). Ze vztahli mezi jednotlivymi pojmy je patrné, Ze
konceptualni porozuméni méfeni geometrickych veli¢in neni jednosmérny proces. Prestoze
zaci mohou znét a pouzivat vzorce, pro skutecné porozumeéni je nezbytné pochopit hlubsi

vztahy mezi jednotlivymi pojmy a vratit se k jejich zdkladnim principtim.

|. Zachovani <:> Il. Jednotka miry <:> lIl. Numerické <:> IV. Algebraicka
(konzervace) miry procesy reprezentace
\.

+ Porovnavani * Vybér jednotky * I Uvédomeéni si atri- * Slovni popis
atvard miry butd, na krerych zobecnénych nu-

* Rozdélovani * lterace zvolené mira zalezi merickych procesd
a seskupovani jednotky (opako- * Uvédoméni si povahy * Vyjadfeni vzorcem
do nowvych celkd vané pokladani na vztahu mezi nimi * Uvédoméni si

* Uvédomeéni si, méfeny Utvar) (napf. multiplikativni vztah( mezi vzorci
Ze se pak mira * Tworba mensich vztah mezi velikostmi pro zakladni Gtvary
neméni a slozenych stran/vysek) * Koordinace vizual-

* Price jednotek + Zobecnéni na délky ni a algebraické
s komplementem * lterace mensich vyjadiené realnymi reprezentace

a slozenych cisly

jednotek * Koordinace vizuilni
+ Odeditani miry a tiselné reprezen-

z dané mfize tace miry

N U N7

Obr. 2: Schéma pojmotvorného procesu miry v geometrii (Vondrova, 2015, s. 255)

12



Dalsim podstatnym aspektem v procesu porozuméni mife je iterace neboli opakovani
jednotky. Janda a kol. (2015) uvadéji, ze pti méfeni je nutné zvolit vhodnou jednotku, ktera
ma stejnou dimenzi jako dana mira, a nasledné¢ ji opakované pokladat na méfeny ttvar, a to
bez prekryvani a bez mezer. Zaroven je tieba zohlednit ¢asti jednotek, jako jsou napf.
poloviny nebo tfetiny, které umoznuji presnéjsi uréeni méfené veliCiny pii pokryvani daného
geometrického utvaru. Tim je pfipravena cesta k zobecnéni od pocitani jednotek

pokryvajicich utvar k vytvoteni numerickych procest vypoctu.

Pokryvani méfeného tutvaru jednotkami predstavuje zakladni zplisob strukturace
prostoru, ktery umoziuje presné urcit jeho rozméry a vlastnosti. U délky se tento proces
realizuje opakovanim jednotky v jednom sméru, pfi méteni obsahu probiha pokryti ve dvou
smérech a pii ur€ovani objemu ve tfech smérech. Timto zplisobem vzniké pifimé souvislost
mezi jednotlivymi rozméry a vyslednou hodnotou métfené velic¢iny. Méfeni obsahu a objemu
tedy nefunguje pouze jako soucet jednotlivych jednotek, ale tidi se multiplikativnim

vztahem mezi délkami, coZ je obzvlasté patrné u mnohothelnikli a hranatych téles.

1.2.1 Délka

Délka je nejzakladnéjsi formou méteni v geometrii a tvofi zaklad pro porozuméni dal§im
geometrickym veli¢indm, jako jsou obsah a objem. Schopnost métit délku nejen pomoci
jednotek, ale také v ramci hlubSiho konceptualniho porozuméni je klicova pro rozvoj

matematické gramotnosti zaki.

Koutim a kol. (1985, s. 72-73) oznaduji délku usecky jako zobrazeni. Proces méfeni
délky usecky je pak popsan nasledujicim postupem a charakteristickymi vlastnostmi 1-4.
Jednim z pojmii, ktery je v seznamu uveden a je vhodné ho zavést, je graficky soucet usecek.

Polak (2015, s. 415) tento pojem definuje takto:

O usecce AB s vnitrnim bodem X Fikame, Ze je graficky soucet usecek AX, XB;

piseme AB = AX + XB.

2 Obdobné jako je definovana délka Gsecky lze také definovat miru. Takovou definici miry uvadi napf. Bartsch
(1983).

13



Po zavedeni tohoto pojmu tedy mizeme uvést charakteristické vlastnosti délky

usecky:

1. Mame-li zmeérit délku usecky, musi byt zvolena jednotka méreni.

2. Vysledek meéreni (velikost usecky) je kladné cislo. Oznacime-li velikost uisecky
AB symbolem |AB|, plati pro kazdou usecku AB: |AB| > 0. (Tedy délka
jakékoliv usecky je vzdy vétsi nez 0.)

3. Velikost usecky nezavisi na jeji poloze (viz Obr. 3). (Tj. kazdé shodné usecky
maji sob€ rovné velikosti.)

AB = EF = |AB| = |EF|

B E

Obr. 3: Grafické znazornéni rovnosti velikosti shodnych usecek (Koufim a kol., 1985, 5.73)

4. Velikost grafického souctu usecek je rovna souctu jejich velikosti (viz Obr. 4).
(Délka usecky vytvotrené sloZzenim z nékolika nepiekryvajicich se usecek, se
rovna souctu délek téchto usecek.)

|AB+ CD|=|AB|+|CD|=3cm+5cm=8cm
8cm

V/sf’/

cm

\/’(’JJ

Obr. 4. Graficky soucet usecek (Koufim a kol., 1985, 5.73)

Konceptualni porozuméni délce tisecky vyzaduje nejen pochopeni procesu jejiho
méfeni, ale také vnimani jeji role v SirSich geometrickych souvislostech. Proces osvojovani

pojmu délky zac¢ind manipulaci s konkrétnimi objekty a méfidly (napf. vzorova uloha 2
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viz Obr. 5), coz vede k intuitivnimu chédpani zakladnich vlastnosti délky. Postupné se

prechézi k formalizovanému vypoctu délky na zéklad¢ jednotek a jejich vztahti.

Vzorova uloha 2:

2. Na pfimce p sestroj UseCku PM, kterd ma stejnou délku jako Gisecka AB.

Postup: A B

1. Zméfime uUsecku AB. 0 ! 8 3 4 6

2. Na pfimce p zvolime bod P. P M

3. Sestrojime bod M tak, e P
aby |PMI| = |AB|. 0 1 2 3 4 5

Postup mUzeme zjednodusit. Misto méfitka miZzeme pouzit:
prouzek papiru nebo kruzitko.

Use&ku PM, ktera ma stejnou délku jako Usecka AB, jsme sestrojili tfemi zpGsoby:

1) PAROR ment'ka, . Rikame, ze jsme Usecku AB prenesli na piimku p.
2) pomoci prouzku papifu,  (jsegiy ABa PM jsou shodné. Zapisujeme PM = AB.
3) pomoci kruzitka. Délky shodnych Useéek se sobé rovnaji |PM| = |ABI.

Obr. 5: Vzorova uloha 2 (Blazkova a kol., 2017, s. 116)

Dtlezitym aspektem ve vyuce délky je prace srliznymi reprezentacemi tohoto
pojmu. V ucebnicich se objevuji ulohy zamétené na porovnavani, grafické scitani a od¢itani
usecek (viz Vzorova tloha 3 na Obr. 6), coz zakiim umozZni 1épe si osvojit principy délky.

Na spravné porozuméni délce totiZ navazuji dalsi podstatné pojmy miry v geometrii.
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Vzorova uloha 3:

6. Jsou dany usecky KL, MN, OP (obr. 1.1.6).

e 4 [ i [
= L o |

K L M N O
Obr. 1.1.6

-l

a) Sestrojte graficky Usecku, pro jejiz délku u plati
u=IKL| + IMNI| - 10PI,
b) Spravnost konstrukce ovéite méfenim a vypoctem.

Obr. 6: Vzorovd uloha 3 (Miillerova a kol., 1998, s. 8)

1.2.2 Zavedeni obvodu
Pojem obvod pfimo souvisi s pojmem délky a predstavuje jeji aplikaci na uzaviené
geometrické utvary. Definice obvodu vychazi z obecného vymezeni geometrického obrazce.

Polak (2015, s. 498) definuje geometricky obrazec takto:

Geometricky obrazec (strucné obrazec) je rovinny geometricky utvar ohraniceny

uzavirenou carou, ktera je téz soucdsti obrazce.

Obvod obrazce se tedy vztahuje k délce této uzaviené hranice. Matematicky je

obvykle ozna¢ovan pismenem o a jeho definice zni:
Obvodem obrazce se rozumi délka jeho hranice. (Polak, 2015, s. 498)

Pti praci s obvodem si Zaci Casto vystaci s prostym souctem délek vSech stran
obrazce. Tato metoda je dobie pouzitelnd u mnohouhelnikl, kde se hranice sklada
z kone¢ného poctu Gsecek. V piipadé¢ kiivek, jako je napiiklad kruznice, v§ak pfimé s¢itani
usecek neni mozné. Proto je vhodné pracovat také s dalSimi zplisoby, jak mohou zaci obvod
utvarl zjistit. Jednou z variant je natdhnout okolo kruhu nit a nasledné ji zméfit, pripadné
zm¢fit stopu jedouciho kola. Tyto praktické metody tedy umoznuji pievést délku kiivky na
utvar méfitelny pravitkem. Obdobnou praktickou ulohu (Obr. 7) 1ze najit v pracovnim sesité

od nakladatelstvi Nova skola (Rosecka a kol., 2001, s. 33).
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Vzorova uloha 4:

K2 f * Délkakruznice, obvod kruhu O

| Bfasthi-tal)

Ozna¢ délku kruznice k, Délka o kruinice k:
kterd tvoFi obvod kruhu K
Jjako délku o. Pokus se urcit
delku o kruznice k odhadem.

@ Priprav si: Téleso tvaru vélce, napr: plechovku, tenky provizek a méfitko.
1. zméf primér d kruhu K (podstava vilce), vysledek zapis do tabulky
2. navifi 5 nebo 10 zdvith provazku na vilec
3. zméf délku navinutého provazku, vypocitej délku o 1 zdvitu
4. zapis obvod o kruhu K - délku kruznice k do tabulky

Z namérenych iidajii pocitej podil o0 :d

1. 2 3. 4, 3, 6.
d (cm) 6
o (cm) 18,9
podil
sepe 3,15
Zavér:

Obr. 7: Vzorova uloha 4 (Rosecka a kol., 2001, s. 33)

Dalsi urovni konceptualniho porozuméni délce kruznice je odhadovani obvodu
pomoci opsanych a vepsanych mnohouhelnikli. Tento mezistupeni porozuméni pomaha
zaktim hloubéji pochopit princip obvodu kruhu a vede je k limitnimu procesu, ktery lze

nazorn¢ demonstrovat na definici délky kruznice.

Obvod kruhu
Délku kruznice (obvod kruhu) lze chépat jako limitni pfipad obvodu mnohouhelnika
vepsanych do kruznice. Cim vice stran ma vepsany mnohouhelnik, tim pfesnéji se jeho

obvod blizi skutecné délce kruznice. Polak (2015, s. 498) definuje tento koncept nasledovné:
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Délkou kruznice neboli obvodem kruhu nazyvame limitu posloupnosti, jejimiz cleny
jsou soucty délek shodnych usecek AiA,,A;As, ...,A A takovych, Ze krajni body
A4, A, ..., Ay leZi na kruznici (viz Obr. 8).

Oznacime-li délku kruznice o, je tedy

o= limp,, kde Pn = |A145| + [AA3] + - + |4 A1 = n - [A14,]

n—-oo
(pn jsou obvody pravidelnych mnohouhelnikii vepsanych kruznici).

S rostoucim n se délka zmensuje a mnohothelnik se stale presnéji pfiblizuje kruznici,
coz vede k redlnému vyjadieni obvodu.
Ay As
As A,
Ay

An

Obr. 8: Limitni vyjadreni obvodu kruhu (Polak, 2015, s. 499)

Tento pfistup umoZziuje nejen formalni zavedeni obvodu kruhu, ale také ilustruje
diileZitost limitniho procesu v geometrii. Zaci tak mohou pochopit, e nékteré geometrické
koncepty nelze definovat pouze jako piimy soucet jednotlivych délek, ale vyZzaduji

sofistikované;jsi pfistup.

Polak (2015) dale poznamenava, Ze pomoci metod presahujicich ramec stfedoSkolské
matematiky lze dokdzat, ze neni mozna tzv. ratifikace kruznice — tedy nelze euklidovskou
konstrukei sestrojit usecku, jejiz délka by byla pfesné rovna délce kruznice. Pro vypocet
miry v kruhu se tedy zavadi konstanta m, kterd vyjadiuje pomér mezi obvodem kruhu a jeho

primérem.
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1.2.3 Zavedeni obsahu

Pojem obsahu plochy je kliCovym nastrojem geometrie pro méfeni velikosti rovinnych
utvari. Zatimco obvod vyjadiuje délku hranice obrazce, obsah charakterizuje plochu, kterou
obrazec pokryva. Polak (2015, s. 498) zavadi obsah geometrického obrazce nasledujicim

zpusobem:

Zvoli se ¢tverec o strané jednotkové délky, jemuz se priradi jednotkovy obsah 1 dj?;
tento cCtverec se nazyva jednotkovy ctverec. Libovolnému méritelnému obrazci O se pak
prifazuje obsah obrazce O oznacovany S, pro ktery plati S = K dj?, kde K je kladna ciselna

hodnota obsahu obrazce a dj* je libovolnd jednotka obsahu.

K této definici Polak (2015, s. 498) pridava i zakladni (charakteristické) vlastnosti

obsahu geometrickych utvart, které jsou velmi podobné vlastnostem délky:

1. Kazdé dva shodné geometrické obrazce maji sobé rovné obsahy.
2. Obsah libovolného geometrického obrazce sloZeného z nékolika neprekryvajicich se
geometrickych obrazcii, se rovnd souctu obsahii téchto obrazcii.

3. Obsah jakéhokoliv obrazce je vzdy veétsi nebo roven 0.

V béZnych skolskych ucebnicich vSak formalni zavedeni obsahu ¢asto chybi a vyuka
se zaméfuje piimo na vzorce pro vypocet obsahu jednotlivych Utvarii (napt. ucebnice od

nakladatelstvi Alter (Blazkova a kol., 2013, s. 28) viz Obr. 9).

OBSAH CTVERCE H

1. Na obrazku mame &tverec ABCD o strané D
délky 4 cm. Na dvou sousednich stranach
jsou vyznateny jednotlivé centimetry.
Ve vyznacenych bodech sestroj pfimky
rovnob&zné se stranami ¢tverce.
Ctverec ABCD je rozdélen na _ é&tvercl B
o strané 1 cm. Pocet téchto &tvercl uruje
obsah ¢étverce ABCD. Protoze jsme Ctverec
ABCD rozdélilina ___ étvercl o obsahu 1 cm?, | |
ma &tverec ABCD obsah _ cm?. A B

(¢

M—2O—-mM=O0OmM

Obsah &tverce vypocitame stejné jako obsah obdélniku tak, Ze vynasobime E
délky jeho dvou sousednich stran. Obsah ¢tverce zna&ime S.

Obsah ¢tverce o strané délky a budeme pocitat takto:
S = a . a

obsah o /

Etverce délky sousednich stran

Obr. 9: Zavedeni obsahu s diirazem na vzorec (Blazkova a kol., 2013, s. 28)
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Neékdy je obsah zaveden pomoci ctvercové sit€, obvykle s velikosti ¢tverce 1 cm
(napf. ucebnice od nakladatelstvi Nova Skola (Jedlickova a kol., 2013, s. 67) viz Obr. 10).
Tento piistup sice poskytuje vizualni pedstavu, ale omezuje se na konkrétni jednotkovy tvar
a neumoziuje pracovat s jinymi moznostmi méfeni, naptiklad s jednotkami jiného tvaru

nebo s ¢astmi jednotky.

ﬁ)—alsi vyznamny udaj, ktery nds u geometrickych tatvari zajim4, je jejich obsah.
| Zjednoduen& miZeme fici, Ze obsah vyjadtuje, jak velkou plochu ttvar zaujima.
| Obsah vyjadfujeme ve &tverefnich jednotkéch.

| Ctverec se stranou 1 cm mé obsah 1 cm? — 1 centimetr &tvere&ni. r

Ctverec se stranou 1 m ma obsah 1 m? — 1 metr &tvereéni.

Ctverec se stranou 1km mé obsah 1 km? — 1 kilometr -}1 a ‘
| &tveredni. |
Podobn& miZeme vytvorit &tvereénf jednotku k jakékoli 1om (
délkové jednotee.

Obsahy jednoduchych &tytuhelniki — obdélnikua Stverce —umime vypogitat. Vzorce,
které pro vypodet pouZivime, miZeme zjednodu$end znézornit témito obrazky:

2 (3-5=15) '/

16cm? (4 - 4=16)

15 cm

4cm
3cm
Smer—
1cm Nyt
—_— 1cm
5cm Y
4 cm
I Obsah Gtvaru zna¢ime pismenem S.

| Obsah &tverce i obdélniku vypogitime jako soudin délek jejich dvou sousednich |
| stran, tedy podle vzorci S=a-aa S=a"b. 1

Obr. 10: Zavedeni obsahu pomoci ¢tvercové site (Jedlickova a kol., 2013, s. 67)

1.2.4 Konceptualni porozuméni obvodu a obsahu
Kospentaris a kol. (2011) popisuji, ze zatimco statickym pohledem zak chape obvod a obsah
jen jako Cciselné hodnoty, dynamicky pohled se zaméfuje na zmény jejich hodnot

v souvislosti s proménnou tvaru obrazce. Timto zpisobem tedy zak chape obsah spiSe jako
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zobrazeni. Zaci by proto méli pracovat s tlohami, které zahrnuji porovnavani, rozkladani,
pieskupovani a piekryvani® utvart nebo zkoumani, jak lze urcity utvar pokryt jinymi tvary

nez ¢tverci. Nazorna je nasledujici vzorova uloha (Obr. 11).

Vzorova uloha 5:

Obrazce stejného obsahu

By
a
Stejnou velikost obsaht
maji obrazce:
Ur¢i jesté obsahy obrazci v em?, kdyZ a = 2 cm.

Obr. 11: Vzorova uloha 5 (Rosecka, 2000, s. 9)

V procesu osvojovani si pojmu obsah hraje také vyznamnou roli préace
s komplementem (doplitkem). Vyuziti komplementu spociva v Gpraveé obrazce tak, aby bylo
jednodussi zjistit jeho plochu. Miize jit o pripad, kdy se ¢ast Gtvaru presune tak, aby vznikl
novy, jednodussi tvar se shodnym obsahem, nebo o tzv. rdmovani, kdy se kolem obrazce
vytvoii vétsi utvar, od kterého se pak odectou plochy piebyvajicich €asti, napt. deltoid
v obdélniku (Ma, 2021, s. 170). Vondrova (2019) tento ptistup bézné vyuziva pfi odvozovani
vzorcl  pro V}'/poéet obsahu trojﬁhelniku, kosodélniku ¢i lichobézniku. Praci
naptiklad v nasledujici uloze (Obr. 12), kterou 1ze najit v pracovnim sesit¢ MATEMATIKA
6 od nakladatelstvi Prodos (Molnar a kol., 1998, s. 29).

3 Vondrova (2019) oznaduje tyto tlohy zaloZené na prekryvani a d€leni Gtvart jako manipulativni ulohy.

4 Price s komplementem lze vyuzit i pii zjistovani obvodu, Sastéji se viak vyuzije pravé u obsahu, proto je
tento pojem vysvétlen pouze v kontextu obsahu.
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Vzorova uloha 6:

{9 Rozdel obrazec wisetkou na dvé &dsti tak, aby z nich bylo mozné sestavit ctverec.

d) 2

h)

f)

e
T
SRS

Obr. 12: Vzorova uloha 6 (Molnar a kol., 1998, s. 29)

Dal$im klicovym prvkem je iterace vhodné zvolené jednotky. Tato jednotka by
nemé¢la byt omezena pouze na usecku o délce 1 cm (v pfipad€ obvodu) a na ¢tverec o obsahu
1 cm? (u obsahu), ale mélo by se pracovat i s jinymi tvary jednotek® a jejich ¢astmi. Méfeni
obsahu zahrnuje nejen urcovani poctu téchto jednotek, ale i zobecnéni tohoto postupu do

multiplikativni struktury. (Vondrova, 2019)

Porozuméni aditivnim a multiplikativnim vztahim mezi rozméry uUtvaru a jeho
obsahem je ptedpokladem pro numerické vypocty obsahu obrazce. Dilezité je, aby zaci

chépali vztahy mezi jednotlivymi parametry (napf. mezi dvéma stranami nebo mezi stranou

5 Casto se rozlisuje mezi standardnimi a nestandardnimi jednotkami a je pfedmétem diskuze, zda je potieba

zahrnout oboje, pfipadné¢ v jakém potadi.
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a vyskou). Vondrova (2019) také uvadi, ze piechod od ptirozenych k racionalnim a redlnym

¢islim v tomto kontextu mize predstavovat obtiz.

Ve finalni fazi pojmotvorného procesu pak dochdzi k zobecnéni téchto vztahii do
algebraickych vzorcii. Pokud Zaci vzorce pouze memoruji, aniz by prosli pfedchozimi

fazemi pochopeni, nejedna se o skutecnou znalost, ale o formalni osvojovani pojmu.

Pro efektivni vyuku miry v geometrii je proto zasadni nejen spravna posloupnost
vyukovych kroka, ale i vhodnd motivace zakl. Ta nespociva v pouhém vypoctu obvodu a
obsahu, ale v ulohéch, které podporuji objevovani souvislosti a hlub§i porozumeéni témto

pojmim. (Kamii a Kysh, 2006)

1.2.5 Vztah obvodu a obsahu

Obvod a obsah jsou dvé zakladni vlastnosti rovinnych obrazci, které spolu sice uzce
souviseji, ale nejsou v jednoznaéném vztahu. Castym chybnym ptedpokladem je domnénka,
ze pokud se zvétsi obvod obrazce, nutné se zvétsi 1 jeho obsah. To vSak neplati obecné.

Nazorné je to ukdzano pti feseni nasledujici lohy (Obr. 13).

Vzorova uloha 7:

Zakyné prijde do tridy a rekne, Ze objevila teorii. Vysvétluje sviij objev, Ze se zvétsujicim
se obvodem uzavireného obrazce se rovnéz zvétsuje jeho obsah. Aby dolozila svou uvahu,

ukaze nasledujici obrazek:

4cm 8cm
4cm 4cm
obvod =16 cm obvod =24 cm
obsah =16 cm? obsah =32 cm?

Jak byste té Zakyni odpovedeli?

Obr. 13: Vzorova uloha 7 (Ma, 2021, s. 102)
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Pfi feSeni se omezime na ilustraci pomoci ¢tvercii a obdélnikli. Uvazujme tedy
¢tverec o strané 4 cm. Jeho obvod je 16 cm a obsah 16 cm?. Pokusme se tedy najit jiny utvar,
ktery bude mit shodny obvod, a dopocitejme, zda i obsah bude shodny nebo se jeho velikost
zméni. Jeden z moznych ttvari s obvodem 16 cm je tizky obdélnik s rozmérya 1 cma 7 cm.
Jednoduchym vypoétem lze zjistit, Ze jeho obsah je pouhych 7 cm?. Podobn& miizeme najit
také obdélnik se shodnym obsahem, ale rozdilnym obvodem, jak je vidét na nasledujicim

obrazku (Obr. 14).

4 a 2 r b

obvod =16 obvod =20
obsah =16 obsah =16
L Ty
2 c 1 r d ]
obvod =16 obvod =16
obsah =12 obsah=7

Obr. 14: Utvary vyvracejici teorii v iiloze (Ma, 2021, s. 114)

Je tedy zfejmé, Ze teorie neplati. Zaroven je patrné, Ze mezi obvodem a obsahem neni

jednoznaéné ur€eny vztah a Ze vyznamnou roli v tomto vztahu hraje tvar obrazce.

Experiment, ktery popisuje Maova (2021), srovnava, jak ugitelé v Ciné a ve
Spojenych statech pracuji s porozuménim mife v geometrii a jaké strategie voli k objasnéni
vztahu mezi obvodem a obsahem. Vysledky vyzkumu ukazuji, Ze ¢insti ucitelé kladou vétsi
diraz na konceptudlni pochopeni souvislosti a vyuzivaji tlohy, které zakiim umoziuji
experimentovat s riznymi tvary pii zachovani stejného obvodu nebo obsahu. Naproti tomu
ucitelé ve Spojenych statech americkych se Casto soustiedi na postupy pomoci vypoctl, aniz

by zaky ptivedli k hlubsi analyze vztahu mezi obvodem a obsahem.

Dilezitym aspektem pii vyuce této problematiky je umoznit zakiim, aby si sami

ov¢tili, jak zmény tvaru ovliviiuji obvod a obsah. Manipulativni ¢innosti, jako je skladéani a
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pteskupovani obrazcli, mohou pomoci zakiim pochopit, Ze zména jednoho parametru nemusi
nutn¢ znamenat zménu druhého stejnym zptsobem. Podobné je piinosné vést zaky k hledani
extrémnich ptipadi, naptiklad kdy obvod roste do velkych hodnot, ale obsah zlistava maly,
coz lze ilustrovat napiiklad uzkymi dlouhymi obdélniky. Podobnym extrémem je piipad,
kdy pfi stalém obvodu je geometrickym obrazcem s nejvétsim moznym obsahem tvar kruhu.
Pokud bychom uvazovali pouze ,,hranaté* obrazce, Gitvar s maximalnim obsahem pfi stalém

obvodu je Ctverec.

Konceptualniho porozuméni vztahu mezi obvodem a obsahem je dilezité predevsim
z hlediska porovnavéani obvodi a obsahti utvard. ZkusSenosti s obrazci stejného obsahu a

rizného obvodu (a naopak) pak lze prakticky vyuzit predevsim v optimalizacnich tlohach.

1.3 Konceptualni porozuméni miie na SS

Konceptudlni porozuméni zékladim miry v geometrii je pfirozené dale rozvijeno na
sttednich Skolach. V této pokrocilejsi urovni je porozuméni zaméfeno predev§im na
algebraickou reprezentaci miry. Klicovou roli hraje prace se vzorci a uvédomeéni si vztahil
mezi nimi. (Vondrové, 2015) Jednim z nejcastéjSich postupil v tllohach tykajicich se miry je
vyjadfeni neznamé ze vzorce. Zaci by proto méli nejen znat zakladni vzorce, ale také umét

je algebraicky upravit tak, aby dokézali vyjadrit libovolny udaj.

1.3.1 Uhel a jeho velikost
Ve stifedoskolské mife v geometrii se také mnohem vice pracuje s porozuménim uhlu a jeho

velikosti. Poldk (2015, s. 418) definuje thel nasledovné:

Libovolné dvé riizné poloprimky VA, VB (které mohou byt i navzdajem opacné) rozdeli
rovinu, v niz lezi, ve dve casti (Obr. 15). Kazda z téchto casti roviny véetné obou poloprimek

VA, VB se nazyva uhel AVB.
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b)

Obr. 15: Graficke znazornéni uhlu (Polak, 2015, s. 419)

Pro velikost uhlu pak plati podobné vlastnosti jako pro délku usecky. Stejné tak i
operace, které mizeme s thly provadét, jsou obdobné operacim s useckami. Lze tedy uhly
porovnavat, graficky scitat a od¢itat nebo mefit. K méfeni uhli se zavadi mira nazyvana

velikost uhlu:

Zvoli se urcity uhel, jehoz velikost se vezme za jednotku velikosti uhlu; tento uhel se
nazyva jednotkovy uhel. Libovolnému uhlu AVB se pak prirazuje velikost uhlu ve tvaru

nezdporného ndsobku zvolené jednotky velikosti vihlu. (Ciselnd hodnota velikosti ihlu je pro

nulovy uhel 0 a pro nenulovy uhel kladna.) (Polak, 2015, s. 419-420)

Ciselna reprezentace wihlu se tedy nazyva velikost thlu, a pravé s ni se v ulohach
Casto pracuje. Pro spravné dopocitani velikosti vSech Uhli v obrazci je vSak dulezité znat
také dal$i vztahy, které pro thly plati. Jednim z téchto vztaht, ktery bude vyuzit v analyze

uloh, je vztah mezi sty¢nymi hly.

Konvexni uhly AVB, BVC, které lezi v roviné tak, Ze jejich prunikem je prave jen
rameno VB, se nazyvaji stycné uhly. Uhel AVC, jehoZ vnitinim bodem je bod B, se potom
nazyva grafickym souctem uhlit AVB, BVC. O uhlu BVC Fikame, Ze je grafickym rozdilem
uhlit AVC, AVB; obdobné je uhel AVB grafickym rozdilem uhlit AVC, BVC. (Polék, 2015,
s. 421)

V analyzovanych tlohach tak mizeme misto grafického souctu a rozdilu pracovat
pfimo se souctem a rozdilem ¢iselné vyjadienych velikosti thld. Dal§im ¢astym zptsobem

docitani velikosti uhlu je vyuziti trigonometrie, coz bude podrobnéji uvedeno dale v textu.
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1.3.2 Vztahy v trojuhelniku

Dalsi soucasti pokrocilého konceptudlniho porozuméni miie je vyuziti znalosti ohledné
trojihelniki. Mezi tyto znalosti patfi znalost dulezitych tusecek trojuhelniku a jejich
vlastnosti. Jednou z té€chto tisecek je téznice trojuhelniku, tedy tisecka, ktera spojuje vrchol
trojuhelniku se sttedem prot&jsi strany. Pro téznice pak plati véta o té€znicich trojuhelniku:

vvoew

trojuhelniku; vzdalenost tezisté od stredu kterékoliv strany je rovna jedné tretine délky

prislusné téznice. Oznacime-li |AS,| = t,, |BSp| = tp,, |CS.| = t., je tedy
ITSal = St ITSyl =3ty ITSc| =S tc. (Polak, 2015, 5. 434)

Dalsi vyznamnou useckou trojuhelniku je vyska, coz je kolmice na stranu
trojuhelniku, ktera prochazi protéjsim vrcholem. Trojuhelnik obvykle rozd¢li na dva mensi

pravouhlé trojuhelniky, pro které plati n¢které specialni vztahy.

Jednim z téchto vztahii je Pythagorova véta. Ta tikd, Ze obsah ctverce nad preponou
pravouhlého trojuhelnika se rovnd souctu obsahii ctverciit nad obéma odvésnami. (Kindl,
1975, s. 245) Tento vztah je zakiim znamy jiz od zakladni Skoly, avSak hojné se vyuziva i
v ulohach stfednich Skol. Je dulezité pravouhlé trojuhelniky v obrazci objevit a spravné

rozpoznat zndmé vztahy.

Dale se pii vypoctech v pravouhlém trojuhelniku vyuziva trigonometrie. Podle
Poléka (2015, s. 442) se jedna o vyuZiti definic hodnot goniometrickych funkci argumentu

a, ktery predstavuje velikost ostrého uhlu pravouhlého trojuhelniku (0° < a < 90°):

* sinus a je pomer protilehlé odvésny k preponé
* kosinus a je pomér prilehlé odvésny k preponé
* tangens a je pomér protilehlé odvésny k prilehlé odvésny

* kotangens « je pomer prilehlé odvésny k protilehlé odvésne.

Trigonometrie lze vyuzit také pii feSeni obecného trojuhelniku. Vyuzivaji se
trigonometrické véty, mezi které se fadi sinova a kosinova véta. Polak (2015, s. 443) definuje

sinovou vétu takto:
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Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoz strany maji délky a, b, ¢ a vnitini uhly velikosti a,
B, v, plati

a b _ c

sina  sinf  siny’
Kosinova véta pak zni nasledovné:

Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoz strany maji délky a, b, ¢ a vnitini uhly velikosti a,
B, v, plati
a® = b? 4+ c? — 2bccos a,
b? = a? + ¢? — 2ac cos f3,
c? = a? + b? — 2ab cosy. (Polak, 2015, s. 443)

V trojuhelnicich plati mnoho dalSich vztaht, pro které neni prostor, aby byly v§echny
uvedeny. V analyze vSak bude vyuzit jesté nasledujici vztah, ktery plati diky vété o osové

soumérnosti tthlu v trojuhelniku. Tato véta fika:

Pokud osa vnitiniho (vnéjsiho) uhlu trojuhelniku ABC, vedend z vrcholu C, protind
primku obsahujici usecku AB v bodé D, pak:

AD _

4¢ (CKE, 2023c, s. 18)
DB BC

Spravné pochopeni vztahti v trojihelniku a jejich nasledné dopocitani pomoci vyse
uvedenych algebraickych reprezentaci vztahi je Casto kli€ové pfi feSeni uloh, ve kterych se

vyhledat nebo je do konstrukce doplnit, protoze jejich vlastnosti a platici vztahy mohou

vyrazn¢ usnadnit feSeni.

1.3.3 Vztahy ve ¢tyruhelniku
Dalsi bézné geometrické utvary, pro které plati vztahy, které mohou byt pii feSeni tiloh
prakticke, jsou specificke Ctytuhelniky — rovnobéZzniky. Mezi zakladni rovnobézniky, tedy

Ctyfuhelniky, jejichz protéj$i strany jsou rovnobézné, fadime obdélnik, ¢tverec, kosodélnik
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a kosoctverec. Pro tyto rovnobézniky plati véta o specifickych vlastnostech druhti

rovnobéznika, ktera se zabyva vlastnostmi thlopfic¢ek téchto obrazcii:

Uhlopricky obdélniku jsou shodné. Uhlopiicky ctverce jsou shodné, navzdjem kolmé
a vzdjemné se piili, stejné jako piili jeho vnitini vihly. UhlopFicky kosoctverce jsou navzdjem
kolmé a vzajemné se piili, stejné jako pili jeho vnitini vihly. Uhlopricky kosodélniku se

vzajemné puli. (Polak, 2015, s. 451)

Dalsim specifickym typem ctyfuhelniku je tzv. te¢novy Ctyithelnik, tedy

ctytuhelnik, jemuz lze vepsat kruznici. Pro takovy Etyfuhelnik plati:

Kruh muze byt vepsan do konvexniho ctyruhelniku prave tehdy, kdyz jsou soucty

délek jeho protilehlych stran stejné. (CKE, 2023c, s. 22)

1.3.4 Geometricka zobrazeni

Je-li B = H(f), cili kdyz v zobrazeni f kazdy prvek mnoziny B je obrazem alespon jednoho
prvku mnozZiny A, pak zobrazeni f se nazyvad zobrazeni mnozZiny A na mnozZinu B. Jestlize
specidalné A, B jsou bodové mnozZiny v téze roviné, pak kazdému zobrazeni mnoziny A do

mnoziny B Fikame geometrické zobrazeni v roviné. (Polék, 2015, s. 50, s. 463)

Toto je definice geometrického zobrazeni, které se déale déli shodna zobrazeni a

podobna zobrazeni. Shodné zobrazeni je definovano nasledovné:

Prosté zobrazeni v roviné nazyvame shodnym zobrazenim nebo kratce shodnosti,
pravé kdyz pro kazdé dva body X, Y roviny a jejich obrazy X', Y' (X ~— X', Y — Y') v tomto

zobrazeni plati
|X'Y'| = |XY]. (Polak, 2015, s. 463)

Mezi shodnd zobrazeni tfadime identitu, posunuti (translaci), otoCeni (rotaci),
sttedovou soumérnost, osovou soumérnost a posunutou soumérnost. V analyze tloh budu
pottebovat predev§im otoCeni a osovou soumérnost, proto u téchto dvou zobrazeni také

uvedu definice. Otoceni Polak (2015, s. 466) definuje takto:
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Otoceni (rotace) kolem stiedu S o uhel velikosti 0° < a < 360° v daném (kladnéem,
resp. nezaporném) smyslu je primd® shodnost, kterd prirazuje bodu S tyz bod S' =S a

kazdému bodu X + S roviny prirazuje takovy obraz X', Ze plati

a) bod X' lezi na kruznici o stiedu S a polomérem |SX|,
b) poloprimka SX' se ziskd otdacenim poloprimky SX o iihel otoceni X'SX velikosti a
v daném smyslu (kladném, tj. proti pohybu hodinovych rucicek, nebo zaporném,

tj. souhlasné s pohybem hodinovych rucicek).

Otoceni je jednoznacné urceno stredem otoceni S, velikosti ihlu otoceni a a danym

(kladnym, resp. zapornym) smyslem otoceni. Uhel otoceni je orientovany iihel.
Osova soumérnost podle osy o je definovana takto:

Soumeérnost podle osy o (osova soumérnost s osou 0) v roviné je neprimd shodnost,

kterd kazdému bodu X roviny prirazuje takovy obraz X', Ze plati

a) bod X' lezi na kolmici k ose o vedené bodem X

b) |PX| = |PX'|, kde P je pata této kolmice na ose o.
Osova soumérnost je jednoznacné urcena osou soumernosti o. (Polék, 2015, s. 466)
Podobna zobrazeni, ktera zachovavaji poméry délek, jsou pak definovana:

Prosté zobrazeni v roviné nazyvame podobnym zobrazenim nebo kratce podobnosti,
pravé kdyz kazdé dvojice bodii X, Y roviny prirazujeme jako obrazy takové body X', Y’
(X » X',Y »Y') Ze plati

|IX'Y'| = k- |XY],
kde k > 0 je dana konstanta zvana koeficient podobnosti. (Polak, 2015, s. 468)

Krom¢ vztahu mezi délkami podobnych utvarti plati také vztah pro obsahy

podobnych utvart. Tento vztah vychézi z tvrzeni o plochach podobnych obrazct:

¢ P¥im4 shodnost je shodnost ve stejném smyslu otadeni. Naopak nepiima shodnost je shodnost v opaéném
smyslu otaceni. (Polék, 2015)
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Jestlize obrazec B s plochou Pg je podobny obrazci A s plochou P, (riiznou od nuly)
v méritku k, pak pomer jejich ploch je roven druhé mocniné méritka podobnosti.

P

kZ
Py

(CKE, 2023c, s. 22)

1.4 Shrnuti
V této kapitole struéné shrnu klicové body konceptudlniho porozuméni mife v geometrii.
Toto shrnuti mi poslouZzi jako vhodné teoretické vychodisko, na které se budu odkazovat
v dalsi ¢asti prace.

Tento seznam shrnuje klicové body o porozuméni mife uvedené v ptedchozim textu:

1. Uvédomeéni si konzervace miry — pochopeni skutecnosti, Ze dé€leni utvaru a ptreskupeni
jeho ¢asti nezplisobi zménu miry.

2. Vhodna prace s komplementem utvaru — Uprava obrazce tak, aby zjiSténi miry bylo
intuitivnéjsi.

3. Zvoleni vhodné jednotky a jeji iterace — opakované pokladani jednotky a jejich ¢asti na
utvar, jehoZ miru chceme zjistit.

4. Zavedeni délky — opakovani jednotky v jednom sméru ke zjisténi délky tsecky.

5. Osvojovani si principil délky — zahrnuje porovnévani, grafické sCitani a od¢itani asecek.

6. Zavedeni obvodu obrazce — pochopeni obvodu jako souctu délek stran daného Utvaru;
v ptipad€ kruhu odvozeni pomoci vepsanych a opsanych mnohouthelniki.

7. Strukturace prostoru — vytvofeni pomysiné sit¢ opakovanym ptikladanim jednotky ve
dvou smérech, ¢imz je tvoren podklad pro zavedeni pojmu obsahu.

8. Zavedeni obsahu obrazce — obsah je uren poctem ¢tvercovych jednotek pokryvajicich
dany utvar.

9. Pochopeni aditivnich a multiplikativnich vztahli mezi délkami — porozuméni tomu, jak
se meéni obvod a obsah v zavislosti na zméné€ jednoho nebo vice rozméri.

10. Pfechod k ¢iselné reprezentaci miry — vyjadieni miry numericky.
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11.

12.

13.

14.

15.

Algebraicka reprezentace — zavedeni vzorcii pro vypocet miry, pochopeni vztahli mezi

nimi a schopnost pracovat s nezndmou ve vzorci.

Uvédoméni si vztahu mezi obvodem a obsahem — nalezeni extrémnich ptipada utvara

se stalym obvodem, ale riznymi obsahy a naopak.

Zavedeni tihlu a jeho velikosti — tihel slouzi jako mira pro vyjadieni dalSich vzajemnych

vztahll mezi stranami a vrcholy v geometrickych ttvarech.

Pochopeni hlubsich vztahii v jednotlivych obrazcich, naptiklad:

a. Vztahy v trojuhelniku — vyznamné tsecky v trojuhelniku, Pythagorova véta (pouze
pro pravouhlé trojiihelniky), trigonometrie (pro pravouhlé i obecné trojuhelniky).

b. Vztahy ve Ctyfuhelniku — vlastnosti uhlopti¢ek rovnobézniki, vztah pro teCnovy
ctytuhelnik.

Zavedeni dalSich geometrickych pojml — napf. geometrickd zobrazeni a vztahy mezi

puvodnimi a zobrazenymi ttvary.
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2 Testovani miry v geometrii v ¢eské a polské maturité z matematiky

Dalsi cast této prace se zaméfuje na analyzu zpiisobu testovani miry v geometrii v pisemné
Casti maturitni zkousky z matematiky v Cesku a Polsku. K analyze jsem vybrala viechny
ulohy souvisejici s touto problematikou ze zakladnich i rozsifenych verzi jarniho terminu
z let 2023 a 2024. Pro lepsi pochopeni pristupii ve Skolstvi jsem do prace zaradila nasledujici

kapitoly ptiblizujici vzd€lavaci systémy obou zemi.

2.1 Vzdélavaci systém v Ceské republice

Vzdélavaci systém v Ceské republice je pro ¢eského ¢tendfe obecné znamy. Povinné je
pouze devitileté zdkladni vzdélani. Dal3i stupeii vzd&lavani jiz povinny neni. Zaci si mohou
vybrat mezi Skolami, na kterych po absolvovani ziskaji vyucni list (stfedni odborna uciliste),
nebo mezi Skolami, které jsou zakon¢eny maturitni zkouskou (gymnazia a stfedni odborné

Skoly). Po uspésném sloZeni maturitni zkousky mohou studenti pokracovat na vysoké skole.

2.1.1 Maturitni zkouska

Maturita v Ceské republice se sklada ze dvou &asti: profilové (3kolni), kterou organizuje
kazda Skola samostatné, a statni (spolecné), kterd je jednotna pro vSechny Skoly. Spole¢na
¢ast je organizovana spolecnosti CERMAT. ZkouSka ma podobu didaktického testu, ktery
obsahuje jak uzaviené, tak oteviené ulohy, pfi€emz minimalni uspésnost pro jeji absolvovani
je 33 % bodi z kazdé casti testu. Povinnymi pfedméty statni ¢asti jsou Cesky jazyk a

literatura a cizi jazyk nebo matematika, mezi kterymi si Zak mize vybrat.

V ramci matematiky lze skladat test ve dvou trovnich — zakladni a rozSifujici.
Zakladni uroven testu se sklada z 25 tloh, na které je mozné ziskat maximalné 50 bodu.
Minimalni pocet bodl pro uspésné absolvovani je 17, coz odpovida 33 % z celkového poctu.
Casovy limit na zkousku je 135 minut. Test obsahuje uzaviené ulohy s vybérem odpovédi i
oteviené ulohy, kde je nutné uvést vysledek, av§ak ne vzdy je povinné dolozit cely vypocet.
Pii teSeni je povoleno pouzivat matematické tabulky (které vSak nejsou jednotné

specifikovany), ale kalkulacky jsou zakazany.
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Rozsifujici uroven obsahuje rovnéz 25 uloh vyssi obtiznosti, ale casovy limit je
prodlouzen na 150 minut. Stejné¢ jako u zakladni urovné lze ziskat az 50 bodu, pficemz
minimalni pocet bodi pro uspésné slozeni je 17. Test zahrnuje jak uzaviené, tak oteviené

ulohy a povoleny jsou kalkulacky a matematické tabulky.

2.2 Vzdélavaci systém v Polsku
Polsky vzdélavaci systém je vétsin€ Ceské populace neznamy, popisu ho tedy podrobnéji nez
Cesky. Systém polského vzdélavani je fizeno Ministerstvem ndrodniho vzdélavani

(Ministerstwo Edukacji Narodowej).

Povinna zakladni Skola (szkofa podstawowa) je pro polské zaky osmileta. Po
ukonceni zakladni Skoly zaci skladaji test (egzamin osmoklasisty), jehoz vysledky ovliviuji
jejich piijeti na stfedni skolu.

V poslednich letech prosel polsky systém stfednich Skol nékolika reformami,
pfi¢emz posledni zadsadni zména probéhla v roce 2017 (Ministerstwo Edukacji Narodowe;j,
2016). Stiedni vzdélavani v Polsku zahrnuje nékolik typl Skol, z nichZz nékteré jsou
zakonceny maturitni zkouSkou (egzamin maturalny). Mezi né€ patii liceum ogolnoksztatcace

(LO), coz je vSeobecné vzdélavaci lyceum, a technikum (T), neboli technicka stfedni Skola.

(Novotna-Dédeckova, 1996)

Liceum ogodlnoksztatcace trva 4 roky a podobné jako ¢eské gymnéazium pfipravuje
studenty pfedevS§im na vysokoskolské studium. Technikum se naopak podobd ceskym
sttednim odbornym Skoldm. Po jeho absolvovani studenti sklddaji maturitni zkousku a
ziskéavaji odbornou kvalifikaci, coZ jim umoziiuje pokraCovat na vysokou Skolu nebo vyuzit

své znalosti v praxi. Studium technika trva 5 let.

Dalsim typem s$kol je branzowa szkota I stopnia (odborna skola I. stupn¢), jejiz
studium trvd 3 roky. Studium tohoto typu Skoly neni zakonfeno maturitni zkouskou, ale

absolventi ziskavaji odbornou kvalifikaci.

Maturita je nezbytnd pro pfijeti na vysokou Skolu, kam mohou studenti po
absolvovani stfedni Skoly pokracovat. Obvykle neni pro piijeti na vysokou Skolu potfeba

vykonani ptijimacich zkousek, kliCovym faktorem jsou praveé vysledky maturity.
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2.2.1 Maturitni zkouska

Polskd maturitni zkouSka je centralizovanda a organizuje ji Centralna Komisja
Egzaminacyjna (CKE). Pisemna ¢ast zkousky je stejné jako v CR anonymné hodnocena
externimi zkouSejicimi a vysledky jsou udavany v procentech, nikoliv zndmkami. Polska
maturita ma dveé irovné obtiznosti — zdkladni uroven (poziom podstawowy), ktera je povinna
pro vSechny, a roz§ifenou uroven (poziom rozszerzony), kterou musi zaci splnit alespon

z jednoho predmétu, jinak je volitelna’. (CKE, 2025)

Nejnoveéjsi reforma maturitni zkousky probihala v roce 2023, kdy byla zavedena
nova verze maturity nazyvana Formuta 2023. Tato nova verze nahradila starsi Formute 2015,
kterou skladali studenti, ktefi dokoncili stiedni Skolu do roku 2022. N¢&kteii zaci, ktefi
skladali opravnou zkousku z ptedchozich let, mohli v roce 2024 skladat zkousku podle
Formuty 2015, ale naprosta vétSina studentt sklad4 maturitu podle Formutly 2023, kterou se

budu v této praci zabyvat.

V soucasné verzi maturity jsou povinné Ctyfi ¢asti: polsky jazyk, matematika, cizi
jazyk (nejéastéji angli¢tina) a jeden volitelny predmét na vy$§i trovni®. V ¢4sti z matematiky

se klade vétsi diraz na logické mysleni a vyuZziti matematiky v praxi nez v piedchozi verzi.

,Aby byla overena uroven zvladnuti obecného pozZadavku ,,uvazovani a
argumentace ', budou mezi zkouskovymi ulohami zarazeny ditkazové ulohy, které budou od

uchazecu vyzadovat provedeni matematického diikazu.

Za ucelem oveéreni zvladnuti obecného pozadavku ,, Vyber a tvorba matematickych
modelu pri Feseni praktickych a teoretickych probléemii* mohou mezi zkouskovymi uilohami

byt zarazeny ulohy s praktickym ci realistickym kontextem. “ (CKE, 2024a, s. 7)

V zakladni Girovni maturity z matematiky je 31 tiloh, na které maji studenti 180 minut.
Lze ziskat celkem 46 bodd, pfi¢emz pro Usp&$né sloZeni je nutné dosahnout minimalné 30 %
(14 bodu). V testu jsou jak uzaviené ulohy s jednou spravnou odpovédi, tak oteviené ulohy,

u nichz je tteba uvést cely vypocet. V rozsifené urovni je Casovy limit stejny, tedy 180 minut,

7 Splnéni rozsifené Grovné je nezbytné pro nekteré univerzitni obory.

8 Préve zarazeni volitelného predmétu na vyssi Grovni je nejzasadnéjs$i zmeénou oproti predchozi Formutg 2015.

Volitelny pfedmét muze byt jakykoli z nabidky, napiiklad biologie, chemie, polStina, matematika apod.
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ale pocet uloh je niz8i — pouze 14. Ziskat Ize az 60 bodl. V této €asti jsou ulohy pouze
oteviené, takze studenti musi u kazdé z nich ukdzat cely postup feseni. Pevna minimalni
hranice bodt pro splnéni neni stanovena. V obou trovnich mohou zéci pouzivat kalkulacky

a oficidlni sbirku vzorci, kterou CKE schvalila, nazyvanou Wybrane wzory matematyczne.

(CKE, 2023c)

Tento dokument je vytvofen specidlné pro potieby polské maturitni zkousky
z matematiky. Jednd se o jednotnou a standardizovanou pomiicku pro vSechny zaky. Na
rozdil od ¢eské maturity, u které neni presné stanoveno, které matematické tabulky lze
pouzivat, a zaci ¢asto vyuzivaji rizné verze kombinované i s fyzikdlnimi a chemickymi

tabulkami, maji polsti zaci k dispozici vyhradné tento oficialni dokument.

Dokument obsahuje v§echny matematické vzorce, které se mohou objevit v maturitni
zkousce, a CKE na néj odkazuje i ve vzorovych feSenich maturitnich tloh. Je tedy klicovym
nastrojem nejen pii samotné zkousce, ale i béhem ptipravy. Elektronickd verze je volné

dostupna na oficialnich strankach CKE, tiSténou verzi pak studenti obdrzi pfimo u zkousky.

Tato pomicka zahrnuje dilezité vzorce ze vSech hlavnich oblasti stfedoSkolské
matematiky. Podporuje tedy snahu, aby si Zaci nemuseli vS§echny vzorce pamatovat zpaméti,

ale aby se je naucili spravné vyhledat a pouZit v kontextu konkrétni tlohy.
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3 Analyza uloh

V této Casti prace se zaméfim na analyzu vybranych uloh z Ceské a polské maturity
z matematiky z let 2023 a 2024. Konkrétn€ budu zkoumat tlohy z jarnich termint zakladni
1 rozsifené verze zkousky. Do analyzy nebudou zahrnuty Glohy zaméfené na miru u téles ani
ulohy z analytické geometrie, soucasti tedy budou pouze ulohy, které se tykaji obvodu a

obsahu rovinnych obrazct.

V analyze se zam¢iim na nékolik hledisek, véetné zplsobu formulace zadani, typu
pozadovaného feseni a moznych postupti feseni. Hlavnim cilem vSak bude posoudit, do jaké
miry ulohy testuji konceptudlni porozuméni mife. Budu zkoumat, zda je mozné ulohy vyfesit
bez mechanického dosazovani do vzorct a které body konceptudlniho porozuméni mifte
(shrnuté v posledni podkapitole prvni ¢asti prace) jsou k feSeni potieba. Zajima mé také, zda

jsou ulohy formulovany ¢isté v kontextu miry v geometrii, nebo zda jejich feseni vyzaduje i

vvvvvv

Ke kazdé uloze uvedu vzorové feSeni. Pokud je mozné feSit ulohu vice zplsoby,
pfidam i dal$i zptuisoby feSeni. Nektera z téchto feSeni nejsou autorska, ale vychdzeji ze
vzorovych feSeni organizaci, které¢ maturitni zkousky organizuji. Soucasti analyzy bude také
celkovy komentat ke kazdé uloze. V piipadé, ze se n¢které tlohy budou vyrazn€ podobat,
zahrnu 1 jejich vzéjemné porovnani.

Ulohy k analyze jsou tedy voleny ze étyi Geskych a étyt polskych didaktickych testi
z vySe uvedenych termind. Vybrala jsem vSechny ulohy, jejichZz zadéani a feSeni souvisi
s obvodem a obsahem. Jedna se pouze o planimetrické ulohy, vynechany jsou ulohy

stereometrické a tykajici se analytické geometrie. Celkem jsem tedy k analyze zvolila 12

uloh.

3.1 Ulohy z &eské maturity zakladni urovné 2023

3.1.1 Ulohat.2
Tato Uloha je druhou ulohou ceské maturity z matematiky jarniho terminu roku 2023.

Uloha (Obr. 16) obsahuje vychozi text a samotné zadani.
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VYCHOZI TEXT K ULOZE 2

Je dan ¢tverec o strané délky a.

Obdélnik o0 obsahu 360 cm? ma jednu stranu o 8 cm del$i nez dany étverec a druhou stranu
o 8 cm kratsi nez dany ctverec.

(C2vW)

1 bod
2 Vypoctéte v cm? obsah daného ctverce.

Viysledek ani diléi vypocty nezaokrouhlujte.

Obr. 16: Uloha k analyze I (CERMAT, 2023a, s. 2)

Vzorové reSeni

Pro lepsi pochopeni ulohy je vhodné ud¢lat si nacrt celé situace (Obr. 17).

(7 ¥

560 cafn |7+
——

ot

Obr. 17: Nacrt k uloze I

Z obrazku je vidét, Zze obdélnik o obsahu 360 cm? ma4 strany o délce (a + 8) a

(a — 8). Pokud tyto vyrazy dosadime do vzorce pro vypocet obsahu (S = a - b) obdélniku,

dostaneme rovnici:

360 = (a+ 8) - (a — 8).
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Po upravé dopocitime obsah &tverce (S = a?).
360 =(a+8)-(a—8)
360 = a® — 64
a’ = 424

Obsah daného ¢tverce tedy je 424 cm?.

Komentar k uloze

Uloha pozaduje vypodet obsahu &tverce, jestlize zname jeho vztah k obdélniku se zadanym
obsahem. Klicovym krokem je uvédomit si, jakou délku maji strany obdélniku, a nasledné
je dosadit do vzorce pro vypocet jeho obsahu. Ve vztahu ke shrnuti jsou tedy podstatné
zejména body 10 a 11, tedy ¢iselné vyjadieni obsahu a jeho doplnéni do platného vzorce.

Z této algebraické reprezentace obsahu je pak vyjadien chybé&jici udaj.

Dulezité je také uvédomeéni si, ze v zavéreném kroku neni nutné z vysledné
kvadratické rovnice urCovat jednotlivé kofeny. Jelikoz je jako vysledek pozadovan obsah
¢tverce, lze jej vyjadfit pfimo z rovnice a neni tieba dopocitavat délku strany ctverce.
ale také by bylo vétsi riziko chyby pfti feSent, pfipadné by vysledek mohl byt neptesny kviili
zaokrouhlovani, protoZe by bylo nutné pracovat s odmocninami nectvercovych ¢isel. Pravé

schopnost aplikovat znalosti vztahii ve ¢tverci (bod 8) mlize zdsadné usnadnit feSeni tlohy.

3.1.2 Ulohaé&. 17
Jedna se o ulohu cislo 17 €eské maturitni zkousky z matematiky jarniho terminu 2023. Jde
o uzavienou ulohu (Obr. 18), jejiz zadani obsahuje vychozi text, ktery je doplnén obrazkem,

a nasleduje otazka. Vysledkem je jedna z variant A—E.
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VYCHOZI TEXT A OBRAZEK K ULOZE 17

Obrazec obsahuje ¢tyfi tmavé pllkruhy a bily
sestiuhelnik, ktery se sklada ze dvou shodnych
¢tvercl a dvou shodnych rovnoramennych
trojuhelnika.

Celkovy obsah tmavych ¢asti obrazce je 32w cm?.

(Priimérem kazdého pllkruhu je strana Ctverce.)

(c2vv)
2 body

17  Jaky je obsah bilého Sestithelniku?

A)  48cm?

B) 96cm?

Q) 128cm?

D) 183 cm?

E) 192cm?

Obr. 18: Uloha k analyze II (CERMAT, 2023a, s. 11)

Vzorové feSeni
Pro lepsi orientaci v uloze je potieba do pfipraveného nacrtku doplnit jednotlivé udaje, se

kterymi budeme v Uloze pracovat (viz Obr. 19).

Obr. 19: Nacrt k vloze 11
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Vidime tedy, ze d je délka strany Ctverce, kterd je rovna praméru Sedého pilkruhu.

Polomér Sedého pllkruhu je oznacen pismenem r, plati tedy d = 2r.

Ze zadani vime, Ze $edé pllkruhy zabiraji plochu 32w cm?. Diky tomuto udaji
muzeme dopocitat délku poloméru r. Jednou z variant je uvazovat nad kazdym piilkruhem
zvlast, tedy vydélit celkovou hodnotu tmavé plochy ¢tyfmi a dopocitat polomér ptilkruhu.

Avs$ak vhodnéjsi je uvédomit si, Zze Sedé ¢asti davaji dohromady dva kruhy. Polomér kruhu

tedy ziskdme vyjadienim r ze vztahu:
32 = 2mr2.
Dostaneme tedy, ze r = 4. Plati také d = 8.

Nyni potiebujeme zjistit obsah bilé plochy. Tu mizeme rozdé€lit na dva shodné
¢tverce se stranou d a dva shodné rovnoramenné trojuhelniky (na nacrtku z Obr. 19
vysrafované Zlutou barvou). Je vSak dulezité si uvédomit, Ze tyto rovnoramenné trojuhelniky
daji dohromady shodny ¢tverec o stran¢ d, tedy obsah bilé plochy se spocita jako soucet tii

obsahti ¢tverce S¢.
S¢ =82 =64
S =3-64=192cm?

Druhou variantou je pracovat pouze s hodnotou r, a tedy bilou plochu pokryt

mensimi ¢tverci o plose 16 cm? (viz Obr. 20).

Obr. 20: Rozdéleni obrazce na mensi ctverce
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Téchto mensich ¢tverci je v obrazci celkem 12 (10 celych a 4 pulky, které spojenim

daji dalsi 2). Obsah bilé plochy se tedy vypocita:
§=12-16 = 192 cm?,

Spravnou odpovédi je tedy varianta E.

Komentar k uloze

Zadany obrazec je slozen z n¢kolika mensich Utvart, jejichZz pfeskupenim miizeme ziskat
jednodussi tvary — ze Ctyt Sedych pilkruhit vzniknou dva kruhy, ze Zluté vysrafovanych
trojuhelnikl (viz Obr. 19) lze sestavit tieti bily ¢tverec. Tato Gprava jednoznacné odkazuje
na body 1 a 2 ze shrnuti, tedy pieskupeni obrazce tak, aby zjisténi jeho miry bylo
intuitivnéjsi, jestlize vime, ze takové preskupeni zachovavd miru obrazce. Pfestoze toto

uvédomeéni neni pro vyfeseni ulohy nezbytné, vyrazné cely vypocet usnadni a urychli.

DalSim, tentokrat jiz nezbytnym krokem, je vyjadfeni neznamé ze vzorce (schopnost
pracovat s neznamou ve vzorci — bod 11), které vede k ureni poloméru kruhu pottebného

pro vypocet bilé ¢asti obrazce.

Plochu bilé ¢asti obrazce lze tedy, jak jiz bylo zminéno vySe, vyjadrit jako soucet
ploch tfi shodnych ¢tvercli, pro které je vypocet obsahu pomérné jednoduchy. Druhou
variantou je pokryti tohoto bilého Sestitthelniku pomyslnou ¢tvercovou siti. Mizeme zde
mluvit o iteraci jednotky (bod 3), konkrétné mensiho ¢tverce o plose 16 cm?, ktery pokryva
cely bily obrazec. Tento pfistup zaroven pracuje se strukturaci prostoru (bod 7), coZ
umoziuje 1épe pochopit celkovy obsah obrazce. Je tedy zfejmé, Ze oba tyto piistupy jsou

zaloZeny na konceptudlnim porozuméni mife.

3.2 Ulohy z ¢eské maturity roziiFujici irovné 2023

3.2.1 Uloha¢. 19
Tato uloha (Obr. 21) je vybrana z didaktického testu z matematiky rozsifujici z jarniho

terminu roku 2023. Jedna se o uzavienou ulohu. Obsahem zadani je opét vychozi text,
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obrazek a otazka. Vysledek je pozadovan jako zaokrouhlena hodnota v ptedem urcenych

jednotkéach.

VYCHOZIi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 19

V otoceni (R(A; 28°) je ctverec AB'C'D’ obrazem
¢tverce ABCD se stranou délky 3 cm.

Bod X je priseéik use¢ek CD a B'C'.

Prinikem obou ¢tverct je Sedy ctyfuhelnik AB'XD,
ktery je osové soumérny podle osy AX.

(C2vV)

2body
19 Jaky je obsah sedého ¢tyiuhelniku AB'XD?

(Vysledek je zaokrouhlen na desetiny cm?.)
A) 4,6 cm?
B) 4,8cm?
Q) 50cm?
D) 5,2cm?
E) 54cm?

Obr. 21: Uloha k analyze III (CERMAT, 2023b, s. 15)

Vzorové feSeni
Kli¢ové k vyfeseni této ulohy je uvédomit si, ze tthel B’AD’ je pravy. Jeho velikost lze také

vyjadrit jako soucet tthlu DAD' o velikosti 28° a dvou shodnych thla DAX a XAB'. Tedy
plati:

|4DAD'| + |4DAX| + |AXAB'| = 90°

|ADAX| + |4XAB'| = 90° — 28° = 62°.
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Vzhledem k tomu, ze je cely obrazec osoveé soumérny podle osy AX, jsou uhly DAX
a XAB' shodné, a tedy kazdy ma velikost 31°. Situace je zndzornéna na nasledujicim

obrazku (Obr. 22).

Obr. 22: Nacrt k viloze 111

Z obrazku je patrné, ze ¢tyithelnik AB' XD je slozeny ze dvou shodnych pravouhlych
trojuhelniki AB'X a XDA. Pieskupenim téchto trojuhelnikii tedy vznikne obdélnik se
stranami a a 3 cm. Pro dopocitani obsahu tedy staci zjistit délku strany a. Ta se

v pravouhlém trojuhelniku dopocita funkci tangens.
a
tan31° = 3
a =3-tan31°
Obsah obrazce tedy je:
S =3-3-tan31° = 5,407 cm?.

Spravna odpoved’ je varianta E.
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Komentar k dloze

Klicovym piredpokladem k vyfesSeni této ulohy je znalost vlastnosti otoCeni a porozumeéni
vztahu mezi pivodnim a zobrazenym tutvarem, které svym prinikem rozd¢€luji cely obrazec
na dvé shodné poloviny podle osy soumérnosti AX. Spravné pochopeni vztahii v obrazci
vzniklém pomoci geometrickych zobrazeni (bod 15) je zakladem pro spravné vyteSeni

ulohy.

Vyznamnou roli v celé tloze hraji také thly (bod 13). K urceni jejich velikosti je
kromé rozpoznani symetrie tifeba také dopocitat velikost sty¢nych uhld. Jestlize si
uvédomime, Ze soucet zadané¢ho uhlu a dvou shodnych thla tvoii pravy tihel, miizeme zjistit

velikost hledaného ihlu v pravouhlém trojuhelniku.

Ze vztaht v pravothlém trojuhelniku pak pomoci goniometrickych funkei (bod 14.a)
dopocitame kratsi stranu ctyfuhelniku. Vzhledem k tomu, Ze je ¢tyfuhelnik osoveé soumérny,
sklada se ze dvou shodnych trojihelniki, a mizeme tedy fici, Ze se jednd o deltoid. Odvozeni
jeho obsahu je nazornym ptikladem vyuziti komplementu (bod 2) v praxi — sta¢i si uvédomit,

zZe je obsah deltoidu roven souctu dvou shodnych pravouthlych trojuhelnikd.

Zasadni pro vyfeseni této Ulohy je tedy uvédoméni si vSech klicovych vztaht
v obrazci. ReSeni se vétSinové odkazuje na znalosti spojené s porozuménim mife na

sttedoSkolské tirovni, proto nemusi byt na prvni pohled intuitivni.

3.3 Ulohy z &eské maturity zakladni irovné 2024

3.3.1 Uloha&. 10
Tuto Ulohu (Obr. 23) lze nalézt v didaktickém testu z matematiky maturitni zkousky

z jarniho terminu roku 2024. Vychozi text a pfiloZeny obrdzek dopliuji dvé oteviené
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podulohy oznadené jako 10.1 a 10.2. U obou se pozaduje vysledek zapsany v piedem

urcenych jednotkach, druhy vysledek ma byt navic zaokrouhleny na desetiny.

VYCHOZIi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 10

Sedy obrazec na obrazku je ohranicen ctyfmi Ctvrtkruznicemi o poloméru 5 cm a stranami
dvou Ctvercd.

max. 2 body
10

10.1 Vypoctéte obsah sedého obrazcev cm?

10.2 Vypoctéte obvod Sedého obrazce v cm. Zaokrouhlete vysledek na desetiny cm.

Obr. 23: Uloha k analyze IV (CERMAT, 2024a, s. 7)

Vzorové reSeni 10.1

Existuje vice zpisob, jak spocitat obsah Sedého obrazce.
Zpusob I:

Obsah obrazce 1ze spocitat jako soucet dvou obsahil ¢tvrtkruhu a dvou zbyvajicich
¢asti uprostied obrazce. Obsah kazdé této Casti se da vyjadiit jako rozdil obsahu Ctverce a

obsahu ctvrtkruhu. Pokud tedy obsah c¢tvrtkruhu ozna¢ime S¢, bude vypolet vypadat

nasledovné.

§=2 257T+2 25 251
N 4 ( 4)
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Upravou vyrazu a dopoéitanim dostaneme vysledek § = 50 cm?.
Zpiisob 11:

Obrazec lze preskupit tak, aby vypocet jeho obsahu byl jednodussi. Pieskupeni je

znézornéno na nasledujicim obrazku (viz Obr. 24).

Obr. 24: Preskupeni obrazce v uloze IV

Z obrazku je vidét, ze preskupenim ¢tvrtkruhti doprostied obrazce vznikne obdélnik

o stranach 10 cm a 5 cm. Obsah tohoto obdélniku se dopocita snadno.

S=10-5 =50 cm?

Vzorové ieSeni 10.2
Obvod obrazce se vypocita jako soucet délek vSech hranic obrazce. Hranice je tvoifena
Ctyfmi shodnymi ¢tvrtkruznicemi, které daji dohromady celou kruznici, a dvéma poloméry

¢tvrtkruhu. Obvod obrazce se tedy spocita jako jejich soucet.
0 = 2mr + 2r

0=2'5'm+2-5=10r +10=41,4cm
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Komentar k dloze
Vypocet obsahu obrazce lze feSit dvéma zplisoby. Bud’ rovnou piejdeme k algebraické
reprezentaci obsahu a spocitame jej jako soucet obsahti jeho jednotlivych casti, které

vyjadiime jako casti obsahu kruhu, ptipadn¢ jako dopln€k kruhu do ¢tverce (bod 11).

Vyhodnéjsi vSak vtomto piipadé je Casti obrazce pieskupit a vytvofit z nich
obdélnik, coz je tutvar, jehoz obsah lze urcit snadno. Pfi tomto zplsobu feseni tedy opét
vyuzivame konzervaci miry a praci s komplementem (body 1 a 2). Tento zptsob feSeni 1ze

povazovat za rychlejsi.

Naopak prvni zminény zplsob feSeni mize byt vyhodnéjsi z hlediska feseni druhé
podulohy. Pokud si totiz v prvni ¢asti ulohy obrazec rozdélime, ve druhé ¢asti jiz zname
vztahy mezi jednotlivymi ¢astmi. Obvod pak ur¢ime jako soucet vSech délek ohranicujicich
obrazec (bod 6), pfi¢emZ je vhodné si uvédomit, Ze ¢tyti ¢tvrtkruznice daji dohromady jednu

celou kruznici, coz vypocet usnadni.

Kli¢ovym krokem v této iloze je tedy spravné pieskupeni obrazce a seskupeni jeho

casti tak, aby vznikly Utvary, jejichZ miru lze zjistit snadngji.

3.3.2 Uloha&. 12

Dalsi vybranou ulohou z maturitni zkousky z matematiky konané na jafe 2024 je tloha
¢islo 12 (Obr. 25). Jedna se o slovni ulohu, u které se pozaduje zédpis celého postupu.
Zaroven jde o prvni z analyzovanych uloh, ktera mé realny kontext — konkrétné se zabyva

vypoctem miry lesni Skolky.

max. 2 body
12  Lesni skolka urcena k péstovani sazenic lesnich dievin ma tvar obdélniku.
Rozdil mezi délkami dvou sousednich stran obdélniku je 30 metri. Na jeji oploceni
se spotiebovalo 532 délkovych metri pletiva.

Jaka je vyméra (plocha) lesni skolky vm?#?

V zaznamovém archu uvedte cely postup reseni.

Obr. 25: Uloha k analyze V (CERMAT, 2024a, s. 8)
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Vzorové reSeni

Strany obdélniku si oznac¢ime jako a a a + 30. Z obvodu obdélniku zjistime hodnotu a.
532=2:a+2-(a+30)
4a = 472
a=118m
Nyni zndme délky stran obdélniku, ze kterych se snadno dopocita obsah.
S=a-(a+30)

S =118-(118 + 30) = 17 464 cm?

Komentar k loze
Uloha je typoveé podobna uloze I (Obr. 16). Jeji feseni spociva ve spravném vyjadieni vztahu
mezi délkami na zaklad¢ informaci ze zadani a v nasledném urceni neznamé ze vzorce.

Kli¢ovym bodem je tedy prace s algebraickou reprezentaci miry (bod 11).

I druhy krok (urceni délek stran a jejich dosazeni do vzorce pro vypocet obsahu

obdélniku) je zaloZen na praci s algebraickou reprezentaci obvodu a obsahu obdélniku.

Ptestoze se v uloze pracuje jak s obvodem, tak s obsahem, nejedné se o tlohu, ktera
by vice testovala vztah mezi témito dvéma veli¢inami. Obvod zde slouZi ptfedevsim jako

nastroj pro ziskani délky strany, které je nasledné vyuZita pfi vypoctu obsahu.

K vyfeseni tlohy tedy kromé bodu 11 ze shrnuti (algebraicka reprezentace miry) a
zédkladnich znalosti 0 obvodu a obsahu (body 6 a 8) neni tieba znat Zadné dalsi hlubsi vztahy

¢1 pravidla.

3.3.3 Uloha¢. 23
Uloha &islo 23 (Obr. 26) je dalsi tilohou z didaktického testu z matematiky konaného na jate
roku 2024. Jedna se o uzavienou ulohu, ve které je na zaklad¢ vychoziho textu tfeba urcit

vztah mezi délkami zakladen lichobézniku.
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VYCHOZIi TEXT K ULOZE 23

Je dan rovnoramenny lichobéznik o cbvodu 96 cm. Rameno lichobé&zniku ma délku 13 cm
a vyska lichobézniku je 12 cm.

2 body

23 Vjakém pomeéru (delsi: kratsi) jsou délky zakladen lichobézniku?
A) 5:2
B) 4:3
Q) 3:2
D) 2:1

E) nelze urdit

Obr. 26: Uloha k analyze VI (CERMAT, 2024a, s. 15)

Vzorové reSeni

Pro lepsi orientaci v uloze je vhodné udélat si nacrt (Obr. 27).

'y v=A2em CAam

b i i i T

Obr. 27: Nacrt k vloze VI

K urceni poméru mezi délkami zékladen je potieba nejprve zjistit délku rozdilu mezi
zakladnami. Z obrazku je patrné, Ze plati a = ¢ + 2x. Hodnotu x dopocitdme pomoci

Pythagorovy véty.
x?+ 122 =132
x? =169 — 144 = 25

x=5cm
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Nyni mizeme dopocitat délky obou zédkladen, nebot’ zndme obvod i délku obou

ramen.
o=2r+c+c+2x
96 =2-13+2c+2-5
¢ =30cm
Délka druhé zékladny jea =30+ 2 -5 = 40 cm.
Jestlize zndme délky obou zékladen, mtizeme snadno urcit pomér mezi nimi.
a:c=40:30=4:3

Spravna odpovéd’ je varianta B.

Komentar k uloze
K vyfteseni tlohy vyrazné pomiize nakresleni vhodného obrazku, ze kterého Ize urcit nekteré
platné vztahy. Klicové je predevSim vyjadiit, o kolik je jedna zakladna del§i nez druha.

Vhodné je tedy vyuZit znalost platnych vztaht v lichobéZniku.

Vzhledem ktomu, Ze jde o rovnoramenny lichobéZznik, ziskdme spravnym
zakreslenim vysky dva shodné pravothlé trojuhelniky. V téchto trojuhelnicich Ize

s porozuménim pouzit Pythagorovu vétu, diky které uré¢ime rozdil mezi délkami zakladen.

K teSeni bylo dosud tieba vyuzit pfedev§im zndmé vztahy v trojuhelnicich a
¢tytthelnicich, tedy se odkazuji zejména na bod 14 ve shrnuti.

Dale musime vyuzit také posledni zadany udaj — obvod lichobézniku. Vzhledem
k tomu, Ze je obvod chépan jako soucet délek vSech stran (bod 6), miZzeme pomoci
algebraického vyjadieni, dosazeni Ciselnych hodnot a nasledného dopocitani urcit délky
obou zdkladen (body 10 a 11).

Tyto délky pak vyjadiime ve vzajemném vztahu jako pomér, ktery zkratime na

zakladni tvar, ¢imz ziskame hledany vysledek.
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3.4 Ulohy z ¢eské maturity rozsiFujici irovné 2024

3.4.1 Uloha¢. 9

Uloha ¢&islo 9 (Obr. 28) je jedinou vybranou ulohou z didaktického testu z matematiky
roz§itujici pro jarni termin v roce 2024. Jde o otevienou ulohu, jejimz cilem je ur¢it pomér
délek uhlopticek kosoctverce, pokud je znam pomér délky strany ku velikosti vysky tohoto

kosoctverce. Je nutné zapsat cely postup feSeni.

max. 3 body
9 V kosoctverci je pomér délky strany ku velikosti vysky 5 : 3.

Uréete pomér délek obou thlopri¢ek tohoto kosoctverce.

V zaznamovém archu uvedte cely postup feseni.

Obr. 28: Uloha k analyze VII (CERMAT, 2024b, s. 8)

Vzorové reSeni

Pro lepsi znazornéni ulohy je uveden nacrt (Obr. 29).

a

Obr. 29: Nacrt k viloze VII

Je dilezité uvédomit si, ze se uhlopticky v kosoctverci protinaji v piilce a jsou na
sebe kolmé. Kosoctverec je tedy slozen ze ¢tyf shodnych pravothlych trojuhelnikd.

Z Pythagorovy véty potom vyplyva:

52



Jeden ze zpisobii vypocltu obsahu kosoCtverce je soucet obsahti téchto Ctyt

trojuhelnikd.

N[~

e-f
Sa=F =%
e-f e-f
4.__
8

N|®

S= = —
2

Druhym zptisobem, jak vypocitat obsah kosoctverce, je pomoci vzorce S = a - v. Ze

zadani zname pomér mezi témito dvéma délkami, proto mizeme jednu hodnotu vyjadrit

v zavislosti na druhé.

a_5
v 3
_517
=3
P _5v _5172
=a v—3 v= 3

Jestlize médme obsah kosoctverce vyjadien dvéma zplsoby, mizeme tyto vyrazy dat

do rovnosti.

e f 5v?
2

Nyni budeme chtit vyjadfit délku uhlopficek. VyuZijeme vztahy, které mame

vyjadiené jiz vyse.

_10172
e= 3

eZ f2
2_¢
=7t
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2\
10002 =9- 37 +9-f2

100v*

10002 = 95—+ 9f2

100v%f% = 100v* + 9f*
9f* — 100v%f% + 100v* = 0
Pti vyjadiovani délky thlopficky f jsme se dostali k rovnici ¢tvrtého stupné, kterou
viak lze zjednodusit substituci f2 = x. Rovnice bude vypadat takto:

9x? — 100v%x + 100v* = 0.

Nyni musime dopocitat hodnotu x.
D = (100v%)? —4-9-100v* = 10 000v* — 3 600v* = 6 400v*

_ 100v% £ V64000 _ 1002 + 80v?
12 = 2.9 - 18

10v?
x, = 10v2, x, = 5

Hodnoty x; , se dosadi zpét do substituce pro zji§téni hodnoty f.

f12 == 10U2
fl = vV 10
,  10v?
7=
V10
fa= 3

Hodnoty e; , dopocitime dosazenim do vztahu vyjadiencho vyse.

10v2 10v2 V10
e, = = =
T3, T 3-w/10 3
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Vidime tedy, ze plati f; = e,, f, = e, proto ma uloha pouze jedno feSeni a staci

pomér mezi thlopfickami vyjadfit pouze jednou.

vW10
e.: f1= 3 :vVv10=1:3

Komentar k loze
Toto je jedina analyzovana tiloha, ktera se nezaméfuje na obvod nebo obsah v zadéani a ani
nevyzaduje jejich vypocet. Vzhledem k tomu, Ze je v zadani uveden vztah mezi délkou strany

kosoctverce a jeho vySkou, vyuziti obsahu se vSak pfirozené nabizi.

Pro zvoleni spravného postupu je klicové porozumét platnym vztahtim v kosoctverci
(bod 14.b). Z téchto vztahti vyplyva, ze se kosoétverec sklada ze ¢tyt shodnych pravouhlych
trojuhelnikt, coz nas vede k vyuziti Pythagorovy véty (bod 14.a).

Skutecnost, Ze kosoctverec je sloZen ze Ctyf shodnych trojuhelnik, nés také vede
k tomu, Ze obsah kosoctverce Ize vyjadrit jako soucet obsaht téchto trojuhelnika (bod 8).
V zadani mame také uveden vztah mezi délkou strany a vyskou, proto se nabizi také druhy

zpisob vyjadieni obsahu pravé ve vztahu k témto dvéma udajim (bod 9).

V zadani vSak nejsou uvedeny piimo ¢iselné hodnoty pro délky, ale jsou vyjadieny
ve vzajemném vztahu. To znamena, Ze je nutné pracovat s algebraickym vyjadfenim jedné
hodnoty vzhledem k druhé. Tento postup tedy zahrnuje pomérn¢ zdlouhavé algebraické

upravy k ziskani pozadovanych udaji (bod 11).

Na zav¢ér je tfeba oba zplisoby vypoctu obsahu kosoctverce vyjadrit jako rovnost, ze
které 1ze pomoci dalSich algebraickych uprav ziskat poZzadovany vysledek. Jelikoz iloha
nepracuje s ¢iselnymi hodnotami délek, ale vSe je vyjadieno v obecnych vztazich, feSeni se

soustfedi na algebraickou reprezentaci téchto délek, bez potieby Ciselné reprezentace miry.
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3.5 Ulohy z polské maturity zakladni iirovné 2023

3.5.1 Uloha ¢&. 22
Jedna se o ulohu (Obr. 30) z maturitni zkouSky zakladni tirovné z jarniho terminu v roce

2023. Soucasti zadani je text ulohy a pokyn k vyfeseni. Je nutné zapsat cely postup feseni.

Zad4ni 22. (0-2)

Pravouhlé trojuhelniky T a T2 jsou podobné. Odvésny trojuhelniku T maji délky 5 a 12.
Piepona trojuhelniku T> ma délku 26.

Vypocitej obsah trojuhelniku T2. ZapiS své vypocty.

Obr. 30: Uloha k analyze VIII (CKE, 2023a, s. 19)

Vzorové reSeni
Pravouhlé trojuhelniky a jejich rozméry jsou znadzornény v nacrtku k loze na nasledujicim

obrazku (Obr. 31).

Obr. 31: Nacrt k viloze VIII

Zpusob I:

Jestlize zndme v pravouhlém trojuhelniku Ty délky odvésen, pomoci Pythagorovy

veéty miizeme snadno dopocitat délku prepony a.
a’? =52+ 122 =25+ 144 = 169

a=13
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Zname tedy délky pfepon obou trojuhelniki, o kterych vime, ze jsou podobné. To

nam umoznuje urcit koeficient podobnosti k.
26 =k-13
k=2

Nyni madme dvé moznosti, jak koeficient k vyuzit. Mizeme ho vyuzit k zjisténi délek
odvésen v trojuhelniku T2 a z nich dopocitat obsah tohoto trojuhelniku. Druhou variantou je,

ze koeficient podobnosti pouzijeme ptimo k vypoctu obsahu trojihelniku.
Nejprve uvedu prvni variantu:
x=k-5=2-5=10
y=k-12=2-12 = 24.

Vime tedy, Ze ptepony v trojuhelniku T2 maji délky 10 a 24. Vzhledem k tomu, Ze se
jedna o pravouhly trojuhelnik, zname vSechny potiebné udaje k dopocitani obsahu tohoto

trojuhelniku.
Xy
s=_"Z
2

5_10-24
T2

=120 j?
Zpuisob II:

Druh4 varianta tfeSeni vychazi z tvrzeni o plochach podobnych obrazcti uvedeného
podkapitole 1.3.4 Geometricka zobrazeni. Plati tedy:
Py _ 2
Py ’
Spocitame tedy obsah trojuhelniku T a dosadime do upraveného vztahu, ktery je

uveden vyse.

5-12
Sy =~—5—=30

S=58,-k*=30-2%2=120j>
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Zpusob I1I:

Z podobnosti trojuhelnika T a T> vime, Ze plati:

Z tohoto vztahu mizeme vyjadfit x, které pak dosadime do Pythagorovy véty platné
v trojuhelniku T».

_ 5y
T2
x% +y? = 262
5y2 5
> = 262
(12) Ty
25y? " "
144 +y° =126
169y?
= 262
144 6
= 144 26 = 24
Y= 169 “° 7

Mame tedy vSechny potfebné udaje pro vypocet obsahu trojuhelniku T-.

5_10-24
)

=120 j?

Komentar k aloze

PrestoZe Ize ulohu vyfesit n€kolika zplsoby, klicové body ze shrnuti porozuméni mite, které

pfifeSeni vyuZzijeme, jsou u vSech zplisobt stejné, zalezi pouze na potadi jednotlivych kroki.
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Prvnim dulezitym poznatkem je uvédomeéni si, Ze v tloze pracujeme s pravothlymi
trojuhelniky. Vzhledem k tomu, ze zname délky stran, nabizi se vyuziti Pythagorovy véty

(bod 14.2) k vypoctu neznamych délek.

Dalsi zndmou skuteCnosti je vztah mezi obéma trojuhelniky. Vime, Ze tyto
trojuhelniky jsou navzajem podobné, coz ndm umoziuje vyjadiit vztah mezi jednotlivymi

stranami, piipadné mezi plochami obou trojihelnikt (bod 15).

Cilem ulohy je zjistit obsah vétSiho trojuhelniku. Jelikoz se jedna o pravouthly

trojuhelnik, staci znat délky odvésen, abychom mohli urcit jeho obsah (body 8 a 9).

Ulohu miiZzeme vyfesit prevazné algebraicky, kdy nakonec dosadime &iselné hodnoty
a vysledek vyjadiime numericky. Zaroven vsak lze také ¢iselné hodnoty vyuzit od zacatku

a fesit ulohu spiSe numericky.

3.6 Ulohy z polské maturity rozsifujici irovné 2023

3.6.1 Uloha&. 8
Uloha ¢&islo 8 (Obr. 32) je vybrana z didaktického testu z rozsifujici Grovné matematiky
konaného v jarnim terminu v roce 2023. Jednd se o otevienou ulohu, k jejimuz feSeni je

potieba zapsat cely postup.

Zad4ni 8. (0—4)

Ctyfuhelnik ABCD, ve kterém |BC|=4 a |CD| =5, je vepsan do kruZnice.
Uhlopii¢ka AC tohoto &tyfuhelniku svira se stranou BC thel o velikosti 60° a se

;o . v . . 1
stranou AB ostry thel, jehoZ sinus je roven "

Vypocitej obvod ¢tyitihelniku ABCD. ZapiS své vypocty.

Obr. 32: Uloha k analyze IX (CKE, 2023b, s. 12)
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Vzorové reSeni

K feSeni je vhodné udélat si nacrt podle zadani viz Obr. 33.

D

Obr. 33: Nacrt k vloze IX

K vyfeSeni této ulohy lze dojit nékolika zpiisoby, je vSak podstatné znat a vyuzit

tvrzeni ohledné ¢tyitihelniku s vepsanou kruznici.
Zpusob I:

Prvni zplisob feSeni lze provést pomoci sinové véty. Jestlize v trojuhelniku ABC
zname velikosti dvou uhla (respektive jednoho uhlu a hodnoty sinu druhého) a délku jedné
protilehlé strany, pfirozené se nabizi vyuZiti sinové véty k dopocitani délky strany AB.

4 |AB|
sina  sin 60°

ﬂ

3
4 - —
|AB|=—2=2-4-V3=8V3

4

Nyni mizeme vyuzit vztah uvedeny vyse:
|AB| + |CD| = |AD| + |BC]|.

Dosazenim mizeme dopocitat délku strany BC.
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8vV3 +5=4+|BC|
|IBC| =8V3+5—-4=8V3+1
Nakonec souctem délek vSech stran ur¢ime obvod ¢tyithelniku.

0=4+5+8/3+8V3+1=10+16V3
Zpiisob 11:

Dalsim moZznym zplisobem feSeni je vyuziti obsahu trojuhelniku ABC, ktery 1ze urcit
nckolika zptsoby. Vzhledem k tomu, ze zndme délku jedné strany a hodnoty dvou uhli,

nabizi se vzorec:
1 ,
S=E-a-b-smy.
Obsah trojuhelniku ABC mizeme tedy vyjadfit jako:
S = % |AB| - |AC| - sina.
Dosazenim hodnot ziskdme:
S==-]AB|-|AC|-~.
2 4
Stejny obsah Ize také vyjadtit pomoci jinych udaji:
$ =—-|BC| - AC| - sin 60°.
Po dosazeni ziskame:
s=21.4-14c]- 2.
2 2

Nyni méame obsah trojihelniku ABC vyjadien dvéma zplsoby, coZz umoznuje sestavit

rovnost a vyjadiit délku strany AB.

1 1 1 V3
= |ABI-AC| -2 ==+ 4-|AC| - —
V3
IAB|=4'4'7=8V3
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Znédme tedy délky tii stran a miZzeme op¢t vyuzit vztah platny pro ctyfuhelnik

s vepsanou kruznici k dopocitani obvodu. Jestlize plati vztah
|AB| + |CD| = |AD| + |BC],
muzeme obvod dopocitat takto:
0o=2-(JAB| +|CD|) = 2-(8V3 +5) = 16V3 + 10.
Zpiisob I11:

Tento zplsob feSeni neni autorsky, ale vychazi z navrhu vzorového tfeseni (CKE,
2023d).
Toto feseni vychazi z doplnéni vysky do trojuhelniku ABC, jak je znazornéno na

nasledujicim obrazku (Obr. 34).

Obr. 34: Doplnéni vysky do nacrtu

Doplnénim vysky se trojihelnik ABC rozdé€li na dva mensi pravouhlé trojtihelniky
ABX a BCX. Pomoci goniometrickych funkci v téchto trojuhelnicich miizeme dopocitat
chybéjici délky.

Nejprve vyuzijeme funkci sinus v trojuhelniku BCX a ur¢ime délku vysky BX.

. 60(,_IXBI
Sin = |BC|
V3 _ |XB
2 4
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43
IXBl =T=2\/§

Nyni, kdyz zname délku vysky X B, mizeme goniometrické funkce pouziti v druhém
vzniklém pravouhlém trojuhelniku ABX k dopocitani délky strany AB.

|XB|
|AB|

1 2V3

4 [AB|

2\/§=

sina =

|AB| = 8v3

i

Stejné jako v predchozim zptisobu dopocitime obvod ctytuhelniku.

0=2-(|AB| +|CD|) =2-(8V3 +5) = 16V3 + 10

Komentar k dloze

Tuto ulohu Ize (podobné jako predchozi tlohu — Obr. 30) vytesit nékolika zpisoby. V tomto
pripadé se vSak znalosti potifené k jednotlivym postuptim lisi. Co vSak zlstava u vSech
variant feSeni stejné, je vyuziti vztahu platiciho v te¢novém ctytuhelniku (bod 15). Plati-li
tento vztah, pak ndm k urceni obvodu (bod 6) staci znat délky dvou libovolnych protéjsich
stran, z ¢ehoZ vyplyva, ze k urceni obvodu staci zjistit délku jedné dalsi strany. Mlzeme se
tak soustfedit pouze na praci s trojihelnikem vytvofenym uhlopti¢kou obrazce. Vzhledem

k zadanym hodnotam je vyhodné pracovat s trojuhelnikem ABC.

V tomto trojuhelniku zname délku jedné strany a vlastnosti dvou hli, coz vede
k vyuziti sinové véty. Dosazenim a Gpravou rovnice ziskdme chybéjici délku strany. Tento
zpisob feseni tedy kromé& prace s uhly vyzaduje i porozuméni vztahim v trojihelniku

(body 13 a 14.a).

Dalsi zptisob feSeni k zjisténi chybé&jici délky vyuziva vzorec pro obsah trojuhelniku.
Pomoci délky dvou stran a velikost jimi seviené¢ho uhlu Ize vyjadiit obsah tfemi zptsoby.

Jelikoz zname hodnoty dvou tihll v trojuhelniku, miiZzeme vyjadfit oba tyto vyrazy a poloZit
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je jako rovnost, ze které miizeme urcit chybéjici délku. Tento ptistup tedy odkazuje na praci

s obsahem (bod 8) a jeho algebraické vyjadieni (bod 11).

V poslednim zminéném zplisobu feSeni je potfeba do obecného trojuhelniku doplnit
vysku, ¢imz vzniknou dva pravouhlé trojuhelniky. Diky zndmym vlastnostem n¢kterych
uhll se nabizi vyuziti trigonometrickych funkei. Stejn€ jako ptedchozi zpiisoby, tak i tento
pracuje s porozuménim thlim (bod 13), vztahlim v trojihelniku (bod 14.a) a algebraickym
upravam (bod 11).

Uloha tak testuje pfedeviim schopnost rozpoznat vztahy v obrazci. Zadani umoziiuje
odhalit riizné vlastnosti a vyuzit je pii feSeni, ¢imz se vytvari prostor pro vice spravnych

zpisobi feseni.

3.7 Ulohy z polské maturity zakladni irovné 2024

3.7.1 Uloha ¢&. 21
Tuto ulohu (Obr. 35) lze nalézt v didaktickém testu maturitni zkousky z matematiky
(zékladni Groven) z jarniho terminu roku 2024. Jedna se o uzavienou ulohu, jejimz feSenim

tedy bude jedna z variant A-D.

Zadani 21. (0-1)
Je dan rovnobéznik s délkami stran 3 a 4 a thlem mezi nimi o velikosti 120°.
Dokonci vétu. Vyber spravnou odpovéd’ z uvedenych moZnosti.

Obsah tohoto rovnobézniku je roven

A. 12 B. 12V3 C.6 D. 613

Obr. 35: Uloha k analyze X (CKE, 2024b, s. 19)

Vzorové reSeni
Nacrt ulohy (Obr. 36) je ud€lan tak, aby z néj byly zfejmé oba zplisoby feSeni. Modrou

barvou jsou zvyraznény udaje pro prvni zplisob, ¢ervenou udaje pro zplsob druhy.
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Obr. 36: Nacrt k viloze X

Zpusob I:

Do rovnobézniku doplnime vysku, ktera nam vytvofi pravouhly trojihelnik. Pomoci

goniometrickych funkei v tomto trojihelniku miizeme dopocitat délku vysky v.

30° = v
cos =3

v=23-cos30° =

w
l\.)<|
w

Obsah rovnobé&zniku zjistime pomoci bézn€ zndmého vzorce S = a - v.

33
S=4-T=6\/§

Zpusob II:

Rovnobéznik 1ze rozdélit uhloptickou x na dva shodné trojuhelniky. Protoze obsah
rovnobé&zniku je souctem obsahil téchto dvou shodnych trojihelniki, sta¢i ndm urcit obsah

jednoho z nich.

K vypoctu obsahu trojihelniku je vhodné vyuzit vzorec, ktery vyzaduje znalost délek

dvou stran a velikost jimi sviraného thlu, coZ v tomto pfipad¢ spliiujeme.

1
SA=§-a-b-siny
1 V3
SA:E 3 47:3\/5
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Obsah rovnobézniku je tedy dvojnasobkem obsahu jednoho trojuhelniku:
§$=2-5,=2-3/3=6V3.

Spravna odpovéd’ je varianta D.

Komentar k dloze
Cilem ulohy je zjistit obsah rovnobézniku. Nabizi se bézn¢ vyuzivany vzorec pracujici
s délkou strany a velikosti na ni kolmé vysky. Stejné jako v predchozi tloze (Obr. 32) je

vsak potieba vysku do obrazce doplnit a nasledné zjistit jeji délku.

Pokud si vySku vhodné€ zakreslime do nacrtku, lze vidét, Ze vytvoii pravouhly
trojuhelnik, jehoz pfepona odpovida jedné ze stran rovnobézniku, tedy jejich délky se
rovnaji. V tomto pravouhlém trojuhelniku mtizeme také diky vlastnosti sty¢nych uhli zjistit
velikost potfebného uhlu (bod 13). Pomoci goniometrickych funkei v pravouhlém
trojihelniku (bod 14.a) nasledné dopocitame délku vysSky. Dosazenim vysky do vzorce pro

vypocet obsahu pak ziskdme pozadovany vysledek (body 10 a 11).

Druhy zptsob feseni uvazuje rozdéleni rovnobézniku na dvé shodné poloviny.
V tomto piipad¢ tedy staci zjistit obsah poloviny utvaru a vysledek vynésobit dvéma.
Polovinu ttvaru tvoii trojiihelnik, u néhoz zname délky dvou stran i velikost jimi sevien¢ho
uhlu. Tyto hodnoty miizeme dosadit do vzorce pro vypocet obsahu. Tento postup se odkazuje

na body 8 a 14.a ze shrnuti, tedy zavedeni obsahu a spravné uziti vztahti v trojuhelniku.

3.7.2 Uloha & 31
Uloha ¢&islo 31 (Obr. 37) je z didaktického testu ze zakladni arovné matematiky z jarniho
terminu v roce 2024. Jedna se o optimalizacni slovni tlohu, kterd pozaduje zapis celého

postupu feSeni. Soucasti zadani je ndzorny obrazek.
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Zadani 31. (04)

V utulku pro zvifata je tfeba na rovném povrchu postavit oploceni z pletiva, které vymezi
tii stejné vybehy se spoleénymi vnitinimi sténami.
Zakladem kazdého ze tfi vybeht je obdélnik (jak je zndzornéno na obrazku).

Na stavbu tohoto oploceni je potieba pouzit 36 metri bézného pletiva.

Schématicky nékres tfi vybehi (pohled shora).

Pletivo je oznaceno ¢arkovanou Carou.

vybéh 1. vybéh 2. vybél 3.

Vypocitej rozméry x a y jednoho vybéhu, pri kterych bude soucet ploch zaklada
téchto tfi vybéhu nejvétsi. Pri vypoctech zanedbej Sifku vstupu do kazdého

z vybéhu. Zapis své vypocty.

Obr. 37: Uloha k analyze XI (CKE, 2024b, s. 27)

Vzorové reSeni

Zpusob I:
Ze zadani vime, ze celé pletivo ma 36 m. Plati tedy vztah:
36 = 4x + 6y.

Z této rovnice muZzeme vyjadfit y.
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_36—4x_ 2x

2" 6
Y 6 3

Vzhledem k tomu, Ze x i y vyjadiuji délku pletiva, je ziejmé, Ze obé tyto hodnoty

musi byt kladné. Plati tedy:
, v 2x
x > 0azaroven y = 6—?> 0.

Z téchto nerovnic mizeme zjistit interval, jehoz hodnoty miiZze x nabyvat.

6- 250
3

18 > 2x
x<9
Dostavame tedy, ze x € (0;9).

Mame zjistit nejvétsi mozny obsah obrazce, k ¢emuz vyuzijeme vzorec pro vypocet

obsahu obdélniku:
S=x-3y=x-3-(6-%).
Upravou ziskame rovnost:
S = —2x% + 18x.
Muzeme tuto rovnost vnimat také jako kvadratickou funkci.
S(x) = —2x?% + 18x

Graf této funkce je parabola, jejiZ vrchol ur€uje nejvétsi mozné x, coz je pozadované

feSeni. Pro vypocet soutadnic vrcholu V mizeme vyuzit vzorec:

_h _n2
T
2a 4a

Y L. , _—b
Potiebujeme hodnotu x, tedy vyuZijeme vyraz -

-18 9

BTN ET) b i

X

Je splnéna podminka 4,5 € (0;9), staci tedy dopocitat hodnotu y.

68



245
y=oTE T 3

Vysledkem je, ze optimalni rozmeéry jednoho vybéhu jsou x = 4,5may = 3 m.

Obdobn¢ bychom mohli z piivodni rovnosti 36 = 4x + 6y vyjadfit x misto y, nebo
zavést substituci a = 3y. V obou pfipadech by nasledny postup zlstal stejny jako ve

vzorovém feseni, pouze bychom pracovali s jinymi hodnotami.
Zpiisob 11:

Tento zpiisob feSeni vyuziva vysetieni pritbéhu funkce k urc¢eni extrémnich hodnot.

Zacatek postupu je stejny jako v predchozim zptisobu feseni.

Ze vztahu 36 = 4x + 6y vyjadiime y.

—6——=
Y 3

Z podminek tlohy uréime mozné hodnoty x. Plati x > 0 a zarovenn y = 6 — %x >0,
tedy x € (0;9).

Dosazenim do vzorce pro vypocet obsahu obdélniku S = x -3y dostaneme

kvadratickou funkci.
S(x) = —2x% + 18x

Nyni provedeme vySetieni pribéhu této funkce, abychom urcili lokalni extrémy a

intervaly monoténnosti.

Prvni derivace poloZime rovno nule a ziskdme hodnotu lokalniho extrému.

S'(x)=0
—4x+18=0
—9—45
x=5=4

Zaroven plati:
pokud y' < 0, je funkce klesajici,

pokud y' > 0, je funkce rostouci.
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V tomto ptipad¢ plati:

S'(x) < 0 pro x € (4,5;9),
S'(x) > 0 pro x € (0;4,5).

Funkce S(x) je tedy rostouci v intervalu (0; 4,5) a klesajici v intervalu (4,5;9). Je
tedy zfejmé, ze lokdlni extrém funkce x = 4,5 je jeji maximum, tedy nejvyssi mozna
hodnota.

Dosazenim ziskame hodnotu y.

T 245
y=oTE T 3

Optimalni vysledek jex = 4,5may =3 m.
Zpiisob II1:

Tento zpiisob feSeni neni autorsky, ale vychazi z nadvrhu vzorového feSeni (CKE,

20244d).

Vime, ze plati vztah 4x + 6y = 36. Zkusme uvazovat jiny tvar, pro ktery bude platit

stejnd rovnost (viz Obr. 38).

SRN "

Obr. 38: Preskupeni obrazce v uloze XI

Obvod tohoto nového ttvaru je vyjadien stejnym vztahem jako celkova délka pletiva

v zadani tlohy. Hledame tedy takové hodnoty x a y, pro které obsah obrazce S = 2x - 3y
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bude co nejveétsi. Z kapitoly 1.2.5 Vztah obvodu a obsahu vime, ze pfi stdlém obvodu ma
nejvetsi mozny obsah kruh. Opaénym extrémem se stalym obvodem a minimalnim moznym
obsahem je dlouhy uzky obdélnik. Protoze vSak potiebujeme ,hranaty* utvar,

nejoptimalnéjsi bude tvar ctverce.
Pro novy utvar tedy plati, ze vS§echny jeho strany jsou stejné dlouhé.
2x = 3y
Dostavame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, kterou miizeme snadno
dopocitat.

{4x+ 6y = 36
2x = 3y

Resenim ziskame rozméry x = 4,5may = 3 m.

Komentar k uloze

Tato uloha pozaduje vypocet rozmért v obdélniku, pokud zndme soucet vSech jejich délek
(délku pletiva), a chceme, aby mé&l obdéInik nejvétsi mozny obsah. Reseni této ulohy miize
byt Cisté geometrické, je vSak také mozné na obsah obdélniku pohliZet jako na kvadratickou

funkeci.

Prvni dva uvedené zpiisoby vyuzivaji pravé tento pohled. Jestlize vyjadiime délku
pletiva jako soucet neznamych rozmérli, miizeme jeden tento rozmér vyjadfit v zavislosti na
druhém (bod 11). Po dosazeni tohoto vyrazu do vzorce pro vypocet obsahu obdélniku
ziskame vztah s jednou nezndmou. Dalsi kroky jiZ s porozuménim mife pfimo nesouvisi,

feSeni zavisi spiSe na praci s funkcemi a jejich grafy.

Ulohu viak lze vyfesit také geometricky, pokud vyuZijeme znalosti vztahu mezi
obvodem a obsahem obdélniki (bod 12). Vyjadiime-li si délku pletiva jako soucet rozmérd,
muzeme puvodni obrazec pieskupit (bod 2) tak, aby tato délka byla rovna obvodu nového
obrazce. V tomto bod¢ je tfeba se odkdzat na znalost extrémnich ptipad obsahli obrazcii se
stalym obvodem. S vyuzZitim této znalosti a nckolika algebraickych Uprav (bod 11) pak

muzeme dojit k pozadovanym hodnotam.
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3.8 Ulohy z polské maturity roziifujici iirovné 2024

3.8.1 Uloha&.9
Jedna se o tlohu (Obr. 39) z didaktického testu maturitni zkousky z matematiky rozsitujici
urovné konané v jarnim terminu v roce 2024. Jde o otevienou Ulohu, kterd je zadana

vychozim textem a obrazkem. Soucasti feSeni ma byt cely postup.

Zadani 9. (04)

Je dan &tverec ABCD se stranou délky a. Bod E je sttedem strany CD. Uhlopti¢ka BD
rozdéluje trojuhelnik ACE na dva obrazce: AGF a CEFG (viz obrazek).

D E c
F
G
A a B

Vypocitej obsahy obrazci AGF a CEFG. Zapis své vypocty.

Obr. 39: Uloha k analyze XII (CKE, 2024c, s. 14)

Vzorové reSeni

Zpusob I:

Bod G je stfedem usecky AC a bod E je sttedem useCky CD. V trojuhelniku ACD

tohoto trojuhelniku. Z toho plynou vztahy:
|AF| : |FE| =2 : 1,

IDF|: |FG| =2 1.
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Pro dal§i vypoCty budeme potiebovat délku FG, kterou ve vztahu k celé
téznici DG vyjadiime jako:
FG| = 21DG].

Nyni, kdyz mame vyjadienou délku FG, mizeme dopocitat obsah pravouhlého

trojuhelniku AGF.

DG|-3-1p6] 22202 pp2 2
SAGF= = = = —
2 2 24 12

Obsah ctyfthelniku CEFG uréime jako rozdil obsahii trojuhelniku ACE a
trojahelniku AGF.

Scerc = Sace — Sacr

Scerc = Z *Sagcp — Sacr

2
12a

Scerc = Z'a 12

2a% a?

Scere = 12 = 6

2 a2

Vysledkem tedy je Syqr = % a Scere = o "

Zpusob II:

Pro vypocet obsahu pravouhlého trojuhelniku AGF potiebujeme znat délky stran AG
a FG. Protoze se jedna o pravouhly trojiihelnik, nabizi se vyuziti Pythagorovy véty. Nejprve
vSak musime zjistit délku strany AF, kterou ziskdme pomoci vztahli v pravouhlém
trojuhelniku AED. K teSeni kromé& Pythagorovy véty vyuZijeme také vétu o osové

soumérnosti thlu v trojuhelniku.
Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik AED mlZeme urcit délku strany AE.

|AE|? = |AD|? + |DE|?

AE|? = a? + (g)2
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5
JAE| = |- = =~

Pomoci véty o ose uhlu v trojahelniku pak zjistime délku strany AF.

|AF| _|AD|
|FE| ~ |DE]|
|AF | _a
|FE| &
2
|AF| ,
|AE| — |AF|
|AF|
25— 14F|

|AF| = aV/5 — 2 - |AF|

3-|AF| = aV/5
a5
AR =3"

Nyni, kdyZ zname délky stran AF 1 AG (polovina Uhlopfi¢ky), mizeme pomoci

Pythagorovy véty vypocitat délku strany FG.

|FG|? = |AF|? — |AG|?

(-

5a° 2a? 20a?—18a? 2a?
|FG|? = — = =
9 4 36 36

a2
IFGI =T

Diky zjisténym hodnotam zjistime obsah trojihelniku AGF.
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Saor =T T T 12
Nyni sta¢i dopocitat obsah ctyfuhelniku CEFG.

a’> a*> a*

Scerc = Sace — Sagr = Z —E = 6
Zpusob I11:

Tento zplisob feSeni neni autorsky, ale vychazi z navrhu vzorového tfeseni (CKE,

2024¢)

Pokud do néacrtu dokreslime n¢kolik pomocnych Car, ziskame podobné trojuhelniky,

jak je znazornéno na nasledujicim obrazku (Obr. 40).

D E &
Y
F i
. A
G
A a B

Obr. 40: Nacrt k viloze XII

Bod X je stitedem strany BC a bod Y je stfedem strany GC. MlZeme vidét, Ze
trojuhelniky AGF a AYE jsou podobné, protoze maji shodné uhly. Z poméru délek stran AG

a AY mizeme urcit koeficient podobnosti.

1
a6 ;lAC]
vl e

4 2
6 3
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Z tvrzeni o plochéch podobnych obrazci vime, ze pomér obsahti podobnych ttvart
je roven druhé mocniné koeficientu podobnosti. Obsah trojuhelniku AGF tedy lze vyjadrit

pomoci obsahu trojuhelniku AYE, ktery mizeme diky zndmym hodnotdm vyjadfit. Délka

strany AY je 3(14—\/5, délku strany EY zjistime z pravouhlého trojihelniku EPC.

|EP|? = |PC|* + |CE|?

v = (5) + () =5

P = a2
2
Protoze EY je polovinou strany EP, do vypoctu obsahu dosadime hodnotu aT‘/E.
3
AY|-|EY L |ACI-|EY|
Sacr = k2 “Sayp = k2 .||2#: kZ.%

2 ~9 32 12

2\? Z'aﬁ'%i 4 6a2 a2
AGF (3) =3

Nakonec dopocitdme obsah ctyfuhelniku CEFG.

a’> a* a*

Scerc = Sace — Sagr = Z - 12~ 6

Zpusob IV:
Tento zpusob feSeni neni autorsky, ale vychazi z navrhu vzorového tfeseni (CKE,
2024e)

Cely obrazec lze zasadit do Ctvercové sit€¢ (viz Obr. 41). Vzhledem k tomu, ze

jednotlivé body obrazce lezi v poloving, tietin€ nebo ¢tvrtin€ strany ¢tverce, je vhodné zvolit

s g , 1
miizku s velikosti ¢tverce x, pro kterou plati: x = 5%
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Obr. 41: Zasazeni obrazce do mrizky

Diky této miiZzce miizeme snadno urcit obsahy nékterych trojthelniki, které nasledné

vyuzijeme k dopocitani pozadovanych obsaht.

12x - 8x
SABF - = 4'8x2
2
12x - 6x
SABG = T == 6x2

Obsah trojuhelniku AGF pak spocitame jako rozdil téchto dvou obsahd.

Sacr = Sapr — Sasc
a2

a 2
= 2 _ 2 — 2 — | — =
Sacr = 48x% — 36x2 = 12x?% = 12 ( ) .

12

Podobné dopocitame obsah ¢tyitihelniku CEFG jako rozdil obsahti trojuhelnikd CDG

a DFE, jejichZ obsahy lze opét snadno zjistit z ctvercové sité.

12x - 6x )
SCDG = T = 36x

6x * 4x )
SDFE = > =12x

Dopocitame obsah ctytuhelniku CEFG.

Scer¢ = Scpc — SprE
2 a’

a
Scerg = 36x% — 12x% = 24x?% = 24 - (E) = —
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Komentar k dloze
Je dilezité zminit, ze ulohu lze vytesit vice zplisoby nez pouze Ctyfmi uvedenymi. Napiiklad
ze zpusobu IV by bylo mozné odvodit feSeni, pti kterém se obrazec zasadi do kartézské

soustavy soufadnic s body A = [0,0], B = [a,0], C = [a,a]la D = [0, a].

Ve vSech zptsobech feseni je vSak kliCcové porozuméni vztahiim v obrazci.
Vzhledem k tomu, Ze jsou v ném zakresleny uhlopficky, je vhodné znat jejich vlastnosti
(bod 14.b). V utvaru je navic znadzornéno nékolik trojuhelnikd, je tedy potfeba porozumeét i
jejich vlastnostem a vztahiim. Prvni zpiisob vyuziva vlastnosti téZznic, druhy pracuje
s Pythagorovou vétou a tvrzenim o osové soumérnosti thlu. Obecné lze fici, Ze oba tyto
postupy vychdzeji z hledani vhodnych trojuhelniki v obrazci a vyuziti jejich vlastnosti

k vyteseni (bod 14.a).

Obsah pozadovaného trojihelniku se pak zjisti pomérné intuitivné, protoze se jedna
o pravouhly trojuhelnik. Naopak urceni obsahu ctyfuhelniku vyZaduje znalost vlastnosti
obsahu (Obsah libovolného geometrického obrazce slozeného z nékolika neprekryvajicich
se geometrickych obrazcii, se rovna souctu obsahii téchto obrazcii.). V tomto ptipadé se tedy

pozadovany obsah urci jako rozdil obsahti trojahelniki (bod 8).

Ttreti uvedeny zplsob feSeni je zalozen na praci s podobnymi trojihelniky (bod 15).
Do obrazce jsou doplnény tsecky tak, aby bylo mozné nékteré idaje vyjadrit v zavislosti na

jinych. Plati tak vztahy mezi podobnymi délkami i mezi podobnymi obsahy.

Ctvrty zplisob feseni zasazuje obrazec do étvercové miizky. Pozadované obsahy se
pak zjisti dopocitdnim téchto ctvereckl. V tomto pifipad€ lze mluvit o zvoleni vhodné
jednotky (Ctverecek jako jedna dvandctina strany Ctverce) a strukturaci prostoru pomoci této

jednotky (body 3 a 7).

Reseni této tlohy tedy vyzaduje nalezeni a spravné pochopeni vztahii v obrazci.
JelikoZ je moZné v obrazci nalézt (¢i doplnit) vice riznych vztahi, je klicové zvolit pro dany

postup prave ty vhodné.
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3.9 Porovnani Ceskych a polskych tloh

Analyza vybranych uloh z ¢eské a polské maturity odhalila n€kolik rozdilti v pfistupu
k testovani znalosti miry v geometrii. Tyto rozdily lze pozorovat nejen ve zptisobu zadani,

ale 1 v metodach feseni a v jejich zasazeni do realnych situaci.

Jednim z vyraznych rozdilt je zptsob, jakym jsou tlohy prezentovany. Polské ulohy
Casto pracuji pouze s Cisly bez explicitniho uvedeni jednotek, zatimco ¢eské ulohy jednotky
vétSinou obsahuji. Oba ptistupy mohou mit své piinosy. Zatimco vypusténi jednotek mize
klast vyssi naroky na praci s algebraickymi vyrazy a vyjadieni hodnot v zavislosti na jinych,
jejich vyuziti mize naopak Zakiim usnadnit orientaci v zaddni. V analyze je tento pfistup
patrny Castéjsi praci s pfesnymi ¢iselnymi hodnotami (bod 10) v ¢eskych tloh4ch nez v téch

polskych, ve kterych se vice pracuje s algebraickymi reprezentacemi jednotlivych udaja.

Dalsim zajimavym aspektem je porovnani didakticky testl s jejich vzdélavacimi
programy. Z tohoto hlediska souladu s kurikuldrnimi dokumenty — ¢eskym Rémcovym
vzdélavacim programem (RVP) a polskou Podstawa programowa — lze fici, zZe analyzované
ulohy odpovidaji pozadavkim obou systémui. Mezi o¢ekavanymi vystupy RVP tykajici se

miry v geometrii Ize najit:

*  pouziva geometrické pojmy, zduvodnuje a vyuziva viastnosti geometrickych utvarii
v roviné a v prostoru, na zakladé vlastnosti tridi utvary,

*  wuzivd ndcrt pri reSeni rovinného nebo prostorového problému,

* vulohach pocetni geometrie aplikuje funkcni vztahy, trigonometrii a upravy vyrazii,
pracuje s proménnymi a iracionalnimi cisly,

s Fesi planimetrické a stereometrické problémy motivované praxi. (MSMT, 2021)

Pravé druhy a tfeti vystup odpovidaji feSenim vybranych ceskych uloh pomérné
presné. Vyuziti vhodného nacrtu je Casto pii feSeni tiloh nezbytné, spravné rozkliCovani a
pouziti vzorci je pak Casto vhodnym feSenim (nalezeni vztahli v obrazcich, bod 14, je
klicové ve vice nez poloving ¢eskych uloh). Naopak ¢tvrty vystup, tykajici se praktickych
aplikaci, byl pfitomen ve vSech testech jen minimalné. AZ na slovni tlohu s lesni Skolkou
(Gloha k analyze V — Obr. 25) jsou vSechny Ceské ulohy formulovany Cisté geometricky bez

propojeni s problémy motivovanymi praxi.
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Podstawa programowa, kterd je ve srovnani s RVP koncipovana stru¢néji a obecnéji,
stavi vyuku matematiky na tfech zakladnich pilifich: rozvoj matematického uvazovani,
vypocetni dovednosti a znalost viastnosti matematickych objektii. (Ministerstwo Edukacji

Narodnowej, 2018)

Matematicke uvazovani je schopnost najit Feseni daného probléemu. Pri dobrém
vzdeélani rozviji schopnost konstruktivniho mysleni a odménuje nekonvencni a kreativni
chovani. Dobré zviadnuti dovednosti matematického uvazovani usnadnuje odliseni pravdy

od IZi v kazdodennim Zivote. (Ministerstwo Edukacji Narodnowej, 2018)

Z této perspektivy lze fici, Zze polské ulohy odpovidaji pozadavkiim k inovativnimu
feseni. Zaci jsou vedeni k objevovani souvislosti mezi matematickymi objekty a maji
moznost volit rizné originalni zplsoby feSeni. Stejné jako cesky RVP 1 Podstawa
programowa podporuje praktické vyuziti matematiky, avSak v analyzovanych testech se
tento aspekt vyraznéji neprojevuje. Vyjimkou je pouze jedna optimalizac¢ni uloha (uloha

k analyze XI — Obr. 37), zatimco ostatni jsou Cisté geometrické.

Celkove¢ lze fici, ze Ceské a polské tlohy skuteéné odpovidaji pozadavkiim svych
vzdélavacich programii (RVP a Podstawa programowa). Zatimco ¢eské RVP klade dliraz na
vyuziti vhodného nacrtku, pochopeni vztaht a vyuziti vzorcd, coz reflektuji i vybrané lohy,
Podstawa programowa podporuje kreativni ptistupy k feseni, coz se v polskych ulohach

projevuje vétsi variabilitou feSent.
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Zavér
Hlavnim cilem této prace bylo zanalyzovat a porovnat ¢eské a polské ulohy tykajici se miry
v geometrii v kontextu konceptualniho porozumeéni. Analyza vybranych uloh z maturitnich

testl se proto opirala o teoreticky rdmec konceptudlniho pochopeni miry, ktery byl

rozpracovan v prvni ¢asti této prace.

V tvodnich kapitolach byly predstaveny klicové aspekty konceptualniho porozumeéni
mife v geometrii. Jsou vysvétleny pojmy jako konzervace miry, iterace vhodné jednotky,
strukturace prostoru nebo multiplikativni vztahy mezi rozméry, které jsou zdkladnimi pilifi
konceptualniho porozuméni mife v geometrii. Tyto koncepty jsou zasadni pro hlubsi
porozumeéni obvodu a obsahu a mohou usnadnit feSeni uloh bez nutnosti mechanického

memorovani vzorcu.

Dale byly stru¢né shrnuty charakteristiky ¢eského a polského skolského systému a
maturitnich zkousek v téchto zemich, coz poskytlo kontext pro naslednou analyzu uloh.
Druh4 ¢ast prace se tedy vénovala rozboru vybranych uloh z didaktickych testl zakladni i
roz§itujici urovné z let 2023 a 2024. Kazda uloha byla doplnéna vzorovym feSenim a

komentatrem, ktery celou tlohu zhodnotil.

Analyza ukazala, Ze vSechny ulohy podporuji konceptudlni porozuméni mife
v geometrii jinak, pfi¢emzZ je znat 1 drobny rozdil mezi ¢eskymi a polskymi testy. Zatimco
ceské ulohy kladou diraz na vyuziti vhodného néaértku a z néj vycteni spravnych vztaht a
ureni vzorci, polské ulohy se kromé algebraickych postupi zaméfuji na nalezeni
zajimavych vztah a vlastnosti k vyfeSeni. Tato zjiSténi odpovidaji také poZadavkim
¢eského RVP a polské Podstawa programowa, jejichZ poZzadované vystupy do velké miry
odpovidaji stylu testovych uloh. Jedinym vystupem, ktery nemize byt povazovan za splnény

ani v Cesku, ani v Polsku, je zatazeni tloh do praktického Zivota.

Celkov¢ lze fici, ze ob¢é maturity reflektuji specifika svych vzdélavacich systémti.
Ceska maturita vede studenty k feseni uloh tykajicich se miry pomoci spravného pochopeni

podstaty ulohy, zatimco polska klade vétsi diiraz na riizné ptistupy k feseni.
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Vyjadreni k vyuziti nastroji umélé inteligence
Pti psani této bakalaiské prace jsem vyuzila nastroje umélé inteligence, konkrétné Chat GPT.

Tento nastroj jsem pouzila predevsim k piekladu textli z polStiny do Cestiny a k jazykovym

upravam, zejména ke kontrole pravopisu a stylistickému zptesnéni n¢kterych formulaci.
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