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ABSTRAKT

V bakalatské praci se budu zabyvat markyzovym studiem kiivek a pocatky diferencialniho
poctu, které sepsal do spisu pojmenovaného Analyza nekonecné malych. Cilem je
porovnat, jak se 1isi tehdejsi postupy od téch soucasnych na zaklad¢ odlisnych definic
pojmu a odlisnych pfistupti. Zpiisob, jakym budu metody hodnotit, je feSeni stejnych ¢i
obdobnych uloh obéma postupy a nasledné porovnani ziskanych vysledkt. V prvni
kapitole uvadim stru¢ny ptehled historického vyvoje studia kiivek, zékladni adaje o
markyzové zivoté a aktudlni definice pojmi kiivka a funkce. V druhé kapitole vysvétluji
dobové pojmy a znaceni pouzité v Analyze nekonecne malych. V Kapitole tfeti se zabyvam
prvnim diferencialem, hledanim teden a otazkou de maximis & minimis. Ctvrta kapitola
obsahuje rozbor druhého diferencialu a hledani inflexnich bodua. V paté kapitole pouzivam
I’Hospitalovo pravidlo a v kapitole Sesté¢ uvadim celkové porovnani 1’Hospitalova ptistupu
s modernimi postupy diferencidlniho poctu. Vyslednym pozorovanim jsem zjistila, ze
I’Hospitalovy metody nepiinasi ucelené informace o kiivkach, jelikoZ nebral v potaz
zaporné hodnoty proménnych a nepracoval s kolmym soufadnicovym systémem. Zaroven
vSechny jeho definice vychazeji z grafického znazornéni fesenych problému. Prace je
urcena pro vysokosSkolské studenty a ucitele stfednich skol, kterym pomuze pochopit
dilezitost modernich rigoréznich definic. Také v praci vyzdvihuji didakticky pfinos

grafického znazornéni fesenych problém.
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ABSTRACT

In the bachelor’s thesis, I explore the Marquis’s study of curves and the beginnings of
differential calculus, which he compiled in the treatise Analyse des infiniment petits. The
aim is to compare how the methods of the time differ from modern approaches, based on
different definitions of concepts and different methodologies. I evaluate the methods by
solving the same or similar problems using both historical and modern approaches and
comparing the results. The first chapter provides a brief overview of the historical
development of curve studies, basic biographical information about the Marquis, and modern
definitions of the terms “curve” and “function.” The second chapter explains the period
terminology and notation used in Analyse des infiniment petits. In the third chapter, I focus
on the first differential, the search for tangents, and the topic de maximis & minimis. The
fourth chapter contains an analysis of the second differential and the search for inflection
points. The fifth chapter covers I’Hospital’s rule, and the sixth chapter offers
a comprehensive comparison of 1’Hospital’s approach with modern methods of differential
calculus. My findings show that 1’Hospital’s methods do not provide a complete
understanding of curves, as he did not consider negative values of variables and did not use
a Cartesian coordinate system. Moreover, all of his definitions are based on graphical
representations of the problems being solved. This thesis is intended for university students
and secondary school teachers, as it aims to help them understand the importance of modern
rigorous definitions. At the same time, it highlights the didactic value of graphical

representations of mathematical problems.
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Uvod

Ve studiu matematiky se klade diiraz na rizné zpiisoby feseni problémt a naslednou diskusi,
zda jsou tyto zptsoby ekvivalentni. Ke stejnym diskusim dochazelo soucasné s historickym
vyvojem matematiky. Pro svoji bakalafskou praci se zaméfim na oblast diferencidlniho

poctu a poznatky markyze I’Hospitala.

Tato bakaldfskd prace je primarn¢ urcena pro studenty vysokych Skol se zaméfenim
na matematiku a historii matematiky. Dals§i skupinou, kterd mtize Cerpat z této prace, jsou
ucitelé stiednich skol se zajmem o didaktiku matematiky. Budou diskutovana témata
obsahujici odbornou terminologii, vSechna budou podrobné definovdna a ukazina
na vzorové feSenych tlohach. Na zavér porovnam 1’Hospitaltiv ptistup k diferencidlnimu

poctu s aktudlnimi postupy.

Cilem préce je seznamit ¢tenafe s rozdilnymi definicemi v kontextu diferencidlniho poctu
a porovnat definice a tvrzeni, jak je zavedl Guillaume-Francois-Antoine de I’Hospital ve své
praci Analyza nekonecné malych, s moderni vystavbou matematické analyzy realnych funkci
jedné realné proménné podle Richarda Couranta, Vojtécha Jarnika a Jititho Veselého. Dale
se zam&fim na feSeni stejnych problémt obéma pohledy a porovnam vysledky. Konkrétni
pojmy a témata, kterymi se budu zabyvat, jsou diferencidly a derivace, hledani tecny
v daném bodé¢ kiivky, otdzka nejvétSich a nejmensich ordinat neboli extrémi, inflexni body
a konvexnost a konkavnost kiivek. L’Hospitalové pravidlu je vénovéana vlastni kapitola.
L Hospital ve své praci jesté zavadi feSeni problému evolut, kaustik a bodt obalovych car.
Tato témata zde nebudou diskutovana, jelikoZ souvisi s tématem diferencidlnich rovnic
a optiky a obtiZnosti pfesahuji rdmec Gvodnich kurzli matematické analyzy na dneSnich
vysokych Skolach, tudiz by pro cilovou skupinu ¢tendii neméla zminéna témata kyzeny

pfinos.

Primérnim zdrojem je monogratie Markyz de [’Hospital a Analyza nekonecné malych
od Jana Makovského. Jedna se o ¢esky preklad piivodniho francouzského spisu z roku 1696
doplnéného o komentate vychazejici z ruského piekladu z roku 1935, konkrétné pieklad
od N. V. Leviho s komentafem Adolfa Juskevice. Makovsky ve své knize na prvnich
116 strankach popisuje markyzovu akademickou drdhu v kontextu dalSich soudobych

matematikll. Zbytek prace obsahuje pieklad 1’Hospitalovy Analyzy nekonecné malych



za ucelem pochopeni krivych car doplnény o komentat Makovského. Z divodu odliSeni
autorti budu v citacich vztahujicich se ke zminéné monografii rozliSovat, zda se jedna

o markyzovu ¢ast nebo o Makovského komentéaie.

V prvni kapitole stru¢né shrnu historicky vyvoj a dosavadni znalosti o kiivkach do zacatku
18. stoleti. Zaroven uvedu zdkladni biografické udaje o I’Hospitalovi. V ramci druhé
kapitoly vysvétlim L‘Hospitalovo znaCeni a symboliku. V kapitole tieti se zaméfim
na diferencialy, urCovani teCen a hledani extréma, coz piedvedu na nékolika ulohach. Téma
druhého diferencidlu a inflexnich bodl rozpracuji a piedvedu v kapitole Ctvrté.
Nejslavnéjsimu poznatku spojenym s 1’Hospitalovym jménem, tedy I’Hospitalové pravidlu,
se budu vénovat v paté kapitole. V posledni, Sesté kapitole porovnam celkovy piistup

I’Hospitala s aktudlnimi poznatky o diferencialnim poctu.

Kiivkami, vlastnostmi funkci a dal§imi tématy diferencialniho poctu se v minulosti zabyvaly
napiiklad tyto zavéreéné prace: Koudela (2012) O pojeti krivky, Labikova (2022)
Matematickeé krivky ve fyzikalnich probléemech, Mixa (2013) Zakladni pojmy matematickée
analyzy u Newtona, Berkleyho a jejich ndsledovnikii, Prochazkova (2020) Konvexni
a konkavni funkce. V Zadné z nich ale nebyl probirdn L’Hospitaliv pfinos v porovnani

s modernimi postupy.



1 Historicky kontext, kfivky versus funkce

V prvni kapitole stru¢né popisu historii a vyvoj vyznamnych ¢i prelomovych poznatka
o kfivkach az do I’Hospitalovy doby a poté uvedu zakladni tidaje o markyzové zivot¢ a praci.

V posledni fad¢ uvedu soucasnou definici kiivky a funkce.

1.1 Vyvoj krivek a poznatki o nich az do zacatku 18. stoleti
Nasledujici sekce vychdzi ze souhrnné prace Historicky vyvoj pojmu kifivka Lenky
Lomtatidze (2007), konkrétné z prvnich ¢tyi kapitol. Cilem je uvést vycet historie kiivek se

zaméfenim na spisy.

Kiivka se v néjaké formé objevuje v historii uz od pocatku lidstva. Tyto prvopocatky jsou
ryze nematematické a maji spiSe umélecky ¢i ndbozensky vyznam, jako je napiiklad
Véstonickd Venuse a dalsi podobné oblé sosky z doby zhruba 25 000 let pfed naSim
letopoctem (Lomtatidze, 2007, s. 17-18).

Nejjednodussimi  kiivkami, které¢ Ize identifikovat v uméni zdpadni Evropy zhruba
od ctvrtého tisicileti pt. Kr., jsou usecky a kruznice. Pravé tém byl Casto pfisuzovan az
magicky vyznam a mély symbolizovat Slunce a Mésic. Do kruhovitého tvaru byly tak
stavény kamenné struktury slouzici jako slune¢ni nebo mési¢ni kalendaf. Nejznaméej$im
megalitem je anglicky Stonehenge, dale se jedna o zdobené hrobky ¢i jednotlivé menhiry

(Lomtatidze, 2007, s. 18—19).

Uz v Mezopotamii byli tamni stavitelé schopni vypoctl na zaklad€é geometrickych znalosti.
Tato dovednost byla zasadnéji rozvinuta v Egypté, kde pravdépodobné byli nuceni
kazdorocné vytyCovat pozemky v zaplavovanych oblastech u Nilu. Co se tyce stavby
pyramid a chramd, stavitelé konstruovali rytim plidorysy staveb na vydlazdéna prostranstvi.

V Luxoru se tak dochoval tvar ovéalu (Lomtatidze, 2007, s. 20-21).

Obdobnym zpiisobem pfistupovali ke kiivkam v hinduistickych spisech Sulvasiitra neboli
Pravidlo provazce. Kromé architektonického vyznamu mély kiivky vyznam i naboZensky,
napiiklad mandaly, coz jsou zdobené kruZnice v pisku. Posledni zndmou kiivkou tohoto
obdobi je spirla, ktera méla znazoriiovat ,,pohyb &i vifeni* (Lomtatidze, 2007, s. 23). V Ciné

zase vznikl spis Tious cang suan su neboli Matematika v deviti knihach. Oba zminéné spisy



jsou z obdobi prvniho tisicileti pi. Kr. a byly v nich popsany pouze kruznice a elipsa

(Lomtatidze, 2007, s. 22-23, 70-71).

Zé4sadni rozvoj doznalo studium kiivek v obdobi antického Recka a Rima. UZ v mykénské
civilizaci byli schopni vytvaret keramické nadoby bez hrncitského kruhu zdobené krouzky
a spirdlami. Pravdépodobn¢ z Kréty pochazela znalost konstrukce pravidelného pétitthelniku
a sni spojeného zlatého fezu. V obdobi zndmém jako helénistick¢é byl kladen duraz
na studium geometrie a péstovani matematiky jako védniho oboru. Mnoho poznatkl bylo
sepsano do prvnich ucebnic. Zasadni spisy byly Apolloéniovy (260—180 pt. Kr.) Kuzelosecky
a Eukleidovy (352-265 pt. Kr.) Zdaklady. Pravé zde se objevuje prvni definice kiivky, tedy
»cara pak délka bez $itky* (Servit, 1907, s.1). Diky dal$im definicim je zfejmé, ze tak
Eukleides opravdu definoval kiivku, jelikoz ,,pfimé jest ¢ara (pfimka), kterd svymi body
tdhne se rovné* (Servit, 1907, s. 1). KruZnice byla definovéana jako obvod kruhu. DalSimi
vyznamnymi matematiky, kteti se podileli na rozvoji fecké geometrie, byli Vitruvius (asi
90-20 pt. Kr.) a jeho Deset knih o architekture a Klaudios Ptolemaios (85-168 po Kr.)
se spisy Almagest, Nacrtek, Planisférium a Geografie. Zde 1ze najit naznak uziti soutadnic.
Zastupci stiibrného veku byli Proklos (cca 410-485) a Pappos (pfiblizné 290-350), jehoz
spis je dnes znam jako Shirka (Lomtatidze, 2007, s. 29-36).

Geometrie v Recku byla souéasti filozofie. Proto v kontextu riiznych paradoxii a problémi
geometrickych vyvstavaly otazky i logické a byly hledany hranice matematiky. Zname tfi
problémy, jejichz nekonstruovatelnost byla pln¢ dokézana az v 19. stoleti: kvadratura kruhu,
zdvojeni krychle a trisekce thlu. Rekové se snazili najit alespoti pfiblizna, eukleidovsky
konstruovatelna, feSeni. Tak byla objevena Hippiova trisektris nebo také kvadratrix.
Dioklova kisoida z nedochovaného spisu O zapalnych zrcadlech také méla vyznam mnoho
stoleti po svém objeveni. K sestrojeni Nikomedovy kochloidy byl vynalezen novy
konstrukéni stroj. Dnes pouzivany pojem konchoidy se vztahuje k ,,obecnéjsi kiivce®
(Lomtatidze, 2007, s. 54). V architektute, naptiklad na ozdobu iénskych sloupti, se pouzivala
spirala. Archimedes (287-212 pi. Kr.) ji popsal ve spisu O spirdlach a v dnesnich polarnich
soufadnicich je definovéana jako r = a - t, kde t je thel opsany privodicem. Archimedes byl
schopen urcit plochu ¢asti parabolické vysece a metoda vypoctu pfipomind dnes$ni urcity

integral. Okrajové byly znamé i nékteré prostorové kiivky, vychazejici ze spiraly nebo



kruznice, jako je naptiklad konickd spirdla nebo Sroubovice. Obecné se tedy kiivky
rozliSovaly na geometrické a mechanické podle sestrojitelnosti eukleidovskymi

konstrukcemi. Toto rozliSeni pietrvalo az do 17. stoleti (Lomtatidze, 2007, s. 37—66).

VétsSina antickych spist se dochovala do stfedovéku diky arabskym prekladim
a komentéitm, naptiklad bratii Bani Musa (9. stoleti) doplnili teoretickou ¢ast Kuzelosecek.
Omar Chajjam (1048-1131) se zabyval geometrickym feSenim kubickych rovnic

(Lomtatidze, 2007, s. 72-78).

Ve 12. stoleti v jiznich statech Evropy vznikla gotika a geometrie se zde projevila zpocatku
v architektufe. Typickym prvkem jsou lomené oblouky a kiizové klenby, které se skladaji
ze dvou kruznicovych ¢i eliptickych oblouki. Komplikovanéjsi prvek, kterym byla zdobena
okna, se nazyva kruzba. Teoretickou geometrii se zabyval spis Leonarda Pisdnského
Fibonacciho (1170-1250) Practica geometriae. Nicole Oresme (1323—-1382) se zabyval
proportio neboli pomérem dvou velicin a daval ho do souvislosti se vztahem mezi délkami
usecek. Podstatného rozvoje se kiivky v obdobi gotiky nedockaly, pfevazné se prekladaly

star$i spisy. V tomto sméru zmiiiuji Federica Commandina (Lomtatidze, 2007, s. 86-93).

Za bohatsi obdobi z matematického hlediska lze povazovat renesanci. Potfeba novych
zobrazovacich metod pfirozené¢ vyplynula zuméni, kdy se zacala pouzivat linearni
perspektiva. Teoretickymi vlastnosti perspektivy téles bez systematického pojmenovani se
zabyval Albert Diirer (1471-1528) v praci Prispevek k meéreni s kruzitkem a pravitkem
v primkach, rovindch a télesech. Daniel Barbaro (1513-1570) a Hans Lecker (1530-1585)
vytvortili nakresy téles s povrchovou siti. Z perspektivy vznikla projektivni geometrie, které
se vénovali Francois d‘Aiguillon (1566—1617) v Sesti knihdich o architektuie a Girard
Desargues (1591-1661) v Konceptu navrhu dosahu uddalosti stretu kuZele s rovinou. Ten
také zavedl soutfadnice bodu v prostoru. Projektivni vlastnosti kuzelosecek rozvinul Blaise
Pascal (1623-1662) a vyslovil dnes zndmou Velkou Pascalovu vétu o vepsaném

Sestithelniku (Lomtatidze, 2007, s. 95-99).

Vsechny doposud zminéné studie pfispély ke vzniku analytické geometrie, védniho oboru
spojujiciho algebru a geometrii. René Descartes (1596—1650) jesté nepouzival ve svém
kli¢ovém spisu La Géométrie souradny systém, ale provedl klasifikaci kiivek. Francois Viete

(1540-1603) zdokonalil dosavadni zapis rovnic a na piiklad mocniny nezndmé veli€iny

10



znacil A, A quadratum, A cubus. Az posmrtn€¢ byl vydan spis Pierra de Fermata

(1601-1665) Uvod do teorie rovinnych a prostorovych mist (Lomtatidze, 2007, s. 100—124).

L’Hospital byl pfimo ovlivnén bratry Bernoulliovymi. Jacob Bernoulli (1654-1705)
vyuzival pii studiu kiivek polarni souradnice a objevil lemniskatu, coz je specialni druh
ovalu Giovanniho Cassiniho (1625-1712). Mladsi Johann Bernoulli (1667—1748) se pak
vénoval fyzikalni uloze o brachistochron&. Resenim podobnych tloh se zabyval na strankach
Casopisu Acta eruditorum Gottfried Leibniz (1646—1716) a dalsi (Makovsky, 2022, s. 22).
O rozvoj diferencialniho poctu se zasadil Isaac Newton (1643—1727), ktery ptrednaSel
na univerzit¢ v Cambridge. VétSina jeho objevi byla nejdiive Sifena korespondencné a az
pozdéji oficialn€ publikovana. KliCové spisy se jmenuji Matematické principy prirodnich
ved, Optika a Obecna aritmetika. Misto dneSniho pojmu derivace pouzival fluxe

(Lomtatidze, 2007, s. 127-162).

1.2 Markyz I’Hospital

Guillaume-Francois-Antoine de I’Hospital se narodil roku 1661 do $lechtického rodu. Jeho
urozeny puvod ho vedl k vojenské sluzbé. Ve volném Case se vénoval studiu geometrie a jiz
od mladého véku fesil komplikované tlohy, jako byl naptiklad Pascaliiv problém o cykloidé.
Kvili kratkozrakosti byl nucen z vojska odejit. Byl ¢lenem francouzského spolku Oratof,
ktery se vénoval matematice a fyzice. Pozd¢ji vstoupil do Kralovské akademie véd, jejiz
¢lenové spolené debatovali nad nejriznéjSimi problémy. Na zakladé soukromych hodin
a korespondence s Johannem Bernoullim v letech 1691 a 1692 byl schopen sepsat Analyzu
nekonecne malych, klicové dilo pocatkt diferencialniho poctu. V dal§im pfinosu matematice
a sepsani spisu o integralnim poctu mu roku 1704 zabranila mrtvice, na kterou zemiel
ve véku 43 let. Diky jeho manzelce, markyze Marii-Charlotte de I’Hospital, a dalsim byl
vydan Analyticky traktat o kuzeloseckach a o jejich pouZiti k reSeni roku 1707, coz byl prvni
systematicky vyklad analytické geometrie (Makovsky, 2022, s. 16-35; Lomtatidze, 2007,
s. 131).
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1.3 K¥rivka versus funkce

Nize uvadim dalsi definice kiivky, které jsou srozumitelné i bez hluboké znalosti topologie.
Definice dle Camille Jordana (1838-1922): Rovinnou kiivkou nazveme soubor bodil
X = [x,y] v roving, jejichz soutadnice jsou dany rovnicemi

x =),y =),
kde ¢, jsou spojité funkce promeénné t € [0,1] (Lomtatidze, 2007, s. 200).

Definice dle Pavla Uryhsona (1898-1924): Kiivkou rozumime kontinuum dimenze 1
(Lomtatidze, 2007, s. 214). Kontinuum ma vlastnosti souvislé a kompaktni mnoziny
(Lomtatidze, 2007, s. 207). Velikost dimenze odpovida tomu, ze kazdou kiivku lze zobrazit
na ptimku ¢i tsecku.

Dnes je uzndvana topologické definice kiivky, totiz ze kiivka je n-rozmérna varieta. Tento
pohled na kiivky vychazi z Riemannovych (1826—1866) poznatkli o n-rozmérné geometrii.

Pro diferencialni pocet je kliCovy pojem funkce. Jarnik (1974) ji zavedl nasledovné:

Budiz Mné&jaka mnozina realnych Cisel. Jestlize kazdému ¢islu x mnoziny M je ptirazeno

urcité ¢islo y, fikdme, Ze y je funkci x; mnozinu M nazyvame oborem této funkce (s. 148).
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2 Vysvétleni symboliky

V této kapitole vysvétlim uzité dobové pojmy a znaceni, které se objevuji v ’Hospitalove
Analyze nekonecné malych a které se mohou jevit z dneSniho pohledu jako nezvyklé nebo
nesrozumitelné. Nésledujici vysvétleni terminti a symbolt umozni pochopit hlubsi myslenky

I’Hospitalova vykladu.

2.1 Ordinata a abscisa
Poprvé se vyrazy ordinata a abscisa, v ¢estin€ poradnice a tisecka, objevily v feckém spisu
o kuzeloseckach od Apollonia z Pergy (260—180 pi. n. l.), respektive v jeho latinském
piekladu od italského matematika Federica Commandina ze 16. stoleti (Lomtatidze, 2007,
s. 87). Ordinatim applicatae jsou rovnobezné useCky mezi kiivkou a primérem, abscisy jsou
potom ¢asti praméru ohrani¢ené vrcholem kuzelosecky lezicim na priméru a piisluSnou
ordinatou (ukazuje obrazek 1). Vyznam pojmi se v pribéhu Casu zmeénil a I’Hospital
pracoval s terminy zplsobem bliz§im soufadnému systému. Ve francouzském originalu
Analyzy nekonecné malych pouzival pojmy appliquée pro ordinatu a coupée, v prekladu
do cestiny useknuta ¢i usecka, pro abscisu (Makovsky, 2022, str. 356). Ac¢koliv jsou pojmy
Cisté nemetrické a nevztazné, v zakladnich ulohach, které budou feSeny ve tieti a Ctvrté
kapitole, s nimi budu pracovat podobné¢ jako s tseCkami na osach x a y neboli hodnotami

na ose x a funkénimi hodnotami na ose y v kartézské vztazné soustave.

ordinata

vrchol kuzelosecky

abscisa

pramér
Obrazek 1: ordindta a abscisa (vytvoreno v Geogebre)
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2.2 Na druhou

Uz v odvozeni ,diferencidlu libovolné uplné nebo netplné mocniny néjaké proménné
veli¢iny* uvedl I’Hospital (2022, s. 130) geometrickou posloupnost 1, x, xx, x3, x* a dale.
Absence horniho indexu druhé mocniny vytrvala az do konce 18. stoleti a vyuzivali ji
napfiklad matematici René Descartes (1596—-1650), Leonard Euler (1707-1783) ¢i Carl
Gauss (1777-1855) — ten tuto zvlastnost vysvétloval stejnym poctem znakt pii tisku.
Pro zajimavost Blaise Pascal (1623—-1662) a Gottfried Leibniz (1646—1716) znacili ¢tverec
zplisobem x?2. (Makovsky, 2022, s. 366)

Dal$i mozna nesrozumitelnost s ohledem na soucinové znaceni druhé mocniny se vyskytuje
u znaceni druhych diferencidlti, jak podrobnéji ukdzu ve ¢tvrté kapitole. Druha mocnina
diferencialu dy je zavedena jako dy?, tfeti mocnina pak dy3. Geometrickd posloupnost

mocnin druhého diferencialu jsou ddy, ddy?, ddy? apod. (I’'Hospital, 2022, s. 189).

2.3 Pomér délek

Pro vysvétleni z dneSniho pohledu atypického zapisu poméru délek stran podobnych
trojahelnikfi, pomoci kterého 1’Hospital odvozoval napiiklad délku subtangenty, uvedu
feSeni ulohy pfimé uméry a jeji zapis. Vozidlo ujede konstantni rychlosti za 30 minut jizdy
drahu 35 km. Pro vypocet Casu ¢ jizdy 49 km sestavim nasledujici pomér:

35 km _ 0,5 hod
49 km  t hod

Anglican William Oughtred zavedl ve svém spisu Clavis mathematicae v roce 1631 znaeni
pomoci ,::“ (Cajori, 1993, s. 168; Makovsky, 2022, s. 367). Vyse zminénou situaci by on
a pozd¢ji 1 I’Hospital zapsali takto:

35km .49 km :: 0,5 hod .t hod = 0,7 hod

Slovni interpretace by znéla: ,,35 kilometrii ku 49 kilometrim se ma stejné jako ptilhodina
k Casu ¢, jeZ nabyva hodnoty sedm desetin hodiny*. Zlomkova ¢éara podilu je nahrazena
teCkou, rovnost podilu je oznacena dvéma dvojteckami (Cajori, 1993 s. 168, 195). Symbol
rovnosti se vztahuje pouze k poslednimu ¢lenu, nikoliv k celému vyrazu. Zobecnéni udaji
v podobé: s; = 35 km,s, =49 km,t; = 0,5 hod, t, =t by poukézalo na dal§i dobovou

specialitu:
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S
s1(35 km).s,(49 km) :: t,(0,5 hod). t, = t; X S—Z
1
Pokud je nutné z libovolného divodu oznacit jednu veli¢inu nebo jednu tsecku riznymi
zpisoby, ekvivalentni oznaceni se uvadi do zavorky. V zévéru je uzito oznaceni , X “
pro nasobeni, jez také pouzival Oughtred (Cajori, 1993, s. 197). Symbol neni uzivan

konzistentné, ale Casto se vyskytuje v kombinaci s vinculem (Makovsky, 2022, s. 367).

2.4 Horni pricka, vinculum
V dnes$ni matematice ma horni pticka nékolik vyznami. V geometrii oznacuje piimku danou
dvéma body, naptiklad AB. V oblasti &iselnych obort znaéi periodicitu desetinného rozvoje

raciondlnich ¢isel, pro demonstraci 22/7 = 3,142857. V kontextu komplexnich c¢isel

predstavuje operaci komplexniho sdruzovéani timto zpisobem: 3 + 4i = 3 — 4i. V ramci
Booleovy algebry ji Ize vyuzivat pro negaci proménné, ackoliv je ¢astéjsi znaceni pomoci
—A = A. L’Hospital horni pii¢ku neboli vinculum (ve francouzsting provazek) uZival
pro uzédvorkovani ¢lenli ve vyrazech po vzoru Bernoulliho a Franze Van Schootena,
respektive podle znaceni z jeho souhrnného vydani Viétovych praci z roku 1696. Nejedna
se 0 zavorkovani v bézném smyslu, jelikoz vinculum v I’Hospitalové Analyze nekonecné

malych nema vlastnost distributivity, tj.
X—y=—x—y#F—(x-y)=-x+y

Descartes spojil symbol vincula se symbolem pro odmocninu V a v této podobé se stejnym

zpisobem uziva i dnes (Cajori, 1993, s. 185, 208, 375; Makovsky, 2022, s. 365)

2.5 Prirozenost
L’Hospital ¢asto pouZival spojeni ,,pfirozenost kiivky“ neboli natura — tim je mySlen
rovnicovy €1 implicitné funkéni piedpis. Ten byl sestaven na zakladé¢ fyzikalnich vlastnosti
kiivky, napiiklad jak tomu bylo u brachistochrony'. Obecné se jednalo o ,,odklonéni se

od geometrického tvaru ve prospéch symbolické formule* (Makovsky, 2022, s. 368).

1Z feckych slov Bpayvg jako kratky, od toho vystupfiované Bpdytotog jako nejkratsi a ypdévog jako cas.
Ktivka nejkratSiho Casu. (Trkal, 1956, s. 346)
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3 Diferencial, te¢na, extrémni ordinaty

Nasledujici kapitola se v prvni ¢asti vénuje 1’Hospitalovu pojmu diferencialu, jeho uziti

a porovnani s dnesni definici derivace. Dalsi ¢asti se vénuji te¢nam a hledani extrémt.

3.1 Diferencial versus derivace

L Hospital definoval diferencial jako ,,nekonené malou ¢ast, o kterou spojité roste nebo
klesa proménna veli¢ina® (2022, s. 127). Definici doprovazi i1 grafické znazornéni
(obréazek 2) a jeho popis:

Budiz napftiklad néjaka libovolna kiiva ¢ara AMB, jejiz osou ¢i primérem je AC a jednou
z jejich ordinat usecka PM; a budiz druha ordinata pm, ktera je PM nekone¢né blizka. Nyni
jestlize povedeme tsecku MR rovnobéznou s AC, tétivy AM, Am; a ze stiedu A o poloméru
AM opiSeme maly kruhovy oblouk MS, pak Pp bude diferencidlem AP, Rm diferenciadlem
PM, Sm diferencidlem AM a Mm diferencidlem oblouku AM. Tak i maly trojuhelnik
MAm o zakladné¢ v oblouku Mmbude diferencidl vysece AMa mald plocha

MPpm diferencidlem plochy mezi tseckami AP, PM a obloukem AM (s. 127).

B

P ip c

& Py
¢

Obrazek 2: diferencial (vytvoreno v Geogebre)
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Jsou vyuzity vlastnosti podobnych trojihelnikii a nasledné poméry délek stran. Markyz
nasledné vysvétlil na jednotlivych piikladech diferencidl souctu a rozdilu veli¢in a zvIast
jeste urcil diferencidl ndsobenych veli¢in ¢1 délenych. Pracoval tedy Cisté s vyrazy slozenymi
z mocninnych a raciondlnich veliin pfedstavujicimi geometrické a fyzikalni vlastnosti
ktivek.

V moderni matematické analyze se k vysetfovani prib¢hu funkei jedné proménné pouzivaji
derivace funkci. Courant (1937, s. 88) uvedl n€kolik pohledii na to, jak definovat derivaci.
Zaméfil se stejné jako 1’Hospital na geometricky vyznam a ,,v souladu s naivni intuici‘?
pomoci nakresu kiivky urcil derivaci jako smérnici teény v daném bod¢ kiivky, také
diskutoval fyzikalni vyznam derivace drahy neboli rychlosti pohybu. Courant (1937, s. 90)
uvedl Lagrangevo i1 Leibnitzovo znafeni a zarovenl i delta znaceni rozdilu hodnot

pro derivaci funkce v bod¢ x € Dy :

d A
1) = f() = Jim =

Ax—0 Ax

Jarnik (1974, s. 210-211) uvedl ekvivalentni definici derivace funkce f v bod¢ x, pomoci
limity

li f(xo +h) — f(xo) T f(x) = f(x0)
im = lim —————
h—0 h xX-Xxg X — X

L’ Hospital pracoval s predpisy kiivek jako s implicitnimi funkcemi a je tedy vhodné uvest
1 definici totdlniho diferencidlu pomoci parcidlnich derivaci, jak ji uvedl Jarnik (1974,
s. 334-341):

:wmwm+wmw

df (x,y) = = %

dy

Parcidlni derivace jsou derivace pouze jedné proménné u funkci vice proménnych.

Se zbylymi proménnymi se pii parcialni derivaci zachazi jako s konstantami.

2 If P is a point on a given curve, we shall, in conformity with naive intuition, define the tangent to the curve

at the point P by means of the following geometrical limiting process (Courant, 1937, s. 88).
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3.1.1ReSené iilohy
Na nékolika piikladech ukazu, jak 1’Hospital pocital diferencidly a jak se urcuji derivace

odpovidajicich funkci podle definic.
Uloha 1
L’H®: Diferencial pfimé imérnosti ax = y, kde a zna¢i nenulovou konstantu, je adx = dy.

MP: Linearni funkce f(x) = y = ax ma derivaci ve v§ech bodech defini¢niho oboru, coz

jsou redlna ¢isla. Derivace je

. . ax —ax
f'(x) = lim ———=a
X—Xo X — xO

Uloha 2
L’H: Diferencial sou¢tu dvou mocnin proménné xx + x3 = y je
2xdx + 3xxdx = dy = 2 + 3x X xdx

MP: Derivace kubické funkce f(x) = y = x3 + x? ma smysl pro vSechna realna x a mé

hodnotu f'(x) = 3x% + 2x.

Uloha 3

L’H: Diferencial vyrazu piedstavujiciho hyperbolickou kiivku xy = a, kde a znaci
konstantni veli¢inu, je ydx + xdy = 0.

MP: Funkce nepiimé timérnosti f(x) =y = %nemé derivaci v bod¢ x = 0, pro zbylé realné

hodnoty nezavislé proménné je derivace

' a

3 3
Vaxx+x

Xy+xx

L’H: Diferencial z

3 Nasledujicim zptsobem budu i nadile rozliSovat feSeni tloh podle I’Hospitalova vzoru. ,,MP* pak zna&i

moderni ptistup.
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je podle pravidel pro soucin a podil veli¢in

2axdx+3xxdx —ydx—2xdx—xd 3
R p— xy + xx + Lo s Yaxx + %3
3Vaxx+x3 2Yxy+xx

xy + xx

MP: Pro uvedeny vyraz nelze vyjadiit prislusnou funkeci.

3.1.2Porovnani

Zatimco dnes$ni matematickd analyza pracuje s pojmem derivace jako limitnim pomérem
zmény funk¢nich hodnot a zmény nezavislé promeénné funkce, 1I’Hospital chéapal diferencial
jako nekonecné malou ¢ast veli¢iny nebo piislusné kiivky. L‘Hospitalovo odvozeni se lisi
v rozdilném limitnim pfechodu, totiz limitné se piiblizujicich bodi na dané kiivce, jimiz je
vedena secna, a nikoliv poméru zmensujicich se ordinat a abscis, respektive poméru rozdilu
zavislé a nezéavislé proménné, jako je tomu dnes. Zarovenn zvlast diskutuje klesajici
proménné, pro které je nutno zdlraznit tuto skutecnost formou zaporného diferencidlu —dx.
Samotné vypocty jsou obdobné v obou pohledech, odliSnosti se vyskytuji ve formé& zapisu,
jako je zapis ¢tvercl nebo vinculum. Ve tieti ukazkoveé fesené uloze se zda, ze jsem
I’Hospitalovym postupem dosla k odlisnému vysledku. Zalezi pouze na vyjadieni, po uprave
vyrazu a zpétnému dosazeni pro y ziskdvam shodné udaje.

dy
yex = xey Xy yex dx X XX

L’Hospital ur€oval diferencidly z ptedpisti rovnic, které z dneSniho pohledu mohou byt
implicitné zadané funkce. V prvnim oddilu Analyzy nekonecné malych nicméné uruje
prevazné diferencidly vyrazl, nikoliv rovnic, ke kterym ne vzdy lze uréit odpovidajici

funkce, jak tomu bylo vidét ve ¢tvrté ukazkové tloze.

3.2 Tecna ke krivce versus tecna k funkci
L’Hospitalova definice te¢ny vychazi z pfirovnani kiivky mnohouhelniku nasledujici
formulaci: ,,jestlize prodlouzime jednu zmalych stran Mm mnohouhelniku, z néhoz
se sklada kiiva cara, pak se takto prodlouzena mala strana bude nazyvat tecnou v bodé¢ M
neboli m* (I‘Hospital, 2022, s. 135). Konstrukci tecny vyvodil obdobné jako diferencial
pomoci podobnosti trojuhelnikti a hledani subtangenty, coz je velikost pravothlého primétu

délky tecné usecky, jejiz koncové body jsou bod dotyku na kiivce a prisecik teCny s abscisou
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(Merriam-Webster, n.d.). V I’'Hospitalové (2022) znaceni se jedné o usecku PT (znézoriuje
obrazek 3). Nasledujicim zptisobem odvodil vypocet jeji délky:

Ved'me ordinatu MP a predpokladejme, ze usecka MT protinajici pramér v bodé T je
hledanou te¢nou; predstavme si druhou ordinatu mp prvé nekonecné blizkou a malou usecku
MR rovnobéznou s AP. Nyni jestlize AP oznaCime jako x, PM jako y (a tedy Pp cili
MR = dx a Rm = dy), z podobnosti trojihelnikii mRM a MPT dostavame

d
mR(dy). RM(dx) :: MP(y). PT = %

(s. 135).

Y
&

T A PP

Obrazek 3: odvozeni subtangenty (vytvoreno v Geogebre)

Jarnik (1974, s. 212) zavadi tecnu k funkci f v bod¢€ [xg, f (x¢)] pomoci pfedpisu linearni

rovnice

y = f(x0) = f'(x0) (x — x0)

za ptedpokladu, Ze funkce ma v daném bodé¢ vlastni derivaci.

3.2.1ReSené tilohy
Urceni te¢ny k danému bodu kiivky ptedvedu na ulohéch hyperboly, paraboly a cykloidy.
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Uloha 1 — hyperbola
L’H: Je dana hyperbolicka kiivka s pfirozenosti xy = a. Diferenciaci vyrazu ziskam ptedpis
ydx + xdy = 0 a po Gpravé

ydx

P
coz dava délku subtangenty PT. Zaporné znaménko vyjadiuje skute¢nost, ze bod T piipadne
na opac¢nou stranu nez bod A vzhledem k bodu P a zaroven PT = PA.

MP: Je dana hyperbola f(x) =y = % s derivaci f'(x) = —)%. Te¢na s bodem dotyku
[xo; ;—0] ma predpis

a(xo—x) a 2ax,—ax

x& Xo x2
Pro urceni subtangenty a porovnani vysledkti ur¢im prisecik s osou x.

2axy, — ax

y = =0=x = 2x,

xg
Tecna tedy protne osu ve dvojnasobné hodnoté vzhledem k x,, coz odpovida vysledku
I’Hospitalova algoritmu.

Uloha 2 - parabola

L’H: Parabola je dana rovnici ay = xx, kde a je libovolnd nenulova konstanta. Uréim

diferencial ady = 2xdx a nasledné vyjadiim délku subtangenty

dx\ a XX X

dy 2x 2x 2
Tecna, ktera se dotykd paraboly v bodé¢ M, protina zdkladni pfimku v polovin¢ délky
piisluSné abscisy AP.

2
MP: Nyni ur¢im ptedpis te¢né ptimky modernim zpusobem. Je dana funkce f(x) =y = %,

, . , 2 e
derivace v bodé x, ma hodnotu f'(x,) = —Xo a teCna je dana pfedpisem

21



2 x§

==Xo(Xx —Xp) +—

y 7 0 ( 0) a
Abych porovnala oba vysledky, ur¢im, v jakém bod¢ tecna protind osu x, a tim urc¢im délku

odpovidajici subtangenty.

2xxy — 2x2 + x2  xo(2x — x X
0= 9 9 0 — o O)=>(x0=0=xVx=—0)
a a 2

Tecna k vrcholu paraboly splyva s osou X, pro ostatni body tecna protina soufadnicovou osu

v bodé¢, ktery méa soutradnice [%0, 0]. Oba zpiisoby feseni tedy piinasi shodné vysledky.

Uloha 3 — prosta cykloida*

L’H: V sekci nazvané Dusledek odvodil 1I’Hospital (2022, s. 142) urceni te¢ny k prosté
cykloidé¢ ¢isté konstrukéné pomoci tétivy hlavni kruznice. Tétiva vedend mezi body P a A,
kde PM je useCka rovnobézna se zakladnou a A je nejvyssi bod cykloidy, je rovnobézna
s hledanou te¢nou s bodem dotyku M. Tuto skutecnost 1ze odiivodnit vytvoienim Thaletovy
kruznice, respektive vepsanim pravothlého trojihelniku nad primérem hlavni kruznice, kde

u vrcholu M je pravy thel.

O a» =2x

C 8

Obrazek 4: cast cykloidy (Makovsky, 2014, s. 120)

4 Transcendentni kiivka ,.kruhu podobna“. Vychéazi z odvalovani kruznice a bodu na ni lezicim. Déle se
definuje cykloida zkracena a prodlouzena podle toho, jestli se opisovany bod, pevné s ni spojeny, nachazi
uvnitt ¢i vné kruznice. Je zajimavé, ze ’Hospital pouzival tyto terminy naopak (Makovsky, 2022, s. 372-375).
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Zaroven uvedl nasledujici feSeni pomoci urceni diferencidlu vychézejiciho z podobnosti
trojuhelniki znovu doplnéné nékresem (obrazek 4). Za piedpokladu, ze hlavni kruznice se
nachazi v pozici dotyku nejvyssiho bodu cykloidy, ten ozna¢im A, a ke kruznici je vedena
te¢na PK, bod P na kruznici a bod K na pfimce odpovidajici priméru kruznice, l1ze k bodu
cykloidy M vést tecnu MN. Bod Q lezi na pfimce MP a primérové piimce. Vytvorenim
nekonecné blizké ordinaty mq ziskdm dalsi body S,p, 0. Trojuhelniky KPQ = PpO,
mSM = MQN davaji nésledujici poméry

PK(t).KQ(s) :: Pp(dx).PO

sdx
MS = —
t
sdx sydx
mS(dy).SM (_t ) it MQ(¥).QN = rdy

MP: Prostou cykloidu, jejiz hlavni kruznice ma polomér r, Ize definovat pomoci parametru
0, ktery znaci thel dany pruvodi¢em (Boman & Rogers, 2024, s. 171; Trkal, 1956, s. 350).
x=1(0—sinf);y =r(1—cosB)

Derivaci pro urceni smérnice tecny urc¢im jako derivaci slozené funkce a pomoci
goniometrickych vzorct vyjadiim nasledovné:
) 2 sin? cos ? 6
dy dydé r(0+sing)  £SIN7COS7 COS7 0

A = = = cot—
dx " d0dx  r(1-cos0)  2(1-cos2?)  sin “©r2

2
Ptedpis te¢ny k bodu cykloidy je potom
0 .
y—1r(1—cosf) = cotz (x —r(6 —sinf))

Vzhledem k diametraln¢ odlisSnému vyjadieni cykloidy se mi nepodatilo transformovat

wrwe

vyjadfenim a obtiznosti® vyjadrit cykloidu jako funkci jedné proménné y = y(x). Je mozné

5 It would be difficult to express the cycloid as the graph of some curve: y = y(x). But it is fairly simple to
parameterize it (Boman & Rogers, 2024, s. 170).
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graficky (zndzorfiuje obrazek 5) porovnat prvni uvedeny zptsob, kde je tecna k cykloidé

rovnobézna s preponou pravouhlého trojuhelniku daného polomérem hlavni kruznice.

« - o r 17 0 0 r
Potom smérnice tecny odpovida tan (n — 5) =cot> =-.

/

Obrazek 5: smérnice tecny k cykloide (vytvoreno v Geogebie)

3.2.2 Porovnani
L’ Hospitaltiv zptisob pfinasi délku subtangenty a je nutné konstrukéné nasobit a délit usecky.
Moderni postupy urcuji smérnici tecny a pfedpis linearni funkce vzhledem k soutadnicové
soustavé, respektive vzhledem k parametru 8 u cykloidy, a konstrukce je tedy méné naro¢na,

nicméné nemusi byt Cisté eukleidovska.

Jak bylo mozné vidét ve druhém zpiisobu hledéani te¢ny k cykloidé, ordinaty a abscisy nemaji
pevné danou polohu oproti soufadnym osam v kartézské soustavé. V tomto piipadé
I’Hospital volil smér ordinat rovnobézné se smérem pohybu hlavni kruznice a abscisy kolmo
na né. Navic jsou abscisa AP (x) a jeji diferencial Pp(dx) ¢asti oblouku hlavni kruznice, coz
predpokladal v prvnim oddilu Analyzy nekonecné malych. Totiz ze ,, kiivou ¢aru bylo mozno
pokladat za seskupeni nekone¢né¢ mnoha nekonecné malych ¢ar ptimych* (I’Hospital, 2022,
s. 128).
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3.3 Nejvétsi a nejmensi ordinaty versus extrémy
L‘Hospital (2022) se zabyval hledanim nejvétSich a nejmensich ordinat neboli otdzkami de
maximis & minimis ve tietim oddilu Analyzy nekonecné malych. Tyto vyznamné usecky,

respektive body na ktivce, zavedl ve dvou definicich doplnénych o ndkres (obrazek 6):

Budiz n¢jaka kiivka MDM, jejiz ordinaty PM, ED, PM jsou navzdjem rovnob¢ézné, a necht’
je takova, Ze pokud spojité roste abscisa AP, roste téz ordinata MP, a to az do urcitého bodu
E, po kterém zacne klesat, anebo naopak takova, ze do urc¢itého bodu E klesa a po ném zacne

rust. Nuze ¢aru ED nazveme nejvetsi, anebo naopak nejmensi ordindtou (s. 173).

Obrazek 6: nejmensi a nejvétsi ordinaty (Makovsky, 2014, s. 142)

Jestlize polozime né&jakou veliinu takovou jako PM, kterd se skladd z jedné nebo vice
neurcitych veli¢in takovych jako AP, pticemZ kdyZ AP spojité roste, roste t¢Z PM, a to azZ
do urciteho bodu E, po némz zacne klesat, anebo naopak, a necht je tfeba najit pro AP
takovou hodnotu AE, Ze odtud sloZzend ED bude vétsi nebo mensi nez kterakoli jiné velic¢ina
PM obdobné¢ utvotenad z AP, pak takovou tlohu nazyvame otazkou de maximis & minimis

(s. 173).

Zpusob, jak hledat takové ordinaty, formuloval I’Hospital (2022) v Obecném tvrzeni

a nasledné Poznamce:

Ptirozenost kiivky MDM je dana, nyni je tfeba najit pro AP takovou hodnotu AE, Ze ordinata
ED bude nejvétsi nebo nejmensi ze vSech podobné utvorenych PM. Pokud pfi riistu AP roste
téz PM, je zjevné, Ze jeji diferencidl Rm bude vzhledem k diferencidlu AP kladny, a pokud
naopak PM kles4, zatimco abscisa AP roste, jeji diferencial bude zaporny. Zadna spojité
rostouci nebo klesajici veliina se v§ak nemiiZze obratit z kladné v zadpornou, aniz by prosla

nekone¢nem nebo nulou, a sice nulou, jestlize nejprve klesd, a nekonecnem, jestlize nejprve
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roste. Odtud pak plyne, ze diferencial veli¢iny, kterd né¢eho vyjadiuje nejvice nebo nejméné,
se musi rovnat nule nebo nekone¢nu. Nuze je dana piirozenost kiivky MDM, najdeme
hodnotu Rm, a kdyz ji pak polozime nejprve rovnou nule a posléze nekonecnu, poslouzi

nam na zékladé prvého nebo druhého predpokladu k nalezeni hledané hodnoty AE.

Tecna v D je rovnobézna s osou AB, kdyz se diferencial Rm v tomto bodé¢ stane nulovym,
jestlize vSak dosahne nekonecna, splyva te¢na s ordinatou ED. Odtud je zfejmé, Zze poméer
mR ku RM, ktery vyjadfuje pomér ordinaty k subtangenté, se v bodé¢ D rovnd nule nebo
nekonecnu. Snadno nahlédneme, Ze spojité klesajici veli¢ina se z kladné nemtze proménit
v zapornou, aniz by prosla nulou, neukazuje se vsak jiz s takovou samoziejmosti, ze by,
pokud je rostouci, musela projit nekonecnem. Pfizvéme tedy na pomoc predstavivosti teCny
uvazované v bodech M, D, M. Ziejmé& u téch kiivek, kde je te¢na v D rovnobézna s osou AB,
subtangenta PT nepfetrzité poroste tim vice, ¢im vice se body M, P budou ptiblizovat bodim
D, E, a stane se nekone¢nou, jakmile bod M ptipadne do bodu D. A ziejmé kdyz AP nakonec
pfesahne AE, subtangenta PT se z puvodné kladné prevrati v zapornou, anebo naopak

(s. 173-174).

V dnes$ni matematické analyze se definuji lokalni extrémy, ptipadné ostré lokalni extrémy.

Jarnik (1974) uvedl nésledujici definici téchto pojmu:

Budiz dano ¢islo ¢ a funkce f, definovana v jistém intervalu (a, b) obsahujicim bod c.
Existuje-li kladné &islo & tak, ze pro v8echna x na intervalu (¢ — §;¢ + &) je f(x) = f(c),
fikdme, ze funkce f mé v bod¢ ¢ lokalni maximum. Lze-li zvolit § > 0 dokonce tak, Ze pro
vSechna x intervalu (¢ — §;c + &), rizna od c, je f(x) < f(c), tikame, Ze funkce f ma
vbodé c¢ ostré lokalni maximum. Nahradim-li nerovnosti f(x) = f(c), f(x) < f(c)
nerovnostmi  f(x) = f(c), f(x) > f(c), dostanu definici lokalni minima a ostrého

lokalniho minima (s. 253-254).

Pro hledani bodd, které jsou podezielé z extrémi, tak zvané stacionarni body, se bézn¢ uziva

nasledujici véta ve tvaru odménéné implikace. Uvadim Jarnikovo (1974) znéni:
Existuje-li f'(xg) # 0, nema funkce f v bodé x, lokalni extrém (s. 255).

Rigoroznéjsi zplsob, jak hledat extrémy funkce, udava Jarnik (1974) ve vété o zmeéné

znaménka prvni derivace na okoli bodu:
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Budiz (a, b) otevieny interval obsahujici bod x,. Budiz f(x) funkce, spojita v intervalu
(a,b), jez ma derivaci v kazdém bodé¢ intervalu (a, b) rizném od bodu x, (v tomto bodé

tedy derivaci mit mtze ale nemusi). Potom plati:

1. Existuje-lid > 0tak, Zeproxo —A4<x<xpgjef'(x) >0aprox, <x<xy+4
je f'(x) < 0, ma funkce f v bod¢ x, ostré lokalni maximum.

2. Existuje-lid > 0tak, Zeproxo —4A<x<xpjef'(x) <Oaprox, <x<xy+4
je f'(x) > 0, ma funkce f v bod¢ x, ostré lokalni minimum.

3. Existuje-li 4 > 0 tak, Zze pro 0 < |x — xo| < 4 je f'(x) > 0, je funkce f v bodé¢ x,
rostouci.

4. Existuje-li 4 > 0 tak, ze pro 0 < |x — xo| < 4 je f'(x) < 0, je funkce f v bodé x,
klesajici (s. 255).

Courant vétu formuloval obdobnym zptisobem:

Piedpokladejme, ze funkce f(x) je spojitd a ma spojitou derivaci, ktera neni definovana
pouze v koneéném poctu bodd. Potom f(x) ma maximum nebo minimum v bod¢ x = &
praveé tehdy, kdyz derivace f'(x) méni znaménko pii pruchodu timto bodem; konkrétné,
funkce ma minimum, kdyZ derivace je zaporna nalevo od ¢ a kladna napravo, a naopak

v piipadé maxima.b

3.3.1ReSené tilohy
Uloha 1

1 2
L’H: Je dana kiivka y — a = a3 X a — x3. Prvni diferencial je vyjadien jako

—2¥adx
dy = i—
3va—x

¢ We suppose that the function f(x) is continuos and has a continuous derivative f'(x) which vanishes only at
a finite number of points. Then f(x) has a maximum or a minimum at the point x = & if, and only if, the
derivative f'(x) changes sign on passing through this point; in particular, the function has a minimum if the
derivative is negative to the left of & and positive to the right, while in the contrary case it has a maximum
(Courant, 1937, s. 161).
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. 3 ~ 7 Vv v 7 7 s
aje roven nule pro 0 = —23/adx, coz nema obecné feseni pro nenulovou konstantni veli¢inu

a. Pti polozeni diferencialu rovnému nekonec¢nu dostanu

—23adx
o0 = ——
3a —x

neboli x = a. Tato kiivka ma tedy minimum pro abscisu délky a.

=>3Va—x=0

MP: Je dana funkce f(x) =y =3Vad —2a%x + ax? + a.

—2a%+2ax o C «
s———— urCim stacionarni bod x = a (v tomto bod¢ funkce
Va3-2a?x+ax?

nema derivaci, coz dle Jarnika neni ptekaZkou pro urceni extrémi). Pro kladné a je funkce

Z derivace f'(x) = §

derivace zleva zaporna, zprava kladna, a funkce ma tedy v bod¢ [a,a] ostré lokalni
minimum. Pro zaporné a ma v tomto bod€ ostré lokalni maximum. JelikoZz je funkce
definovana na celém rozsiteném oboru realnych ¢isel R*, je nutno urcit limitni hodnoty

v nekonecénech:

lier Va3 —2a?x + ax? +a = +o
X—>100

Uloha 2

Uz na stfednich Skolach se Casto zaci setkavaji se zdkladnimi optimaliza¢nimi tlohami.
L’Hospital uvedl feSeni nasledujici ulohy: ,,ze vSech kuzell, které lze vepsat né¢jaké dané

kouli, urcit kuzel o nejvétsim vypouklém povrchu* (I’Hospital, 2022, s. 178).

L’H: Znazornéni problému v fezu dava nasledujici vlastnosti. Nad ¢asti priméru koule
AB = a chci vytvofit pravouhly trojuhelnik tak, aby pfepona AF odpovidala délce strany
kuzelu s, jedna odvésna AE lezela na priméru a druha odvésna EF méla vlastnost poloméru
podstavy kuzele. Pomoci Eukleidovy véty o odvésné jsou dany délky
AE = x,AF = s =+Jax,EF = r =+ax — xx. Povrch plait¢ kuZele se pocita jako

S

pt = Trs, tudiz je tieba urcit Ctverec AE X EF co nejvetsi. Ze vzniklé rovnice

y = Vaaxx — ax3 ur¢im diferencial a polozim ho roven nule.

2aaxdx — 3axxdx

dy =
2Vaaxx — ax3

=0=>axx2a—3x=0

Pro x = 0 nema konstrukce kuzelu smysl, tudiz ziskavam vysledek AE = x = %a.
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MP: S nastroji dneSni matematické analyzy a analytické geometrie Ize tento problém fesit
nasledovné: do kartézské soustavy souradnic umistim kruznici a vyjadiim jeji kladnou cast
jako funkci (x — R)2 + y2 = R?,k(x) = V2Rx — x2. Tato funkce odpovidd moZnému
poloméru kuzele r = k(x). Délku strany kuZele uréim stejné jako v pfedchozim postupu

pomoci Eukleidovy véty, tj. s = s(x) = V2Rx. Derivaci funkce ziskdvam stacionarni bod.

f(x) =k(x)- -s(x) = \/4R2x2 — 2Rx3

8R?x — 6Rx?

"(x) =
f 2vV4R?x2 — 2Rx3

4R
4R —-3x =0 =>x=?

Vyse uvedené vysledky jsou ekvivalentni, jelikoz v I’Hospitalové postupu figuruje

konstanta a ptedstavujici primér kruznice a a = 2R.

3.3.2Porovnani
V I’Hospitalovych formulacich lze vidét néznak limit, konkrétné¢ ,.body M,P se budou
priblizovat bodiim D, E* (2022, s. 174). Je ovSem obtizné plné pochopit, co I’Hospital myslel
tim, ze ,,diferencial veli¢iny se rovna nekone¢nu* (I’Hospital, 2022, s. 173), kdyz diferencial
zavedl jako ,,nekonecné malou Cést, o kterou spojité roste ¢i klesd proménna veli¢ina*
("’Hospital, 2022, s. 127). Z mého pohledu se jednd o matematicky oxymodron. Tuto

nepiesnost jsem dovedla ad absurdum v rdmci ukazkové fesené tlohy.

V Poznamce v Analyze nekonecné malych si 1ze pov§imnout, Ze se vlastn€ zabyval smérnici
te¢ny, kdyz se snazil vyjadfit pomér ordinaty k subtangenté, a nasledn€ ho pokladal roven
nule. V tomto pohledu se oba pfistupy shoduji. Chybéjici informace o extrémech v kladném
a zaporném nekonecnu je zapficinénd tim, ze kiivky vnimal jako omezené, ohraniené
objekty s koncovymi body v prisecicich s osou ¢i zakladnou. Navic vS§echny poméry délek
a delky zadanych tusecek predstavujici konstanty jsou vzdy nezaporné, nemohl tedy urcit

vlastnosti kiivek pro hodnoty odpovidajici zdporné nezavislé proménné.
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4 Druhy diferencial, inflexni body

Ve ctvrté kapitole se blize zaméfim na pojem druhého diferencidlu a s nim spojeného
ur¢ovani inflexnich bodii a konvexnosti kiivek. V rdmci porovnani uvedu definice vyssich
radh diferencialt a derivaci, v feSenych tlohach je ale nebudu vyuzivat, jelikoz ve studiu

kiivek a funkci nemaji snadno viditelny vyznam.

4.1 Druhy diferencial versus druha derivace

Diferencidl druhého tadu 1’Hospital (2022) znovu definoval graficky (zndzornuje

obrazek 7) stejné jako prvni diferencial.

Nekonecné mala ¢ast, o kterou spojité roste €1 klesa diferencial n&jaké veli¢iny, nazveme
diferencialem diferencidlu této veliiny neboli jejim druhym diferencidlem. Takto pokud si
predstavime tfeti ordindtu nq nekoneéné blizkou druhé mp a povedeme mS rovnobéznou
s AB a mH rovnobé&znou s RS, nazveme Hn diferencidlem diferencidlu Rm neboli druhym
diferencialem PM. Obdobné jestliZe si pfedstavime ¢tvrtou ordinatu of nekonecné blizkou
tteti nq a povedeme nT rovnobéznou s AB a nL rovnobéznou s ST, pak diferencial malych

usecek Hn, Lo nazveme diferencialem druhého diferencialu neboli tietim diferencialem PM.

A tak dale (s. 189).

ht e e ol e W W A S

T PP g B

Obrazek 7: druhy diferencial (Makovsky, 2014, s. 156)
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Po popisu grafického vyznamu druhého diferencialu vysvétlil markyz 1"Hospital 2022)

znaceni:

Nadéle budeme poctem d u kazdého diferencialu vyznacovat jeho fad ¢i rod. Naptiklad
druhy diferencial neboli diferencial druhé¢ho tadu vyznac¢ime dd, tfeti diferencial neboli
diferencidl tretiho fadu vyznacime ddd, ¢tvrty diferencial neboli diferencial ¢tvrtého fadu
dddd a tak podobné&. Takto ddy bude vyjadiovat Hn, dddy bude vyjadfovat Lo — Hn nebo
Hn — Lo atd. Co se tyCe mocnin téchto diferencialti, budou vyznaceny c¢islovkami
postavenymi shora za né, jak tomu bézné€ byva u konecnych veli¢in. Napiiklad ctverec dy
bude dy?, krychle dy3, &tverec ddy bude ddy?, krychle ddy3, &tverec dddy bude dddy?,
krychle dddy3, ¢tverec ddddy bude ddddy?, krychle ddddy? atd. (s.189).

Stejné jako pro vySetfovani extrému funkci jedné proménné se pouziva derivace, ackoliv

1"Hospital pracoval s diferencialy, uvadim definici druhé derivace podle Jarnika (1974):

df (x)

dx

Budiz f(x) funkce; derivace f'(x) ¢ili je také funkce proménné x; jejim oborem je

mnozina vSech hodnot x, pro néZ vlastni derivace existuje. Derivaci funkce f'(x) (pokud

. . ;y_r . , v, .. . d2

existuje) nazyvame druhou derivaci funkce f a zna¢ime ji f"(x) nebo téz —d]; (zx)
«r . ST , r v d? . .

(ozna¢ime-li f(x) jedinym pismenem y, piSeme téZ y"’ nebo d—szl). Derivaci funkce f''(x)

nazyvame tieti derivaci; obecné: derivaci (n — 1)-vé derivace nazyvame n-tou derivaci

d™f(x)

funkce f(x) a oznagime ji f™ (x), o

n) 4%y Yo i
Y (nahote piSeme n hned za znak d, dole

(n)
az za znak dx). Je ziejmé, Ze ( £ (x)) = £+ (x); nebot derivuji-li m-tou derivaci

jesté n-kréte, derivoval jsem funkci f celkem (m + n)-krate. Je nékdy ucelné psat £ misto

f (,nulta® derivace funkce f je funkce f sama) (s. 227-228).

4.1.1ReSené iilohy
Uloha 1

S . o d . v o .+ dy?+ydd
L’H: Markyz urcoval diferencial vyrazu %, nejprve kdyz dx je konstanta, jako %,

) L ., dxdy?-ydyddx
a pro konstantni dy je diferencial %
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MP: Ur¢im diferencidl jako diferencial soucinu: d—lx (dy? + yddy).

L’H: Prvni diferencial parabolické kiivky s pfirozenosti ay = xx jsem jiz urcila v Casti
3.2.1, konkrétn¢ jsem ziskala piedpis ady = 2xdx. Druhy diferencial, kdyz dx je
konstantni, je addy = 2dx? a pro konstantni dy je diferencial 0 = 2dx? + 2xddx.

« v , . . d (x? 2% , . . d (2x 2
MP: Obdobn¢ uz znam prvni derivaci funkce o (?) =— Druha derivace je o (7) =-.

4.1.2 Porovnani
L’Hospital diskutoval velikost diferencialti a nekone¢né malych veli¢in. Oproti jeho definici
prvnich diferencidlll je vycet specidlnich pfipadi mnohem komplikovanéjsi. To je
zpisobeno tim, ze 1’Hospital diferencial kiivky nevnimal jako novou kiivku, kterou by
opétovné diferencoval, jak je tomu dnes u funkei a jejich derivaci. Lze si povSimnout, ze

pro dx konstantni vychazi po upravé vyrazi stejné vysledky v obou postupech. Na ptikladu

paraboly podle I’Hospitala dostanu dy 2, pro moderni postup dy_z2 Volit dx
y dx2 a dxz2 a’

za konstantni proménou tedy odpovida volb€ nezavislé proménné.
4.2 Krivky vyduté a vypouklé, body prehybu a vratu versus konvexni a
konkavni funkce, body inflexe

L’Hospital (2022) definoval v Analyze nekonecné malych inflexni body (jedna se o bod F,

obrazek 8) a dnes uz malo pouzivany pojem — body vratu:

JestliZe je kiiva ¢ara AFK vzhledem k pfimé AB, anebo k pevnému bodu B, z ¢asti vyduta

a z ¢asti vypoukla, pak bod F, ktery oddéluje vydutou €ast od ¢asti vypouklé, a proto je

K

T AP Fe &

Obrazek 8: bod prehybu (Makovsky, 2014, s. 160)

!
[
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koncem jedné a pocatkem druhé, nazveme bodem piehybu neboli inflexni bodem v ptipadé,

ze kiivka doputujic do bodu F pokracuje déale ve stejném sméru, a bodem vratu, kdyz se

ve své cesté navraci na stranu svého pocatku (s. 195).

Dale uvedl markyz L’Hospital (2022) obecny postup hledani takovych bodu:

Je déana pfirozenost kiivé ¢ary AFK a nyni je tfeba urcit bod piehybu ¢i vratu F:

Predpokladejme nejprve, ze kiivka AFK mé coby primér pfimou ¢aru AB a jeji ordinaty

PM, EF atd. jsou vSechny navzajem rovnobézné. Jestlize bodem F povedeme ordinatu EF

a teCnu FL, a libovolnym bodem M ¢asti AF ordinatu MP a tecnu MT, pak je zfejmé, Ze:

1.

U kiivek, které maji inflexni bod: kdyz abscisa AP spojité roste, také Cast AT
priméru vymezena jeho prinikem ste¢nou a pocatkem hodnot x roste az
do okamziku, kdy bod P splyne s E, a pak nasleduje jeji pokles. Odtud je zjevné, ze
AT odpovidajici ordinaté v P se musi stat nejvétsi AL, pravé kdyz bod P ptipadne
do hledan¢ho bodu E.

U ktivek, které maji bod vratu: kdyz spojité roste ¢ast AT, pak roste t€z abscisa AP,
a to az do okamziku, kdy bod T splyne s bodem L, a pak nasleduje jeji pokles. Odtud
je zjevné, ze AP odpovidajici ordinaté v T musi byt nejvétsi AE, praveé kdyz bod T

pfipadne do L.

Jestlize nyni AE oznacime jako x, EF jako y, budeme mit

dx
AL =25 —
dy

¢ehoz diferencial (za pfedpokladu, Ze dx je konstantni) ¢ini

dy?dx—ydxddy _

a2 dx,

ktery, vydélen dx, tj. diferencidlem AE, musi byt nulovy nebo nekone¢ny. Coz dava

yddy

o = 0 nebo nekonecnu,

Odkud po vynasobeni dy? a vydéleni —y vychézi

ddy = 0 nebo nekonec¢nu.
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Coz nadale bude platit za obecnou formuli pro nalezeni bodi pfehybu nebo vratu F. Jestlize
je totiz dana pfirozenost kiivky AFK, hodnoty dy muzeme vyjadfit pfes dx, a jejim
diferencovanim za ptedpokladu, ze dx je konstantni, najdeme hodnotu ddy vyjadienou
pies dx2. Kdyz pak tuto hodnotu poloZime rovnou nejprve nule a nasledné nekonecnu,
na zaklad¢ jednoho nebo druhého ptedpokladu najdeme pro AE hodnotu takovou, Ze

ordinata EF protne kiivku AFK pravé v bodu piehybu nebo vratu F.

< A . . d . d
Pocatek A hodnot x mtize byt poloZen i tak, Ze misto % — x bude platit AL = x — %,

atedy ze AL ¢i AE bude nejmensi, a nikoliv nejvétsi. Protoze vsak bez jakychkoli obtizi

dojdeme ke shodnym zavériim, nebudu se u toho vice zdrzovat (s.195-197).

V dnesni terminologii se urcuje konvexnost ¢i konkdvnost funkei na jednotlivych

intervalech a hledaji se inflexni body. Uvadim znéni definic dle Jarnika (1974):

Necht' existuje derivace f'(x,) vbodé x,. Existuje-li ¢islo & >0 tak, ze

pro 0 < |x — xo| < 6 lezi bod [x, f(x)] nad te¢nou

y = f(xo) + f'(x0) (x — xo),
fikame, ze funkce f je ryze konvexni vbod€ x,; existuje-li Cislo § > 0 tak, ze
pro 0 < [x — xo| < & leZi bod [x, f(x)] pod teénou, fikame, Ze funkce f je ryze konkavni

v bodé€ xq (s. 252).
Funkce f necht’ ma v bodé€ x,, derivaci. Necht’ existuje ¢islo 6 > 0 tak, ze plati jeden z téchto
dvou ptipadi:

1. Bud'to lezi bod [x, f(x)] pro xo — 6 < x < x pod teGnou
y = f(xo) + f'(x0) (x — xp)
apro xo < x < xo + & nad ni.
2. Nebo lezi bod [x, f(x)] pro xo — 6 < x < xo nad teCnou a pro xo < x < xo+ 8

pod ni.

Potom fikame, Ze funkce f ma v bodé x, inflexi, nebo také, Ze kiivka y = f(x) ma v bodé

[x0, f (x0)] inflexni bod (s. 260).
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Bod vratu, dnes pod pouzivanéj$im terminem hrot kfivky nebo anglicky cusp ¢i spinode, se
definuje jako bod, ve kterém je funkce spojita, ale jednostranné limity derivace se nerovnaji

(na priklad jedna je oo a druhd —oo) (Weisstein, n.d.).

4.2.1Resené tilohy
Uloha 1
L’H: Je dana pfirozenost kiivky axx = xxy + aay na zakladé poméru abscisy AE(x)

k ordinaté EF(y). Pro urCeni inflexniho bodu F je tfeba uréit druhy diferencial ddy

za predpokladu, dx je konstanta. Diferencovanim prvniho diferencialu
3
2axdx = 2xydx + xxdy + aady, vyjadieného jako dy = 2a+xd§ ziskdm nasledujici
xx+aa
rovnici.

9 -
2a3dx? X xx + aa — 8a3xxdx? X xx + aa
ddy = T =0
xx + aa

Nutnou upravou vyrazu ziskavam aa —3xx = 0 a pro AE(x) = a \E Pokladat druhy

diferencial roven oo je bezpfedmétné, jelikoz neexistuje délka abscisy, pro kterou by platilo

xx +aa = 0.

ax? . 2ax(x?+a?)-2ax® 2a3x

MP: Funk x)=y = ma ni derivaci f'(x) = =

u ce f( ) y x2+a2 prV de Y f ( ) (x2+a2)2 (x2+a2)2

. 2a3(x2+a?)’-8a3x?(x2+a?) _ 2a%(a?-3x?) .
a druhou derivaci f"'(x) = = . Tou pfi polozeni rovnou
f ( ) (x2+a?)% (x2+a2)3 prip

L1, . V3 a V3 a , . ..

nule ziskam body inflexe [x; y] = [a? ;Z] a [—a? ;_Z]' Navic dokazu wuréit

. L . . . 3 3
dle znaménka druhé derivace, Ze tato funkce je na intervalu (—oo; —a\/3—— >a< ag; )

(o T 3 3. , ,
konkavni a na prostfednim intervalu < —ag ; ag > je konvexni pro kladny parametr a.

Pro zaporné hodnoty parametru ma kfivka na danych intervalech opa¢né vlastnosti.
Uloha 2
L’H: Je d4na kiivka s ptirozenosti y3 = x2. Prvni diferenciél je 3yydy = 2xdx a po ipravé

dy = #dx. Druhy diferencial za predpokladu konstantniho diferencidlu dx ma hodnotu
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2
9%¥/x*

dostavam existenci bodu vratu x = 0.

ddy = — dx2. Rovnost nule nepfinasi zadné informace o kiivce, z rovnosti nekoneénu

2
MP: Funkce f(x) = y = x3 je spojita na celém defini¢nim oboru. Prvni derivace y' = #

neni definovand pro x = 0, pro zbylé hodnoty defini¢niho oboru ma derivace smysl. Zaroven

jednostranné derivace pro okoli nuly udavaji smérnici tecny jako —oo. Druhd derivace

2 . . - , , s L <
y'=- S5 Je ma svém definicnim oboru zdporna, tudiz je kiivka konkavni a v bodé¢
X

[x; y] = [0; 0] ma hrot.

4.2.2 Porovnani
V definici bodu piehybu a vratu si lze povSimnout, ze 1’Hospital vnimal pojmy vyduta
a vypoukla kiivka jako naprosto pfirozené a vliibec je nedefinoval. Proto ani neurcoval, jestli
jenadanych tsecich kiivka vyduta ¢i vyfoukla a pouze hledal body ptehybu. Tato skute¢nost
ostatné vyplyva z prvotniho grafického znazornéni kiivky — tvar kiivky byl znam dopiedu
podle fyzikalnich ¢i geometrickych vlastnosti a bylo nutné pouze dohledat ptesnou polohu

vyznamnych bodi.

Pfi samotném vypoctu podle I’Hospitala je dulezitd poznamka, Ze diferencidl dx se povazuje
za konstantu, respektive ddx je v porovnani s ostatnimi ¢leny pfili§ malé. V tomto oddilu
znovu diskutoval riznou velikost nekone¢né malych veli¢in.

Aktudlni postupy pouZité v prvni vzorové feSené Uloze pfinesly udaje 1 o zapornych
hodnotach x, coz odpovida skutec¢nosti, Ze I’Hospital pracoval s délkami tsecek, které jsou

vZzdy nezaporné.
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5 L’Hospitalovo pravidlo

Béznéa matematicka populace zna pravdépodobné z I’Hospitalovy prace pouze jednu vétu ¢i
pravidlo, ktera je po ném nepravem pojmenovana, nebot’ pochézi od jeho ucitele Bernoulliho
jako vétSina 1’Hospitalovych poznatkii. Makovsky (2022) toto pravidlo uvedl ve své

publikace hned ve dvou znénich, nejdiive to od Bernoulliho:

Uloha: je dana kiivka, jejiz pfirozenost je vyjadiena zlomkem rovnym y, ktery ma v uréitém

piipadé cCitatele a jmenovatele rovné nule: pozadujeme jeho hodnotu, tj. velikost ordinaty y.

Reseni: necht AEC je dand ktivka, AD = x, DE = y, AB = né&jaké konstanté takov¢, ze BC
se stane rovnym zlomku, jehoz Citatel a jmenovatel se rovnaji nule. Abych nalezl velikost
ordinaty BC, sestrojim tedy na téze ose adb dv¢ dalsi kiivky aeb a aeb takové pfirozenosti,
ze kdyZ vezmu abscisy rovné AD, ad, pak ordinaty de budou timérné citateli obecného
zlomku vyjadfujici ordindty DE; a de pak budou umérné jmenovateli téhoz zlomku.
Za téchto podminek je zfejmé, ze de déleno de mize byt poloZzeno rovnym DE; a otazka se
omezuje na nalezeni hodnoty de déleno de pro ptipad, kdy ab je rovno AB. Shledavam nyni,
Ze v tomto ptipadé de a de vymizi, nebot’ vymizi oba ¢leny zlomku; a tak se obé kiivky aeb
a aeb protnou v bod¢ b: a staci tedy vzit tyto posledni diferencialy fc, By, které kdyz jeden
vydélim druhym, vyznaci velikost hledané BC. CoZz mi poskytne ndsledujici obecné
pravidlo: k ziskani hodnoty ordinaty uvedené kiivky v feCeném piipad¢ je tteba vydélit
diferencial Ccitatele obecného zlomku diferencidlem jmenovatele a tento podil

za ptedpokladu, Ze x bude uc¢inéno rovnym AB, bude hodnotou BC (s. 112—113).

L’Hospital (2022) zavedl pravidlo (graficky znédzorfiuje obrazek 9) v devatém oddilu

Analyzy nekonecné malych, kde jsou uvedena feSeni tloh:

Budiz ktiva ¢ara AMD (AP = x,PM = y,AB = a) takova, Ze hodnota ordinaty y je
vyjadfena zlomkem, jehoZ Citatel 1 jmenovatel se pfi x = a stavaji nulovymi, tj. kdyZ bod P

spadne vjedno s danym bodem B. Ptame se, jaka bude v tomto piipad¢ hodnota ordinaty BD.

Uvazujme dvé kiivé ¢ary ANB,COB se spolecnou osou v podobé usecky AB takové, ze

ordinata PN vyjadfuje Citatel a abscisa PO jmenovatel obecného zlomku, ktery odpovida

ABXPN

vSem PM tak, Ze plati PM = 5

. Je zfejmé, ze ob¢ tyto kiivky se setkaji v bod¢ B, nebot’
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podle predpokladu se PN a PO ob¢ stavaji rovny nule, kdyz bod P ptipadne do B. Nuze,

pokud si nyni pfedstavime ordinatu bd nekonecné blizkou BD, kterd se s kifivkami

ABXbI ie7 se nelisi od BD. Jde

ANB, COB setkava v bodech f, g, ziskame hodnotu bd = bg

tedy pouze o to najit pomér bg ku bf. Avsak je zjevné, ze kdyz abscisa AP piejde v AB,
ordinaty PN, PO se stanou rovny nule, a ze kdyz AP ptejde v Ab, stanou se tyto ordinaty
bf,bg. Odtud plyne, ze samy ordinaty bf, bg ptredstavuji diferencidly ordinat v bodech B
ab vzhledem ke kiivkdm ANB,COB, a tudiz, Zze kdyz vezmeme diferencial Citatele
a vydélime jej diferencidlem jmenovatele, za ptedpokladu x = a = Ab neboli AB, ziskdme

hledanou hodnotu ordinéty bd neboli BD (s. 301).

\)
—-——-—----—\Q‘

2
N

,//a
Obrazek 9: I'Hospitalovo pravidlo (Makovsky, 2014, s. 246)
Vesely (2004) korektné oznacil pravidlo jmény obou matematiki:
Véta (Johann Bernoulli 1691/92, de I’'Hospital 1696). Necht’ f, g maji vlastni derivace vSude

v intervalu (a,b), —co < a < b <+, g'(x) # 0 vSude v (a,b) a

lim 0 _ AeR*.

X-ay g'(x)

Je-li dale splnén jeden z ptedpoklada

1) f(x) = 0,g(x) = 0prox — a,, nebo
2) |g(x)| = +o0prox = ay,
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Potom plati

Cfo
gl

Analogické tvrzeni plati (po nezbytné modifikaci) pro x = b_, resp. xyoe(a, b) (s. 144).

5.1.1Resené ilohy
Uloha 1

L’H: Na zakladé dvou usecek délek a, b, kde konstanta a je delsi nez konstanta b, je urCena

xx—aa

kiivka xxy + aby + aa = xx + axy + bxy, neboli y = Pro urceni ordinaty

xx—ax—bx+ab’
BD, kdyz ptislusna abscisa AB(x) = a, vyjadiim diferencialy Citatele a jmenovatele: 2xdx

a 2x —a — b x dx. Podil téchto hodnot, kdyz x = a, je —.

x%—
x2—(a+b)x+ab

MP: Funkce y = ma bod odstranitelné nespojitosti v x = a (De Lellis, 2013).

Chci-li ur¢it hodnotu na okoli tohoto bodu a funkci tak uméle dodefinovat, aby byla spojita,

ovéiim pfedpoklady véty a nasledné urcim limitu.
f(x) =x*—a?->0prox - a;
f'(x) = 2x, f'(a) = 2a;
g(x) =x*>—(a+b)x+ab - 0prox — a;
gx)=2x—a—-b,g'(a)=a—bAg'(x)#0prox €ER

. 2x _ 2a i x% —a?
xl—rgZx—a—b_a—b_xl—{%xz—(a+b)x+ab

Problém Ize tesit 1 bez I’Hospitalova pravidla béznou Upravou vyrazu a zkradcenim kofentl.

. x? —a? i (x—a)(x+a) 2a
xl—rgxz—(a+b)x+ab_xl—I}clz(x—a)(x—b)_a—b

Uloha 2

2a3x—x%—a3aax
a—Vax3

L’H: Kfivka ma danou piirozenost y = a je tieba urcit velikost ordinaty BD

. . , , g 0 . .
pro x = a, coz piimym dosazenim do vyrazu znamena podil e Citatel rovnice lze
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. addx—2x3dx a?dx 1 4
diferencovat na tvar — ro x = a ma hodnotu —adx —-adx = — - .
ot 3a P 3 5 adx
3adx

., . T d , , , o
Stejny proces pro jmenovatel piinasi vyraz — = — %. Podil takto upravenych vyrazi

4Va3x

dava délku ordinaty BD = -a.

MP: Je tfeba urcit limitu

- V2a3x — x* — aVa?x
lim

x->a a— Vax3

Pro ovéteni predpokladii ur¢im limitni hodnoty a derivace funkci v Citateli a jmenovateli:

f(x) =V2a3x — x* — aVa?x - 0 prox = a;

2a3 — 4x3 a3 () 4a
- S (@) = ——;
2V2a3x — x*  3Va%*x? 3

flx) =

g(x) =a—Vax® - 0prox = a;

) = 3ax? 3 i/ﬁ
g = 4¥a30  4Nx
g'(a) = —% A g'(x) # 0prox € R, pro x = 0 je derivace nevlastni.

Potom plati

Oba postupy ptinasi shodné vysledky.

5.1.2Porovnani
V postupu urcovani limitnich hodnot kiivky podle I’Hospitala nebylo nutné urovat splnéné
predpoklady pravidla, jelikoz vychézel z existujicich kiivek nespojitych jen v nékolika

bodech.
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6 Celkova komparace

L Hospitalliv pfinos byl prevazné didakticky. Metody a postupy, které sepsal v Analyze
nekonecné malych, pochazely od jeho ucitele Johanna Bernoulliho, ktery byl markyzem

nalezit¢ odménén (Makovsky, 2022, s. 44).

V porovnani s dnesnim diferencialnim poctem zminéné metody Casto pfinasi jen Castecné
udaje, coz je dano absenci ortogonalniho soutfadnicového systému. VeliCiny nabyvaji
nezapornych hodnot, jelikoz vyjadiuji délku usecek. Pokud se nékde vyskytuje zaporna
hodnota, je to dano polohou vii¢i bodu a polopiimce. Dale se 1iSi pouzita matematicka
symbolika a terminologie. V n¢kterych ulohach se urcuje jiny prvek, jako tomu bylo
napiiklad pifi hledani tecny. L’Hospital tyto Ulohy feSil urenim velikosti subtangenty

a v dnesni dob¢ se bézné urcuje smérnice teCny vici kartézské soustave souradnic.
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Zavér

Cilem této prace bylo porovnat postupy vychazejici z 1°‘Hospitalovych a soucasnych definic
diferencialniho poctu. Tyto odlisnosti jsem piedvedla pii feSeni n€¢kolika tloh ke kazdému
pojmu. Vybrala jsem ta témata, se kterymi jsou stfedoskolsti ucitelé matematiky a studenti
vysokych skol po tvodnim kurzu matematické analyzy obezndmeni a jejichz porovnani
s pocatky diferencialniho poctu muze pfispét k blizSimu pochopeni feSeni problémd.
Zaroven I’Hospitaliiv geometricky piistup miize mit didakticky vyznam i v dnesni dob¢.
Jsem si védoma toho, Ze mtij pohled na I’Hospitalovy algoritmy, respektive jejich aplikovani

na feSeni Uloh, je ryze subjektivni a poznamenany pfedchozi znalosti aktualnich metod.

Ptesto jsem se je snaZzila predvést v plné mife uzivanim dobové symboliky.

Mozné navazani na tuto praci je rozbor a porovnani zbyvajicich témat z Analyzy nekonecné
malych, jako jsou evoluty, kaustiky a obalové ¢ary. Dal§i mozny rozvoj prace je porovnani

ptistupu k diferencidlnimu poctu a studiu kiivek jiného vyznamného matematika.
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Vyjadreni k vyuziti nastroji umélé inteligence
Pti tvorb¢ bakalaiské prace byla uméla inteligence, konkrétné ChatGPT, pouzita k prekladu

abstraktu do anglického jazyka. Jinym zpisobem nebyla pouzita.
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