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Abstrakt: V tejto praci je opisany prvy polynomialny deterministicky test prvoci-
selnosti s ndzvom AKS algoritmus. Doraz je kladeny hlavne na jeho ¢asovt naroc-
nost. St opisané jeho nedostatky, ktoré neumoznuju jeho pouzitie pri generovani
velkych prvocisel. St tu zhrnuté navrhnuté zrychlenia, ktoré pochédzaju z empi-
rickych vysledkov. Tieto zrychlenia nie si dokazané, a preto nedavaju determinis-
ticky test. Praca pokracuje porovnanim redlneho c¢asu vypoctu na konkrétnych
implementaciach. Praca dalej obsahuje variant tohto algoritmu, a to Bernsteinov
variant, ktory ma lepsiu asymptoticki ¢asovi naroc¢nost. Chod tychto algoritmov
je ukazany na prikladoch.
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Uvod

Dolezitou otazkou v teorii prvocisel je ako efektivne zistit, ¢i dané cislo je
prvocislo. Napriek jednoduchosti zadania sa ukazuje, ze tento problém je dost
narocny.

V 80. rokoch 20. storocia sa zacali objavovat prvé polynomialne pravdepodob-
nostné testy prvociselnosti. Tie st zalozené na tom, ze nam vedia urc¢it prvocisel-
nost s urcitou pravdepodobnostou chyby. Tieto testy opakujeme, a tym dostavame
mensiu pravdepodobnost na chybu. V praxi sa pouzivaju prave takéto testy. Hlav-
nym dévodom je ich rychlost.

Ak chceme vediet s istotou, ze dané cislo je prvocislo, tieto testy ndm nepomozu.
V tomto case sa vyvijali aj prvé deterministické polynomidlne testy, ale tie st
zalozené na platnosti nejakého predpokladu, ktory zatial nie je dokazany.

V roku 2002 bol predstaveny prvy deterministicky polynomidlny test prvocisel-
nosti nazvany AK S po svojich autoroch Agrawal, Kayal, Saxena, ktory nevyza-
duje ziaden predpoklad. Tomuto testu sa venuje tato praca.

Nésledne sa objavili dalsie algoritmy, ktoré nadalej asymptoticky zlepsovali ¢asovi
narocnost. Jeden z nich taktiez predstavim v tejto praci. Zameriam sa hlavne na
¢asové narocnosti tychto algoritmov. Predstavim teoreticku podstatu algoritmov,
ale iba odkazem na dokazy tychto poznatkov. Ukazem, ako pouzitelné su tieto
algoritmy v praxi, aké vyhody a nevyhody maji, a urobim porovnanie svojich
implementacii tychto algoritmov.



Znacenie a zakladné pojmy

N Prirodzené ¢isla

Z Celé cisla

Z, Okruh s operaciami modulo n

Z,[z] Mnozina polynémov nad Z,, kde p je prvocislo
F, Konecné teleso s p prvkami, kde p je prvocislo
o(r) Eulerova funkcia

ord,(n) Rad ¢isla n modulo r

NSD(a,b) Najvacsi spolo¢ny delitel pre a,b € N

log Logaritmus pri zaklade 2

Definice 1. Definujeme
e f€0(g(n) e Ic>0,n0:Yn>ng plati |f(n)| < c|g(n)|

e f€0”(g(n)) < Tc>0,n9,k>0:Yn>ng plati

|[f(n)] < clg(n)|log"(lg(n)))

o fe€o(g) @limxﬁm% =0

Definice 2. Nech r € N,a € Z, NSD(a,r) = 1. Povieme, ze k € N je rdd cisla
a modulo r, ak je najmensie také, Ze a* =1 (mod r).

Q

Definice 3. Pre polyndmy g1, ge € Zlx| definujeme
g1 = g2 (mod fn)

ak g1 — g2 € Zy,[z]/ f.

Definice 4. Majme komutativny okruh R. Prvok a € R nazveme jednotka, ak
existuje b € R, pre ktoré plati ab = 1. MnoZinu vsetkych jednotiek v R znacime

R*.
Lemma 1 ([I]). Nech a,b € N, |al,|b| < n. Potom plati:
e ndsobenie a,b md casovi ndrocnost O~ (log(n))

o nasobenie dvoch polynomov stupna d s koeficientmi, ktoré si obmezené v
absolitnej hodnote hodnotou n, md casovi ndarocnost O~(d - log(n))

e a modulo b ma casovi ndrocnost O~ (log(n))

Euklidov algoritmus md casovi ndrocnost O(log?(n))



1. AKS algoritmus

1.1 Predstavenie algoritmu

Zakladnou myslienkou algoritmu je nasledujica lema.

Lemma 2 ([2], Lemma 2.1). Oznacme a € Z, n € N, n > 2, NSD(a,n) = 1.
Potom n je prvocislo prave vtedy, ked

(X +a)"=X"4+a (modn)
D4 sa ukazat, ze staci testovat kongruenciu v tvare
(X+a)"=X"+a (mod X" —1,n) (1.1)

pre vhodné, dostatocne malé r, ktorému sa budeme venovat v dalsej sekcii. Na
rozdiel od kongruencie v leme [2| budeme musiet testovat viacero kongruencit
pre rozne ¢isla a. Modulenie polynémom X" —1 ndm pomoéze vyrazne znizit pocet
¢lenov vo vypoctoch, a tym docielit pozadovani polynomialnu ¢asovii naroc¢nost
vzhladom na dlzku vstupu.

1.2 Opis algoritmu

Definice 5. Nech n € N,n > 1. Povieme, Ze n je perfektnou mocninou, ak
b

existuju a,b € N, b > 1, Ze a’ = n.

Prvym krokom je urcit, ¢i nase n nie je perfektna mocnina. Tento Specidlny
pripad je potrebny pre platnost zvysnych krokov.

Nésledne potrebujeme najst vhodné a dostatocne malé r, ktoré budeme pou-
zivat v kongruencii na testovanie prvociselnosti. Takéto vhodné r je také, pre
ktoré plati ord,(n) > log*(n).

Potom otestujeme NSD(n,a) pre ¢isla a mensie ako r a podmienku n < r.
Ak zistime, ze 1 < NSD(n,a) < n pre nejaké a, tak n je zlozené cislo. Ak je n
mensie ako r, tak n je prvocislo.

V poslednom kroku budeme testovat kongruenciu pre rozne a od 1 do
|\/@(r)log(n)]. Ak nejaka z kongruencii neplati, tak n je zlozené. Naopak, ak
to plati pre vsetky a, tak n je prvocislo.

1.3 Kroky algoritmu podrobne

Teraz si opiseme, ako budeme realizovat jednotlivé kroky algoritmu, a ukazeme
ich ¢asovi naroc¢nost.

1.3.1 Perfektna mocnina

UkéZeme algoritmus, ktory zisti, ¢ je n tvaru a’, pre a,b € N, b > 1.
Pri vypocte budeme pouzivat rychle modularne umocnovanie, ktoré si najskor
ukazeme.



Algorithm 1 Rychle moduldrne umocnovanie
Require: a,nm € N,n > 1
Ensure: a" mod m
I k<n;l+ 1,z amodm
2: while £ > 1 do
3: if k mod 2 = 1 then
l=(l-2) modm

4

5: z=(z-2) modm
6: k=Fkdiv?2
7: return [

Lemma 3. Algoritmus (1| md casovi ndrocnost O~ (log(n)log(m)).

Diikaz.  While cyklus mé log(n) iteracii. V kazdej vykondme dve nédsobenia
modulo m. Cinitele v nasobeni st obmedzené velkostou m. Podla lemy [1| mé
nasobenie aj modulenie narocnost O~ (log(m)), a preto aj vypocet jednej ite-
racie ma casovi narocnost O~(log(m)). Dostavame findlnu ¢asovi nérocnost
O~ (log(n) log(m)).

O

Algorithm 2 Perfektnd mocnina
Require: n € N,;n > 2
Ensure: "Je'" alebo "Nie je'" n perfektnd mocnina

1: b+ 2

2: while 2* < n do

3: a+l;cen

4 while c —a > 2 do

5 m < (a+c) div 2

6 p < min{m®n + 1}

7 if p = n then return Je perfektna mocnina
8 if p <n then

9: a<m
10: else c<—m

11: b« b+1
12: return Nie je perfektnd mocnina

Lemma 4. Algoritmus[d funguje spravne a md casovii ndrocnost O~ (log3(n)).

Diikaz. Vonkajsi while cyklus prebehne log(n)-krat. V kazdom while cykle hla-
dame ¢&islo [, pre ktoré plati [® = n pre $pecifické b. Hladdme ho pomocou
bisekcie intervalu, takze ho nédjdeme v case log(n), ak existuje. Pri jeho vy-
hladdvani pocitame m’. Na tento vypocéet pouzijeme algoritmus [1| bez modu-
lenia, ale hned ako medzivysledok bude vécsi ako n, prestaneme s vypoctom,
lebo to znamen4, Ze m® sa nemdze rovnat n. Vypocet m® ma ¢asovii naroénost
O~ (log(b) log(n)) = O~ (log(log(n))log(n)) = O~(log(n)). Vysledna ¢asova na-
rocnost je O~ (log3(n)).



Poznamenajme este raz, ze tento algoritmus vyskusa vSetky mozné exponenty a
bisekciou intervalu hlada spravny zaklad pre konkrétny exponent, ak taky exis-
tuje. Ak taky zaklad najde, tak vrati, ze Cislo je perfektna mocnina. Naopak ak
ho nenajde pre ziaden exponent, tak vrati, ze ¢islo nie je perfektna mocnina.

]

1.3.2 Hladanie r

Lemma 5 ([2], Lemma 4.3). Eristuje r € N, ktoré spliia ord,(n) > log(n)
a plati r < max{3,[log°(n)]}.

Tato lema je dolezité obmedzenie velkosti r, ktord ndm umoznuje jeho ndjdenie
v polynomialnom case.

Algorithm 3 Najdenie vhodného r
Require: n € N;n > 2
Ensure: r € N;

Lr 2t 1

2: while r < [log®(n)] do

3. for k=1 to |[log*(n)| do

4 t=(t-n)modr
5 if t =1 then

6: r<—nr—+1

7 t+1

8 break

9: return r

Lemma 6. Algoritmus[3 md casovi ndrocnost O™ (log™(n)).

Dijkaz. Prechddzame vSetky mozné r od 2 do log®(n). Pre kazdé r potrebujeme
log*(n) nasobeni modulo r. Jedno ndsobenie m4 podla lemy [1| asovii narocnost
O~(log(r)). Preto overit jedno r m4 ndrocnost O~(log(r)log*(n)). Tym dosté-
vame findlnu ¢asovii naroc¢nost

O~ (log(r) log*(n) log®(n)) = O~ (log(log®(n)) log" (n)) = O~ (log (n))

1.3.3 NSD(a,n)

Na néjdenie jednotlivich NSD(a,n) pouzijeme Euklidov algoritmus.

1.3.4 Pocitanie kongruencii

V tomto kroku testujeme |/¢(r)log(n)| kongruencii.



Lemma 7. Vipocet jednej kongruencie md casovii ndrocnost O~ (rlog*(n)).

Diikaz.  Na vypocéet (X + a)" pouzijeme podobny algoritmus ako algoritmus
[, ale pre polynémy. Podla lemy [I] m& vyndsobenie dvoch polynémov stupna
d, ktoré maju koeficienty obmedzené ¢islom n, ¢asovi zlozitost O~ (dlog(n)). V
tomto pripade mame polynémy stupna r a koeficienty obmedzené ¢islom n. Preto
¢asova naro¢nost tohto nasobenia bude O~(rlog(n)). Takychto nasobeni potre-
bujeme log(n), rovnako ako v algoritme [1, Preto vysledna ¢asova narocnost je
O~(rlog*(n)).

O

1.4 Algoritmus v pseudokdde

Teraz, ked uz chapeme realizaciu jednotlivych krokov algoritmu, si ho mézeme
zapisat do pseudokodu.

Algorithm 4 AKS algoritmus
Require: n > 1
Ensure: Prvocislo alebo Zlozené ¢islo
ifn=a"preac€Nab>1then
return Zlozené cislo
N4jdeme r také, ze ord,(n) > log*(n)
if 1 < NSD(a,n) < n pre nejaké a < r then
return Zlozené cislo
if n <r then
return Prvodislo
for a =1 to [/p(r)log(n)| do
if (X+a)"#X"+a (mod X" —1,n) then
return Zlozené cislo
: return Prvocislo

—_ =
= O

Vsetky kroky algoritmu maji polynomialnu ¢asovi naroc¢nost vzhladom na
dlzku vstupu. Najvyssiu narocnost ma testovanie kongruencii, ¢o vidime v nasle-
dujtcej vete.

Véta 8. Algoritmus | md casovi ndrocnost O~ (log?/?(n)).

Diikaz. 7 lemy [4 vieme, Ze urcit, ¢i n je mocnina prvodisla trva, O~ (log®(n)).
Lema [6| ndm hovori, Ze vhodné r najdeme za O~ (log"(n)).

Z lemy [5| vieme, Ze r je obmezené hodnotou log®(n). Potrebujeme vypodcitat tolko
NSD(a,n), kolko je r. Jeden vypocet NSD(a,n) trva podla lerny O(log*(n)). Z
toho vyplyva, Ze narocnost tohto kroku je O(log™(n)). Vypocet jednej kongruen-
cie podla lemy ﬁ trva O~ (rlog?(n)). Tychto vipoctov prebehne [/¢(r)log(n)],
a preto vysledna ¢asova narocnost je O~ (r*/%log®(n)) = O~ (log?/?(n)).
Vidime, ze posledny krok je ¢asovo najnaroc¢nejsi, a preto to je aj ¢asova naroc-
nost celého algoritmu.

]



1.5 Spravnost algoritmu

V tejto casti ukdzeme naznak dokazu spravnosti AK.S algoritmu. Najskor si
ukazeme, ze ak n je prvocislo, tak algoritmus nam vrati spravny vysledok. Algo-
ritmus nam v takom pripade nemoze vratit, ze n je perfektnd mocnina, rovnako
ako nenastane situdacia, ze by sme nasli netrivialneho delitela pomocou vypoctu
NSD(a,n). Dalej vieme z lemy , ze kongruencie platia, takze algoritmus vrati
spravny vysledok.

Na dokaz opacnej implikacie musime vybudovat sériu lem.

Predpokladédme, ze ndm algoritmus vratil Prvocislo, a ukazeme, zZe to je skutocne
prvocislo.

Méme r < max{3,[log®(n)|}, Ze ord,(n) > log*(n). Z toho, ze ord,.(n) > 1,
musi existovat prvociselny delitel p ¢isla n, pre ktory plati ord,.(p) > 1. Ak by pre
kazdy prvociselny delitel platilo ord,(p) = 1, tak by sme dostali, ze ord,.(n) = 1,
¢o je spor s velkostou ord,(n). Pre kazdé n zafixujeme takéto p. Pre p este plati
p > r, lebo inak by algoritmus vratil Zlozené ¢islo najneskor v kroku pocitania
NSD. Toto p vyuzijeme v nasledujicej definicii.

Definice 6. Povieme, Ze m € N je introspektivne pre polynom f(X), ak
(f(X))™ = F(X™)) (mod X" —1, p)

Teraz si uvedieme tri lemy, ktoré hovoria o vlastnostiach introspektivnych
¢islach a ich polynémoch. Ich dékazy st nad rdmec tejto prace a si uvedené v [2
Lemma 4.5,4.6].

Lemma 9. Introspektivne cisla pre polyném f(X) si uzavreté na ndsobenie.

Lemma 10. MnoZina polynomov, pre ktori je m introspektivne, je uzavretd na
ndsobenie.

Zavedieme dve mnoziny, pomocou ktorych definujeme dve dolezité grupy.
Oznacime £ = [,/¢(r)log(n)]. Prvd z nich je I = {(2)' p’ | i,j € No} a druhd
P = {Il—o(X + a)* | e, € No}.

Lemma 11. Kazdy prvok z mnozZiny I je introspektivny pre kazZdy polynom z P.

Definice 7. Definujeme mnozZinu G ako zvysky po deleni c¢islom r v I. To zna-
mend {(3)" p’ modr | i,j € No}.

Velkost tejto mnoziny budeme vyuzivat v dalsej ¢asti, a preto ju oznacime
t = |G| a v nasledujtcej leme ju odhadneme.

Lemma 12. G je multiplikativna podgrupa Z* a plati t > log*(n).

Diikaz. Pre n a p plati NSD(n,r) = NSD(p,r) = 1. G je generovand n a p, a
preto to je podmnozina Z;.
Majme a,b € G, ze a = (2)" p’* (mod r) a b= (%)™ p” (mod r). Potom

_ ﬁ 11 . J1 . ﬁ 2 J2 — Q 11+J1 ., J1+J2
ab—(p) Pt (mod r) (p) p’? (mod r) (p) P’ (mod )

Z toho vyplyva, Ze ab € G. Pre n plati ord,(n) > log*(n) a z toho dostdvame
t > log*(n).
O



Véta 13 ([3], Theorem 2.47). Bud Q,(X) cyklotomicky polyném nad telesom Fp,.
Plati:

o Q.(X) deli X" —1
o Q.(X) sa rozkladd na ireducibilné polynomy stupria ord,(p)

Teraz zadefinujeme druhi mnozinu, ktora hra klicova tlohu v dokaze sprav-
nosti. Podla Vety 13| mame ireducibilny polyném stupna ord,(p) nad Fy. Z volby
p vieme, Ze ord,(p) > 1, takze mame polyném stupna aspon 2. Nejaky takyto
polyném oznacime h(X). Definujeme mnozinu G ako zvysky po deleni polynémov
z P polynémom h(X) a ¢islom p.

Lemma 14 ([4], Pozndmka 8). G je podgrupa multiplikativnej grupy telesa F =
Fplz]/h(X)

Ked uz mame definované grupy, pozrieme sa na ich velkosti.
Da sa ukézaf, ze plati spodny odhad na velkost grupy G,
a to |G| > n‘/’z[Z, Lemma 4.9]. Naopak, d4 sa tiez ukdzat horny odhad. Ten ndm
dava do suvislosti velkost tejto grupy s prvociselnostou ¢isla n. Plati, ze ak n nie
je mocnina p, tak |G| < nV![2, Lemma 4.8].

7Z tychto pozorovani vidime, Ze n je mocnina p, t. j. n = p*, ale ak k > 1,
tak nam algoritmus skoné¢i v prvom kroku. Z toho vyplyva, ze n = p, takze n je
prvocislo.

1.6 Priklady AKS algoritmu

V tejto podkapitole si ukazeme 2 priklady, jeden na prvocislo a druhy na
zlozené ¢islo. Zlozené &slo sa sklada z dvoch prvodisel podobnej dlzky. Priklady
obsahuju aj ¢asové porovnanie testované na implementacii v Sagemath na proce-
sore Intel i5 s frekvenciou 4,2 GHz.

Priklad. Chceme zistif, ¢i je n = 10593829 = 6113 - 1733 prvocislo.

1. Je n = 10593829 tvaru a® pre a,b € N,b > 1 7?
While cyklus v algoritme konéi, ak 2° > n a b sa inkrementuje o 1 kazdym
cyklom. V tomto pripade je to do b = 23.
Algoritmus vrati, ze n nie je perfektna mocnina.

2. Najdenie vhodného r.
Chceme najmensie r, ze ord,(n) > log*(n). Podla lemy 6 vieme, Ze takéto
r bude mensie ako log®(n).
For cyklom za¢neme hladanie od 2 do [log®(n)].
Pre kazdé r vysktsame n* mod r, pre kazdé k od 1 do |log?(n)].
Ak pre ziadne k sa vyraz nerovna 1, madme zarucené ord,(n) > log?(n).
V tomto pripade r = 557.

3. Skontrolujeme 1 < NSD(a,n) < n pre kazdé a < r. Pre nase n,r to nena-
stane.

4. Ak n <r, tak by to bolo prvocislo. To nie je nas pripad.



D.

|\/¢(r)log(n)| = 550, takze pre a = 1 do 550 skusame
(X+a)"=X"+a (mod X" —1,n)

Ak tato kongruencia neplati pre nejaké a, ¢islo je zlozené. Pre 10593829 to
neplati pre a = 1.

Lava strana: (X + 1)10593829 = 6843828 X°5¢ + ... + 3319309

Prava strana: X2 + 1

Takze toto ¢islo je zlozené.

Vypocet prebehol v priemere za 106 ms. Treba poznamenat, Ze tento ¢as je na
pomery algoritmu relativne dobry, kedze sme testovali iba jednu kongruenciu.
Néajdenie vhodného r trvalo 98 ms. Ostatné kroky trvali vyrazne menej.

Teraz sa pozrieme na vypocet, ak ¢islo je prvocislo.
Priklad. Otestujeme n = 830111

1.
2.
3.

n = a® ? Algoritmus vrati nie.
Néajdeme r = 389

Skisime 1 < NSD(a,n) < n pre kazdé a < r. Vsetky sa rovnaji 1.

. Ak n < r, tak by n bolo prvocislo. To neplati.

L\/mlog(n” = 387, pocitame
(X+a)"=X"+a (mod X" —1,n)

Téato kongruencia plati pre vsetkych 387 pripadov. Tu moézeme vidiet jasny
vypoctovy problém algoritmu, kedze vypocitat jednotlivé kongruencie nie
je také rychle.

(X +a)** ™ (mod X — 1, 830111)

To v priemere trvalo 794 ms.

Cely algoritmus trval 875 ms a vratil "Prvocislo’, ¢o je spravny vystup.
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2. Mozné zlepsenia

V tejto kapitole si ukdzeme redlne vypoctové problémy tohto algoritmu a
ukazeme navrhy na zrychlenie.
Névrhy na zlepSenie budeme ¢erpat z ¢lanku [5], v ktorom skimali, ako sa spravaji
jednotlivé kroky pre velky pocet ¢isel. Ako sme videli v prikladoch, mame 2 velké
problémy algoritmu, a to hladanie vhodného r a pocet kongruencii, ktoré musime
testovat. V ¢lanku navrhuju tieto zlepsenia:

2.1 Zlepsit hladanie r

1. Empiricky sa ukazuje, Ze je mozné nastavit zaciatok hladania vhodného r
na ([log(n)] — 1)2.
To by pre nas vzorovy priklad n = 10593829, kde r = 557, znamenalo, ze
by sme zacali od 529, ¢o by usetrilo zhruba 95 percent vypoctov. Treba
poznamenat, Ze tento odhad plati pre tie ¢isla, ktoré sa dostant do casti
algoritmu, kde pocitame kongruencie. Pre ¢isla, ktoré si vyhodnotené pri
pocitani NSD(n,a) by toto r malo byt mensie, ale to by nemalo vyvrétit
validnost tohoto kroku. Zaroven sa ukazuje, ze ak r nie je najmensie mozné,
tak to tiez nevyvracia spravnost kroku.

2. Ukazuje sa, ze vacsina r pre n, ktoré déjdu do posledného kroku, su prvo-
¢isla. Ak by sme urobili rychly pravdepodobnostny prvociselny test kandi-
déta na r, tak by sme sa vyhli po¢itaniu ord,(n) pre zlozenych kandidatov.
Néasledne, ak najdeme r prvocislo, tak pre toto r testujeme jeho rad. Je
pravda, ze musime navysSe urcovat prvociselnost r, ale to zaberie menej
casu ako vypocet radu.

2.2 Znizit pocet pocitanych kongruencii

Zaujimavé pozorovanie je, ze ak zlozené ¢islo vstupi do posledného kroku, tak
a, pri ktorom rovnost neplati, je extrémne malé. Cisla, ktoré zlyhaji az pre a = 2
alebo a = 3, maju priblizne 150 cifier a viac. Rozdiel rychlosti algoritmu je preto
pri prvocislach a zlozenych cislach velmi vyrazny.
Podla empirickych vysledkov sa ukazuje, ze ak najdeme najmensie ¢islo a z inter-
valu [1,]1/¢(r) log(n)]], pre ktoré kongruencia neplati, tak uz kongruencia neplati
pre vSetky ¢isla vécsie ako a. Zaroven pre vsetky ¢isla mensie ako a tato kongru-
encia plati.
Preto stoji za uvazenie nahradit cely for cyklus jednym testom s hodnotou
a = [\/e(r)log(n)|, kedZe ak kongruencia neplati pre nejaké mensie a, tak ne-
bude ani pre toto posledné a.
Treba ale poznamenaf, Ze tento poznatok nie je dokazany, a preto nam testovanie
iba posledného a nedava deterministicky test prvociselnosti.
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Tieto poznatky mozeme integrovat do algoritmu a dostaneme nasledujuci pse-

udokdd.

Algorithm 5 Zrychleny AKS
Require: n € N
Ensure: Prvocislo alebo Zlozené ¢islo
if n=a’prea € Nab>1then
return Zlozené cislo
N&jdi prvotislo r € (([zog(nﬂ 122 (Hog(nﬂ)z) a ord,(n) > |log?(n)]
if 1 < NSD(a,n) < n pre nejaké a < r then
return Zlozené c¢islo
if n <r then
return Prvocislo
if (X + [\/e(r)log(n)])™ # X" + [\/e¢(r)log(n)] (mod X" —1,n) then
return Zlozené cislo
return Prvodislo

=
=

Zmeny mozeme vidiet pri vybere r a pocte kongruencii.
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3. Porovnanie rychlosti
algoritmov

V tejto Casti sa pozrieme na porovnanie troch algoritmov pre &sla roznej dizky.
Budeme porovnavat povodny AKS, zrychleny AKS a Trial division algoritmus,
ktory skusa delitelnost 2 a vSetkymi nepdrnymi ¢islami od 3 do y/n. Ten ma
¢asovi nérocnost O(y/n)

Najskor sa pozrieme na vysledky z merania, ked sme testovali prvocisla.
Zmackou — oznacime pripad, ked vypocet trval velmi kratko, pripadne prilis dlho.

Pocet cifier AKS Zrychleny AKS Trial division

4 0,14s 0,006 —
6 0,825 0,018s —
8 4,295 0,059s —
10 23,275 0,226 —
12 77,725 0,515 0,04s
16 — 2,365 4,885
18 — 4,385 —

Tabulka 3.1: Porovnanie rychlosti algoritmov pre prvocisla

Teraz si ukazeme porovnanie, kde testujeme zlozené cisla.

Pocet cifier AKS Zrychleny AKS Trial division

10 0,19s 0,024s 0,0002s
15 0,75s 0,14s 0,21s
20 1,465 0,41s 97,49s
40 16,455 9,87s —

Tabulka 3.2: Porovnanie rychlosti algoritmov pre zlozené ¢isla

V tabulke vidime, Ze zrychleny variant je ovela rychlejsi, a to hlavne pre
velky rozdiel v pocte testovanych konvergencii.
Zérover pri ¢islach n < 10 je Trial algoritmus dokonca rychlejsi (pre mensi pocet
cifier ako 12 to boli zlomky milisekind), ale tento algoritmus je pre ¢isla vacsie
ako 10° nepouzitelny.
Co sa tyka tabulky vidime velké zlepsSenie vo vykone AKS algoritmu. Uz
medzi 15- az 20-cifernymi ¢islami je rychlejsi ako Trial algoritmus. Zrychleny
algoritmus je stale rychlejsi. Aj ked vieme z predoslej kapitoly, ze vypocet kon-
gruencie prebehol iba jeden, rovnako ako v zrychlenom, tak vypocet r trva dlhsie.
To je vdaka lepsie zvolenému intervalu hladania vhodného r.
Preto mézeme poznamenat, ze AKS nie je az taky zly test, ak testované n je
zlozené. 100-ciferné ¢islo zlozene z dvoch velkych prvocisel vyhodnotil zhruba za
8 mintt.
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4. Bernsteinov variant AKS

Deterministické testy nam s istotou urcia prvociselnost ¢isla. Tento variant
nam najskor nie deterministicky vyberie, za uréitych kritérii, kandidata na cer-
tifikat, a nasledne deterministicky overime jeho pravost. Pravost certifikatu ndm
uz garantuje prvociselnost daného ¢isla. Casova naro¢nost tohto algoritmu je

O(log***M(n)).
4.1 Hlavna myslienka

Hlavnou myslienkou tohto variantu je nasledujtica veta z ¢lanku [6].
Véta 15. Majme n,d,e € N, pre ktoré plati:
o 20— 1>n2lVel g ¢l nd —1.

o [ monicky polynom v Zy,|x] stupria d.

r prook R =7Z,[z]/f, Ze

™1 =1 (mod f, n)

e r’=D/a_1 ¢ R pre kazdé prvocislo q, Ze q|e

e r—1€R

o (y—1D"" =r0"D/ey 1 (mod y¢ — 1) v okruhu Rly]
Potom n je mocnina prvocisia.

Vidime podobnu struktaru ako pri AKS. Najskor otestujeme, ¢i n nie je moc-
nina prvodisla algoritmom 2l Potom vyuzZijeme vetu, ktord nam za urcitych pod-
mienok povie, ze n je mocnina prvocisla, a tym dostaneme, Zze n je prvocislo.

Nasledne si definujeme, o je to certifikat pre prvocislo.

Definice 8. Bud'n,d,e € N, ¢,c € Z. Nech je f monicky polynom v Z,[z] stupria
d. Bud'r prvok R =Z,[z]/f a S podmnoZina R.
Nech plati:

e eln?—1
e e>c>c >0
« =1 (mod f,n)

° ,),.(nd—l)

/1 — 1 € R* pre kazdé prvocislo q, e qle
o sE€ R pre kazdé s € S
o s¢— (5')° € R" pre rozne s,s' € S

o $°—1r € R pre kazdé s € S
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. (e|S|) (cc) (e|5| te—1— c> >nd[\/_]

c e—1—c

d

o (y—s)" =r"Vley — sy okruhu Ry]/(y¢ —r) pre kaidé s € S.

Potom (d,e,c,c,f,r,S) nazveme certifikdt pre n.

Teraz uvedieme dolezitt vetu, ktora nam hovori, ako prepojit certifikat
a prvociselnost n.

Véta 16 ([6], Theorem 3.2). Majme certifikdt z Definicie([d (d.e,c.c,f,r,S) pre n.
Potom n je mocnina prvocisia.

4.2 Vytvorenie certifikatu

D4 sa dokézat[6, Theorem 5.3], Ze pre kazdé n prvocislo existuje certifikat
specifického tvaru, a to (d,e,0,0,f,r,{1}). Rovnako ako v sekcii vety uvedieme
a odkazeme na ich dokazy, ktorymi sa nebudeme zaoberaf.

Tuato znalost vyuzijeme tak, ze lahko spocitame kandidatov na d,e, f,r a nasledne
budeme testovat, ¢i pre nich platia podmienky z definicie [§

4.2.1 Najdenie vhodnych kandidatov na d a e

V [6, Theorem 5.1] je dokdzané, Ze pre n > 1 existuje d, ze n? — 1 ma delitela
e > 6, pre ktory plati e € ( d*[log?(n)], d*(d + 1)[log*(n)] ).

Algorithm 6 Vhodné d a e
Require: n€ N;n > 1
Ensure: de € N: e|n?—1
1: ford=1,2,... do
2. for e = d*[log*(n)] to d*(d + 1)[log*(n)] do
3: if n? — 1 mod e = 0 then
4: return d,e

Lemma 17. Cislo d md hodnotu O(log®™"(n)) a algoritmus @ ma casovi ndroc-
nost O(log>+°M(n)).

Diikaz.  Podla [[6], Theorem 5.2] najdeme é&islo d po O(log®™(n)) pokusoch.
Pri vipocte d inkrementujeme o 1, a preto ma ¢&islo d hodnotu O(log®™(n)).
Pre kazdé d mame d>[log®(n)] ¢isel e, ktoré potrebujeme vyskusat. To je cel-
kovo O(log“" )(n)) operacii mod. Pouzitim lemy |1| dostdvame finalnu naroénost
O(log®°M (n)).

[

Lepsia casova naroc¢nost sa da docielif pomocou vypoctu zvyskového stromu
[[7], Section 18]. To je algoritmus, ktory dostane n,k;,ks, ...,k a vrati n mod k;
pre ¢ € {1,...,l}. Jeho hlavnad myslienka je, ze najskor spocitame n mod ky -
ks - - - k;. To je nas koren stromu. Nésledne rozdelime {ky, ...k} na {ki,...,|l/2]}
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a {[{/2] +1,...,l}. Napriklad n mod ky---kjs spocitame ako (n mod k -
ky---ki) mod ky---kpys. Takto postupujeme rekurzivne. Listy tohto stromu
budd n mod ki,...,n mod k;. Tymto algoritmom spocitame n¢ — 1 modulo
vietky e v ¢ase O(log?+t°W(n)).

4.2.2 Najdenie f

Potrebujeme néjst vhodny monicky polyném stupna d v Z,[z].

Algorithm 7 Vhodny polyném f
Require: n,d € N,n > 1
Ensure: monicky polyném stupnia d v Z,[z]
: Vygeneruj ndhodny monicky polyném f stupna d
cfori=1tod—-1do

g=NSD(f,z" —x)

if deg(g) > 0 then

Gotol

return f

AN

Lemma 18. Ak je n prvocislo, tak algoritmus[7 vrdti polyndm f, ktory je iredu-
cibilny.

Diikaz. Ireducibilny polyném stupna k < d nad Z,,, kde n je prvocislo, deli poly-
ném z"° — x, a preto ak by f nebol ireducibilny, tak by mal netrividlneho N.SD
s nejakym -y

O

Lemma 19. Algoritmus @ md casovii ndrocnost O(log?>+°M(n)).

Diikaz. Podla lemy (17 ma d velkost O(log®® (n)). Euklidovym algoritmom pre
polynémy potrebujeme vypocitat NSD(f.z™ — z) pre i € {1,...,d — 1}. Na
vypocet prvého kroku ™ —x mod f vyuzijeme variant algoritmu , kde umocnu-
jeme v Z,[z]/f. Tento krok mé ¢asovii narocnost O(log>°™M)(n)) podla lemy .
Nésledne pokracujeme Euklidovym algoritmom a podla lemy [1| dostavame ¢asovi
narocnost O(log?°M)(n)). Pocet vipoctov NSD je O(log°™ (n)), a preto findlna
¢asova naroénost je O(log?+°W)(n)).

O

4.2.3 Najdenie r

Na dokoncenie certifikatu potrebujeme najst r, pre ktoré plati, ze r(=1/e mg
rad e v okruhu Z,[z]/f.
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Algorithm 8 Vhodné r
Require: n,d,e,f e N;n>1
Ensure: TEZ[]/fT n=n/e ridu e

1: Vygeneruj ndhodny prvok r € Z,[z]/f — {0}

2: if r"~1 £ 1 (mod f, n) then

3 Go to 1

4 if r’-D/a =1 (mod f, n) pre nejaké gle prvocislo then
5 Goto 1l

6: return r

Lemma 20. Algoritmus[§ md casovi ndrocnost O(log?+°M (n)).

Diikaz. Pouzijeme algoritmus [I] pre polynémy, kde stupen polynémov je obme—
dzeny éislom d a ¢leny obmedzené ¢islom n. Cislo d mé velkost O(log°™(n))
podla lemy [17] Podla lemy [3] a [1] dostavame ¢asovii ndro¢nost jedného umoc-
riovania (9(1092*0( (n)). Cislo e je velkosti O(log>t°™M(n)), a preto podet bitov
je O(log®M(n)). Uvézme prvociselny rozklad e = [[%, ¢;*, potom 2*F < e, takze
k < log(e) = log°"(n). Z toho vyplyva, Ze je maximalne log°™)(n) rdznych prvo-
¢isel, ktoré delia e. O¢akdvame, Ze r volime ndhodne v cyklickej grupe radu né—1,
¢o je izomorfné Z,«_;. Vhodné volby st ¢isla, ktoré nie sit nasobky prvocisel g,
ktoré delia e. Pomer vhodnych volieb ku vSetkym volbam je v najhorsom pripade

k

I1

i=1 % —

k k
H1+ _1§H —_k+1<2k

7 toho dostavame, ze

k = 2(log"" (n)) = O(log™™ (n)).

k
4
<
EQ1_1_

Vislednd ¢asova narocnost je O(log?+°M (n)).

4.3 Overenie certifikatu

Nasledujuca sekcia sa zaobera pripadom, ak mame certifikat pre dané n a
chceme overif jeho platnost. Tento postup sa da zapisat do nasledujiceho algo-
ritmu.
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Algorithm 9 Overenie certifikatu
Require: Certifikat (d,e,c,c,f,r,S)
Ensure: Platny alebo neplatny certifikat
. if n? — 1 mod e # 0 then
return Neplatny
:if not e >c¢> ¢ >0 then
return Neplatny

1
2
3
4
5. if r~1 £ 1 (mod f, n) then
6
7
8
9

return Neplatny
. if #(*=D/4 nie je v R* pre ¢ | e prvocislo then
return Neplatny
: if 5,5 — (8')%,8° — r nie si v R* pre kazdé s € S then
10: return Neplatny
11: if (ef‘) (CC,) (e|s‘gc_/f_6;17€) < n'Ve/3 then
12: return Neplatny
13 if (y — s)™ 2 r=9/¢y — 1 (mod y* — r) v okruhu Rly] pre kazdé s € S
then
14: return Neplatny

15: return Platny

Lemma 21. Algoritmus[q md casovi ndrocnost O(log*+°M (n))

Diikaz Najnaronejsf krok vipoctu je vipocet (y — s)™ mod (y° — r) v okruhu
R[y]. Cislo e mé velkost O(log*°™M)(n)). Podla lemy [1| dostdvame, e jedno néso-
benie v R[y]/(y® — r) méa ¢asovii ndro¢nost O(log® M (n)). Potrebujeme vypodi-
tat (y — s)"". To pouzitim verzie algoritmu [1| vyzaduje O(log*+t°® (n)) nésoben.
To plati, lebo potrebujeme log(n?) = dlog(n) nasobeni, ¢o je podla lemy
O(log't°™M(n)). Preto findlna ¢asova narocnost je O(log*+t°(n)).

[

4.4 Priklad Bernsteinového variantu

Miller-Rabinovym pravdepodobnostnym testom sme urcili, ze ¢islo
n = 1839755599 je prvocislo s pravdepodobnostou 1 — 1/2%. Teraz, ked mame
dobrého kandidata, chceme urcit, ¢i to je urcite prvocislo. Pouzijeme na to Berns-
teinov AKS algoritmus.
Prvym krokom je zistif, ¢i nase n nie je mocninou nejakého prvocisla. Ukaze sa,
ze nie je.
Nésledne potrebujeme vytvorit kandidata na certifikat pre n.

4.4.1 Vytvorenie certifikatu

 Potrebujeme néjst d a e, pre ktoré plati e|n? — 1. Skisime to s d = 1.
Vhodné e hladdme v intervale [784,1569]. Néjdeme e = 866, ktoré spliuje
nasu podmienku pre d = 1.
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o V dalSom kroku hladdme ireducibilny polyném stupnia 1 v Z,[x]. Ten mo-
zeme zvolit ako ndhodny monicky polyném. Vybrali sme = 4 76464621.

« Nasledne hladdme 7, pre ktoré plati, ze r®~D/¢ mg rdd e v R = Z,]x]/f.
Budeme generovat ndhodné prvky z R — {0} a testovat rad.
Rozlozime e = 866 na prvocisla, t. j. 866 = 2 - 433. Po dvoch netispesnych
pokusoch na r dostavame r = 14318755. Pre toto r plati:

d__
— il =1

— fr‘(ndfl)/2 ¢ ]_
_ r(nd71)/433 ;_,_,g 1

Jedno z netspesnych r bolo 45160192, pre ktoré dostaneme il = 1, ale
(n?-1)/2 =1
r = 1.

Tym dostavame kandidata na certifikat, a to
(1,866,0,0,z + 76464621,14318755,{1})

Teraz tento certifikdt musime overit.

4.4.2 Overenie certifikatu

Overujeme certifikat (1,866,0,0,z + 76464621,14318755,{1})
pre n = 183642229. Budeme postupne overovat podmienky z definicie [§

o e|n?—1 plati z vyberu d a e.

e <0

e r("=D/a _ 1 pre prvoéiselné delitele g ¢isla e je v R*.
Dostaneme 183642227 a 73417853

e s=1jev R".

o ( je v nasom certifikate 0, takze staci porovnat (2:__11) > pdle/3]

Lava strana ma 520 cifier, prava 141, takze nerovnost plati.

ni=1)/e o testujeme kongruenciu

« Poditame (y —1)"" a r(
(y — 1)”d = p(=D/ey
Vychédza nam (y — 1)"" = 125673755y — 1 a r(*~D/¢ = 125673755.
Tymto vypoctom sme ukazali, Ze ¢islo je s urcitostou prvocislo.

Vypocet prebehol za 409 s, kde vypocty okrem posledného kroku trvali zhruba
desatinu sekundy.
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Z.aver

Cielom tejto prace bolo opisat ¢asovi naroc¢nost prvého deterministického po-
lynomialneho prvociselného testu AK S a jeho varianty a ukéazat ich pouzitelnost.
V kapitole [1| som opisal kroky tohto algoritmu, ako aj uviedol ¢asovii naroc¢nost
jednotlivych krokov. Tiez som pomocou svojej implementacie predviedol dva ilu-
strativne priklady na pouzitie algoritmu, jeden na prvocislo a jeden na zlozené
¢islo. Na tychto prikladoch som ilustroval hlavné problémy pouzitelnosti v praxi.
V kapitole [2| som upozornil na tieto nedostatky a podla ¢lanku [5] som zhrnul
mozné zlepSenia.

V kapitole [3|som porovnal svoje implementéacie AK .S algoritmu, zrychlenej verzie
podla kapitoly [2| a Trial division algoritmu. Tu sa ukéazala redlna nepouzitelnost
algoritmu AKS. Na druht stranu zlepsenia sa ukazali dost efektivne. Ak by sa
dokazali empirické vysledky aj teoreticky, dostali by sme relativne rychly deter-
ministky test. To by mohlo pomoct priviest tito variantu do praxe v urcitych
pripadoch.

V kapitole [4] som predstavil jeden z variantov AKS algoritmu, a to Bernsteinov
variant. Tento variant navrhne kandidata na certifikat a nasledne testuje jeho
platnost pre dané prvocislo. Napriek asymptoticky nizsej ¢asovej naroc¢nosti som
ukazal, Ze v realite je tento variant este nepouzitelnejsi ako AK.S algoritmus.
Taktiez som uviedol ilustrativny priklad behu tohto variantu.
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