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ABSTRAKT

Hlavnim cilem této prace je ziskat hlubsi vhled, jakym zplsobem fesi Zaci stfedni Skoly
metrické ulohy v prostoru. VSechny vybrané tlohy jsou feSitelné s vyuzitim podobnosti.
Protoze to neni jediny zpusob, jak Glohy vyfesit, tak v praci také sleduji postupy a strategie,
jaké zéci pfi feSeni uloh voli.

Préce je rozdélena na teoretickou a praktickou ¢ast.

V teoretické Casti vymezuji zakladni pojmy a zabyvam se problémy, které se mohou pii
feSeni vybranych uloh objevit. Také popisuji ocekdvané vystupy vyuky stereometrie

v kurikuldrnich dokumentech.

V praktické ¢asti nejdiive analyzuji, jakym zpiisobem jsou v ucebnicich pro stiedni Skoly
feSeny vybrané metrické ulohy. Poté jiz popisuji pribéh svého vyzkumu, kterého se
zOcastnilo 12 zakd. Jako vyzkumnou metodu jsem zvolila rozhovor s Zaky nad feSenim
vybranych tuloh. Tuto metodu jsem zvolila proto, abych ziskala dostate¢né informace
o problémech, které zaci pfi feSeni maji, a abych mohla 1épe sledovat postupy, jakymi tlohy
fesi.

V zavéru prace jsou shrnuty postupy, jakymi Z4ci stfedni Skoly ulohy fesi, a také problémy,
které se ptifeSeni u zaki objevily. Vyzkum ukézal, ze zaci fesi ulohy riznymi zplsoby s tim,
Ze prevazuje vyuziti goniometrickych funkci. Nékteti zadci méli problém si prostorovou
situaci zakreslenou v obrazku predstavit. Nékteré chyby, které se pii feSeni tloh objevily,
souvisely s formalnimi poznatky. Rada problémi vyplyvala znepfesné nakreslenych
obrazk. U uloh, které jsou zadadny obecné, méli néktefi Zaci problémy s Gpravou

algebraickych vyrazi.
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ABSTRACT

The aim of this thesis is to gain a deeper understanding of how high school students solve
tasks in three-dimensional metric space. All of the selected tasks are solvable using
similarity. Since this is not the only way to solve these problems, I also observe the

procedures and strategies that students employ whilst solving them.
The thesis is divided into a theoretical and a practical part.

In the theoretical part I define the basic terms and deal with difficulties which might occur
while solving the selected problems. I also describe the expected outcomes of stereometry

teaching in curricular documents.

In the practical part, I firstly analyse the way certain metric problems are solved in high
school textbooks. Then I describe how I did my research, in which 12 students participated.
As my method for conducting the research I chose to interview the students about their
solutions to the selected tasks in order to obtain enough information about the challenges

that the students have in solving these problems and to observe the strategies they use.

In the closing section of this thesis, I summarize the procedures which high school students
use to solve metric problems, as well as the difficulties that some students had. My research
has shown that students use various techniques to solve metric problems amongst which the
usage of trigonometric functions prevails. Some students have trouble with visualizing the
context of the situation in which the problem takes place (in other words they struggle to see
things in 3D space in their minds). Some mistakes which occurred were related to
mechanical knowledge. A number of mistakes were caused by inaccurate drawings. Some
students also had trouble with simplifying algebraic expressions if the problem was given in

general terms.
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Uvod

Metrické ulohy v prostoru mohou byt pro nékteré zaky velmi obtizné, proto jsem se rozhodla
ziskat hlubsi vhled, jakym zplisobem zici tyto Ulohy fes$i. Zaméfila jsem se na metrické
ulohy v prostoru, které se tykaji vzdalenosti. Nejen pii feSeni téchto tloh potfebujeme mit
schopnost si celou situaci v prostoru predstavit, a pravé nedostate¢na piedstavivost mize byt
jednim z problémii, ktery mohou zaci pii feSeni takovych uloh mit. Dalsi problémy mohou
byt spojené napiiklad s neptesnymi obrazky nebo formalnimi znalostmi né&kterych
matematickych pojmu. Pro feSeni téchto uloh je potieba mit urcité schopnosti, dovednosti,
ale také znalosti, proto mohou byt tyto tlohy pro Zdky obtizné a domnivam se, Ze je tedy
vhodné se jimi vice zabyvat. Ve své praci zjiStuji, jaké obtiZe zaci pfi feSeni téchto uloh maji
a jakych chyb se pii feseni dopoustéji.

V teoretické Casti diplomové prace predstavim na zéklad¢ studia literatury a vlastni
zkuSenosti zakladni obtize, které se pfi feSeni vybranych tloh mohou objevit, a strategie,

které by mohli Zaci pii feSeni téchto tloh vyuzit. Teoreticka ¢ast se sklada ze Sesti kapitol.

V prvni kapitole se budu vénovat vymezeni zékladnich pojma, které je nutné znat
k pochopeni problematiky vybranych tloh. V dalsi kapitole se budu zabyvat, jakym
zpisobem je stereometrie zakotvena v kurikularnich dokumentech. Zaméfim se piredevsim
na o¢ekavané vystupy, které se tykaji metrickych uloh v prostoru. ProtoZe vSechny ulohy,
které jsem pro svilj vyzkum vybrala, je mozné vyftesit s vyuzitim podobnosti, zminim se také
o tom, kdy se zaci podle téchto dokumenti s podobnosti poprvé setkavaji. Ve tieti kapitole
se zamé&fim na matematické schopnosti a dovednosti, které je potteba pfiifeSeni tloh
v geometrii mit. Jednou z téchto schopnosti je jizZ zminéna piedstavivost. V této kapitole se
budu také zabyvat chybami, které hraji nejen v matematice, ale i v naSem zivoté diilezitou

roli.

Pti feSeni uloh, a to nejen v geometrii, nAm mohou pomoci obrazky, proto se v dalsi kapitole
budu vénovat obrazkim v geometrii. V paté kapitole pfedstavim zplisoby feSeni
matematickych uloh, kterymi mohou zaci ulohy fesit. V posledni kapitole teoretické Casti se
podivdm na to, jaké metrické ulohy se objevuji ve spole¢né casti maturitni zkousky

Z matematiky.



V praktické c¢asti nejdiive rozeberu, jakym zplisobem jsou fesené metrické ulohy v prostoru
v ucebnicich pro stfedni Skoly. Nasledné¢ se jiz budu vénovat samotnému vyzkumu. Pro svijj
vyzkum jsem vybrala metrické ulohy v prostoru, které je mozné vyfesSit s vyuzitim
podobnosti. To samoziejmé neni jediny zplsob, jak tyto ulohy vyfesit, proto v praci popisu
1 dal$i zptsoby, které zaci pouzili.

Vyzkum jsem provedla na Gymnaziu Jaroslava Vrchlického v Klatovech. Rozhodla jsem se
zvolit metodu rozhovoru, abych mohla co nejlépe sledovat postupy, jakymi budou zaci tlohy

fesit. Na zavér uvedu shrnuti jevi, které se objevily napti¢ vSemi ulohami.



Teoreticka cast
1 Vymezeni zakladnich pojmu

Podle Kufiny (2005) lze geometrii vnimat jakou soubor urcitych dovednosti. Tyto
dovednosti nazyva uméni a fadi mezi né: uméni vidét, uméni sestrojovat a umeéni dokazovat.
Vsechny uvedené dovednosti nejsou Cisté geometrické, ale souvisi i s dal§imi lidskymi
¢innostmi. Vidét miZeme nejen prostorovy ¢i rovinny geometricky utvar, ale také naptiklad
néjaky pfirodni utvar. Stejné tak sestrojit miizeme nejen trojuhelnik nebo obdélnik, ale
1 algebraicky vyraz nebo pfimo stroj. Podobné mizeme dokazovat tvrzeni nejen v geometrii,
ale 1 valgebfe nebo tfeba u soudu. Dovednostem se budu vice vénovat v kapitole
»Matematické schopnosti a dovednosti®“. Nékdy Kufina (2006) uvadi jesté ctvrté umeni, a to

umeéni pocitat. Tato umeéni bychom se podle n¢j méli u zakt snazit co nejvice rozvijet.

Geometrie ma své praktické vyuziti nejen v technickych oborech, jakymi jsou napiiklad
stavitelstvi nebo strojirenstvi, ale také naptiklad v architektuie nebo v malifstvi. Nakonec
prostorovou piedstavivost vyuzivame vsichni, a to pfi kazdodennich ¢innostech, jakymi jsou

napiiklad parkovéani auta nebo skladani nakupu do tasky.

Ve Skolské praxi zaci zpravidla nejprve poznavaji planimetrii €ili geometrii v roving, ktera
se zabyva nejen rysovanim, ale i vlastnostmi rovinnych utvari a transformacemi v roving.
Pozd¢ji se seznamuji se stereometrii €ili geometrii v prostoru, kterd vyzaduje mj. schopnost
zachytit prostorovou situaci v rovinném obrazku nebo naopak schopnost vidét rovinny
obrazek prostorové. Zaci konstruuji fezy, vytvafeji sité t&les &i poznavaji vlastnosti

prostorovych utvart a transformace v prostoru.

ProtoZe se ve svém vyzkumu budu zabyvat jen jednou z oblasti stereometrie, podivame se
nyni na jeji mozZnou klasifikaci podle Hejného a kolektivu z knihy Tedria vyucovania
matematiky 2. Autofi se puvodné pokouseli o vytvoieni tabulky, ve které by bylo mozné
uspotadat veskeré ucivo stereometrie sefazené podle narocnosti uciva. Takovou tabulku se
jim vSak sestavit nepodafilo, proto uvadi alespon piehled uciva stereometrie podle obsahu

(Hejny a kolektiv, 1987).

Autofi deli stereometrii do tii zdkladnich oblasti: Rozvoj prostorové piedstavivosti,

Kalkulativni stereometrie a Teoreticka stereometrie.



Rozvoj prostorové piedstavivosti (spontanni stereometrie, ...)

a) geometrické téleso (hry s kostkami, modelovani téles podle ptedlohy nebo
obrazku, kresleni téles, ...)

b) sité téles (vytvareni sité téles, konstrukce télesa ze site, ...)

c) pohyby télesa (odvalovani télesa, zapis tohoto pohybu, ...)

d) geometrie povrchu télesa (pohyb po hranach télesa, pohyb po povrchu télesa, ...)

e) kombinatorickd geometrie téles (vybarvovani hran, stén télesa, kombinatorické
hry, ...)

f) prostorova bludisté

g) ftezy téles
Kalkulativni stereometrie
a) télesa a jejich vlastnosti

b) méfeni objemu a povrcht téles

c) méieni vzdalenosti a uhli v télese a na jeho povrchu
Teoreticka stereometrie

a) ,rozsifeni prostoru® z téles na euklidovsky trojrozmérny prostor
b) prostorove transformace

¢) axiomatizace poznatkl

Ve své praci se zamefim na tlohy z druhé oblasti, tedy z kalkulativni stereometrie, a to

konkrétné na metrické ulohy v prostoru.

Metrické ilohy v prostoru jsou tlohy, které se zamétuji na metrické vlastnosti. V Prehledu
stredoSkolské matematiky (Polak, 2008) zjistime, ze sem patii odchylky pfimek a kolmost
pfimek, kolmost pfimky a roviny, vzdalenosti bodi, pfimek a rovin, odchylky dvou rovin,

kolmost dvou rovin, pravotihlé promitani a odchylka pfimky a roviny.

Metrické tlohy, které jsem pro sviij vyzkum vybrala, se zabyvaji vzdalenosti bodu od ptimky

a vzdalenosti bodu od roviny, proto dale uvadim definice téchto pojmi.
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Vzdalenost bodu M od primky p v prostoru lze definovat jako vzdélenost bodu M od
bodu P, ktery je prusecikem piimky p a k ni kolmé roviny 7 vedené bodem M. Mlizeme

ji téz vypocitat jako vzdalenost bodu M od pitimky p v rovin€ jimi uréené.
(Polék, 2008, s. 513)

Navazu na posledni vétu definice, a to Ze vzdalenost bodu od ptimky lze vypocitat jako
vzdalenost bodu od piimky v roviné jimi urcené. Takto totiz definuji vzdalenost bodu od

piimky v prostoru v ucebnici Stereometrie pro gymnazia z nakladatelstvi Prometheus.

Vzdalenost bodu od pfimky miizeme urc€it jako vzdalenost bodu od piimky v roving,

nebot’ bod a piimka v prostoru urcuji rovinu (pokud bod na pfimce nelezi).

Vzdalenost bodu A od piimky p je nejmensi ze vSech vzdélenosti bodu A od jednotlivych
bodi X pfimky p. Je to délka usecky AP, kde P je pata kolmice vedené v roviné
Ap bodem A k ptimce p. Vzdalenost bodu A od ptimky p zna¢ime |Ap|. Je-li A € p, je
|Ap| = 0.

(Pomykalova, 1995, s. 84)

Vzdalenosti bodu M od roviny p nazyvame vzdalenost bodu M od paty P kolmice

vedené bodem M k roving p.
(Polak, 2008, s. 513)

Vsechny tlohy, které jsem pro svlij vyzkum vybrala, se daji feSit s vyuzitim podobnosti,
popf. vyuZzitim goniometrickych funkci nebo pomoci obsahu trojihelniku, proto zde jesté

definuji 1 tyto pojmy.

Dva trojuhelniky ABC a A’B’C” se nazyvaji podobné trojuhelniky, pravé kdyz existuje
takové kladné ¢&islo k (zvané Kkoeficient podobnosti), Ze plati |A'B’| =k -
. |AB|,|B°C’| = k- |BC|,|A°C’| = k - |AC| &l

|A/B/| _ |BICI| _ |AICI| _

= = = k.
|AB| |BC| |AC|

(Polak, 2008, s. 436)
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Pti feSeni ulohy se muze stat, Ze potfebujeme rozhodnout o tom, zda jsou dva trojuhelniky
podobné. Nemusime vSak vzdy znat délky vSech stran v trojuhelnicich, proto pii

rozhodovani staci ov¢étit, zda je splnéno jedno z nasledujicich kritérii:

1. Dva trojuhelniky jsou podobné, jestlize se shoduji ve dvou tihlech.

2. Dvatrojuhelniky jsou podobné, jestlize jsou si rovny poméry délek dvou stran a jsou-
li shodné Gihly jimi seviené.

3. Dvatrojuhelniky jsou podobné, jestlize jsou si rovny poméry délek dvou stran a jsou-

li shodné uhly proti vétsi z nich.

Goniometrické funkce mizeme definovat pomoci jednotkové kruznice. Pti feSeni uloh
v trojuhelniku ndm vSak postaci definice goniometrickych funkei ostrého whlu. Takovou

definici najdeme naptiklad v Prehledu matematiky pro zdkladni Skoly a viceletd gymndzia

(Odvarko a Kadlecek, 2004).

Pomér délky odvésny protilehlé k uhlu a a délky prepony pravouhlého trojihelniku se

nazyva sinus a.

Pomér délky odvésny prilehlé k thlu a a délky pfepony pravouhlého trojuhelniku se

nazyva kosinus a.

Pomér délky odvésny protilehlé k thlu a a délky odvésny pfilehlé k thlu a se nazyva

tangens a.

Pomér délky odvésny ptilehlé k uhlu a a délky odvésny protilehlé k thlu a se nazyva

kotangens a.
Tedy v pravothlém trojuhelniku ABC, jehoZ odvésny maji délky a, b, pfepona délku ¢
a velikost vnitiniho uhlu pii vrcholu A je a, plati: sina = %, cosa = %, tga = %,

b
cotga =—.

Plati tvrzeni: VSechny pravouhlé trojuhelniky, které maji stejnou velikost ostrého thlu, jsou
podobné. Toto tvrzeni vysvétluje, pro¢ lze nékteré ulohy, které jsem pro svlj vyzkum
vybrala, fesit nejen s vyuzitim podobnosti trojahelnika, ale také s vyuzitim goniometrickych

funkeci.
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Vyse jsem zminila, ze vybrané ulohy lze vyfesSit i pomoci obsahu trojihelniku. Obsah
trojihelniku se vypocte jako polovina soucinu délky libovolné strany a k ni piislusné
vysky. Toho mizeme vyuzit naptiklad, pokud potfebujeme dopocitat vysku v trojuhelniku
na stranu, jejiz délku zndme. Potfebujeme k tomu znat jeste¢ délku dalsi strany a vysky na
tuto stranu. Pokud si vyjadiime obsah trojuhelniku pomoci obou téchto stran a ptislusnych

vysek, mizeme z rovnosti téchto obsahti dale vyjadfit hledanou vysku.

V pribehu feSeni budou mozna zaci potfebovat i znalost Pythagorovy véty, proto ji zde také

uvadim.

Obsah ctverce sestrojeného nad pieponou pravouhlého trojuhelniku se rovnd souctu

obsaht ¢tvercti sestrojenych nad jeho odvésnami.

(Odvarko a Kadlecek, 2004, s. 190)
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2 Stereometrie v kurikularnich dokumentech

Jednu z prvnich zkuSenosti se stereometrii ziskdvaji zaci jiz v predskolnim véku. Napiiklad
diky hie s kostkami maji skvélou pfilezitost pozndvat zakladni vlastnosti téchto téles.
Soucasné si tak o nich mohou utvéret lepsi predstavu. Déle se podivame, jak je stereometrie
zakotvena v ramcovych vzdélavacich programech pro zédkladni vzdélavani a gymnazia.
Ramcové vzdélavaci programy tvoii v Ceské republice obecné zavazny ramec pro tvorbu

Skolnich vzdélavacich programd.

2.1 Ramcovy vzdélavaci program

JiZ na prvnim stupni zékladni Skoly najdeme v RVP ZV (2021) tematicky okruh Geometrie
v roving a v prostoru. Podle n¢ho by z4ci na prvnim stupni méli rozliSovat zakladni atvary
v prostoru, mezi které patii kvadr, krychle, jehlan, koule, kuzel a valec. Prostorovou
predstavivost zde najdeme v tematickém okruhu Nestandardni aplikac¢ni ulohy a problémy.
Prostorové predstavivosti se vice budu vénovat v kapitole ,,Pfedstavivost a geometricka

predstavivost®.
Mezi ocekéavané vystupy na druhém stupni zakladni Skoly, které se tykaji stereometrie, patfi:

e 74k uréuje a charakterizuje zakladni prostorové utvary (télesa), analyzuje jejich
vlastnosti.

e 74k odhaduje a vypo¢ita objem a povrch téles.

e 74k nadrtne a sestroji sit& zakladnich téles.

e 74k naértne a sestroji obraz jednoduchych téles v roving, analyzuje a fesi aplikacni

geometrické ulohy s vyuZitim osvojené¢ho matematického aparatu.

Jako dalsi je zde uvedeny vystup, ktery se tyka podobnosti trojuhelniki, a to ze zak uziva

k argumentaci a pfi vypoctech véty o shodnosti a podobnosti trojahelnikd.

V tematickém okruhu Nestandardni aplika¢ni Ulohy a problémy najdeme jeSt¢ mezi

oc¢ekavanymi vystupy:

e 74k fesi ulohy na prostorovou predstavivost, aplikuje a kombinuje poznatky

a dovednosti z riiznych tematickych a vzdélavacich oblasti.

(Rémcovy vzdélavaci program pro zdkladni vzdélavani, 2021)
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oy e

Ui se kreslit jednoducha télesa a analyzovat jejich vlastnosti. Souc¢asné by meéli byt schopni
uzivat pti vypoctech véty o shodnosti a podobnosti trojuhelnikii. Podivame se na to, co by

se m¢éli naucit dale na gymnaziu.

V RVP G (2021) najdeme tematicky celek Geometrie. Mezi o¢ekdvanymi vystupy, které se

tykaji stereometrie, patii:

e 74k pouziva geometrické pojmy, zdivodiiuje a vyuziva vlastnosti geometrickych
utvaril v rovin¢ a v prostoru.

e 74k uréuje vzajemnou polohu linearnich utvart, vzdalenosti a odchylky.

e 74k vyuziva nadrt pfi feSeni rovinného nebo prostorového problému.

e 7k v ulohach pocetni geometrie aplikuje funk&ni vztahy, trigonometrii a upravy
vyraza.

e 74k pracuje s proménnymi a iracionalnimi &isly.

e 74k zobrazi ve volné rovnob&zné projekci hranol a jehlan, sestroji a zobrazi rovinny
fez téchto téles.

e 74k fesi planimetrické a stereometrické problémy motivované praxi.
Mezi uéivem je dale uvedena mimo jiné i shodnost a podobnost trojihelniki.
(Ramcovy vzdélavaci program pro gymndzia, 2021)

Domnivam se, Zze vSechny tyto body potfebuje Zdk ovladat pfi feSeni uloh v prostoru.
Konkrétné pti feseni metrickych tloh potfebuje ovladat dokonce vSech prvnich pét boda,
coz miuize byt jeden z diivodi, pro¢ mohou byt tyto ulohy pro zéky obtizné. Vyzaduji totiz

pomérné dost ptedchozich znalosti a zkuSenosti.

2.2 Skolni vzdélavaci program $koly

Skolni vzdélavaci program je kurikularni dokument, na jehoz vzniku se podileji pedagogiéti
zaméstnanci $koly. V ramci SVP je uéivo dale usporadano do jednotlivych predméti nebo
ucelenych ¢&asti. Dale se podivame do SVP Gymnazia Jaroslava Vrchlického v Klatovech,
kde jsem vyzkum provadéla, a to konkrétn€ na vyuku stereometrie a podobnosti

trojuhelniki. Skola kromé toho, Ze poskytuje vieobecny rozhled, nabizi studentim moznost
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ptipravy podle konkrétniho zaméfeni, a to rozsahlou nabidkou volitelnych predméti. Mezi

hlavni priority fadi vyuzivani technologii ve vyuce, Sirokou nabidku jazykl a vSestrannost.

Na Skole je otevirano ctyftleté, Sestileté a osmileté studium, proto jsou na Skole realizovany
dva vzdélavaci programy: jeden pro nizsi stupen viceletého gymnézia a druhy pro Ctytleté
gymnazium a vyssi stupen viceletého gymnazia. V obou programech najdeme vzdélavaci

obsah predmétu Matematika rozd€leny podle jednotlivych ro¢nikd.

Podle Skolniho vzdélavaciho programu pro niZsi stuperi viceletého gymndzia, ktery je

zpracovany podle RVP ZV z roku 2022, patii mezi vystupy v sekundé¢:

e 7k uziva k argumentaci a pii vypoétech véty o shodnosti a podobnosti trojahelnika.
e 7k zdivodiuje a vyuziva polohové a metrické vlastnosti rovinnych atvart pii feseni
uloh a jednoduchych praktickych problémd.

V tercii najdeme mezi vystupy tykajicimi se stereometrie a podobnosti:

e 74k nadrtne a sestroji obraz jednoduchych téles v roving.

e Zak zdvodiuje a vyuziva polohové metrické vlastnosti zakladnich rovinnych ttvart
pii feSeni uloh a jednoduchych praktickych problémi; vyuzivd potiebnou
matematickou symboliku.

e Zak feii tulohy na prostorovou predstavivost, aplikuje a kombinuje poznatky

a dovednosti z riznych tematickych a vzdélavacich oblasti.
Mezi ocekavanymi vystupy Skoly najdeme:

e Zak analyzuje a fesi aplikani geometrické tulohy s vyuzitim osvojeného
matematického aparatu.

e Zak odhaduje, m&H a poéita velikosti objektll v praktickém Zivoté, poéita
vzdalenosti, uhly, obvody, obsahy a objemy.

e 74k sestrojuje a Crta prostorové utvary ve volném rovnobézném promitani.

V kvarté¢ najdeme mezi ocekdvanymi vystupy, ze Zak vyhleda podobné trojuhelniky,
zdivodni podobnost a uré¢i pomér podobnosti. Mezi o¢ekavanymi vystupy Skoly je, ze 7k

uziva k argumentaci a pti vypoctech véty o shodnosti a podobnosti trojuhelniki.
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Ve Skolnim vzdélavacim programu pro ctyrleté gymndzium a vyssi stupei viceletého
gymndzia z roku 2022 je planimetrii vénovana cast prvniho a druhého ro¢niku. V prvnim
ro¢niku najdeme mezi ucivem podobnost trojuhelnikii. Stereometrii je vénovan az treti
ro¢nik.

Mezi vystupy, které se tykaji metrickych tloh najdeme:

e 7Zak uréuje vzajemnou polohu linearnich utvart, vzdalenosti a odchylky.

e Zak vyuziva naért pii feSeni prostorového problému.

e 7k v ulohach pocetni geometrie aplikuje funkéni vztahy, trigonometrii a upravy
vyraza.

e 74k zobrazi ve volné rovnob&zné projekci hranol a jehlan, sestroji a zobrazi rovinny

fez téchto téles.
Mezi o¢ekavanymi vystupy Skoly je dale uvedeno:
e 74k definuje pojem odchylka a vzdalenost a umi je uréit vypodtem.

Z oc¢ekavanych vystupt plyne, ze zak by m¢l umét urcit hledanou vzdalenost v prostoru,
aplikovat funkéni vztahy pfi pocetnich tlohéach a upravy vyrazi. Pfi feSeni by mél vyuzivat

nacrt prostorového problému.
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3 Matematické schopnosti a dovednosti

V psychologii je schopnost definovana jako ,,soubor ptfedpokladi nutnych k uspéSnému
vykonavani ur¢ité ¢innosti* (Hartl, 2004, s. 243—-244). Schopnosti jsou podminény vlohami,
coz jsou dédicné vlastnosti nervového systému. Ty jsou béhem Zivota rozvijeny a zaroven
na n¢ muze pusobit 1 vliv prostfedi. Vlohy uddvaji mez, jak moc mtze byt dand schopnost
u ¢lovéka rozvinuta (Ri¢an, 1964). Pod matematickou schopnosti potom rozumime
schopnost fesit matematické ulohy, a to nejen ty, které¢ zak tfesi ve Skole. Matematické

schopnosti jsou také podminkou uspésného studia a uplatiiovani matematiky (Kos¢, 1972).
Kos¢ (1972) dale deli matematické schopnosti na jednotlivé faktory:

- VSeobecny faktor se v urcité mife projevuje pii feSeni matematickych uloh obecné.

- Ciselny faktor se projevuje pii feSeni Gloh, ve kterych se pfimo manipuluje
s Cislicemi a ¢isly. Je to schopnost pouzivat pravidla pro symboliku.

- Prostorovy faktor se tyka nejen schopnosti orientace v prostoru, ale i schopnosti vidét
vlastnosti predstavovanych nebo konkrétnich objektd. Ne&kteti lidé zde mohou
vykazovat jisté nedostatky.

- Slovni faktor se uplatituje pti feSeni slovnich matematickych ptikladd, ale 1 v rdmci
aritmetiky, geometrie nebo algebry.

- Usuzovani se projevuje v tlohach, které vyZzaduji jisté odhaleni vztaht, poptipadé
pokud je potieba vyvodit néjaké pravidlo.

- Skolni faktor souvisi s tim, Zze &im je zak star§i, tim vice zavisi Groveii jeho

matematickych schopnosti na védomostech, které ziskal u¢enim ve Skole.

Z vyse uvedeného plyne, Ze pfi feSeni geometrické tlohy je potfeba nejedné matematické
schopnosti. Konkrétné pti feSeni metrické tlohy v prostoru je potfeba nejdiive umeét si
situaci predstavit, k tomu potifebujeme prostorovy faktor. Pokud je tato uloha zad4dna obecné,
bude potieba slovniho faktoru pii Gpravé algebraického vyrazu, pokud je uloha zadana
konkrétn¢, bude potfeba uplatnit ¢iselny faktor. A nakonec feSeni tlohy nemusi byt ihned

zfejmé, a bude tedy potieba usoudit, které vztahy potfebujeme a které ne.

S pojmem matematické schopnosti byva Casto uvadén 1 pojem matematické dovednosti.

Cigler (2018) uvadi, ze dovednosti mizeme definovat jako konkrétni Uroven vyvoje
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matematickych znalosti vice zavislou na uc¢eni. Zatimco matematické schopnosti maji piimy
vliv na podavany matematicky vykon, matematické dovednosti jsou vice spjaté se Skolnim
kurikulem a s celkové nauc¢enymi znalostmi. Vyznam téchto dvou pojmu se pomérné dost
prolind, proto autor tyto dva pojmy odd¢luje na zakladé€ jednoho diilezitého rysu nasledovné.
Pod matematickymi schopnostmi rozumi kognitivni schopnosti, které vedou k vyfeSeni
neznamych matematickych probléml. Dovednosti se projevuji jako konkrétni vykon
v tkolech pfiméfenych kurikulu stim, ze pfi tomto procesu se zapojuji matematické

schopnosti.

3.1 Predstavivost a geometricka predstavivost

Jednou ze schopnosti, kterou pii feSeni geometrickych uloh v prostoru potfebujeme, je

piedstavivost.

V pedagogickém slovniku je predstavivost definovana jako ,,vytvafeni myslenek a obrazii
bez piimé ucasti smyslovych podnétl; nejCastéji jde o spojovani utrzki predchozich
smyslovych zkusenosti do novych celki®. Pfedstavu lze potom definovat jako ,,vybaveny ¢i

pfepracovany minuly zazitek a vjem* (Hartl, 2004, s. 205).

Podobné definuji predstavivost 1 Pulpan, Kufina a Kebza, ktefi predstavivost vnimaji jako
funkci, kterd nam umoznuje zpfitomnéni jevl, které nejsou zrovna piitomny. Toto
zptitomnéni jevi muze byt jednak vyvolani jiz zndmych podnéti z minulosti, jednak

vytvareni novych, dosud neexistujicich produkti (Palpan et al., 1992).

Podle Kufiny (1991) byva ptedstavivost v matematice obvykle chapana velmi tzce a je

spojovana piedevsim s geometrickou ptedstavivosti.

Geometrickou pfedstavivosti rozumime slozku nazorného mysleni, kterda ndm umoziuje
vybavovat si geometrické utvary a jejich vlastnosti. Obvykle miizeme pouZzivat, ptipadné si
vytvafet jedno, dvou nebo tfidimenziondlni modely (Kufina, 1987). Geometrickd
predstavivost byva nékdy spojovana s pojmem prostorova predstavivost. Tu Molnar (2004)
definuje jako soubor schopnosti, které se tykaji reprodukcnich i anticipacnich, statistickych
1 dynamickych pfedstav o tvarech, vlastnostech a vzajemnych vztazich mezi geometrickymi

utvary v prostoru.
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Rozdil mezi pojmy prostorova predstavivost a geometrickd pfedstavivost blize popisuje
Dusek (1964). Podle autora muzeme prostorovou piedstavivost vyuzivat nejen
v matematice, ale i v jinych pfedmétech. Pokud je vSak pfedstavivost vypéstovana v jiném
pfedmétu, pak nemusi byt nutné zarukou predstavivosti v matematice. Proto v matematice
radéji pouzivd pojem geometrickd piedstavivost jako ptedstavivost, kterd je spojena

s geometrickym obsahem.

Ri¢an (2010) uvadi, Ze prostorova piedstavivost zahrnuje tfi dilezité schopnosti. Prvni
znich je prostorova orientace, ta umoziuje ¢lovéku urCovani jeho polohy v jeho okoli.
Druhou schopnosti je vizualizace, ta ndm umoziuje piedstavit si, do jakych vzajemnych
vztahti se dostanou predméty mimo nas. Posledni, kinesteticka predstavivost, nAm umoznuje

urcit vysledny pohyb riznych objekti.

Z ptedchoziho vyplyva, Ze definice pojml nejsou Upln€é jednotné a Ze hranice mezi
jednotlivymi pojmy nejsou uplné jasné. VEtSina uloh, se kterymi se zaci ve stereometrii
setkavaji, se odehravaji v n¢jakém geometrickém télese. Pii feSeni vSak nemame vzdy
k dispozici model daného télesa, a proto spoléhdme na nasi schopnost predstavit si nejen
dané tcleso, ale 1 jeho vlastnosti, at’ uz tuto schopnost nazyvadme geometrickd, nebo

prostorova.

Ptedstavivost je dulezita schopnost, kterou vyuzivame pfti feSeni kazdodennich uloh, at’ uz
je to naptiklad orientace v ptirod€ nebo tfeba orientace v obchodnim domé pti nakupovani.
Uroveii predstavivosti miizeme povaZzovat za vyznamny faktor Gsp&snosti ¢lovéka ve
spolecnosti. Jednim z problému pfi feSeni stereometrickych tloh mtze byt praveé nizka

uroven piedstavivosti.

Piedstavivosti v matematice se ve svém vyzkumu zabyvali Pllpan, Kufina a Kebza (1992).
Vyzkumu se ucastnilo 140 studentit Gymnazia J. K. Tyla v Hradci Kralové. Autofi v knize
upozoriuji na zajimavy jev, ktery tento vyzkum ukézal. 17 % fteSiteld uvedlo, ze télesové
uhlopti¢ky v krychli jsou na sebe kolmé. Pokud by Zaci méli lepSi uroven prostorové
predstavivosti, pak by vidéli, ze dané télesové thlopficky jsou thlopticky obdélniku, a ne
¢tverce. Autofi uvadi, ze jednou z pficin, pro¢ Zaci toto tvrzeni uvedli, miize byt, ze krychle
je jakymsi reprezentantem kolmosti (kolmé hrany a stény, kolmé sténové tuhlopticky).

Dal$im zajimavym zjisténim tohoto vyzkumu je, Ze ani pfedstava o urCenosti roviny tfemi
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nekolinearnimi body neni pro zaky samoziejma a musi byt u nich péstovana. (Ptlpan et al.,

1992)

3.2 Geometrické mySleni a utvareni pojmiu
Mysleni je kognitivni proces, pii kterém dochdzi ke zpracovavani a vyuzivani informaci.
Diky mysleni dokdzeme odhalovat a nastolovat problémy a fesit je. Proto, abychom lépe

mohli analyzovat feseni jednotlivych tloh zaki, je také potieba porozumét jejich mysleni.

Z hlediska psychologie vnima Atkinsonova (2003) mysleni jako ,,jazyk mysli* a rozd€luje
ho na propozi¢ni, imaginativni a motorické. Propozi¢ni mySleni je jakymsi proudem
myslenek, které ,,v duchu slySime®, imaginativni mysleni odpovida zrakovym ptedstavam,

které ,,v duchu vidime*, a motorické mysleni jsou jakési ,,pohyby pfedstav v mysli*.

Mize se zdat, Ze v geometrii vyuZivdme pouze imaginativni mysleni, ale neni tomu tak. Jako
ptiklad propozi¢niho mysleni v geometrii si mizeme ptedstavit, ze zdk ma nauceny jakysi
obecny postup, jak danou ulohu fesit. Tento postup si v duchu pfemitd a podle ného ulohu
fesi. Prikladem imaginativniho mysleni je, ze zak ulohu vyftesi, ale nedokdze své feseni
vysvétlit, jen fekne, Ze to tak prosté vidi (Fuchs a Zelendovéa, 2015). Motorické mysleni se
uplatituje, pokud Zak potfebuje v duchu otéet jednotlivymi télesy, které zrovna nema

fyzicky k dispozici.

Zékladni slozkou mysleni je pojem. Ten je jakymsi souhrnem vlastnosti, které spojujeme
s urcitou tfidou objektl. Pokud bychom méli kazdy objekt, se kterym se setkame, oznacovat
rozdilnym ndzvem, potom by naSe slovni zasoba musela byt opravdu gigantickd, proto ndm

pojmy umoziuji jistou kognitivni ekonomicnost (Atkinson, 2003).

Hejny a Rybarova (1984) uvadi, Ze utvatfeni pojmi ve védomi Cloveéka je dlouhodoby
a slozity proces. Jedna se o posloupnost kvalitativnich zmén, kdy s pfibyvajici zkuSenosti
postupné piechazime ke stale vice abstraktnim pojmiim. Autofi hovoii jednak o kvantité
pojmotvorného procesu, kterd vypovidd o mnozstvi zkuSenosti, které jedinec s danym
pojmem ziskal a jednak o kvalité pojmotvorného procesu, ktera znac¢i hladinu abstrakce, na
které je dany pojem ve védomi jedince uloZeny. Pojmotvorny proces déli autofi na Ctyii

etapy: synkretickou, pfedmétnou, intuitivné-abstraktni a strukturdlni.
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1. Synkretickd ptedstava — v této etapé dochézi k vytvaieni skupin zivotnich zazitkda,
které jsou spojené s budoucim pojmem.

2. Predmétna predstava — v této etapé se jiz pojem odliSuje od pojmi, které jsou mu
ptibuzné. Je vSak stale vazany na konkrétni predméty.

3. Intuitivné-abstraktni pfedstava — v této etapé se jiz pojem stava soucasti vytvarejicich
se abstraktnich predstav.

4. Strukturdlni piedstava — v této etapé se abstraktni pojem stava prvkem matematické

struktury.

Jak uvadi autofi, popsany pojmotvorny proces je ¢asoveé velmi naro¢ny, a proto se ve skole
muzeme setkat s jeho zkracovanim. Bez dostatecné predmétné predstavy jsou potom zaci
¢asto seznamovani s pojmy pouze na intuitivné-abstraktni tirovni. To mlze vést k nékolika
problémiim. Jednim z nich miiZze byt nedorozuméni v komunikaci mezi zdkem a ucitelem.
Pokud ucitel pii vykladu pouziva pojmy, o kterych nema zak dostatecnou predstavu, mize
zakovi ulitelova fe€ pripadat nesrozumitelnd nebo pftili§ abstraktni. Je to podobné, jako by
zak poslouchal vyklad v jazyce, kterému dost dobfe nerozumi. Dal$im problémem je vznik
formalnich poznatki, kterym se budu vice vénovat v kapitole ,,Znalosti a formalni znalosti*
(Hejny a Rybarova, 1984). Pravé takto vzniklé poznatky se mohou projevit pii feSeni

vybranych tloh.

V souvislosti s rozvojem geometrického mysleni Budinova (2017) uvadi dva tradi¢ni
pfistupy, a to Piagetliv a van Hieleho. Piagetova teorie geometrického mysleni je spisSe
vyvojovou teorii na rozdil od van Hieleho, ktera je teorii vzdélavaci. Podle Piageta probiha
rozvoj geometrického mysleni ve dvou fazich. V prvni fazi jsou déti schopny poznat znamé
geometrické Utvary, a osvojuji si tak topologické znalosti, které poznavaji diky
senzomotorickym aktivitdm. V druhé fazi jsou déti schopné rozlisit rovinné utvary jako

kruh, ¢tverec, trojihelnik, obdélnik a dokdzou je od sebe odlisit.

Na rozdil od Piageta, ktery rozliSuje pouze dvé faze, van Hiele rozliSuje pét odd€lenych
urovni:
Uroveil 0 — Vizualizace — rozpoznavani a pojmenovavani obrazcii

Uroven 1 — Analyza — popisovani vlastnosti obrazce
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Uroveti 2 — Neformalni dedukce — klasifikace a tfidéni obrazcii podle vlastnosti
Uroveti 3 — Dedukce — provadéni ditkazi za pouZiti vét a definic
Uroven 4 — Axiomatizace

Prvni tfi urovné se objevuji v pribé¢hu zakladni Skoly, tfeti a ctvrta obvykle pfichazi az
pozdéji. Zaci prochazi jednotlivymi Grovnémi postupné a uspéch na urcité urovni zavisi na
kvalité geometrického mysleni v piedchozi urovni. Je dilezité si uvédomit, ze zaci v jedné

tfidé se mohou nachazet na riznych urovnich geometrického mysleni.

3.3 Znalosti a formalni znalosti

Hejny (2014, s. 54) definuje znalost jako ,,poznatek, ktery si ¢loveék zkonstruoval sam vlastni
intelektudlni ¢innosti pomoci existujicich izolovanych a generickych modela®. Izolované
modely zde ptedstavuji konkrétni zkusenost budouci znalosti a generické modely maji spise
obecnéjsi charakter. Genericky model je tedy zastupce vSech nebo skupiny izolovanych

modelt.
Hejny (2004) rozdéluje matematické poznatky do ¢tyi skupin:

1. objekty — ty jsou zdkladnimi stavebnimi kameny poznatkové struktury (kruZznice,
trojuhelnik, kolmost...)

2. vztahy — vzajemné propojuji dva nebo vice objekti nebo vztahli, miZzeme je dale
delit na tvrzeni (napt. Pythagorova véta) a vzorce (napt. vzorec pro vypocet obsahu
trojuhelniku)

3. postupy — predstavuji Sirokou tfidu poznatkil, sem miZeme fadit rizné algoritmy,
navody, fesitelské strategie, argumentace...

4. schémata — ucelené ptredstavy, které¢ se ve védomi Cloveéka vytvareji na zakladé

mnohonasobné opakované zkusenosti.

Mezi témito poznatky mohou byt i poznatky nepiesné nebo zcela chybné a hranice mezi
jednotlivymi tfidami nemusi byt vzdy ostré. Casto je pouze véci nazoru daného
pozorovatele, zda dany poznatek zaradi to urcité kategorie.

Za formalni znalosti povazujeme takové znalosti, které nejsou opfeny o zddné izolované ani

generické modely. Takové znalosti u zaki vétSinou vznikaji tak, ze jsou zZakovi predkladany

23



hotové poznatky, které si nemtize vélenit do sité jiz piipravenych konkrétnich poznatki. Zak
je tak nucen uchopit novou znalost pouze jako izolované stojici pamétovy udaj (Hejny
a Kufina, 2009). Takovy poznatek neni schopen zak dale rozvijet. To samoziejm¢ vede
k tomu, Ze tento poznatek snadno zapomene a jiz se k nému nemutze vratit. Problémem
formalnich poznatkt je, Ze nejsou propojené s zivotni zkuSenosti ¢i jinymi poznatky. Pro
zaka muze byt tedy n¢kdy obtizné poznat, ze je dany poznatek chybny a vétsinou ho ani neni
schopen opravit. Také se muze stat, ze formalni poznatek je spravny, ale zak jej v dané
situaci vyuzije chybné. Formalni poznatky mohou byt naptiklad ve formé poucek, které jsou

pouze uchované ve védomi zaka (Hejny, 2014).

Pojmy formalni a neformalni znalosti oznacuji dva krajni ptipady, proto se u zakt casto
bavime o mife (ne)formalnosti dané znalosti (Hejny a Kufina, 2009). Hejny nékdy hovofti

o formalismu jako o nemoci.

V geometrii se podle Hejného a Kufiny (2009) objevuje formalismus nejcastéji v tom, ze
zak ma o daném objektu jen chudou nebo deformovanou piedstavu. Jako ptiklad uvadéji
formalni aplikaci vzorce c? = a? + b%. Zéci se ¢asto nauéi vzorec, aniz by si uvédomovali,
co jednotlivé proménné zastupuji nebo vzorci porozuméli. Proto, kdyz jim je pfedlozena

napfiiklad tloha z obrazku 1, dosadi do vzorce Spatné.
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Obrazek 1: Formalni aplikace vzorce (Hejny a Kufina, 2009)

3.4 Chyba v matematice
Chyba hraje v naSem zivot¢ dilezitou roli. Jak pravi ¢eské piislovi: Chybami se ¢lovek uci.

Bohuzel v nasi Skole byva chyba Casto vniména jako jev nezadouci, jako néco, ¢eho je
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potieba se vyvarovat. Ud¢lat chybu se tak boji nejen zaci, ale i ucitelé. Dale se podivame,
o jaké chyby se jedna, jak je muzeme tfidit, jak chyby poznat a jak je odstranit, ale také na

to, jak by mél ucitel na chybu reagovat.

Kufina (2017) vnima slova omyl a chyba jako synonyma. Podle autora tyto pojmy znamenaji
vysledek jednani, které nedosahlo svého cile, €ili doslo k néjakému selhani. To mtze byt
zpusobeno selhanim néjakych psychickych funkci (napf. pozornosti, paméti, mysleni, ...)
nebo aktudlni urovni poznani. Matematika vyzaduje nejen znalost terminologie nebo
zvladnuti jazyka vzorcu, algebry, ale také porozuméni neverbalnimu vyjadfovani pomoci
schémat a obrazki. Rada problémi tak miize podle autora souviset i se snizujici se urovni

jazykové kultury zak a studenti.
Mezi piiklady chyb z geometrie, které autor uvadi, najdeme naptiklad tato tvrzeni:

»I¢lesova uhlopticka krychle se protina s thloptickou sténovou. Vzdyt' jejich prisecik

vidim na obrazku.

,»V rovnoramenném trojihelniku s rameny r, zdkladnou a a thlem a proti zakladné plati
sina = % Vzdyt pfece @ je proti strand a a r je prepona.” (Zak si nakreslil
v rovnoramenném trojuhelniku vysku k zakladng.)

(Kufina, 2017, s. 181)

Novotna (2014, s. 39) uvadi, Ze ,,chybou neni napft. Spatny vysledek, ale Ze k chybé doslo
nékde v procesu feSeni, kdy se fesitel odklonil od spravného postupu®. K odstranéni chyby
je potieba nejdiive ji najit a poté opravit. Autorka rozliSuje dva typy chyb: chyby
jednorazové a chyby, které se mohou opakovat. Jednorazovym chybam se podle autorky
neni potfeba néjak mimofadné vénovat na rozdil od téch, které se opakuji. Témi se mysli
chyby, se kterymi se ucitel setkdva opakované, a to nejen u jednoho zdka. Abychom mohli

takové chyby odstranit, je potfeba najit jejich pficinu.

Hejny a Kufina (2009) rozdéluji chyby na ¢tyfi tfidy. Do prvni z nich fadi chyby, které
vychézeji z formalni znalosti Zdka. Zbyvajici tfidy nazyvaji autofi souhrnné jako chyby
zdanlivé a popisuji je jako chyby, jejichZ pti¢inou neni chybné mysleni, ale néco jiného. Do
druhé tfidy patii chyby, které nazyvaji interpretacni nesoulad. Je to situace, kdy zak pochopi

pojem, situaci nebo ulohu odlisn€. Piikladem miize byt slovo ,lichobéznik®, které zak
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pochopi jako obdélnik s lichym poctem stran. Do treti tfidy chyb fadi chyby, které nazyvaji

neukonceny vyvoj. Takové chyby vznikaji, pokud zadk chépe problematiku jen Castecné.

Dalsi tfida chyb se tyka komunikace. Ptikladem mize byt, kdyz zak fesi rovnici 4x + 8 =

= 36 fetézcem rovnosti: x = 36 — 8 = 28 : 4 = 7. Prestoze je feSitelsky postup 1 vysledek

spravny, zapis téchto rovnosti v potfadku neni.

Hejny (2004) se zabyval procesem identifikace a odstraniovani chyb, které mapoval na

nékolika desitkach ptipadi. Cely proces rozdélil do Sesti dil¢ich ¢innosti zaka:

l.
2.
3.

4,
5.
6.

poznani pifitomnosti chyby,

lokalizace chyby,

vécnd analyza chyby (pro¢ je dand mySlenka chybna, pfipadné i s ¢im chybna
predstava souvisi a jaké pfipadné chybné pfedstavy jsou s ni propojeny),

odstranéni chyby,

procesni analyza chyby (jak k chybé& doslo),

vyvozeni poucenti.

Je dulezité védet, ze kazdy proces poznavani chyby nemusi obsahovat v§echny ¢innosti. Tato

stupnice vSak mtize uciteli pomoci Iépe reagovat na zakovu chybu. Proto vytvofil Hejny jesteé

jednu stupnici, kterd ndm dava navod, jak Zakovi pomoci, pokud potifebuje poradit:

1.
2.

Ucitel mliZe projevit nejistotu, tim upozorni Zéka na ptritomnost chyby.

Pokud Zak jiz o ptitomnosti chyby vi, ale nedovede ji najit, ucitel mu mize naznacit,
kde se chyba asi nachézi, poptipad¢ na ni pfimo upozornit.

Pokud 74k jiz vi, kde chybu udélal, ale nevidi ji, mize uitel vyuzit néjaké navazné
ulohy, kterd mu poradi.

Pokud Zak nedokazZe sam chybu odstranit, potom je potiZ v neznalosti. Tuto neznalost
je potieba diagnostikovat a poté pfistoupit k reedukaci.

Poté, co zak chybu opravi, m¢l by byt schopen urcit pfic¢inu této chyby.

Pokud zak spravné popiSe, jak k chybé doslo, je jiz na spravné cesté, jak se chybé

pristé vyvarovat.

Jak zéci chybu vnimaji, zjistoval Hejny (2004) spolu s A. Michalcovou. Z jejich zjisténi

vyplynulo, Ze zadny zék nevnimal chybu jako néco uzitecného a Ze zaci toleruji vlastni
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chyby a chyby spoluzakii, jen pokud se jich dopusti pfi probirdni nové latky. VétSina
zkoumanych zaka byla ochotna tolerovat chybu ucitele, obzvlast pokud tuto chybu je
ochoten pfipustit. Né&kteii zaci se obavali chyby (zejména divky), protoze se bali

zesméSnovani ze strany ucitele.

Z vyse uvedeného plyne, Ze je potieba se chybam vénovat a Ze prvnim krokem je odhalit
predevsim chyby, které se opakuji. Proto povazuji za dulezité zabyvat se zakovskymi

feSenimi tloh, pfipadné chyby odhalit a dale s nimi pracovat.
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4 Obrazky v geometrii

Kufina (1990) uvadi, Ze obrazky jsou na rozdil od slovniho vyjadieni ulohy, kde jsou
informace uspotadany v posloupnostech, které postupné cteme a také je tak vnimame, vice

»komplexni, a umoziuji nam tak vnimat situaci jako celek.

Podle Mesquity (1998) maji obrazky v geometrii dvoji povahu. V pfipad¢€, kdy obrazek
ilustruje vlastnosti daného objektu, hovoii o obrazku jako o objektu. Na zaklad¢ takového
obrazku mtizeme déle odvozovat dalsi vlastnosti objektu, a miize nam tedy ¢asto pomoci ke
spravnému vyfeSeni problému. Druhd povaha obrazku je ilustrativni. Takovy obrazek je
v podstaté jakysi nacrtek, druh topologického schématu. Tato povaha obrdzku vSak muze
byt pro zdky casto matouci. Na nepfesné obrazky upozoriiuje i Polya (2016). Nepiesny
obrazek mize n¢kdy vnuknout i Spatny zavér, proto je dilezité si vzdy uvédomit, Ze obrazek
je pomocnik, ale v zddném ptipad¢ to neni zaklad pro nase zavéry. Pii feSeni uloh geometrie
v prostoru se obvykle musime spokojit pouze s ndkresy. Soucasné¢ pomaha pro modelovani

situaci vyuzivat predméty kazdodenniho Zivota.

Mezi efektivni strategie pii feseni tloh fadi Bures, Eisenmann a Ptibyl (2016) tzv. feSitelsky
obrazek. Na zacatku feSeni tlohy si nakreslime tzv. ilustra¢ni obrazek. V takovém obrazku
nejdfive vyznacime, co zndme, a popiipad¢ také to, co chceme ziskat. Nékdy jiz pfi kresleni
ilustraniho obrdzku nas miiZe napadnout samotné feseni. MiiZe se ale stat, Ze ndm takovy
obrazek nestaci, a tak dokreslujeme dal§i pomocné prvky, takovému obrazku pak fikame

resitelsky obrazek.
Z vyse uvedeného plyne, Ze obrazky ndim mohou pfii feSeni tlloh nejen geometrickych velmi
pomoci. Je vSak dulezité si uvédomit, ze obrazky nemusi byt vzdy pfesné, a ne vSechny

informace, které nam ptinesou, musi byt spravné.

4.1 Problém vztahu mezi geometrickymi objekty a jejich reprezentaci
Duval upozoriiuje na problém, ktery se mlize v souvislosti s obrazky u zaki objevit (2006,
s. 107):
Klicovy problém matematického porozuméni zaka [...] spociva v kognitivnim
konfliktu mezi dvéma proti sobé jdoucimi pozadavky: jak mohou odlisit

reprezentovany objekt od pouzité sémioticke reprezentace, pokud nemohou ziskat
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pristup k matematickému objektu jinak nez diky temto sémiotickym reprezentacim?
A to se projevuje v tom, Ze schopnost pfechazet mezi systémy reprezentaci je Casto

kritickou hranici pro rozvoj uceni a feseni problémd.!

Z uvedeného plyne, Ze obrazky maji v geometrii nejednoznacnou roli, coz mize zpusobit
potize pii feSeni geometrické ulohy. Na jedné stran¢ totiz muize obrazek predstavovat
abstraktni geometricky objekt, na druhé strané néjaky konkrétni piipad tohoto objektu.
Stupeni abstrakce daného obrazku souvisi vzdy s konkrétni situaci. Naptiklad pfimku, o které

vime, Ze je nekone¢na, mizeme vzdy reprezentovat pouze né¢jakou omezenou Carou.

Mesquita (1998) ve své praci uvadi, ze Poincare (1902) proto rozliSuje mezi dvéma prostory,
a to prostorem geometrickym a prostorem reprezentaci. Tyto dva prostory maji odliSnou
povahu. Kdyz reprezentujeme néjaky geometricky objekt navenek naptiklad pomoci papiru,
pouzivame spiSe prostor reprezentaci. Reprezentace jsou jakousi reprodukei nasich vjemd.
Rozdily mezi témito prostory se zaklim nemusi jevit jednoznacné. Jde ptredevsim o to, ze
matematici a Zaci pouzivaji prostor odliSnym zpusobem. Zatimco matematici pracuji
v geometrickém prostoru a automaticky kontroluji informace, které ptichazejici z prostoru
reprezentaci, Zaci mohou oba tyto prostory zaméiovat, a Casto tak pracovat jen v prostoru
reprezentaci (Mesquita, 1998). Na tento problém narazili 1 Vondrova a kol. (2015a) ve svém
vyzkumu. Z rozhovorl, které vedli s zdky prvniho 1 druhého stupné zakladnich Skol,
vyplynulo, Ze problém s odliSenim geometrického ttvaru jako teoretického objektu a jeho

reprezentace na papife nemaji pouze zaci na prvnim stupni, ale 1 zaci starsi.

4.2 Volné rovnobézné promitani
Zobrazovacimi metodami v prostoru se zabyva deskriptivni geometrie. Jednou z takovych
metod je volné rovnobéZné promitani, které se ve Skolské matematice pouZziva nejcastcji.

Toto promitani vyuzivame zejména pro svou jednoduchost. Je dobré ulit Zaky kreslit télesa

!',,The crucial problem of mathematics comprehension for learners, at each stage of the curriculum, arises from
the cognitive conflict between these two opposite requirements: how can they distinguish the represented
object from the semiotic representation used if they cannot get access to the mathematical object apart from
the semiotic representations? And that manifests itself in the fact that the ability to change from one
representation system to another is very often the critical threshold for progress in learning and for problem

solving.*
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ve volném rovnobézném promitani, protoze jim tim napomahdme vytvaret cit pro jejich

proporcionalitu.

Rovnobézné promitani je urceno rovinou (zvanou priimétna), do které promitame, a smérem
promitani, ktery neni rovnobézny s danou rovinou. Body a jejich obrazy lezi na ptimkach

rovnobéznych se smérem promitani.

Pii konstrukci se drzime zakladnich vlastnosti rovnobézného promitani (Polak, 2008,

s. 510):

1. Primétem libovolné ptimky je bud’ piimka, nebo bod.

2. Praméty libovolnych dvou riiznych rovnobézek jsou bud’ rovnobézky (jez mohou
ptipadné splynout), nebo dva rizné body.

3. Jestlize priméty rovnobézek p, g jsou piimky, potom priméty usecek AB, CD, které
lezi po fad¢ na ptimkach p, q, jsou usecky A’B’, C’D’, pro néz plati

|A’B’|: |C'D’| = |AB|:|CD|.

(Tato vlastnost plati i tehdy, kdyz tisecky AB, CD lezi na jedné pfimce p.)
4. Primétem kazdého geometrického utvaru U, ktery lezi v roviné rovnobézné

s prumétnou (tzv. pracelné roviné), je utvar U’ shodny s utvarem U.

Rovnobézné promitani, u néhoz nezadavame obrazy praimétl os souradnicové soustavy, se
nazyva volné rovnobézné promitani. Diky tomu miZeme pfimo kreslit ndzorné obrazky
jednoduchych téles. Télesa zobrazujeme nejCastéji tak, aby nékterd jejich Cast lezela
v pracelné roving.

Dulezité je zdaraznit, Ze toto zobrazeni neni vzajemné jednoznacné zobrazeni. To znamena,

ze se obecné nezachovavaji délky usecek, velikosti thli, a tedy ani kolmost.
4.3 Prototypy v geometrii

daného pojmu... Slouzi jako uzite¢né vztazné body pii rozhodovani, zda dany urcity
pfedmét ¢i jev do dané pojmové kategorie patii, ¢i nikoliv“. (Rosch, 1975, cit. Plhakova,

2005, 5. 266)
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Prototypem geometrického objektu potom nazyvame objekt, ktery zaci nejcastéji vybiraji
jako reprezentanta dané kategorie jako jediny nebo jako prvni (Vondrova et al., 2015a).
S prototypem se vétSinou setkdvame nejdiive a mame ho ulozeny jako jakysi model dan¢ho
objektu. Pokud bychom zaky pozadali, aby nakreslili libovolny trojihelnik, bude tento
trojuhelnik s nejvetsi pravdépodobnosti bud’ rovnostranny, rovnoramenny nebo pravouhly.
Uvazovani v prototypech vSak muze vést k nejriznéjSim problémim, obzvlast’ kdyz jsou
pfijimany jako reprezentanti dan¢ kategorie bez né¢jakého dalSiho odivodnéni. Dalsi

problémy mohou plynout i z toho, v jaké poloze si Zaci objekt nakresli a jak si ho oznaci.

Vondrova et al. (2015b) upozoriiuji na to, ze pokud bude pravouhly trojuhelnik ¢asto zakiim
zndzornovan pouze s pravym uhlem v levém dolnim rohu tak, ze obé odvésny budou
rovnobézné se stranami papiru, potom je pravdépodobné, Ze Zzici budou mit problémy
s rozpoznanim pravouhlého trojuhelniku v jiné poloze. Nejen pravouhly trojuhelnik, ale
obecné trojuhelnik byva Casto zndzoriovan tak, ze je jedna z jeho stran rovnobézna se

spodnim okrajem papiru.

Pti vyzkumu, ktery Vondrovéa a Havlickova (2015b) provedly, se ukdzalo, Ze Zaci Casto
kresli prototypicky obrazek, ktery pii feSeni zplisobuje zaklim dalsi problémy. Soucasné se
ukézalo, Ze pokud méli Zaci prekreslit trojiihelnik v ,,netypické poloze®, dokonce dvé tietiny
zakl narysovalo trojuhelnik se zékladnou rovnobéznou se spodnim okrajem papiru, pfitom
si polovina znich nebyla jista, zda takto otoCeny trojuhelnik je shodny s pivodnim

trojahelnikem.

Jak autorky uvadi, prototypicky obrazek mtize vést k dal§im problémim pii feSeni ulohy
v rovin€. Predpokladam, Ze podobné problémy se mohou objevit 1 pfi feSeni uloh v prostoru,
protoze, jak jiz bylo uvedeno, stereometrickou tllohu lze fesit pfevedenim do roviny. Miize

se tedy stat, Ze zaci budou uvazovat v prototypech, coZ mize vést k mylnym zavéram.

31



5 Re$eni matematické tilohy

Kazdy fesime ulohu v zavislosti na naSich schopnostech a dovednostech. Podle Eisenmanna,
Novotné a Ptibyla (2015) tak vétSinou ¢inime jednim ze tii zpisobl: pokusem, pfimym
zpusobem nebo uzitim heuristické strategie. Pokus je nejméné sofistikovany zplisob feseni.
Piimy zptsob je zalozeny na néjaké naucené znalosti nebo predchozi zkuSenosti. Heuristicka
strategie se uplatiiuje, pokud neméme nauceny proces pro feSeni tlohy nebo ho neumime

pouzit, tedy nemizeme fesit ulohu pfimym zptisobem, ale jsme motivovani tlohu vyfesit.

Nejdiive se podivame na feSeni problémi z pohledu kognitivni psychologie. Sternberg
(2002) uvadi nasledujici kroky fteSeni problému: identifikace problému, definovani
a reprezentace problému, formulovani strategie, organizace informaci, rozdéleni zdroji,

monitorovani, zhodnoceni. Tyto kroky lze podle potfeby ménit nebo dokonce preskakovat.

Resenim matematickych uloh se blize vénuje Polya (2016) ve své knize Jak to Fesit. Uvadi

Ctyfi faze feSeni matematické ulohy.

Prvni faze je jakasi orientacni. Nejdfive se s lohou seznamujeme, a proto je v této fazi
dalezité uloze dobfe porozumét. Zjistit, co je neznamad, jaké jsou podminky, zda jsou
podminky dostate¢né pro vyteSeni ulohy. Je vhodné si nakreslit obrazek a zavést vhodné

oznaceni.

Ve druhé fazi bychom se méli pokusit navrhnout plan feSeni. MiiZeme se zamyslet nad tim,
zda jsme jiZ vidéli podobnou ulohu nebo zda nezname né&jakou vétu, kterd by nam mohla byt
uzitecnd k vyreSeni dané ulohy. Také by ndm mohlo pomoci zavedeni né¢jakého pomocného

prvku.

Tteti faze je fazi realizacni. Zvoleny plan realizujeme a pii kazdém kroku bychom méli

kontrolovat jeho spravnost.

Ctvrtou fazi je ohlédnuti se zpét. Zde bychom méli piekontrolovat vysledek nebo, pokud to
1ze, ziskat vysledek jinak a ziskané vysledky porovnat.

Polya (2016) upozoriiuje, Ze pii feSeni tlohy se mize stat, ze zak pieskoci vSechny piipravné
faze a poskytne rovnou hotové feseni. Také se muize stat, Ze se zak pusti do vypoctl bez

toho, aniz by ulohu spravné pochopil. Nékdy miize zak fesit zbytecné detaily, aniz by vidél
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souvislosti nebo si vytvofil né¢jaky plan. Mnoha chybam se Ize vyvarovat, pokud si zak
jednotlivé kroky kontroluje. Tyto faze miizeme obecné pouzivat pii feSeni jakékoliv

matematické ulohy.

Zpusoby feseni stereometrickych tloh se zabyvali Hejny a kol. (1987), kteti uvadeji dva

zpusoby fesen.

Prvni zplisob spociva v tzv. ,,planimetrizaci prostoru. To znamena, Ze tlohu pievedeme na

feSeni obdobné tlohy v rovin€. Tato metoda ma v podstaté tii kroky:

1. Zvolime rovinu, ve které¢ se budeme pohybovat (kde se bude feSeni nasi tlohy
odehravat).
2. 'V této roving zjistime potiebné udaje.

3. V této roviné dotfeSime ulohu planimetricky.

Druha metoda je vice stereometricka. Je zalozena na hledani souvislosti a vztahli v prostoru.
Z&k se diva na problém jako na celek a pomoci myslenkovych operaci hleda co

w r

nejefektivnéj$i feseni, pii tom mu muize byt uzite¢na analyza obrazku. Tato metoda je pro

wewr

Prvni metoda je jednodussi, protoZe se uloha pfevede na planimetrickou. V planimetrii se
74k jiz umi pohybovat.

vvvvv r

Reseni slozitgjsich iloh miize byt nékdy pomémé namahavé, proto obdas vyuzivame pfi
feSeni tzv. heuristické strategie. Heuristickymi strategiemi v matematice se zabyvali ve svém
vyzkumu Novotnd, Eisenmann a Ptibyl (2015). BliZe zde uvedu pouze ty strategie, které by

mohly pomoci i pii feSeni stereometrickych tloh.

Jednou z metod je analogie ¢ili hledani obdobného problému, jehoZ feSeni zndme nebo ho
umime vyfeSit. Analogie ndm muize pomoci pii feSeni ptivodniho problému. Druhou
metodou je systematické experimentovani. Resitel se snazi ilohu vyfesit pomoci systému
v provadéni pokusii. Dal$i metoda je metoda zavedeni pomocného prvku. Pomocny prvek je
objekt, ktery se v uloze ptivodné nevyskytuje. Zavedenim tohoto prvku, by se tloha méla
stat pro fesitele jednodussi. Nakonec uvedu metodu konkretizace a zobecnéni. Tato metoda
se vyuziva napftiklad pfi feSeni uloh s parametrem. Zvolime si nejprve néjaky konkrétni

piipad, ulohu vyfesSime a poté postup zobecnime.
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5.1 Obecné zadané ulohy a problémy s algebraickymi vyrazy

Nekteré tlohy, které jsem pro sviij vyzkum vybrala, jsou zadané obecné, proto budou muset

zaci pii feSeni tlohy pracovat i s algebraickymi vyrazy.

Algebraicky vyraz je vyraz (zapis) skladajici se zcisel a zpismen oznacujicich
proménné, jeZ jsou spojeny znaky operaci sCitani, od¢itani, nasobeni, déleni, umocnovani
a odmociiovani, popt. obsahuje téz zadvorky, které urcuji poradi provadéni naznacenych

operaci.
(Polak, 2008, s. 120)

V geometrickych tlohach miiZzeme narazit na proménnou také pii obecném zadani délek
stran nebo u konstrukénich tloh s parametrem. Pfi feSeni téchto uloh je potieba pracovat
s algebraickymi vyrazy, a to je pravé jedno z kritickych mist matematiky (Vondrova et al.,
2015b). Klasifikaci chyb, které se objevuji pii upravach algebraickych vyrazi, se zabyval
také Hejny a kol. (1987), ktefi je na zaklad¢€ vyhodnoceni tisict Zakovskych chyb klasifikuji
takto:

Numerické chyby mohou byt zptisobené tim, Ze se zak soustfedi na n¢jaky vyssi ukon a tato
chyba vznikne v podstaté¢ nepozornosti. Napi: 6(x + 2) = 6x + 14, zak se soustfedi na

roznasobeni zavorky, které zvladne, ale udéla chybu pfi nasobeni.

Ukonové chyby jsou chyby v tkonu, ktery Zak pii Gpravé algebraického vyrazu provadi.

Jejich pficinou je selhani pamétového zaznamu. V podstaté plynou z néjakého formalniho
2
poznatku. Napft.: (\/7 + \/§) =243

Grafické chyby (obrazek 2) jsou chyby, které plynou z nesrozumitelnych ¢1 graficky

nejasnych symboli.

Chyb velkych skokii se zak dopusti v pfipad€ uprav, které zahrnuji vice krokid najednou.

Nejcastéji vznikaji v ¢asové tisni, poptipadé pokud zak preceniuje svoje schopnosti.

Strategické chyby vétSinou plynou z neschopnosti zdka divat se na problém komplexné.

74k se soustfedi jen na tu &ast, kterou ovlada a dalsi ignoruje.
Bezradnost a bloudéni, zak nevi, jak ma pokrac¢ovat dal.

Jiné chyby
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Obrazek 2: Ukézka grafickych chyb (Hejny a kolektiv, 1987)

Vondrova et al. (2015a) uvadé¢ji, ze potieba zakl pracovat s konkrétnimi ciselnymi
hodnotami v geometrii je do jisté miry pfirozend. Je to dano tim, Ze obrazek bude vzdy

konkrétni, i kdyz ma reprezentovat abstraktni objekt.

Diky proménné mizeme modelovat redlné situace nebo vyjadiovat vztahy a souvislosti.
Nékteré problémy 74kl plynou z proménné. Proménnéd ma totiz v matematice nékolik roli:
proménnd jako zobecnéné Cislo, proménnd jako zastupce mnoziny hodnot, kterych muize
nabyvat, proménna jako neznadma, tedy hodnota, kterou hleddme, nebo proménna jako
soucast systému, ktery podléhd pravidlim transformace a ekvivalence. Dalsi problémy
mohou plynout i z toho, Ze v prubéhu feSeni jedné tlohy se miize vyznam nasi proménné

ménit. (Vondrova et al., 2015b)

U metrické ulohy mize byt naptiklad délka hrany krychle zadana obecné, v tomto piipadé
zastupuje proménna néjakou mnozinu hodnot, kterych miize nabyvat. Pii feseni tilohy vSak
muzeme s touto délkou provadet rizné operace, a proto se stdva proménnd soucasti systému,
ktery podléha jistym pravidlim transformace a ekvivalence. Na zavér ma zak interpretovat

vysledek opét ve stejném vyznamu, jako byla proménné v zadani Glohy.

DalSim problémem miZe byt tzv. algebraizace Ulohy. Tedy ptevedeni n&jakého slovné
vyjadfeného tvrzeni do rovnice, ktera vyjadiuje vztah proménnych. Zaci, ktefi jsou zvykli
pracovat pouze s aritmetickymi llohami, maji vétSinou potiebu praci s proménnymi nahradit
aritmetickymi vypocty na znamych cislech. Hovofime o tzv. ,,potfebé vypocitat ulohu
(Vondrova et al., 2015b). Nékteré dalsi chyby, které se mohou u zakl objevit pfi uprave

algebraickych vyrazi, mohou mit plvod v nadmérném zobeciiovani matematickych
zékonitosti. Takovou chybou je napiiklad rovnost vVa + b = va + Vb, kterd mize plynout
ze zobecnéni Va - b = va - Vb.
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6 Metrické ulohy ve statni maturité

Mezi pozadavky ke spolecné Casti maturitni zkousky z matematiky najdeme mimo jiné, ze
74k dovede uzit polohové a metrické vlastnosti v hranolu. Ulohy ze stereometrie by mély
tvofit ve statni maturité z matematiky 4—12 %. Zajimavou otazkou tedy je, jak jsou zaci
v téchto ulohéach Gspésni v maturitnich testech. Na strdnkach CERMATU najdeme zadani
maturitnich testi zpétné¢ do roku 2016, ovSem ani v jednom z téchto testli neni metricka
uloha v prostoru. VétSina uloh, které jsou ze stereometrie, se tykaji objemti nebo povrchii
t&les. Ulohu jiného typu najdeme jen v Souboru vzorovych iiloh z matematiky (2013) (viz

obrazek 3).

VYCHOZi TEXT A OBRAZEK K ULOHAM 1-2

Dratény model pravidelného Sestibokého hranolu s podstavnou hranou délky a = 8 cm
ma vysku v = 12 cm.

TEleso se pfelepi papirem, podstavy tmavym a plast bilym.

I I v
L~ L o —l
a a
(CERMAT)
1 Vypocététe vem nejvétsi moznou pfimou vzdalenost dvou vrchold draténého

hranolu. (Tloustku dratu zanedbavame.)

Obrazek 3: Vzorova tiloha (Soubor vzorovych tloh matematika, 2013)
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Prakticka Cast

V této ¢asti se budu nejdiive vénovat feSenym metrickym tloham v ucebnicich pro stfedni
Skoly, a to pfedevs§im tloham, které se zabyvaji vzdalenosti bodu od ptimky a vzdalenosti

bodu od roviny. Dale popisu ptipravu, pribéh a vysledky svého vyzkumu.
7 ReSené tlohy v uéebnicich pro st¥edni §kolu

V soucasné dob¢ jsou u nas bézné dostupné tii fady ucebnic urcené (nejen) pro gymnazia.

7.1 Matematika pro gymnazia — Stereometrie (nakladatelstvi

Prometheus), zpracovala Eva Pomykalova
Ucebnice je rozdélena do péti kapitol, z nichz jedna je vénovana metrickym vlastnostem.
Kapitola ma Sest ¢asti: odchylka pfimek, kolmost pfimek a rovin, odchylky piimek a rovin,

vzdalenost bodu od pfimky a od roviny, vzdéalenost ptimek a rovin, tlohy k opakovani.

V ¢asti tykajici se vzdalenosti bodu od piimky a od roviny jsou nejdiive definované pojmy,
nasledné jsou vyfteSené tfi vzorové piiklady a uvedena kritéria rovnobéznosti piimky

aroviny a rovnobéznosti dvou rovin. V dalsi ¢asti najdeme soubor netfesenych tloh.

Prvni z feSenych ptikladl se vénuje vypoctim vzdalenosti bodii od piimky v pravidelném
ctytbokém hranolu ABCDA'B’C’D’, kde jsou zadané délky hran. Obsahuje Sest poduloh (viz
obrazek 4). Hledana vzdalenost je vzdy nejdfive vyjaddiena obecné a poté je dosazenim
vypoctena ptiblizna hodnota s pfesnosti na dvé desetinnd mista. V jedné poduloze je vyuzita
Pythagorova véta. Dv€ podulohy jsou podobné uloham, které jsem pouZila ve svém
vyzkumu. Obé tlohy jsou feseny pomoci podobnosti trojuhelnikil. Reseni tloh dopliiuje
vzdy obrazek hranolu, ve kterém je feSend situace zndzornéna. VSechny ulohy jsou feSeny

prevedenim do roviny, tato rovina je vzdy v obrdzku vyznacena Srafovanim.

Piiklad 1

Je dan pravidelny ¢tyiboky hranol ABCDA'B'C'D", IAB[ =a=4cm, AA'| =
=v=15,5 cm. Bod M je stfed hrany A'D". Vypoctéte vzdilenost bodu B
od primky

a) AD, b) AC, c) GD; d)A'C), e) AC, f)y CM.

Obrazek 4: Ptiklad 1 (Pomykalova, 1995, s. 84)
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Druhy zfteSenych ptikladi (viz obrazek 5) se tykd vzdalenosti bodu od piimky
v pravidelném ctyftbokém jehlanu ABCDV. Tuto ulohu jsem vybrala do svého vyzkumu.
Délky hran jsou opét zadany ptesné. V zaddni je uvedeno, Ze uloha ma byt feSena
konstrukéné i podetnd. Uloha je vyfeSena pomoci obsahu trojtihelniku, ale je zde uvedena
poznamka, Ze muze byt pocetn¢ feSena 1 na zakladé podobnosti trojuhelnikii. Hledana
vzdalenost je stejné¢ jako u pfedchozi ulohy nejdiive vyjadiena obecné a nasledné je
vypoctena s piesnosti na dvé desetinnd mista. Na jednom z obrazkd je feSena situace
znazornéna v jehlanu, opét je tloha feSena prevedenim do roviny a tato rovina je v obrazku

vysrafovdna. Na druhém obrazku je tloha feSena konstrukéné.

Priklad 2

Urcete vzdilenost vrcholu A pravidelného étyibokého jehlanu ABCDV od
pifimky CV, je-li |AB| =a=4cm, |A V| = b = 6 cm. Reste konstrukéné i po-
Cetné.

Obrazek 5: Priklad 2 (Pomykalova, 1995, s. 86)

Tieti feSeny piiklad se odehrava v krychli ABCDEFGH (viz obrazek 6). Uloha je vénovéna
vzdalenosti bodu E od roviny AFH. Opét je zde zaddna délka hrany krychle. Stejné jako
pfedchozi tiloha ma byt i tato Giloha feSena pocetnd a konstrukéng. Uloha je feSena
pfevedenim do roviny. Autorka zvolila jeden z uhli a vyjadfila ze dvou pravothlych
trojihelnik sinus tohoto uhlu. Nasledné oba siny thlu dala do rovnosti a vyjadtila hledanou
vzdalenost. Je zajimavé, Ze toto je v podstaté vyuziti podobnosti téchto trojihelnikii, ale
autorka zde jiné feSeni nezminuje. Tentokrat v obrazku krychle neni vySrafovdna rovina, ve

které je uloha feSena.

Priklad 3

Je dina krychle ABCDEFGH s hranou délky a =5 cm. Uréete vzdilenost
bodu E od roviny AFH. Reste poéetné i konstrukéné.

Obrazek 6: Priklad 3 (Pomykalova, 1995, s. 88)

Kladné hodnotim, Ze jsou vSechny tfi ptiklady vyfeSené jinym zptsobem, prestoze se daly

vyteSit jednim zptisobem. VSechny vzorové piiklady jsou zde sice zadané pomoci
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konkrétnich délek stran, ale jsou vzdy nejdiive feSené¢ obecné a az na zavér je uvedeno
dosazeni. Zajimavé je 1 konstruk¢ni feSeni danych uloh, které by mohlo nékterym zaktm

pomoci do feseni tlohy 1épe nahlédnout.

7.2 Elektronicka ucebnice — Matematika pro stfedni Skoly, Stereometrie

IT (nakladatelstvi Fraus), zpracoval kolektiv autort
Kapitola Metrické vlastnosti se sklada z teorie, feSenych tloh, cviceni a test. Je v ni
15 feSenych uloh, znichz jedna je v anglickém jazyce. Za pozornost stoji, ze v téchto
ulohach znaci hledanou vzdélenost vzdy x. V ucebnici maji ulohy vyssi obtiznosti specidlni

oznaceni.

Prvni tloha, kterd je vénovana vzdalenosti bodu od piimky, je oznacend jako tloha vyssi
obtiznosti. Zadani této Ulohy se naprosto shoduje s piikladem 2 v ucebnici nakladatelstvi
Prometheus. Reseni tlohy je rozd&leno do $esti kroktl. Pokud je v ndkterém kroku feseni
potieba napf. Pythagorova véta, je na ni uveden odkaz. Uloha je feSena pomoci obsahu
trojuhelniku. Opét je nejdiive hledana vzdalenost vyjadiena obecné a poté je dosazenim
numericky vypoctena se zaokrouhlenim na jedno desetinné misto. Pod tilohou je uvedena
poznamka, ze uloha se miize fesit 1 jinym zplsobem, a to pomoci podobnych trojuhelnikd,
poptipadé vyjadienim sinu jednoho z Uhlu trojuhelniku a jejich porovnanim. Jako druha
poznamka je zde uvedeno i grafické feseni tilohy. Uloha je doprovazena obrazkem jehlanu

s vySrafovanou rovinou, ve které je tlloha feSena.

Druha uloha, ktera je vénovana vzdalenosti bodu od roviny, je oznacena jako tloha nejvyssi
obtiznosti. Je v ni zadana krychle ABCDEFGH s hranou délky a a ma byt ur¢ena vzdalenost
bodu F od roviny ACH. Uloha je fesena v n&kolika krocich, a to prosttednictvim vypoétu

obsahu trojuhelniku.

Ostatni tlohy nejsou vénované vzdalenosti bodu od pfimky nebo vzdalenosti bodu od

roviny.

Domnivam se, Ze je Skoda, Ze jsou ob¢ ulohy feSeny pomoci obsahu trojuhelniku, ptestoze

je uvedeno, Ze je lze tesit 1 jinak. Pfekvapilo mé&, ze ob¢ ulohy tykajici se vzdalenosti bodu

vvvvvv
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této ucebnice vidim to, ze i ulohy v ¢asti cviceni jsou v ucebnici fesené. Jejich feseni je

skryté a lze je v ptipad¢ potieby otevfit.

7.3 Ucebnice pro stiedni S§koly — Stereometrie — (nakladatelstvi Didaktis),

zpracoval Jan Vondra
Ucebnice je rozdé€lena do Ctyt kapitol, z nichZ jedna je vénovana metrickym vlastnostem.
Tato kapitola je dale rozdélena na dvé podkapitoly: odchylky pfimek a rovin; vzdalenosti
bodu, pfimek a rovin. Podkapitola vénovana vzdalenostem zacina odstavcem, ktery uvadi
jednu vstupni ulohu a informaci, kde se v praxi mizeme setkat s vypoCty vzdalenosti
a k ¢emu ndm v zivoté tyto vypocty jsou. Ddle je zde uvedena definice vzdélenosti bodu od
roviny a dva piiklady na ur€eni vzdalenosti bodu od roviny bez vypoctu. Soucasné je
vysvétleny pojem kolmého primétu do roviny. Dalsi dvé definice se tykaji vzdalenosti

pfimky od roviny a vzdalenosti dvou rovin.

Na rozdil od piedchozich dvou ucebnic je zde uveden prakticky postup vypoctu vzdalenosti

bodu od roviny, ktery je rozd€len do péti krok:

1) Uvazujme pomocnou rovinu w kolmou k zadané roviné prochdzejici zadanym
bodem.

2) Urcime prisecnici r roviny w se zadanou rovinou.

3) Kolmy prumét zadaného bodu do dané roviny lezi na prasecnici r.

4) Nacrtneme si situaci v roviné w.

5) Hledanou vzdalenost ur¢ime jako vySku (popf. stranu) ve vhodném trojihelniku.

Dale je na ptikladu v krychli ukazano vyuziti tohoto postupu. V prubéhu feseni je vyuzita
Pythagorova véta, pfi¢emZ v pozndmce pod feSenim Ulohy je zminéno, Ze k feSeni je moZné

kromé této véty vyuzit obsah trojihelniku, Euklidovy véty nebo podobnosti trojuhelniki.
Nasledné¢ jsou fesené dalsi dva ptiklady, oba s vyuzitim obsahu trojihelniku.

Vypocet vzdalenosti bodu od ptimky je v ucebnici feSen prevedenim tlohy do roviny. Je

uveden tento postup:

1) Uvazujme pomocnou rovinu w kolmou k zadané piimce prochazejici zadanym

bodem.
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2) Urcéime prusecik P roviny w se zadanou ptimkou.
3) Nacrtneme si situaci v roviné w.

4) Hledanou vzdalenost ur¢ime jako vysku (popft. stranu) ve vhodném trojihelniku.
Tento postup je ukdzan na jednom konkrétnim piikladu.

Kazda strana ucebnice krom¢ feSenych piikladii a vysvétleni dané latky obsahuje rtizné
odstavce nazvané ,,Vzpomen si* nebo ,,Vite, ze?*. Zde jsou piipominany pojmy, které zak

potiebuje k feSeni tiloh, nebo jsou zde uvadény zajimavosti z vyuziti v bézné praxi.

Osobn¢ hodnotim kladné€ uvedeni tématu vstupni tlohou a povidanim o tom, kde se v zivoté
setkame s pocitanim vzdalenosti, stejné jako odstavce ,,Vite, ze?** a ,,Vzpomen si*“. Obecné
feSeni uloh uvedené v jednotlivych krocich se v pfedchozich u¢ebnicich neobjevilo. Tento
postup muize zakiim poskytnout voditko, jak ulohy fesit, mize vSak také svadét zaky k uceni

se postupu nazpamét'.
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8 Popis vyzkumu

Cilem mého vyzkumu je identifikovat problémy a chyby pii feSeni vybranych metrickych
uloh v prostoru zaku stfedni Skoly. VSechny tyto tlohy je mozné vyiesit pomoci podobnosti
trojuhelnikti. To vSak neni jediny zptsob feSeni, souCasn¢ tedy sleduji 1 dals$i zplsoby,
jakymi zaci ulohy fesi.

Abych ziskala co nejlepsi informace o sledovaném jevu, rozhodla jsem se pouzit metodu
rozhovoru. Hlavnim diivodem bylo, Ze pii samotném pisemném feSeni bych nemohla ziskat
dostatecné informace o tom, jak zaci pii feSeni uvazuji, a o problémech, které pii feSeni maji.
Individualni rozhovory jsem s Zaky vedla nad feSenim vybranych metrickych tloh. VSechny

rozhovory byly zaznamenavany na kameru, nasledné ptepsany a dale analyzovany.

8.1 Vybrané metrické alohy FeSitelné pomoci podobnosti

Pro vyzkumnou ¢ést jsem vybrala pét dil¢ich uloh, seskupenych do dvou uloh. Hlavnim
kritériem pro vybér tloh bylo to, aby byly vSechny fesitelné vyuzitim podobnosti. VSechny
tyto tlohy patfi mezi metrické tlohy v prostoru. Ctyfi z nich se tykaji vypoétu vzdalenosti

bodu od ptimky a jedna z nich se tyka vypoctu vzdalenosti bodu od roviny. Prvni dvé tlohy

.y ..

v predskolnim véku, Ize tedy pfedpokladat, ze s timto télesem maji nejvetsi zkuSenost. Dalsi
tf1 ulohy se odehravaji v pravidelném ¢tyfbokém jehlanu. Pfi vybéru tloh jsem vychazela

z vyse uvedenych ucebnic, n¢které byly v ucebnicich i vzorove feSeny.
Uloha 1: Je déna krychle ABCDEFGH s hranou délky a; bod M je stied hrany AB.
a) Vypocti vzdalenost bodu A od ptimky BH.
b) Vypocti vzdalenost bodu G od ptimky HM.
Uloha 2: Je dan pravidelny étyiboky jehlan ABCDV; |AB| = a = 4 cm, |AV| = b = 6 cm.
a) Urci vzdalenost bodu A od ptimky CV.
Bod N je stiedem hrany CV.
b) Urci vzdalenost bodu N od roviny ABC

¢) Urci vzdalenost bodu N od piimky AV.
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8.2 Vybér respondentii a priibéh vyzkumu

Vyzkum jsem se rozhodla realizovat na Gymnaziu Jaroslava Vrchlického v Klatovech. Jak
jiz bylo zminéno v teoretické Casti, stereometrii je na této Skole vénovana pomérné velka
¢ast tretiho ro¢niku. Pozadala jsem proto vyucujici matematiky v téchto ro¢nicich, zda by
mi umoznili u nich ve tfidach vyzkum provést. Ve vSech tfidach je pii vyuce stereometrie

vyuzivana ucebnice Matematika pro gymnazia — Stereometrie (nakladatelstvi Prometheus).

Vyzkumu se zacastnilo 12 zakt (6 divek a 6 chlapcit) ze dvou tiid ¢tyfletého studia a z jedné
tfidy Sestiletého studia. Zaci se piihlasili k rozhovoram dobrovolng, coZ se pozitivné
odrazilo na chuti rozhovor se mnou vést. Jeden z 74k, ktery se pfihlasil, ma rozsifenou
vyuku matematiky vramci volitelného seminafe, ostatni Zaci maji zdkladni vyuku
matematiky a dosahuji v matematice prumérnych vysledkt. Na setkanich jsem se s zaky
domlouvala individualné, vzdy podle jejich casovych moznosti. Nékteré rozhovory jsme

s casovych diivoda byli nuceni rozdélit na dvé setkéni.

Na zacatku setkani jsem kazdému zékovi vysvétlila, jaky je cil mého vyzkumu, a pozadala
je proto, aby ostatnim zaktim nesdé&lovali, jaké alohy zde budou fesit. Zaktim jsem vysvétlila,
ze budu v pribéhu rozhovoru nahravat pouze papir, na kterém budou ulohu fesit. Dale, ze
nahravky budou pouZity pouze pro potfeby vyzkumu, pfedev§im pro nasledny piepis,

a nebudou nikde publikovany. Zaky jsem pozadala, aby své myslenky fikali nahlas.

Poté jsem jiz Zakovi predlozila prvni dvé tlohy, které bylo mozné vyftesit pouze vyuzitim
podobnosti trojuhelniki. Po vyfeSeni prvnich dvou tloh jsem mu podle ¢asu predlozila dalsi
ulohy. Na zac¢atku Ulohy jsem vzdy zakiim nechala dostatek Casu, aby si lohu promysleli.
Poté jsme se vétSinou zacali o feSeni bavit, poptipad¢ zacali Zaci feSit ulohu nejdiive
samostatné a poté mi vysvétlili své myslenky, které je v priibéhu napadly. V ptipadé potieby
sméli Zaci vyuzit draténé modely jednotlivych téles a tabulky. Zakam trvalo vyfesit viechny

ulohy v priméru 50 min.

Vsechny rozhovory jsem nasledné ptepsala, coz bylo ¢asoveé pomérné dost narocné. Piepisy
rozhovorti mi vSak zjednodusily naslednou analyzu dat. Néasledn¢ jsem hledala v pfepisech
podobné jevy a chyby, které jsem odliSovala barevné, abych 1épe vid€la, jaka je jejich
Cetnost. Pti tomto procesu jsem vzdy nahlizela i do Zakovskych feSeni a zkoumala piredev§im

obrazky, které zaci v prubéhu feseni kreslili. U kazdé tillohy jsem se snazila nejdiive shrnout,
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jakym zptsobem z4ci tlohu fesili, zda vyuzili podobné trojuhelniky nebo jiny zpisob, a poté
jsem jiz rozebirala jednotlivé jevy, které se objevily, s diirazem na ocekavané chyby a obtize

zminéné v teoretické Casti prace. Zaky budu v textu oznacovat pseudonymy.

8.3 Pilotni ¢ast

Pilotni rozhovory jsem vedla se dvéma zaky. Pro oba tyto zaky byla velmi obtizna posledni
uloha. Soucasné se ukazalo, ze feSeni vSech péti tloh je pomérné Casove narocné, proto jsem
se nakonec rozhodla tlohu 2c¢) z vyzkumu vynechat. Respektive jsem ji zaktim nabidla,
pokud jim zbyl ¢as a méli chut ji feSit. Jeden zzakl navrhoval pireznacit krychli
ABCDEFGH na ABCDA’B’C’D’. Tady jsem se rozhodla znac¢eni ponechat podle ucebnice
Matematika pro gymnazia — Stereometrie (nakladatelstvi Prometheus), ze které byla tato

uloha pievzata.

8.4 Mozné reSeni uloh s vyuzitim podobnosti

Uloha 1: Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a; bod M je stied hrany AB.

a) Vypocti vzdalenost bodu A od pitimky BH.

Obrazek 7: Zadani ulohy 1a)
ReSeni:

Ulohu mizeme ptevést na ulohu planimetrickou, kterou budeme feSit v roviné ABH

(obrazek 8 vlevo).
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Obrazek 8: Planimetrizace ulohy
Hledanou vzdélenosti je vzdalenost bodu A od paty P kolmice vedené k ptimce BH bodem A

(obrazek 8 vpravo).

Prinikem roviny ABH a krychle je obdélnik ABGH (obrazek 9 vlevo). Celou situaci tedy

muzeme fesit pouze v tomto obdélniku.
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Obrazek 9: Obdélnik ABGH

Pokud bychom si v obrazku vyznacili jednotlivé thly (obrdzek 9 vpravo), zjistime, Ze
trojahelniky ABP,BMP, HAP a HBA jsou podobné podle kritéria 1 o podobnosti
trojuhelnik®, které jsem uvedla v kapitole ,,Vymezeni zakladnich pojma*. VSechny tyto

trojuhelniky se shoduji ve velikosti vSech vnitfnich Uhli. Délka strany AB je a, délka
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strany AH je av/2 a délka strany BH je av/3. Zde vychazim ze zakladnich znalosti o délkach
uhlopficek v krychli, ale samoziejmé lze tyto délky dopocitat pomoci Pythagorovy véty.

Plati A ABP~ A HBA, tedy 220 = 741 _ 14P| = a

av2z _ avé
|AB| ~ |HB| o

a3 37
Uloha 1: Je déna krychle ABCDEFGH s hranou délky a; bod M je stted hrany AB.

b) Vypocti vzdalenost bodu G od ptimky HM.

Obrazek 10: Zadani ulohy 1b)

Celou ulohu mizeme op¢t fesit v roviné ABH (obrazek 11 vlevo).
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Obrazek 11: Planimetrizace ulohy
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Hledanou vzdalenosti je vzdéalenost bodu G od paty P kolmice vedené bodem G

k ptimce HM (obréazek 11 vpravo).

Kdyz si opét vyznacime thly v trojuhelnicich AMH a PHG, zjistime, Ze se shoduji ve v§ech
téchto uhlech. Trojuhelniky jsou tedy podobné podle kritéria 1 o podobnosti trojuhelnikii

(viz kapitola ,,Vymezeni zakladnich pojmt“) a plati |AM]| =§,|AH | = av2

a|MH| = \[JAM[Z +AH[2 = 2. Podle A AMH~ A PHG plati % = % tedy |PG| =

a2 22
a === —a.
sa 3

2

Obrazek 12: Podobné trojthelniky

Uloha 2: Je dan pravidelny étyiboky jehlan ABCDV; |[AB| = a = 4 cm, |AV| = b = 6 cm.
a) Urci vzdalenost bodu A od ptimky CV.

Reseni:

Pii teSeni této ulohy si sta¢i opét uvédomit, Ze uloha se da pievést do roviny

ACV (obréazek 14 vlevo)

Hledanou vzdalenosti je vzdalenost bodu A od paty P kolmice k pfimce CV vedené bodem A
(obrazek 14 vpravo). Prinikem roviny ACV a jehlanu je trojuhelnik ACV, mizeme tedy

ulohu fesit v tomto trojuhelniku.
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Obrazek 13: Zadani ulohy 2a)

Obrazek 14: Planimetrizace tlohy

V trojtihelniku ACV si vyznacime vySku jehlanu VS a dalsi Ghly. Z obrdzku je vidét, Ze
trojihelniky SCV a PCA se shoduji v thlu VCA a oba trojuhelniky jsou pravouhlé. To
znamena, ze se shoduji ve dvou uhlech, a jsou tedy podobné podle kritéria 1 o podobnosti

trojthelnikt (viz kapitola ., Vymezeni zakladnich pojmu’‘). |AC| =

2
= 42 cm,|CV| = |AV| =6cm, |SV]|= \/ICVIZ — (@) =2v7 cm. Z podobnosti

A SCV~ A PCA plyne LA = Y1 o4y |PA| = 442 -

V7 414
= , — = ——cCcm
lac|l  |ev] 6

3
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Uloha 2: Je dan pravidelny &tyiboky jehlan ABCDV; |AB| = a = 4 cm,|AV| = b = 6 cm.
Bod N je stiedem hrany CV.
b) Urci vzdélenost bodu N od roviny ABC

ReSeni:

Obrazek 15: Zadani ulohy 2b)

Resenim ulohy je vzdalenost bodu N od jeho kolmého primétu N° do roviny ABC
(obrazek 16 vlevo). Celou situaci muizeme opét feSit vroviné ACV, kterd je

k roviné ABC kolma (obrazek 16 vpravo).
Trojuhelniky SCV a N'CN se shoduji v thlu VCS a oba jsou pravouhlé. Podle kritéria 1
o podobnosti trojuhelnikti (viz kapitola ,,Vymezeni zakladnich pojma*) jsou tedy tyto

trojuhelniky podobné. Jelikoz bod N lezi ve stiedu usecky VC, koeficient podobnosti je %

Hledanou vzdalenosti je tedy polovina vysky jehlanu. |SV| = \/ |CV|%2 — (lAz—Cl)z = 2v7 cm,
tedy |[NN’| = /7 cm.

Uloha 2: Je dan pravidelny étyiboky jehlan ABCDV; |AB| = a = 4 cm, |AV| = b = 6 cm.
Bod N je sttedem hrany CV.

¢) Urci vzdalenost bodu N od ptimky AV.
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Obrazek 16: Kolmy primét bod N do roviny ABC

Ulohu je mozné opét fesit prevedenim do roviny ACV. Hledanou vzdélenosti je vzdalenost
bodu N od paty P kolmice vedené bodem N k ptimce AV. Doplnime-li si do trojuhelniku
kolmici k ptimce AV vedenou bodem C a zjistime, Ze trojuhelniky QCV a PNV jsou podobné
podle kritéria 1 o podobnosti trojuhelnikt (viz kapitola ,,Vymezeni zakladnich pojmi*). Oba

trojuhelniky jsou pravothlé a shoduji se v uhlu PVN. Jelikoz bod N lezi ve stfedu usecky
VC, je koeficient podobnosti % Trojuhelnik ACV je rovnoramenny s rameny AV a CV. To

znamena, Ze vzdalenost bodu A od pifimky CV je stejné jako vzdalenost bodu C od ptimky

AV. Hledanou vzdalenosti je tedy polovina vzdalenosti bodu A od pfimky CV, kterou jsme

2vV14
—Cm

jiz pocitali v uloze 2a). |PN| = .

Obrazek 17: Regeni tilohy 2¢)
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9 Vysledky vyzkumu

Na zacatku kazdé ulohy nejdiive uvedu shrnuti postupti, jakymi zaci alohy tesili, a poté budu
rozebirat jednotlivé jevy, které se pti feSeni ulohy objevily. Na konci kapitoly shrnu jevy,

které se pfi feSeni objevily naptic vSemi ulohami.

9.1 Uloha 1a)

Na zagatku rozhovoru jsem Zaky pozadala, aby zadali fesit ulohu samostatné. Rekla jsem

jim, ze v piipadé€ potieby mizou pouzit dratény model krychle.

Vsichni Zaci zacali tak, ze si nakreslili ilustrani obrazek, ve kterém si vyznacili pfimku BH
abod A. Dva zaci si krychli dokonce narysovali, ale jen ptiblizné. Nedodrzovali tedy zadna
pravidla pro rysovani ve volném rovnob&zném promitani. Zdalo se mi, ze rysovani pii feSeni
ulohy dost zdrzuje, coz m¢ vedlo k otdzce, zda by zakiim nestacilo si obrazek pouze
naértnout. Zaci ale na rysovani trvali, protoZe tak pry lépe v obrazcich vidi danou situaci.
Dle mého nazoru meli zaci diky rysovani pomérné pékné a piehledné obrazky, ale i piesto

m¢éli potiebu ulohu fesit s pomoci modelu krychle.

Zéci po nakresleni obrazku vétsinou vyslovili svou prvni myslenku na fe$eni ulohy. Poté
jsem je pozéadala, aby mi vysvétlili, co to viibec je vzdalenost bodu od pfimky. Piestoze
vSichni zaci byli schopni vysvétlit, co je vzdéalenost bodu od pfimky v roviné a poté
i v prostoru, jejich prvni napad, jak ulohu fesit, vétSinou spravny nebyl. To mulze byt
zpisobeno tim, ze zaci nejdiive voli cestu nejjednodussiho feseni, ale také tim, ze zakiim
byvaji ¢asto zadavany nejdiive jednodussi ulohy, jejichz obtiZznost se postupné zvysuje.
Podobné tomu bylo i v u€ebnici Stereometrie nakladatelstvi Prometheus. DalS$im diivodem
muze byt neschopnost predstavit si situaci v prostoru, proto si zZaci musi situaci nejdiive

vymodelovat na modelu krychle.

Sedm zéki uvedlo jako svou prvni myslenku, Ze by hledanou vzdélenosti mohla byt polovina
télesové thlopticky. To by vsak znamenalo, ze jsou télesové uhlopticky v krychli na sebe
kolmé.? Zaky jsem vyzvala, aby vysvétlili, zda jsou na sebe uhlopiicky v krychli kolmé. Zaci

bud’ popsali, ze télesové thlopticky v krychli jsou souc¢asné tthloptickami obdélniku ABGH,

2 Na tento jev narazili i Plpan, Kuiina a Kebza (1992) ve svém vyzkumu, jak bylo uvedeno v teoretické &asti.
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nebo situaci vymodelovali v krychli, kde v podstaté piimo vidé€li, ze kolmé nejsou. Dva
z téchto zakia jesté vyslovili mysSlenku, ze by hledanou vzdalenosti mohla byt délka

hrany AB.

Pavel se rozhodl piesvédCit o kolmosti télesovych uhlopiicek v krychli pfeméfenim
prislusnych tisecek ve svém obrazku. To miize byt zplisobeno tim, Ze dobie nerozliSuje mezi

geometrickym prostorem a prostorem reprezentaci.

Pét zak melo problém nékteré vlastnosti ve svém obrazku vidét, a museli si proto situaci
modelovat v krychli. Zatimco n¢kterym stacilo vymodelovat si pouze usecky (pomoci tuzek)
a body, tak jini museli modelovat i roviny® (pomoci papiru), nebo dokonce trojithelniky,

které si slozili nebo vystiihli z papiru.

V dalsim kroku se polovina zakli zaméfila pouze na pravouhly trojuhelnik ABP (znaceni
podle obrazku 8), ve kterém se hledana vzdalenost nachazela. Nékteti dokonce fekli, ze by
mohli pouzit Pythagorovu vétu, aby hledanou vzdélenost dopocitali. Poté se ale ukdzalo, ze
znaji v trojuhelniku délku pouze jedné strany, takze Pythagorovu vétu pouzit zatim
nemohou. Vypada to, Ze zaci maji pravouhly trojuhelnik pfedevsim spojeny s Pythagorovou
vétou. Po néjaké dobé bylo potfeba zakim poradit, aby se nesoustiedili jen na tento

trojuhelnik.

Druhé polovina Z4kl rovnou zvolila vét§i geometricky utvar, bud’ trojuhelnik ABH, nebo

obdélnik ABGH.

Jeden ze zpiisobtl, jak bylo moZné ulohu dale vyfesit, bylo vyuziti goniometrickych funkci.

Pro toto feSeni se rozhodla polovina zaku.

Na obrazku 18 (vlevo) uvadim LukaSovo feSeni. Ten si vyjadfil sinus stejného thlu ze dvou
pravouhlych trojihelnikii, poté dal oba siny do rovnosti a vyjadfil hledanou vzdalenost.
Timto zplsobem byla feSena i jedna uloha v ucebnici Matematika pro Gymnazia —

Stereometrie nakladatelstvi Prometheus.

Protoze v trojlihelniku ABH znali Zaci délky vSech tii stran, mohli se rozhodnout pro

jakoukoliv z goniometrickych funkci. Pokud zvolili jinou funkci nez sinus (obrazek 18

3 Na podobny jev opét upozomili Plpan, Kufina a Kebza (Pilpan et al., 1992).
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vpravo), museli nejdiive na kalkulac¢ce vypocitat ptibliznou hodnotu velikosti daného uhlu
a poté dopodcitat piiblizné velikost hledané vzdalenosti. Zaky jsem nechala ulohu takto
dofesit a poté jsme rozebirali, jak bylo mozné se zaokrouhlovani vyhnout. Vétsina z nich

dosla k tomu, ze by v prvnim kroku bylo mozné pouzit funkeci sinus.
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Obrazek 18: Ukazka zakovskych feseni

Pti uziti goniometrickych funkcei se objevily dvé véci hodné pozornosti. Jeden z zakii mél
naucéenou ,,basnic¢ku: protilehla ku ptilehlé. Zak ji vyuzil v pravouhlém trojuhelniku ABH
pro pravy uhel. Funkce tangens tedy podle jeho pravidla byla: protilehla piepona ku ptilehlé
odvésné. To je podle mého nazoru jasny ptiklad formélniho poznatku ve formé poucky.
Kdyby si zak tikal pravidlo celé jako protilehla odvésna ku preponé, mohl by si uvédomit,
ze pro pravy uhel jeho ,basnicka“ neplati. Mize to také plynout znepochopeni
goniometrickych funkei.

Druhym jevem, ktery se objevil, je, Ze Zaci pouzivali goniometrické funkce pro pravy thel.

Naptiklad napsali: cos 90° = aL\/E Jelikoz je cos 90° = 0, vedlo je to samoziejmé k nezdaru.

Toto je opét piiklad formalniho poznatku.

Jana (viz obrazek 19) se rozhodla pro vyteSeni ulohy nejdfive vyuzit funkci kosinus, aby
vypocitala pfibliznou velikost Ghlu . Poté si podle véty o souctu thla v trojihelniku

dopocitala i velikost hlu a. Misto, aby opét pouzila nékterou z goniometrickych funkci
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v pravouhlém trojuhelniku ABK, pouzila sinovou vétu?, a zjistila tak pfibliznou hodnotu
hledané vzdalenosti. Toto feSeni mé¢ zaujalo predevs§im proto, ze si zdkyn¢ musela vybavit
dalsi vétu. Nakonec se ukazalo, ze zakyn¢ si mysli, ze mlize pouZzit goniometrické funkce

pouze v piipad¢, kdyz v trojuhelniku zna dvé¢ strany a potiebuje dopocitat velikost thlu.
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Obrazek 19: Jany feseni

Druhym zptsobem, jak bylo mozné ulohu vyfesit, bylo vyuziti podobnosti trojuhelnik.

Touto cestou se vydalo pét zakt.

Nejdiive Zaci vyslovili fakt, ze zadné jiné neZ prave thly v trojahelnicich neznaji. Proto jsem
se jich zeptala, zda by jim n&jak pomohlo, kdyby jeden z thli znali. Tito Z4ci si proto doplnili
jeden ,,vymysleny*“ uhel (viz obrazek 20) a dal$i Gthly doplnili na zaklad¢ véty o souctu
vnitinich thld v trojuhelniku. To je jedna z heuristickych metod — metoda zavedeni
pomocného prvku. Diky tomu si Zaci uvédomili, ze jsou zde podobné trojuhelniky. Ne
vSichni si v8ak na termin ,,podobné trojuhelniky* vzpomnéli. Jedna zakyné fekla, Ze jsou

trojuhelniky ,,0hlové shodné®, jin4 zase fekla, ze jeden trojihelnik je zmensenim druhého

4 Véta sinova: Pro kazdy trojihelnik ABC, jehoZ strany maji délky a, b, ¢ a vnitini Ghly velikosti a, 8, y, kde
a b c

|%BAC| = a, |%ABC| = B,|%ACB| =y, plati =

sina  sinf  siny’

54



trojuhelniku. To mé vedlo k otdzce, co to vlibec znamena a zda je informace, Ze jsou
trojuhelniky podobné, zZakiim k né¢emu uzitecna. Magdaléna si nebyla jista, co pro podobné
trojuhelniky plati. Vzpominala, Ze je tam néco s poméry stran, ale nemohla si vzpomenout
co. Pozédala jsem ji, aby si néjaké podobné pravouhlé trojihelniky vymodelovala z tuzek.
Diky modelovani si uvédomila, Ze kdyz se jedna strana zvétsi dvakrat, tak i ostatni strany se
zveétsi  dvakrat. Modelovani pomoci tuzek, popiipadé kresleni trojuhelniku do
¢tvereckovaného papiru pro zjisténi, co pro podobné trojuhelniky plati, vyuzili jesté dalsi

dva zaci. Domnivala jsem se, ze podobnost trojuhelniki bude pro zaky jednoducha, protoze

oy oo

Obrazek 20: Metoda doplnéni Ghlu

Ttetim zptisobem, jak bylo mozné tlohu vyfesit, bylo s vyuZzitim obsahu trojuhelniku. Na
obrazku 21 uvadim Filipovo postup. Ten si pro vypocet vybral pravothly trojuhelnik ABH,

VZ2-a-a
2

ve kterém znal délky vSech tii stran. Vyjadril si tedy obsah trojuhelniku . Obsah tohoto

trojahelniku bylo moZné vyjadtit také s vyuZzitim hledané vzdalenosti, protoZe je to vyska na
a3,
2

stranu HB ¢ili , kde v, znaci zak hledanou vzdalenost. Oba vyrazy staci dat do rovnosti

a vyjadfit nezndmou.
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Obrazek 21: Reseni s vyuzitim obsahu trojuhelniku

Toméas se nad ulohou nejdiive zamyslel konstrukéné. Rekl, Ze by hledanou patu kolmice
dokézal najit pomoci Thaletovy kruznice.> AZ po této myslence zacal premyslet nad
numerickym feSenim. Konstrukéni feSeni jsme mohli vidét 1 v ucebnicich, jak jsem

zminovala vySe, coz mize n¢kterym zaktiim pomoci uvédomit si nékteré vztahy.
Dale se podivame na dalsi jevy, které se pti feSeni tlohy objevily.

Na obrazku 22 si miizeme vS§imnout, jak EliSka pivodné namalovala trojihelnik ABH jako
rovnoramenny. Pravy thel do obrazku doplnila az poté, co se v modelu krychle ujistila, Ze
je trojuhelnik pravouhly. Nasledné¢ doplnila i1 délky vSech stran, diky nimz by si také mohla
ovétit, ze pro né plati Pythagorova véta, takze trojuhelnik je opravdu pravouhly. Toto je
ptiklad obrazku jako ilustrace. Piestoze jsou v obrazku trojuhelniku uvedeny délky stran

a pravy uhel, trojuhelnik jako pravouhly nevypada. Jak jiz bylo uvedeno v teoretické ¢asti,

5 Mnozina vSech vrchold pravych ahld, jejichz ramena prochézeji dvéma danymi body 4, B (4#B), &ili
mnozina vSech bodd, z nichz je vidét iisecku 4B pod pravym uhlem, je kruZnice sestrojena nad primérem AB
s vyjimkou bodl 4, B (tzv. Thaletova kruznice).
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takovy obrazek nemusi zakiim dostatecné dobie poslouzit pro vyfeSeni ulohy. Velmi mé
proto piekvapilo, kdyz zakyné tekla, ze trojuhelnik ABX vypadé stejny jako trojuhelnik
ABH, jen v mensim provedeni. Ziejmé tuto podobnost spiSe vypozorovala z modelovani

v krychli nez z tohoto obrazku.

2 k o 32

]
A

Obrazek 22: Pravouhly trojuhelnik ABH jako rovnoramenny
EliSka se rozhodla fesit ulohu pies podobné trojuhelniky. Nejdiive spravné fekla, ze kdyz
jedna strana ma délku a a v druhém trojahelniku ma odpovidajici strana délku a+/3, tato
strana se zvétsila v/3krat. Poté si vzala jinou stranu ve druhém trojithelniku, ktera ma délku
av2, a fekla, Ze tato strana se zvétsila v2krat. Tato chyba miize plynout z nepochopeni

podobnosti trojuhelnikli nebo také z toho, ze délky stran jsou vyjadiené pomoci proménné

a odmocnin, coz mize zaktim Cinit problémy.

Adéla si nejdiive nebyla jista, v jaké roviné trojuhelnik ABO leZi (viz obrazek 23 vlevo).
Nedokézala si tuto rovinu pfedstavit. Na obrazku 23 (vpravo) vidime, Ze si Adéla nakreslila
pravouhly trojuhelnik ABO (na obrazku pteskrtany) a oznacila pravy thel v trojuhelniku
(horni uhel). Zde bych chtéla upozornit na to, Ze to nebylo zplisobeno tim, Ze by si zakyné
myslela, Ze takto pravy uhel vypada. SpiSe se ukazalo, Ze je Zakyn¢ zvykla kreslit trojihelnik
s pravym uhlem pii dolni stran€ listu, ale pravouhly trojahelnik, ktery zdkyné prekreslovala
z krychle, byl v jiné poloze. Proto vznikl tento nepfesny obrazek pravouhlého trojuhelniku.

Toto je ptiklad prototypického kresleni obrazku.
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Obrazek 23: Prototypické kresleni trojuhelniku

V dalsim obrazku 24 (vlevo) si mizeme vSimnout, Ze si Adéla neoznacila zadné vrcholy. To
oviem vedlo k dal§im problémaim pii feseni ulohy. Zakyné fesila tilohu pomoci podobnych
trojuhelnikf. Piekreslila si nejdiive tii podobné pravouhlé trojuhelniky ve stejné poloze
s pravym uhlem pii dolni strané listu (viz obrazek 24 vpravo). Pfi dopliiovani délek
jednotlivych stran v§ak méla problém. To mtize plynout jednak z toho, Ze si nepojmenovala

zadny vrchol, jednak neschopnosti pfedstavit si trojuhelniky v jiné poloze.

Dale zékyné tekla, Ze pottebuje zjistit, o kolik se jedna strana zvétSila, a na kalkulacce
mackala rozdil hodnot 4v/3 — 4v/2 misto podilu t&chto hodnot. Zde je vidét nespravné
pochopeni podobnosti, misto kolikrat se zvétsi jedna strana, tolikrat se zvetsi druha strana,
si zakyné myslela, Ze o kolik se zv€tsi jedna strana, o tolik se zvEtsi druha strana trojuhelniku.
Opét to mize byt jeden z formalnich poznatkl. U této Zakyné je nutné podotknout, Ze
potiebovala mit zadanou konkrétni délku hrany krychle, aby si mohla hodnoty ptiblizné
pocitat. K feSeni vyuzivala délku hrany krychle a = 4 cm.

Na obrazku 25 je vidét, Ze Pavel si narysoval hledanou kolmici na pfimku HG jako pfimku
az za bod Z. To ho vedlo k myslence, Ze kolmice protne hranu CG. Zak tedy nerozliSoval
mezi prostorem reprezentaci a geometrickym prostorem. Soucasné mél velky problém si

situaci predstavit, proto si vS§e musel modelovat v krychli.

Na obrazku 26 vidime, Ze Lukas$ si jeden trojuhelnik nakreslil dvakrat vedle sebe, pouze
pootoceny. Po nakresleni druhého obrazku byl schopen ihned vyslovit mySlenku na feSeni
této ulohy. To mé& piekvapilo, proto jsem se ho zeptala, pro¢ nakreslil dvakrat stejny

trojuhelnik, jen pootoceny. Jeho odpovéd’ byla, Ze takhle to 1épe vidi.
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Obrazek 24: Obtize spojené s nepojmenovanim trojuhelniki

Obrazek 26: Piekresleni trojuhelniku do jiné polohy
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Magdaléna (obrazek 27) po narysovani krychle napsala k hrané BC, Zze ma délku av/2. Za
chvilku fekla, Ze to ale neni uhlopficka. Znamené to, ze zdkyné bud’ nerozliSuje mezi
prostorem reprezentaci a geometrickym prostorem, nebo si neni schopna situaci predstavit
v prostoru. Tato zakyn¢ si také potom myslela, ze trojuhelnik ABP (P je pata hledané
kolmice na use¢ce BH) lezi v podstave krychle. Nejlepsi pro tuto zakyni bylo, kdyZz si mohla

vSe modelovat v modelu krychle.

Obrazek 27: Reseni Magdalény

Na obrazku 28 vidime, Ze Ondrej si nejdiive nakreslil trojuhelnik ABH jako rovnostranny
(vpravo nahote). Poté fekl, Ze si neni jisty, zda thel u vrcholu B nema 45°. To nejspiSe
vyplyvalo z obrazku krychle (obrazek 28 vlevo), kde se mu tento tihel tak jevil. To je dalsi

ukazka nerozliSovani mezi geometrickym prostorem a prostorem reprezentaci.

Dale se Ondiej rozhodl dopocitat si délku ptepony HB pomoci Pythagorovy véty. Napsal:
x = a+ av2. Zak si zadné chyby nebyl védom, pozadala jsem ho, aby mi vysvétlil, co
Pythagorova véta fika. Na to odpovédél, Ze nevi. Zak tedy nebyl schopen sviij $patny

formalni poznatek identifikovat, a tedy ani nasledné opravit.

Petr nejdiive tvrdil, Ze je obdélnik ABGH kosoctverec (viz obrazek 29), chtéla jsem proto,
aby mi vysvétlil, co to je kosoétverec. Rekl, Ze je to &tyfuhelnik, ktery ma viechny strany
stejn€ dlouhé. Nasledné se tedy opravil a fekl, Ze to bude kosodélnik. Opét jsem chtéla, aby
mi vysvétlil, co je to kosodélnik. Zacali jsme se bavit o velikostech vnitinich thli

v obdélniku ABGH, aby doSel k tomu, Ze ¢tyfuhelnik ABGH je obdélnik.
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Obrazek 29: Ukazka ptivodniho nakresleni ¢tverce a nového obrazku

Dalsi chybou, ktera se objevila, bylo nadmérné zobectiovani vzorcli, na které jsem také

narazila jiZz v teoretické ¢asti. Tereza podle Pythagorovy véty napsala rovnici: d? = a? +

+ (\/E a)z. Niésledng ji odmocnila a napsalad = a + V2 - a.
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Tereza si na zacatku feSeni této tlohy zacala nejdiive vypocitavat délku t€lesové thlopticky
BH v trojuhelniku HDB s vyuzitim Pythagorovy véty. K tomu ale potiebovala zjistit délku
si vypocita thlopticku AH, a nasledné si uvédomila, ze jeji délka je stejna jako uhlopticka
ve Ctverci ABCD, kterou jiz pocitala. Tereza neméla s vypocty problémy, ale pieci jenom ji
zabraly néjaky cas, proto jsem se ji poté zeptala, k ¢emu ji tyto délky budou. Na to zakyné

odpovédéla, Ze to zatim nevi, ale Ze takhle alespon ukazala, ze néco umi.

Poté si nakreslila trojuhelnik ABH (obrazek 30 vlevo). Jak mizeme vidét, trojuhelnik
nakreslila pravouhly, pfestoze si nebyla jistd, zda tento trojihelnik pravouhly je, nebo neni.
To je dalsi ukdzka prototypického kresleni obrazkl. K ovéfeni toho, zda je trojuhelnik

pravouhly, by ji mohly pomoci délky stran, které si jiz vypocitala. Ale to zdkyni nenapadlo.

Anezka si jako jedina nakreslila krychli pfeto¢enou (viz obrazek 30 vpravo). Zajimalo mé,
zda k tomu ma n&jaky divod. Napiiklad, Ze by tak 1épe vidéla feseni dané ulohy. Zakyné
odpovédéla, Ze si nikdy nepamatovala, jak vrcholy krychle pojmenovavat, takze to d¢la

viceméné nahodné.

Obrazek 30: Terezy feSeni (vlevo), pretoCema krychle (vpravo)
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9.2 Uloha 1b)

Pouze Ctyfi zaci si s dalsi ulohou nakreslili novy obrdzek krychle, vSichni ostatni si pouze
do ptivodniho obrazku krychle doplnili bod M a hledanou kolmici. Pfi feseni této tilohy si
sedm zakt nejdiive nakreslilo trojihelnik HGM a tfi zaci cely obdélnik ABGH . Tti zaci méli

stale pottebu si celou situaci modelovat v krychli.

Ulohu bylo mozné opét feit vemi tiemi vyse uvedenymi zptsoby, tedy pres podobné
trojihelniky, s vyuzitim goniometrickych funkci nebo obsahu trojuhelniku. Sest zaku fesilo
ulohu s vyuzitim goniometrickych funkei, pét zakl fesilo tlohu pies podobné trojuhelniky
ajeden zdk pfes obsah trojuhelniku. VSichni Zaci tedy zvolili stejny zptisob feSeni jako
u ulohy ptedchozi. Nékteti zaci po predchozi zkuSenosti s dopliiovanim vymysleného uhlu

se rozhodli vyuzit stejnou metodu pfi feSeni této tlohy.

U této ulohy jsem si v§imla, Ze Zaci, ktefi neméli problém vidét danou situaci v prostoru,
m¢eli vétSinou néjaky problém s Gpravou algebraickych vyrazl a rovnic. Naopak zaci, ktefi

m¢éli problém si situaci piedstavit, upravu algebracikych vyrazl a rovnic fesili bez problémd.
Nize opét uvedu jevy, které se u zakt pii feseni této ulohy objevily.

Nékteti Zaci méli problém si uvédomit, Ze je trojihelnik HGM rovnoramenny. To se
napiiklad projevilo tak, ze si nejdiive vypocitali délku Gsecky MG a poté tekli, Ze si jeste
musi zjistit délku usecky MH. Kdyby Zaci vidéli, Ze je trojuhelnik rovnoramenny, nemuseli
by jiz druhou délku pocitat. EliSka si myslela, ze je trojuhelnik HGM pravouhly s pravym

uhlem u vrcholu H. Musela si opét situaci vymodelovat v modelu krychle.

V obrazku 31 (vlevo) si miizeme v§imnout, jak je nakreslena hledané kolmice. Na feseni této
ulohy to sice vliv nemélo, ale takovy neptesny obrazek mliZze vést k mylnym zavérim. Jak
je vidét z obrazku, Adéla zvolila metodu doplnéni thlu a nakonec feSila ulohu pomoci
podobnych trojuhelniki. K tomu ji pouze staCilo zjistit, které¢ strany si v jednotlivych
trojihelnicich odpovidaji. Kdyby si vSak obrazek nakreslila pfesnéjsi, mohla podobnost

trojuhelnikll z obrazku i vidét. Tento obrazek tedy miizeme opét povazovat spiSe za ilustraci.

Tomas ftesil celou tlohu pouze v jednom obrazku (obrazek 31 vpravo). Rozhodl se fesit

ulohu pomoci goniometrickych funkci a k tomu potieboval zjistit velikost uhlu a (viz
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obrazek 31 vpravo). Vyuzil tedy vétu o stiidavych uhlech® a dopodcital tento tihel
z trojuhelniku AMH.

Obrazek 31: Ukazka neptesného kresleni obrazkl (vlevo), Tomasovo feSeni (vpravo)

2
Lukas podle Pythagorovy véty napsal rovnici [DM| = (g) + a? a dale rovnici odmocnil

[ran\2
takto: /|DM| = (g) + a?. Zda se, e Luka$ ma nauCeny postup, Ze rovnici musi

odmocnit, ale nerozumi tomu, co napsal. Tento Zak si také tfikrat nakreslil stejny trojihelnik.
Poprvé si v trojihelniku neoznacil zadny vrchol, takze kdyz se k nému chtél vratit, jiz
neveédél, co to je za trojuhelnik. Podruhé si nakreslil spiSe obecny trojihelnik a az potfeti si
nakreslil trojihelnik HGM jako rovnoramenny (obrazek 32). Stejné€ jako u pfedchozi tlohy

kresli tento Zak trojuhelnik tak, aby hledan4 vyska dopadla na stranu rovnobéznou s dolnim
okrajem papiru. Dale pii uprave vyraza kratil E—Z jako %a. Vypada to, Ze tato chyba prameni
z n¢jakého formalniho poznatku. Lukas Cisla ve zlomku vykratil, ale proménnou ponechal.
Podobné je tomu pfi odecitani dvou odpovidajicich si €lentt mnohoclenu, kdy se jejich
koeficienty odectou, ale proménna zistava.

Magdaléna si nejdiive myslela, ze hledana kolmice lezi v rovin€ zadni stény krychle. Tato

chyba vznikla z toho, Ze si situaci nedokazala pfedstavit v prostoru, proto si musela celou

situaci op&t modelovat v krychli. Tato Zdkyné také pfi odmociiovani rovnice |GM|? =

6 Jsou-li pfimky m a n rovnob&zné, maji dvojice stiidavych uhli, které vzniknou protnutim rovnobé&znych
pfimek tieti piimkou, stejnou velikost.
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2 2
= (E) + (a\/f) napsala |[GM| = %-i— av/2. Tento jev se jiz objevil u Terezy pii feseni

piedchozi tlohy. Chybu bychom asi opét zaradili mezi tkonovou, kterd plyne z néjakého

formalniho poznatku.

Obrazek 32: Ukazka prototypického kresleni trojuhelnikil

Na dal$im obrazku 33 mtzeme vidét, ze Ondrej si trojuhelnik HGM nakreslil pfetoc¢eny, pry

se v tom tak 1épe vyznd. Vypada to na dalsi ptiklad prototypického kresleni obrazki. Dale

si vyjadiil sinus tthlu f (viz obréazek 33) z trojihelniku AHM takto: sin f = %, takze sin f =

N|W|N|a

= g Poté tekl, ze kdyz uhel S je %, pak velikost thlu GHM bude dopln¢k do 90°, takze §

z 90°. Zde je vidét neporozumeéni goniometrickym funkcim.

O i
A L ;
1: / n\\ d ;‘}
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Obrazek 33: Doplnéni trojuhelniku
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Petr vyuzival k feSeni této

zkratil lomeny vyraz takto:

ulohy polovinu krychle (viz obrazek 34). V jednom z vypocti

2-avV22 a2z
a T

(obrazek 35). Toto je podobna chyba, které se

dopustil vySe zminény Lukas.
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Obrazek 35: Chybné kraceni ve zlomku

AneZka nejdiive fekla, Ze si neni jist4, zda miize napsat Pythagorovu vétu takto: b? = a? +

+ c2. Piestoze neméla v trojihelniku ani jednu ze stran takto pojmenovanou, nakonec si

nejdiive napsala: ¢? = a? + b?, poté a? = b? — c?. Pozadala jsem ji, aby mi vysvétlila, co

s rovnici udélala. Zakyné jen fekla ,,aha”. Rovnici vygumovala a napsala a? = ¢? — b2, poté

do rovnice dosadila délky stran spravné. Toto je ukdzka pfesvédeni, Ze Pythagorova véta

musi byt ve tvaru c¢? =

a’ + b?, coz mize vést ke vzniku formalniho poznatku

a neschopnosti tuto vétu aplikovat.

9.3 Uloha 2a)

Tato tloha se na rozdil od ptechozich dvou odehrava v pravidelném ctyibokém jehlanu

a délky hran jsou zde zadané. VSichni zaci opé&t zacali ilustraénim obrazkem jehlanu. Poté

vSichni automaticky nakreslili do obrazku hledanou kolmici, ale lisili se v tom, kam pata
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hledané kolmice dopadne. To se ukéazalo jako nejvétsi problém této tilohy. Nékteii zaci si

nebyli jisti, zda nedopadne pata hledané kolmice do stiedu hrany CV.

Tomas opét tesil celou tlohu pouze v ptivodnim nacrtku jehlanu, nepotieboval jiz dalsi
pomocné obrazky. VSichni ostatni Zzaci si po nakresleni obrazku jehlanu nakreslili jesté
trojihelnik ACV. P&t zakh se rozhodlo fesit ulohu s vyuzitim goniometrickych funkci, pét
zaka fesilo ulohu s vyuzitim podobnosti a dva zaci pomoci obsahu trojuhelniku ACV.
Znamena to, ze jeden z zaka, ktery fesil pfedchozi dveé ulohy s vyuzitim goniometrickych
funkei, zménil u této ulohy zplisob feSeni a fesil ji prostiednictvim obsahu trojuhelniku. Dva
zaci stale pouzivali metodu dopliiovani vymysleného thlu a dva zaci méli opét potiebu

vyuzivat k feSeni tlohy model jehlanu.

Podivejme se blize na nékteré chyby, které se pii feSeni této ulohy objevily. VétSina z nich

pramenila z nepfesného obrazku.

Eliska zacala ilohu fesit slovy pana ucitele, které zopakovala: Kdyz nevis, tak kresli. Na
obrazku 36 mlzeme vidét, Ze si nakreslila trojihelnik ACV jako rovnostranny, takze pata
hledané¢ kolmice v jejim nacrtku piivodné¢ dopadla do stfedu strany VC (viz trojuhelnik
uprostied). Po nakresleni obrazku jsme se zacaly bavit o tom, jaky trojuhelnik ACV je.
Zakyné fekla, Ze je rovnoramenny, ale nebyla si stale jista, zda hledana kolmice nedopadne
do stfedu strany VC. Proto jsem ji poradila, aby si nakreslila jiny rovnoramenny trojihelnik
(obrazek 36 vpravo) a zkusila v ném udélat hledanou kolmici. Po nakresleni tohoto
trojuhelniku fekla, Ze pata hledané kolmice nedopadne do stiedu strany VC. Je zajimavé, Ze
misto toho, aby si zakyné€ nakreslila novy trojuhelnik ACV, ktery by vice pfipominal
rovnoramenny trojuhelnik, tak jen v plivodnim trojihelniku ACV udé¢lala hledanou kolmici

nize. Tato kolmice samoziejmé& moc jako kolmice nevypada.

Podobné nakreslila trojihelnik ACV 1 Adéla (obrazek 37 uprostied). Opét tento trojihelnik
vypadé spiSe jako rovnostranny. Oproti EliSce si Adéla nakreslila trojuhelnik pfetoceny
s vrcholem v pravém dolnim rohu. Po nakresleni trojuhelniku fekla, Ze je trojuhelnik
rovnoramenny. Pozadala jsem ji proto, aby mi ukazala ramena tohoto trojuhelniku. Zakyné

ukazala na thlopticku AC a bo¢ni hranu AV. Zeptala jsem se, jak jsou tato ramena dlouha.

Adéla si musela do kalkulagky zadat &islo 4v/2, aby se ujistila, Ze to neni 6. Nakreslila si
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trojuhelnik ACV znovu, ale tentokrat otoCeny se zakladnou rovnobéznou s dolnim okrajem

papiru a vice pfipominajici rovnoramenny trojihelnik (obrazek 37 vpravo).

Obrazek 36: Vyska, ktera neni kolma

Obrazek 37: Ukazka ptekreslovani trojuhelniku

V obou trojuhelnicich Adéla také nakreslila vySky (na obrazku riizova a zelend).
V trojuhelniku uprostied to samoziejmé vypadalo, ze obé vysky dopadaji do stiedu stran,
ale kdyz se podivame na zelenou vysku ve druhém trojuhelniku, jako kolmice nevypada. To
mé vedlo k otazce, zda zakyn¢ viibec rozumi pojmu ,,vyska v trojuhelniku®. Ukazalo se, Ze

zakyné spojila dohromady pojmy ,,vySka“ a ,t€Znice*. Myslela si, Ze vyska musi spojovat
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vrchol a stied protilehlé strany a soucasné byt kolma. Nechala jsem ji tedy, aby si n¢jaky
takovy trojuhelnik narysovala. Propiskou potom zakyné¢ dokreslila kolmici nize (obrazek 37

vpravo).

Anezka si pfi popisu podstavnych vrcholi zacala popisovat vrcholy kiizem. Tedy misto

jehlanu ABCDV mélajehlan ABDCV . Toto by ji samoziejmé vedlo k feSeni uplné jiné tlohy.

Magdaléna méla problém si celou situaci predstavit. Nejdiive se zaméfovala na mensi
trojuhelnik ACP (znaceni podle obrazku 14) a nebyla schopna si predstavit, v jakém veétSim
utvaru lezi. Musela si v jehlanu vymodelovat pomoci papiru rovinu, ve které ptimka a bod

lezi, aby vidé€la, Ze tato rovina protne jehlan v trojuhelniku AC.

Pavel fesil tlohu pomoci podobnosti dvou trojihelnikli. Aby 1épe vidél, které strany si
v trojuhelnicich odpovidaji, zacal si je znacit stejné. V obrazku 38 jde o Cervené a zelené
popisky stran. Znaceni mu sice pomohlo vtom, ze si uvédomil, které strany si
v trojuhelnicich odpovidaji, ale stejné znac¢eni dvou rtiznych trojihelnikt bylo pro jeho dalsi

postup matouci.

Obrazek 38: Ukazka nevhodného popisu délek stran podobnych trojuhelnikt

9.4 Uloha 2b)

Tato tloha se stejn¢ jako piedchozi odehrava v pravidelném ctyibokém jehlanu. Novy
obrazek jehlanu si nakreslili pouze dva Zaci. PfestoZe se mi tato tloha jevila nejjednodussi,

tak pro zaky upln¢ jednoduchd nebyla. Nejvétsim problémem bylo pro né zjistit, kam

69



dopadne pata hledané kolmice v roviné ABC. Nize uvadim jejich prvni domnénky. Pouze
dva zaci ihned dokazali fict, ze pata kolmice dopadne na uhlopticku AC, a to do %. Jeden

z zaki nebyl schopen situaci ani spravné vymodelovat v jehlanu. Pfi modelovani tuzku, ktera
predstavovala hledanou kolmici, rizné naklané¢l, takze mu neustidle dopadala mimo
uhlopiicku AC. Ostatni zéci si pravé diky modelovani v jehlanu alespoil uvédomili, Ze pata
hledané kolmice dopadne na uhlopiicku AC. Poté vétSinou jiz nebyl problém dopocitat
hledanou vzdalenost. Zajimavé je, ze pifes podobnost urcila hledanou vzdalenost jen
polovina zaki.

Ptestoze zaci byli schopni vysvétlit, pro¢ dopadne pata hledané kolmice do i uhlopticky AC,
Ctyfi z nich se dale rozhodli dopocitavat hledanou vzdalenost pomoci Pythagorovy véty

z trojuhelniku NN’C (znaceni podle obrazku 16). Za pozornost stoji, Zze nekteti z nich jiz

m¢eli vySku jehlanu vypocitanou, tedy stacilo si uvédomit, Ze hledana vzdalenost je polovina
této vysky, protoZe jsou si trojuhelniky podobné s koeficientem podobnosti i Ondfej

dokonce vyuzil z ptechozi tlohy vypocitanou velikost thlu pfi vrcholu C a dopocital

hledanou vzdalenost pomoci goniometrickych funkci. Kdyz jsem se zeptala Tomase, pro¢
dopadne pata hledané vysky pravé do % uhlopti¢ky AC, zacal mi vysvétlovat, Ze se musim
podivat na jehlan shora. Slovem ,,podivat* myslel ,,pfedstavit®, protoze model jehlanu pii
feSeni ulohy nevyuzival. Poté fekl, Ze to tak prosté vidi.

Podivejme se na nekteré dalsi jevy, které se pii feSeni této tlohy objevily.

Adéla si myslela, Ze hledana pata kolmice dopadne do hrany CD, jak je vidét na obrazku 39

(vlevo). To je nejspise dlisledkem nerozliSovani mezi geometrickym prostorem a prostorem

reprezentaci nebo neschopnosti si situaci predstavit v prostoru.

Podobny problém m¢l 1 Pavel. Pivodné si myslel, Ze pata hledané kolmice dopadne na

spojnici stiedd hran BC a AD (viz obrazek 39 vpravo).
Vojta si nejdiive dokreslil do obrazku vysku jehlanu a poté fekl, Ze si neni jisty, zda pata
komice nedopadne piimo do stiedu (myslel tim % uhlopticky AC). Zacal tedy do trojuihelniku

kreslit rizné kolmice (viz obrazek 40). Z jeho obrazku je ztetelné, Ze dva mensi pravothlé
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trojuhelniky s vrcholy VN * a NC * jsou shodné, tedy hledanou vzdalenosti je pifesné

polovina vysky jehlanu.

Obrazek 39: Kam dopadne pata hledané kolmice

Obrazek 40: Hledani feSeni
Petr si uvédomil, Ze jsou trojuhelniky VCS a NCN’ podobné, a fekl, ze hledanou vzdalenost
dopocita s vyuzitim troj¢lenky. Nejdiive jsem nerozuméla tomu, jak to mysli, poté napsal
vypocet na obrazku 41. Tento postup mé zaujal, protoze je to vlastné rovnice, kterou bylo
mozné vyjadiit pomoci poméru dvou odpovidajicich stran podobnych trojihelnikii. Zak mi

vysvétlil, ze takhle tomu 1épe rozumi.

Obrazek 41: Pouziti troj¢lenky pii vypoctu délky strany v trojuhelniku
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10 Diskuse a zavér

Geometrii 1ze vnimat jako soubor urc¢itych dovednosti. Ma své praktické vyuziti mimo jiné
1 v technickych oborech, a proto je dulezité se geometrii zabyvat. Ja jsem se zaméfila na

metrické tlohy v prostoru.

Ptfedné musim zdtliraznit, Ze moje studie ma kvalitativni charakter. Hlavnim cilem bylo ziskat
hlubsi vhled, jakym zplsobem Zzaci stfedni Skoly fesi vybrané metrické ulohy v prostoru,
a zjistit, jaké obtiZe pfi feSeni vybranych tloh zaci maji a jakych chyb se dopoustéji. VSechny
metrické ulohy v prostoru, které jsem pro sviij vyzkum vybrala, se daly vyftesit s vyuzitim
podobnosti. Pocet Zaktll, s nimiz jsem provadéla rozhovory, je maly, a vysledky tedy nelze
zobectovat. Piesto se domnivam, Ze opatrné zavéry ucinit mizeme. Nize shrnu ty podstatné

a navrhnu néktera didakticka doporuceni.

Vétsina zaku pii feSeni prvni zadané ulohy vyslovila feSeni bez hlubsiho zamysleni. Je
mozné, Ze Zaci ocekavali, Ze prvni Uloha bude nejjednodussi, coz mize byt samoziejme
zpisobeno 1 tim, Ze Casto byvaji zdkiim nejdiive predkladany ulohy, jejichZ obtiZnost se
postupné zvysuje od jednoduchych k nejobtiznéjsim. Tak tomu je i v ucebnici Matematika
pro Gymnazia — Stereometrie nakladatelstvi Prometheus, kterou vyuzivaji pfi vyuce

stereometrie na Skole, kde jsem vyzkum provad¢la.

Piestoze se tlohy daly vyfesit pouze s vyuzitim podobnosti, tak se pro toto feSeni rozhodlo
jen pét zakl z dvanacti. Dva Zaci tesili ulohy prostfednictvim obsahu trojuhelniku a zbyli
zaci vyuzivali k feSeni goniometrické funkce. Z rozhovor po vyteseni vSech uloh jsem
zjistila, Ze Zaci se vyhybaji podobnostem, protoZe jim pry nerozumi. Z feSeni vyplyva, Ze
Zaci radé&ji pouziji v pravothlém trojuhelniku n€kterou z goniometrickych funkci. Diky nim
dostanou v podstaté stejnou rovnost, jakou by dostali, kdyby si napsali rovnost pro podobné
trojihelniky. Tento zptlisob je pro né ziejme jednodussi, nez se zamyslet nad tim, zda jsou
trojihelniky podobné a které strany si v jednotlivych trojuhelnicich odpovidaji.

Podle ocekavani se u nékterych zakii projevila nedostatecna prostorova piedstavivost.
Neékteti zaci méli problém vidét prostorové situace v rovinném obrazku, nedokézali si

predstavit vlastnosti jednotlivych prostorovych utvarii, a dokonce je ani nebyli schopni vidét

v modelu télesa. Proto, aby mohli nékteré vlastnosti poznat, potfebuji mit mozZnost si
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v modelu télesa vymodelovat nejen piimky a body, ale také roviny. Domnivam se, Ze pro
tyto zaky by bylo vhodné, aby méli ve vyuce vzdy k dispozici model télesa, ve kterém by si
mohli feSené situace modelovat. Podle mého nazoru by bylo vhodné vice se v hodinach
vénovat rozvijeni prostorové predstavivosti. K rozvijeni prostorové piedstavivosti je mozné
vyuzivat rizné aktivity. Jednou z takovych aktivit je naptiklad ,,prochédzka v krychli, pfi
které se zaci pouze ve své piedstavé pohybuji po hranach ¢i uhloptickach krychle podle
instrukci ucitele. Dalsi zajimavou aktivitou je ,,prevalovani krychle, kdy zaci ve své

predstaveé podle instrukci ucitele krychli prevaluji.

Pti rozhovorech se objevilo zajimavé tvrzeni, Ze télesové thlopticky v krychli jsou na sebe
kolmé. To miize byt zplisobeno tim, ze je krychle vniména jako jakysi model kolmosti.
V krychli jsou na sebe kolmé nejen hrany a stény, ale i st€énové uhlopficky. DalSim
problémem spojenym s nedostatkem predstavivosti je schopnost vidét, kam dopadne pata
hledané¢ kolmice. Je zajimavé, ze i zaci, ktefi si obrazky rysovali, aby si situaci dokazali 1épe

predstavit, méli problém prostorovou situaci v rovinném obrazku vidét.

Vyse fecené potvrzuje fakt, Ze tfi Zaci prakticky viibec nebyli schopni vyfesit zddnou z téchto
uloh bez opory modelu daného télesa. V draténém modelu télesa si potfebovali modelovat
jak pfimky, tak roviny. Nékterym zakim cinilo problém si pii feSeni vybranych uloh
predstavit rovinu uréenou piimkou a bodem. Na podobny problém, konkrétné¢ na
neschopnost piedstavit si rovinu urc¢enou tfemi body, upozoriovali Piilpan, Kebza a Kufina

(1992). Tato schopnost by se dala u zakii cvi€enimi s modely téles vice rozvijet.

Pouze jeden Z4k tesSil vSechny tlohy jen za pomoci jednoho obrazku, kde si v§e dokézal
predstavit. Ostatni si rozkreslili ¢ast feSeni do zvlaStniho obrazku. Ukazalo se, Ze nékteti Zaci
nerozliSuji mezi prostorem reprezentaci a geometrickym prostorem. Ptikladem je Zak, ktery
ovetoval kolmost télesovych uhlopticek v krychli pomoci trojahelniku s ryskou ve svém
obrazku. Zde se potvrdily vysledky ziskané u zakd druhého stupné u tuloh v rovinné
geometrii (Vondrova et al., 2015a). Je vidét, ze problémy v rozliSovani obou prostorit mohou
pretrvavat do obdobi stfedni Skoly. Lze doporucit, aby se ucitelé soustiedili na explicitni

rozliSovani obou prostort a vedli zaky k diskuzim o roli obrdzkli v geometrii.

Podobné jako u zdk na zdkladni Skole a v planimetrii (Vondrova et al., 2015b) se

1 u stereometrickych tloh, které zaci fteSili pomoci planimetrizace, projevil problém
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s prototypickymi obrazky. Ukézalo se, Ze zaci cCasto kresli prototypické obrazky
geometrickych ttvarti. Zajimavé je, Ze ani poté, co Zaci zjisti, ze jimi nakresleny obrazek
neodpovida vlastnostem dané¢ho utvaru, si novy obrazek nenakresli. Pfitom nakresleni
nového obrazku by jim pomohlo 1épe vidét i dalsi vlastnosti. Pomérné dost chyb vychazelo
pravé z takovych nepiesnych obrazkl. Lze doporucit, aby se ucitelé¢ snazili vyvarovat
prilisSného diirazu na prototypy geometrickych utvart a diskutovali o této problematice

s zaky pfti feSeni uloh v planimetrii i stereometrii.

Dalsim pozorovanym jevem je fakt, ze pokud se pfi feSeni objevil pravouhly trojuhelnik,
zaci méli ihned pottebu pouzit bud’ jednu z goniometrickych funkci, nebo Pythagorovu vétu.
Také jsem si vSimla, Zze Zaci Casto dopocitavaji délky stran nebo uhly bez toho, aniz by
doptedu méli promyslené, zda dané hodnoty k né€emu vyuziji. Vypada to, jako by chtéli
ukézat, Ze néco umi, kdyz uz je pfimo nenapadne samotné feSeni ulohy. Na tento jev
upozortioval i Polya (2016), jak jiz bylo zminéno v kapitole ,,ReSeni matematické ulohy*.
Nejvice problému se objevilo pfi feSeni prvnich dvou tloh, coz mtze byt zptisobeno i tim,
zZe tyto dvé ulohy byly zadané parametricky. S tim souvisi i chyby, které se zde objevily, a to
pfi upravé algebraickych vyrazi. Je vidét, ze posledni dvé podilohy byly pro Zaky
jednodussi.

Ve vSech ulohach se objevily rlizné formalni poznatky, at’ uz je to nepochopeni Pythagorovy
véty, goniometrickych funkci nebo nesprdvné zobecnéni uprav u algebraickych vyrazi.
Piikladem je uvedeni Pythagorovy véty ve tvaru a + b = ¢ nebo formalni poznatek ve formé

poucky protilehla ku prilehlé, kterou zak vyuZil pro pravy thel v pravothlém trojuhelniku
2
¢i odmocnéni rovnice d? = a®+ (\/7 : a) nasledujicicm zptisobem d = a +v2a. Na

formalni poznatky tohoto typu upozornil Hejny (2014).

Dalsim nedostatkem, ktery se pii feSeni téchto uloh objevil, je prace s odmocninami.
V ptipadé trojuhelniki jejichz délky stran obsahovaly odmocninu, méli Zaci problém urcit
koeficient podobnosti téchto trojuhelnikd. Pti feSeni tloh v prostoru se odmocniny mohou
objevit Castéji, proto bych doporucovala, aby se ucitelé ve vyuce vice vénovali tiprave vyrazi

s odmocninami.
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Nektefi zéaci vyuzili k feSeni ulohy jednu z heuristickych metod (doplnéni pomocného
prvku). O této metodé se zmifiuji v teoretické &asti v kapitole ,,ReSeni matematické ulohy*.
Z4ktm tato metoda pomohla pii doplnéni n&jaké vymyslené velikosti jednoho z (ihla
v trojithelniku, coZ poté vedlo k uvédoméni si, Ze jsou trojuhelniky podobné. Zaci tedy byli
schopni na zdklad¢ jednoho izolovaného modelu usoudit na vlastnost, ktera bude platna pro

dalsi velikosti uhla — tento izolovany model se pro n¢ stal modelem generickym.

V této praci jsem se pokusila ptiblizit zakovska fesSeni vybranych metrickych uloh v prostoru
a s nimi spojené obtize, které mohou zaci pii jejich feSeni mit. Prace otevird dalsi zajimavé
otazky. Jak témto obtizim pfi feSeni uloh ptedejit? Jaké jsou pficiny téchto chyb a obtizi?

Ve

Kdybychom rozsitili pocet zaki, doslo by k obohaceni pozorovanych jevi? aj.

Diky této praci jsem si uvédomila, Ze schopnosti a dovednosti, které Zak pii feSeni
metrickych uloh potfebuje mit, je opravdu velké mnozstvi. Prekvapilo mé& hned nékolik véci.
Nekteti zaci nejsou schopni vidét prostorovou situaci v rovinném obrazku, a dokonce ani
v draténém modelu krychle. Neocekavala jsem, ze zaci stiednich Skol budou mit takovy
problém rozliSovat mezi geometrickym prostorem a prostorem reprezentaci. Pfekvapilo mé
mnozstvi formdlnich poznatkil, které se u zaki objevilo. Pro svou budouci praxi si tak
odnasim mnoho zajimavych poznatkl. U Zakl se budu snazit pfi vyuce stereometrie rozvijet

prostorovou piedstavivost a pokusim se co nejvice vyuzivat modely téles.
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