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1. Uvod

V tejto bakalarskej praci sa budeme venovat metodoldgii, ktora sa zaobera odhado-
vanim parametrov pomocou Specifickych foriem vierohodnosti. Tento problém sa prvykrat
objavil v ¢lanku s nazvom ,Konzistentné odhady zalozené na parcidlne konzistentnych
pozorovaniach” Neyman a Scott (1948). Statistik Jerzy Neyman a jeho $tudentka Eliza-
beth Scott nazvali dant problematiku ako problém vedlajsich parametrov. Nanestastie,
vplyv ¢lanku nemal Siroky zaber a nevenovala sa mu dostatocna pozornost, ¢o neskor
priznavaju dalsi statistici.

Hlavnym cielom teoretickej casti bakalarskej prace je vytvorit uceleny sibor s jed-
notnym znacenim, v ktorom sa citatel zoznami s inymi formami vierohodnosti, ako st
napriklad: marginalna vierohodnost, podmienend vierohodnost, pseudo vierohodnost a
pochopi ich zakladny princip na ilustra¢nych prikladoch. Teoreticka ¢ast vychadza najma
z prac Pawitan (2001) a Millar (2011) a mé prevazne kompila¢ny charakter.

V praktickej ¢asti sa pozrieme na 4 metédy (profilova, margindlna, integralna a pse-
udo vierohodnost) popisané v teoretickej Casti aplikované na gamma rozdelenie a vypoc-
tovo odvodime vztahy, ktoré neskor aplikujeme v simulacnej studii, na ktort pouzijeme
programovaci jazyk R. Vysledky simulac¢nej studie spracujeme do prehladnych tabuliek
a grafov s medzikvartilovym rozpatim. Tie maju za tlohu zistif, ktorda zo spominanych
metod dava konzistentnejsie vysledky k skutocnej hodnote parametra zaujmu.



Zoznam pouzitych skratiek

iid
MLE
RSS
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2. Oboznamenie sa s problematikou

2.1 Motivacia

Ako vhodny motivac¢ny priklad nam slizi normalny model pre nezavislé a rovnako
rozdelené (iid) ndhodné veliciny

X; ~ N(p, %), i=1,...,n.

Maximalne vierohodnym odhadom rozptylu ziskame

(X - X)?
5'2_ z—l( ) ’

n

¢o nam oproti vyberovému rozptylu, ktory je nielen konzistentnym, ale aj nestrannym
odhadom, d& v menovateli n namiesto n — 1. D4 sa povedaf, Ze toto je neziaduci dosledok
62, pretoze dany odhad neberie do tvahy stratu jedného stupiia volnosti z odhadu p, a
to kontrétne i = X.

Problémy, ktoré budeme riesit v tejto praci, budu irelevantné v pripade, ze data,
ktoré skimame si nezavislé a velkost vzorky je dostatocne velka, vtedy nastupuje na
rad asymptoticka tedria. Pozornost zameriame na pripady, kde st limitované Statistické
informacie o niektorych alebo vsetkych parametroch. To mdze nastat v pripade, ze velkost
vzorky je relativne mald vzhladom k poc¢tu parametrov, dokonca to moze nastat aj v
pripade, ked sa nam velkost vzorky javi dostatocna.

Komplexné modely s mnohymi parametrami st ¢asto potrebné, ked pozorovania nie
st nezavislé a model musi zachytit zavislostni Struktiaru. Zavislostna struktira moze, ale
nemusi byt predmetom zaujmu, zalezi na skiimanej otédzke. Parametre, ktoré st priamo
relevantné vzhladom k skiimanej otazke nazyvame parametre zaujmu. Ostatné parametre
nazyvame vedlajsie parametre. Vektorovo zapisané: 8 = (1, X), kde vektor 8 obsahuje
vsetky parametre v modeli, vektor @ obsahuje parametre zaujmu a vektor A obsahuje
vedlajsie parametre.

Ako uz bolo spomenuté vyssie, tento problém sa prvykrat objavil v ¢lanku s nazvom
,2Konzistentné odhady zalozené na parcidlne konzistentnych pozorovaniach” od Neyman
a Scott (1948). Problematiku dalej rozvija ¢lanok ,,Odhadovanie v pritomnosti vedlajsich
parametrov” publikovany autorom Mak (1982). Samotny Lancaster (2000) spomina vo
svojom diele ,,Problémy vedlajsich parametrov od roku 1948”, Ze by sa mala vedlajsim pa-
rametrom venovat vicsia pozornost. Dalsimi relevantnymi publikdciami st napriklad ,,In
All Likelihood: Statistical Modelling And Inference Using Likelihood” Pawitan (2001),
»A maximum likelihood method for the incidental parameter problem” Moreira (2009),
,2Maximum Likelihood Estimation and Inference: With Examples in R, SAS and ADMB”
Millar (2011) a magisterskd praca studenta z Osla ,Likelihood corrections for the inci-
dental parameter problem in Poisson distributed panel data” Qren (2021).

2.1.1 Motivacny priklad na analyzu parovych dat
Uvazujme model, Millar (2011), str. 190, kde pre i = 1,...,n,

Yoo ~ N (i = 5, 7%), (2.1)



)
Yio ~ N (p; + 5 72)7 (2.2)

st vzajomne nezavislé. Predpokladajme, ze parameter zaujmu je v nasom priklade ¢, teda
mozeme vyslovit nulovii hypotézu Hy : 6 = dp. Ostatné parametre j;,7 = 1,...,n a 72
povazujeme za vedlajSie parametre.

Analyza pomocov parovych rozdielov

Definujme si rozdiely D; = Yo — Y1, i = 1,..., n. Dalej si ozna¢me o2 = 272, potom
st rozdiely iid a N'(0,0?%). Na zaklade klasickej tedrie nés to vedie k pouZitiu parového
t-testu na rozdiely D; s nulovou hypotézou Hy : 6 = §y. Rovnaké vysledky by sme dostali
aplikovanim metédy M LE na D; najmé kvoli n v menovateli pri MLE &%,

Analyza neupravenych dat

Teraz predpokladajme, ze by nebolo zrejmé, ze H, vieme testovat pomocou rozdielov
D; a namiesto toho postavime inferenciu na zaklade pévodného modelu Y;;, 1 =1,...,n,
j = 1,2, tak ako je zadané (2.1) a (2.2). Tento model vieme vyhladit pouzitim analyzy
rozptylu s vysvetlujicou premennou, ktord je faktorova premenna majica n odlisnych
levelov a vahy pri j = 1 s hodnotou —0.5 a j = 2 s hodnotou 0.5. Tento postup vyuziva
presnu klasick teodriu, teda spravne determinuje, ze mame n — 1 stupnov volnosti pri 2n
pozorovaniach a n + 1 regresnych koeficientov.

Pokial by sme na dané data aplikovali met6édu maximalnej vierohodnosti, odhady by
boli nepresné, pretoze strata n + 1 stupnov volnosti nebola zohladnend. M LFE parametra
72 je

22 1

n 2
_QnZg M” ’

=1

zatial ¢o nestranny odhad 72 ma menovatela n—1. Teda E {%2} < g a 7 je nekonzistentny
odhad 72.



3. Teoreticka cast

3.1 Definicia vierohodnosti

Nech méme ndhodny vyber X = (Xj,..., Xy) s rozsahom N z rozdelenia s hustotou
f zévislou na parametri 0, tj. f(x;0), potom vierohodnostou nazyvame funkciu

L(0) = L(6; X) = fx(X;60) = Hf(Xi§0>»

kde fx(x;0) je hustota ndhodného vektoru X pri realizacii @ = (z1,...,zn).

3.2 Definicia profilovej vierohodnosti

Nech mame vierohodnost L(),\), potom definujeme profilovi vierohodnost 1 ako

Ly(%) = max L(#,X), (3.1)

kde maximalizujeme so zafixovanou hodnotou parametra . Poznamenajme, ze profilova
vierohodnost nadobiida maximum pre rovnaké 1), ktoré najdeme klasickou vierohodnos-
tou.

3.3 Ortogonalne parametre

Idedlny scenar napriklad nastava, ak mame ndhodny vyber (X,Y") s rozsahom 2, kde
néhodnd veli¢ina X pochadza z modelu s hustotou f(z; ) a ndhodné veli¢ina Y pochadza
z modelu s hustotou f(y; A)!, kde X a Y st nezdvislé ndhodné velic¢iny a neméme ziadnu
logickt spojitost medzi parametrami 1 a A, vtedy definujeme vierohodnost parametrov

(¥, A)
L(y,A) = [(X;9) f(Y;A) = L(y; X)L(AY). (3.2)

Kedze Y neobsahuje Ziadnu informéciu o parametri 1, niet pochyb o tom, ze sku-
tocnd vierohodnost parametra ) je

L(3) = L(g; X). (3.3)
Taktiez v idealnom pripade vieme faktorizovat vierohodnost, a to formou
L(’(/)vA) = Ll(‘/))LQ()\)a (3-4)

kde ndm nezalezi, ako data vstupia do Li(.) a Ly(.), ale je zrejmé, ze informdcie o 1 st
zachytené v L1 (1)) a informécie o parametri A st v Ly(A). Ak takéto faktorizdcia existuje,
potom hovorime o ortogonalnych parametroch ¥ a A.

LV celej praci zna¢ime hustotu ndhodnej veli¢iny vieobecne f(). Symboly f(x;1) a f(y; ) tu teda
znacia dve rozne hustoty. RozliSenie medzi jednotlivymi hustotami bude vzdy jasné z pouzitych para-
metrov.



3.3.1 Priklad na ortogonalne parametre

Uvazujme tmrtia sposobené dopravnymi nehodami, Pawitan (2001), str. 277, kde
pocet obeti X a Y si nezavislé nahodné velic¢iny, ktoré st poissonovsky rozdelené s
parametrami Ay a Ay. Potom vierohodnostné funkcia je

L(Ax Ay) = e X PWINEAT.

Oznacme si parameter zaujmu ¢ = Ay /Ax a vedlajsi parameter A = Ax + Ay. Teda

L(\) = (1%)) <1+1¢> MY e = L) Ly(N),

n=(i55) ()

¢o je profilova vierohodnost parametra 1). VSeobecne vsak plati, ze ak existuje ortogo-
nalny parameter k parametru v, potom bez blizsej Specifikdcie parametra A, profilova
vierohodnost automaticky vypocita Ly (1)).

Castokrat idedlny pripad nenastane a my dostaneme:

kde

L(,A) = Li(v) La(v, A).

3.4 Marginalna a podmienena vierohodnost

Notécie, ktoré pouzivame, predpokladaji, ze (U,V) = h(Y) je vhodna inverti-
bilna transformdcia ndhodného vyberu Y. Napriklad ndhodny vyber Y = (Yi,...,Y},) je

transformovany do ndhodného vektora (U, V), kdeU =Y aV = (Y, -Y,...,Y, 1 -Y).
Hustota f(U,V;0) moze byt vyjadrena ako st¢in margindlnej hustoty U a pod-
mienenej hustoty V' pri podmienke U

L(6) = L(p\) = f(U.V:6)
= [(V|U;0)f(U;6) (3.5)
= [(VIU; 9, N f(U: 9, X) = Li(th, \) Lo(th, ).

V (3.5) sme si definovali vseobecny vztah, ktory plati vzdy. Teraz sa pozrieme na
dva Specialne pripady, ktoré mozu nastat:

1. V|U zévisi iba na 1. V tom pripade sa da f(V|U;, ) zapisat jednoducho ako
f(V|U;). V takom pripade f(V|U;1) nazyvame podmienenou vierohodnostou.

2. U zavisi iba na . V tom pripade sa da f(U;p, N) zapisat ako f(U; ), kde vztah
f(U; ) nazyvame margindlnou vierohodnostou.

Najidedlnejsi pripad, ktory moze nastat je, ze margindlna hustota U zavisi iba na
A a podmienend hustota V' pri podmienke U zavisi iba na 1. Teda modifikujeme (3.5)
na



fU,V;0) = f(VIU;¥)f(U; A)
= Ly () La(N).

Mozeme povedat, ze U je ciasto¢ne postacujice na parameter A, pretoze podmienena
distribtucia V' pri podmienke U nezavisi na A. Z toho vyplyva, ze vSetky informacie o
parametroch zdujmu ), st obsiahnuté vo vztahu f(V|U; ).

Najcastejsi pripad, s ktorym sa stretavame je, ze podmienend vierohodnost nezavisi
na A, ale marginalna hustota U zavisi na obivoch parametroch ¥ a A,

(3.6)

L(0) = L(y,A) = f(U,V;6)
= f(VIU;¥) f(U;, N) (3.7)
= Li() La(9, N).

Marginalne a podmienené vierohodnosti si uzitocné v tychto pripadoch:
o f(V|U;1) alebo f(U;1) st jednoduchsie oproti pévodnému modelu f(Y; 20, ).
« Ignorovanim L, (2, A) alebo La(1p, A) nestratime vela informacii.

o Pouzitie plnej vierohodnosti je nekonzistentné.

3.4.1 Ekvivalencia multinomického a Poissonovho modelu

Nech mame nezavislé Y; a Y5 poissonovsky distribuované so strednymi hodnotami
(1 a o, Millar (2011), str. 194, a predpokladajme, Ze parameter zaujmu je p = ﬁ
Hustota (Y7, Y5) je

prte pyte

f(y7 M1, :U’Q) = | |
Y1 Y2 (3.8)
()R em ) (yy 4 )| ( 1 )yl ( 2 >y2 '
(y1 + y2)! Y1!yo! M1+ e M1+ 2

Pouzitim reparametrizicie p = M’j:m, A = 1+ an = y;+ys do vztahu (3.8) dostaneme

kompaktnejsi tvar

AteA n! , ,
fypA) = X p" (1 =p)*” = Pois(A) x Bin(n, p), (3.9)
n! Yy1lys!

kde Pois()) je Poissonovo rozdelenie s parametrom A a Bin(n, p) je binomické rozdelenie
s parametrami n a p. Kedze y; a y» nadobudaju diskrétne hodnoty, hustota y = (y1, y2)
je pravdepodobnost pozorovania (yi,ys), ¢o je identické ako pravdepodobnost (hustota)
pre (n,ys). To znamend, Ze to mozeme prepisat ako

fy;p, A) = f(n,y1;0,A) = f(n; M) f(yalm; p). (3.10)

Toto je prave idedlny scendr, ako sme popisovali vo vztahu (3.6), kde vieme explicitne
vyjadrit informacie ohladom parametra p prave podmienenou pravdepodobnostou y; s
podmienkou n.



3.4.2 Priklad na nekonzistentnost vierohodnych odhadov

Uvazujme dédta, Pawitan (2001), str. 274-275, kde Y;; a Yjy st iid z N'(u;, 02), pre
i=1,...,N, vietky st nezavislé cez index i. Parameter zdujmu je o2. Pocet nezndmych
parametrov je N + 1 a pocet pozorovani je 2N. Majme nasimulované déta (tabulka 10.1,
Pawitan (2001), str. 275), ¢o ndm poskytuje vyhodu, Ze vieme presnti hodnotu parametra
0% = 1 a stredné hodnoty p;, takZe moZeme ukézat skutoént vierohodnost parametra o?.
Aby sme mohli pozorovat strannost /nestrannost odhadu, potrebujeme aby velkost vzorky
N bolo dostacujica, teraz nam bude postacovat N = 20.

Nech 0 = (4, ..., uy,0?), potom skutocnd vierohodnost je
1Yy —
~1I1 fexp( 5 (o))
i=1j=10 g

1 N 2
log L(6) = —Nlog(c T 92 4 ZZ(Y;]' — ).
i=1j=1

Ako sme uz vyssie poznamenali, kedze pozndme hodnoty p; (pretoze boli nasimulované),
potom plné vierohodnost je skutocéna V1eroh0dnost parametra o%. Aby sme 1 mohh Vypo-
c¢itat profilovi vierohodnost parametra o? pre kazdé o? ukdZeme, Ze fi, = Y;. Oznacme
si remdualny sucet stvorcov RSS = Z 1 Z (Y5 — Y;)?, potom profilova Vierohodnosﬁ
parametra o2 je

RSS
log L(0?) = max log L(py,. .., un,0?) = —N log(o?) —
Pyl N 202
a MLE je
52 RSS
- 2N

Poznamenajme, ze to, ¢o sme dostali, je analyza rozptylu, kde rezidudlne stupne
volnosti maji hodnotu N a je zjavné, ze RSS je o*x%, teda E [&2} = %2 pre vietky N.

Dalej plati, ze var [57 } = 95 % Coho vyplyva

0.2

?7

6% 5
teda odhad nie je konzistentny.
Aby sme dostali nestrannt inferenciu pre parameter o

formaciu, Pawitan (2001), str. 279,

2 zvolime nasledujticu trans-

Yii — Yo
Uy=—"+-=2
V2

Yi +Y;
%:g'

V2

Je zrejmé, Ze vietky U; st iid a pochadzaji z rozdelenia N(0, 0?) a vietky V; su 7id a po-
chadzajui z rozdelenia N (p;, 02). Vierohodnost parametra o zaloZen4 na U; je margindlna
vierohodnost, ktora ma formu




U; a V; st nezavislé, je to tiez podmienend vierohodnost. M LE z marginalnej vierohod-
nosti je

J AN
:N;Uizi

¢o je rovnaky nestranny odhad z analyzy rozptylu.

3.5 Modifikovana profilova vierohodnost

Su situdcie, v ktorych nie je mozné pouzit marginalnu a podmienent vierohodnost,
aj ked by to tedria umoznovala, ale je velmi narocné odvodit ich presni formu. Priblizné
formy margindlnej a podmienenej vierohodnosti vieme ziskat modifikovanim profilove;j
vierohodnosti.

D4 sa ukazat, Pawitan (2001), str. 286288, Ze pribliznd hustota b (v pripade, ze
nemame vedlajsie parametre a dimenzia parametra 12) je 1) je

1/2 L(zb).
L()

Este lepsiu aproximalizéciu, Pawitan (2001), str. 286, je mozné dosiahnut pomocou
Barndorff-Nielsenovej p*-formuly

~

o) ~ ¢—! (¥)

(3.11)

‘I 1/2 L(v)
ﬁ L(t)

ktord mé nastaveni normalizacnii konstantu c(¢p) tak, aby sa hustota vyintegrovala na
jednotku. My budeme pouzivat jednoduchsiu p-formulu, ktorej normalizacna konstanta
neobsahuje parameter ).

Nech méme ({b, 5\) M LE odhady (1, A), potom priblizna hustota je

1/2 L(, A)
L(p, )’

A

Y)

Fos(@, A, N) = ¢ |1(3h, )

(3.12)

kde ¢ = (27)7?/? a p je dimenzia (1, A).

Profilova vierohodnost sa prirodzene vyskytuje v pribliznej marginalnej distribucii
X. V skuto¢nosti je to teoreticky zaklad pre skonstruovanie modifikovanej profilovej vie-
rohodnosti. Majme 5\,/,, ¢o je M LE parametra A so zafixovanou hodnotou parametra )
al (3\1/,) prislusnt napozorovanu Fisherovi informéciu. Profilova vierohodnost parametra
P je

Lp(9) = L(%, Ay).

Marginalna hustota parametra A je

. O
FA) = f(Ay) a;
3.13
zc‘j_(j‘ )‘1/2 L(p,A) |9y (3.13)
YL Lap Ay oA |

10



Podmienena hustota {b s podmienkou hY je

A
f@ia) = 10N
f8) 1
i L) | 03 |
Y L(th, Ap) |0Xy |

Pouzili sme p-formulu na menovatel a citatel, ¢o nas vedie k pribliznej podmienenej
logaritmickej vierohodnosti parametra 1), ktora ma tvar

~ 1 ~
log L (1) = log L(th, Ay) — 5 log|I(Ay)| + log

~

v (3.15)

~

1 ~
=log () — ; log \I(A«p)\ + log

~

Ay

?

kde je L,,(1) pozadovand modifikovana profilovd vierohodnost. Vyraz %log ‘I (Xw)‘ mo-
zeme interpretovat ako chybovy clen, ktory od¢ita z profilovej logaritmickej vierohodnosti
b
variancie, ¢o drzi modifikovani profilovii vierohodnost invariantni voci transforméaciam
vedlajsich parametrov. Rovnako by sme vztah (3.15) vedeli odvodit pouzitim marginalnej
distribucie .

Vztah modifikovanej profilovej vierohodnosti (3.15) plati vo vSeobecnosti aj tam,
kde (1, X) nie je postacujiice. Nech mame prostt funkciu dét z — (¥, A, a(z)), kde a(x)
je doplnkovy ¢len. Aby sme explicitne ukéazali zavislost na datach x, vyjadrime

neistd informaciu z vedlajsieho parametra A. Jakobian slazi ako zachovavatel in-

L(3,A) = L(p, X z) = L(9h, A9, A, ).
Pre zafixovany parameter v, M LE ;\¢ plati

0 ~ ~ o~
—L(, Ayp; 0, X a) = 0.
2, (¥, A3, A a)
Po zderivovani podla wa dostavame
AN WS WSS WA L, S
sz y Npy @y A\, axwaj\ s Npy @y A\, 85\11’ s
teda
\ I\
A | _ 2 | (A«p)’A - (3.16)

Menovatel je niekedy velmi naroc¢né dostat, pretoze nemusime mat explicitni zavislost
vierohodnosti na (1), ).
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f2)

Oy

¢len vztahu (3.15) vynechat. V pripade, ze mame 1) skaldr, je mozné nastavit vedlajsi
o2y

parameter X\ tak, aby sa ™ ~ 1, vtedy volime A\, aby platila rovnost

Su situacie, kedy nastane 5\¢, = 5\, ¢o implikuje =1, vtedy mozeme posledny

82
E log L(¢, A)| = 0.
o ot L)
Takéto parametre nazyvame informacne ortogonalne.

Je zaujimavé porovnat, Pawitan (2001), str. 288, tieto vysledky s Bayesovskou for-
mulou, teda ako vypocitat modifikovani vierohodnost pouzitim Bayesovskych vypocto-
vych metdd. Pre skalarne parametre je kvadraticka aproximécia

LW) & Ly oo
log 20 = —5 1) — 9P

¢o implikuje

[ L@ ~ L) [ B0 ay
= L(&)(2m) 2| 1)

Je to zndme ako Laplaceova integralna aproximaécia.
Pre model s dvoma parametrami mame ihned pre fixné 1) integralnu vierohodnost

Liu(®) = [ L@, NdN) = eL(th, ) [ 13|

kde ¢ neobsahuje parameter 1, teda

)

1 .
log Lint(";b) ~ log Lp(":b) - 5 log ’[()‘w)lv

¢o je presne modifikovana profilova vierohodnost v pripade ortogonalnych parametrov.

3.5.1 Priklad na modifikovana logaritmicka vierohodnost

Nech mame ndhodné veli¢iny (X1, ..., X11), ktoré st iid z rozdelenia N (i, 0%) s roz-
sahom n = 11, Pawitan (2001), str. 289, kde obidva parametre st nezname. Logaritmicka
vierohodnost je

n 1 &
log L(p,0%) = —§log o — 557 > (X; — ).
i=1

V prvom rade ndjdeme modifikovani profilovii vierohodnost parametra p. Nech
mame p M LE parametra o? je

12
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A7 na konstantu je modifikovana profilova vierohodnost

1
log Ly, (1) = —g log 63 —5 log I(&Z)
-2
__n —log &,

rovnakd ako profilova vierohodnost zaloZena na (n — 1) pozorovaniach.
Teraz uvazujme parameter zaujmu o2. Pre kazdé o2 ziskame

ﬂch =X = ﬂ?
takze 82ﬂ2 = 1. Fisherova informacia je
R n
](/’LO'Q) - ;7

teda modifikovana profilova vierohodnost je

tiplne rovnak4 ako margindlna vierohodnost zaloZena na S%, kde S% je vyberovy rozptyl.

13



3.5.2 Priklad na postupnost vystupov s normalnym rozdelenim
so strednou hodnotou a rozptylom

Nech mame Y n-dimenzionalny nahodny vektor pochadzajici z viacrozmerného
normélneho rozdelenia Y ~ N, (u, X), kde

E[Y] = X3
:I’l’7

X ma rozmery n X p hodnosti p a rozptylova matica je ¥ = ¥(1p) s rozmermi n X n.
Vierohodnost je

1 1
log L(8,%) = — log S| — 5

Nech mame 1), potom M LE 3 je klasicky vazeny odhad metédou najmensich stvorcov

(Y - XB)'2 (Y - Xp).

B,=(X"='X)' X2y,
Profilova vierohodnost parametra 1) je
1 1 A B N
log L, (1) = — log S| = 5 (¥ — XB,) S (¥ - XB,,).
Fisherova ocakavana informacia je
I(B,)=X"T57'X.
Musi platit

9B I

pre Tubovolné 1;, teda 3 a 1 si informacne ortogonalne a plati, ze Jakobian

E{ 02 log L(ﬁ,¢)} =E {XTz—lazz—l(Y — Xﬁ)} =0,

9B

0By

~ 1.

Potom je modifikovana profilova vierohodnost

1 _
log Lyu(4p) = log Ly () — 5 log | X 27X |,

¢o presne odpoveda rezidudlnej maximalnej vierohodnosti.

3.6 Integralna vierohodnost

D4 sa ukazat, ze priblizni podmienent vierohodnost moézeme ziskat pouzitim in-
tegralnej vierohodnosti, ktori definujeme ako

Loa($) = [ L(, A)dx. (3.17)

Odvodenie daného vztahu: Millar (2011), str. 199-200, pre jednoduchost predpo-
kladajme, ze M LE A je Ciastocne postacujice na parametri A, teda X vo vztahu (3.6)
zohrava tlohu U. Pawitan (2001) ukézal, ze podmienend logaritmicka vierohodnost moze
byt aproximovana ako

14



(W) = 1036 Ay) — 3 log |- H(Ay)| + (.3, 3y), (3.15)

kde 1 (¢,5\¢) = [*(¥) je profilové logaritmicka vierohodnost a

C U
H(Ay) = ——— (3.19)
ON? A
je zaporna Fisherova informacnd matica pre A, vycislend v ;\¢, kde 1) je zname.
Ak je ¢élen c(, A, 5\¢) vo vztahu (3.19) zanedbatelny, potom plati
~ 1 ~
L(#) = 1. Ay) — 5 log|=H (Xy)| . (3.20)

Vztah (3.20) je ¢asto oznaCovany ako modifikovand profilova logaritmické vierohodnost,
ktora az na aditivnu konstantu koresponduje s log Laplaceovej aproximécie Lgx (). Téato
aproximacia je zadana vztahom

N

L(8:Y) = f(Y,Uq;6)(2m)? |O(tg)| > , (321)
kde O(tg) je matica

~ Plog f(y,u;0)
ou?

O(ty) =

Potom Laplaceova aproximacia je

Lox(®) = [ Lt NaA = Lt Ay)(27)! : (3.22)

kde ¢ je dimenzia parametra .

3.7 Pseudo vierohodnost

Tento pojem sa v literature zvykne oznacovat aj ako odhadovand vierohodnost.
My sa budeme drzaf oznacenia pseudo vierohodnost. Nech mame parametricky priestor
(¥, ), kde parameter zdujmu je 1 a méme Iubovolny “rozumny” odhad X parametra X,
nie nutne M LE. Pseudo vierohodnost je

Lps(9h) = L(3, X). (3.23)

Inferencia zo pseudo vierohodnosti sa typicky spolieha na asymptoticka distribiciu od-
hadu v, teda plati rovnost

S(ap,A) = ;;L(z,b, A) = 0. (3.24)

Veta 1. Nech (1ho, Ng) st skutoéné hodnoty parametrov, potom za platnosti podmienok
reqularity, Pawitan (2001), str. 241, plati:

o Ak je A konzistentné, potom existuje konzistentnd postupnost rieseni 1?)

15



o Ak si /S0, Xo) a (A — Xo) asymptoticky normdine s nulovou strednou hod-
notou a kovariacnou maticou
(U 1 0 12)
021 O22)’

potom \/ﬁ(zz; — 1) je asymptoticky normdlny s nulovou strednou hodnotou a roz-
ptylom
o = I\ + L2 Lo lis — 2013).

o Ak je odhad A asymptoticky ekvivalentny M LE parametra No, potom plati 015 =
0,090 = (Ig — I 17 112) ™" a 0 = (I — Iol5 I51) 7Y, potom v je asymptoticky
ekvivalentné M LE.

Najjednoduchsi pripad nastane, ak budeme brat do tvahy M LE parametra Aa
I, = 0, vtedy st parametre @ a A informacne ortogonalne. Asymptoticky je mozné
povazovat L(1, A) za klasicki vierohodnost.
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4. Prakticka cast

V praktickej casti bakalarskej prace sa budeme venovat aplikacii teoretickych po-
znatkov z tretej kapitoly na simulované data a uplatnime rozne vyssie spominané metody.

4.1 Vierohodnostné metédy odhadovania paramet-
rov pre gamma rozdelenie

Nech méme nédhodny viber X = (Xi,..., Xy) s rozsahom N, kde X; “ I'(a, p).
Parameter a povazujeme za vedlajsi parameter a parameter p za parameter zaujmu.
Hustota gamma rozdelenia ma tvar

ap

fzia,p) = ")

kde ||(0,00) () je indikator.

2P7e T 0oy (); a>0, p>0, z€eR, (4.1)

4.1.1 Odhad maximalnou vierohodnostou

Pomocou met6édy maximalnej vierohodnosti budeme odhadovat obidva parametre.
Takto ziskany odhad parametra p je rovny odhadu, ktory by sme ziskali profilovou viero-
hodnostou, ktord odpoveda vztahu (3.1). Nech Xi,..., Xy tvoria ndhodny vyber z roz-
delenia I'(a, p).

Zostavime si vierohodnostné rovnice

L(a,p) =[] f(Xi;a,p)

=1

:f[ e, (4.2)
= (FC(L]]:;N <iHlXi>p exp {—afsz};

=1

N
log L(a,p) = log [ [ f(Xi;a,p)

i=1

~ log ((FC(L;:;N (ﬂl Xz)p‘ exp {—af:lxz})

= Nploga+ (p—1)log (HXl) —GZX 10g( ))N)

i=1

1

(4.3)

= Nploga+ (p—1) ZlogX —aZX Nlog(T'(p)).

=1 =1

17



Rovnica pre parameter a. Zderivujeme podla parametra a a nasledne polozime nule.

dlog L(a, p)

N N
=P oS X, =0
Jda a =

(4.4)

a je maximalne vierohodny odhad parametra a.
Rovnica pre parameter p. Zderivujeme podla parametra p

dlog L(a,p) al I (p)
——————=>=Nloga+ ) logX;,— N
Op g ; ¢ '(p)

N
= Nloga + Zlog X; — NDigamma(p),
i=1

(4.5)

kde Digamma(p) je funkcia definovand vztahom %. Nahradime a maximalne vierohod-

nym odhadom @ vo vztahu (4.5) a polozime rovno nule

dlog L p
M = Nlog L + Zlog X; — NDigamma(p)
dp X o

X 4.6
= Nlogp — Nlog X + > log X; — N Digamma(p) (4.6)
i=1

= N(logp — log X + log(X) — Digamma(p)) := 0.

Teraz sme sa dostali do bodu, kde potrebujeme néjst rieSenie numericky pomocou soft-
véru. Navod ako numericky vyratat M LE parametra p (v prilohe k bakalarskej préaci sme
to aplikovali na 1000 pozorovani z rozdelenia I'(0.2,2) a odhady parametrov a a p vysli
a = 0.209 a p = 2.08), je nasledovny:

1. vygenerujeme si lubovolni velkost vzorky (¢éim vécsia vzorka, tym bude odhad
presnejsi) z gamma rozdelenia s parametrami a a p;

2. vypocitame empirickd verziu strednej hodnoty z dat, ktoré sme vygenerovali (oca-
kdvame hodnotu relativne blizku hodnote £);

3. zlogaritmujeme data a vypocitame empirickil verziu strednej hodnoty zlogaritmo-
vanych dat;

4. definujeme si funkciu, ktort sme dostali v (4.6);
5. vykreslime do grafu a odhadneme, kde by sa mohol nachadzat koren rovnice;

6. pomocou funkcie uniroot jazyka R ndjdeme dany koren (musi byt relativne blizko
hodnote p);

7. odhad parametra a uz len jednoducho vypocitame dosadenim do vztahu (4.4).
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4.1.2 Odhad marginalnou vierohodnostou

Majme ndhodny vyber Xi,..., Xy z rozdelenia I'(a, p). Uvazujme transforméciu
x TnN_
G(C(Zl,...,[EN):(S},...7 ng,s>, (47)

kde S = SN (z;). Transformécia G je bijekcia z (0, 00)" do (0, 00)". Inverz transformécie

G je

N—1
Gy, oyn) = (ylyN> co S YN-1YN, YN (1 -y yl>> , (4.8)

i=1
to sa lahko overi dosadenim. Zdruzent hustotu & = (x,...,z,) pozndme. Mdzeme teda
spocitat zdruzend hustotu y = (y1,...,yn). VyuZijeme nato vztah

fr(y) = Ix (G7'(w)) |det (dG7")], (4.9)

kde fx je zdruzend hustota X, Y = G(X) a dG~! je matica parcidlnych derivacii G™*
vyhodnotenych v y. Po pouziti vztahu (4.9) dostavame

(1 oo 555 (o (- 50))
comp a1 X i) ot (a6

=1

Po upravach

aNP

_ _ -1
N(p-1) gl \p—1 1 — R ) ' —ayN |det dG—l
oy et ) e e

Teraz vypoéitame maticu parcidlnych derivacii G—1

Oy1yn Oy1yn Onyn
Oy T YN 1 OyN
YN _1YN YN _1YN OYnN_1YN 5
83/1]\_1 T OYn_1 8yNN71
ayN(l_Zi:1 yi) 8yN<1_Zi:1 y'i)
oy Oyn
po zderivovani dostavame
Yn 0 n
0 ) .
: 0 0 :
0 . 0 YN YN—1
N-—-1
—YN .. .. —Yn 1 =207y

Na vipocet determinantu bude najlepsie robit stipcové tpravy. Ked od posledného stipca
odcitame ;’—N nasobok i-teho stlpca, tak sa determinant nezmeni. Ked to urobime pre

kazdé i < N, tak posledny stIpec sa takmer vynuluje, potom bude vypocet determinantu
trivialny. Po spominanych tpravach dostaneme
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0 o0
: o . 0 :
-Yn ... ... —YN 1

Kedze mame dolni trojuholnikovii maticu, potom jej determinant je rovny stucinu prvkov
na diagonale, teda dostavame

N-—
det (dG~1)| = H — yN!
Ziskavame teda zdruzenu hustotu (yi,...,yn)

N N-1

(Fczp;)NyJ]\\/[p ' IT o (1 - Z_: yi) e N, (4.10)

=1

Oznac¢me U = (Yi,...,Yy_1) a V = Yy. Zintegrovanim hustoty Y podla yy dostavame
hustotu U

—1
aN

p N-1 N-1 p S
—1 -1 _a
f(u) = (F(p))N 1:[1 (yl)p (1 - Zl yz> /0 pr e~ wWN dyN
Po vy¢cisleni

aN

i) = g T (1 -y yi) PD(Np).

Upravime

flu) = NH (vi)" (1 —%; w)p—l, (4.11)

(
je dolezité si vsimnit, ze f(u ) e zavislé iba na parametri p, parameter a tam chyba.
Pouzili sme vztah f(u via,p) = f(u;p)f(v|u;a,p). Hustotu f(v|u) vieme uz lahko
dopocitat

f(uvv) aNp Np—1_—ayn
( |'LL) - - Yn )
flu) — T(Np)
¢o je de facto hustota rozdelenia I'(a, Np). Takze to, ¢o budeme vo vypoctoch zanedbavat
je jedna ndhodnéa veli¢ina s rozdelenim I'(a, Np). Kedze o parametri a z ostatnych dét
nevieme ni¢ (u nezavisi od a), tak toto ndm naozaj o parametri p ni¢ nehovori. Vyskrtneme
¢len f(v|u), pretoze neobsahuje vela informacii o parametri p. N4§ odhad parametra p
bude taky, ktory maximalizuje margindlnu vierohodnost f(U). Postupujeme klasicky

log (U) = log ((?((;Vf;?v [0 (1 -3 n) ) .

Dostaneme

20



08 (VD) ~ V108 T(p) + (p = 1) 3~ low ¥+ (o~ 1o (1- 3 ¥1).

i=1 i=1

Zderivujeme a postavime rovno nule

N-1 N-1
N Digamma(Np) — N Digamma(p) + > logV; + log <1 -y Yi> =0.

i=1 =1

Tu ale opét potrebujeme néjst rieSenie numericky pomocou softvéru (vid. priloha). Ukéa-
zalo sa, ze marginalna vierohodnost pouzita na rovnaké data, pri ktorych sme numericky
pocitali maximélnu vierohodnost, je vhodna (odhad parametra p, vysiel p = 2.079 oproti
skutocnej hodnote 2).

4.1.3 Odhad integralnou vierohodnostou

Teraz budeme odhadovat nas parameter zaujmu p integralnou vierohodnostou, a to
presne podla vztahu (3.17). Pre lepsi prehlad si zavedieme znacenie b = (Hfil Xz-)p 1,
c=YN,X;, d=((p))", potom si vztah (4.2) mozeme prepisat na
ain(lj_V[ X;)P texp {—a % X} = a—]vpbe*ac.

CE)Y¥ = d

Budeme integrovat cez parameter a na intervale (0, 00)

L ()_/Ooa’pr —ac g _b/oo Np —ac g
0a\P) = . d e a—d A a'’e a
b _np-1
= T (Np+1) (4.12)
:( iy X!

(C)N (é X") o [(Np+1).

Mame teda funkciu (4.12), ktora zavisi ¢isto na parametri p a ideme najst jej maximum.
Ozna¢me f = [[Y, X;, potom prvé derivacia

()

sa rovna

FrH =) (T (p) NI (Np + 1)
x (Nlog(c) — log(f) + N Digamma(p) — N Digamma(Np + 1)),

kedZe st prvé styri ¢leny nenulové, potom nulu nam vie dat iba posledny ¢len (N log(c) —
log(f) + N Digamma(p) — N Digamma(Np + 1)). Avsak, tu opét potrebujeme néjst rie-
Senie numericky pomocou softvéru (vid. priloha). Ukazalo sa, Ze integralna vierohodnost
pouzita na rovnaké data, pri ktorych sme numericky pocitali maximalnu vierohodnost,
je vhodna (odhad parametra p, vysiel p = 2.082 oproti skutocnej hodnote 2).
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4.1.4 Odhad pseudo vierohodnostou

V prvom rade si vypocitame nejaky rozumny odhad vedlajsieho parametra a. Vhod-
nou metédou na vypocet moze byt napriklad momentova metéda. Kedze plati E[X] = £
a var[X] = %, potom E[X?] = %, ¢o vieme dobre odhadnit 32, X2, Strednt
hodnotu odhadneme vyberovym priemerom.

1. rovnica
1 N
g N Z (4.13)
2. rovnica N
p(p+1) 1 Z 2
PP _ X2, (4.14)
a’ N i=1
Z 1. rovnice (4.13) vyplyva
p=aX = p=aX. (4.15)

Dosadenim do 2. rovnice (4.14), dostavame

aX(@X+1) X(aX+1)
a? B a

1 X,
= N;Xi. (4.16)

Vyjadrenim parametra a zo vztahu (4.16) dostdvame odhad parametra a, a, pomocou
momentovej metody

. X X X
a = = —

—9 — -2 N—-1¢g2 "
%Zi]\il Xz‘z_X % (%(% i]ile‘z—X )) TSX

Teraz uz len pouzitim vztahu 4.15 dostavame odhad parametra p, p, pomocou momentove;j
metody

2 <2 <2

X B X X
%ZiNlef—YZ M(L(g iN:1Xig_Y2)) NTgE

N N—-1\N

D=

Vypocitali sme si vhodny odhad vedlajsieho parametra a a nésledne, na zaklade definicie
(3.23) zostavime pseudo vierohodny odhad parametra zaujmu p.
Pseudo vierohodnost je

Lys(p) = L(p, a) = ] f(Xs;p, )

= ﬂ (N)I(S?()pxp—l exp {— _7 XZ} (4.17)

Zlogaritmujeme
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(4.18)
' N
= Nplog o (p—1)log (HX) g X log( ))N)
i=1 Sx i1
< N
:Nplogm—i-(p—l)z:log)(i 52 ZX Nlog(T'(p)).
N PX i=1 X i=1
Zderivujeme a postavime rovno nule
0log Lps(p) X I"(p)
————~ =NI log X; — N
p TSR Z e L'(p)
(4.19)

X
= Nlog v—=5 Y152 + ZlogX N Digamma(p) := 0.

=1
Opét potrebujeme najst rieSenie numericky pomocou softvéru (vid. priloha). Ukazalo sa,
ze pseudo vierohodnost pouzitd na rovnaké data, pri ktorych sme numericky pocitali

maximalnu, integralnu a marginélnu vierohodnost, je vhodnéa (odhad parametra p, vysiel
P = 2.088 oproti skutocnej hodnote 2).

Poznamka: V prilohe boli takisto ilustrované grafy vierohodnostnych funkcii a logaritmic-
kych vierohodnostnych funkcii jednotlivych metod pre gamma rozdelenie s parametrom
a = 0.2 a parametrom p = 2 v rozsahu N = 30 (va¢si rozsah uz bol pre vierohodnostné
funkcie, najmé integralnu, naro¢ny na vypocet).

4.2 Porovnanie metdéd na zaklade simulovanych dat

Na zéklade predoslych vypoctov sa pokusime zistif, ktora metdda je na data z rozde-
lenia gamma najvhodnejsia. Vygenerujeme si 100 a 1000 ndhodnych vyberov z rozdelenia
gamma s parametrom a = 0.2 a parametrom p = 2 o rozsahu 100 a 1000, vygeneru-
jeme vsetky 4 kombinacie tychto ¢isel. Simulacia 2 pozostava z rovnakych kombinacii,
ale ndhodné vybery pochadzaju z rozdelenia gamma s parametrom a = 0.6 a paramet-
rom p = 5. Parameter a povazujeme za vedlajsi parameter a parameter p za parameter
zaujmu. Néasledne budeme odhadovat parameter zdujmu (aj ked jeho skutoéni hodnotu
pozname). Vypocitame MSE (p) (empirickd MSE pre parameter p), ktord je definovana
vztahom

1 N
MSE(p —
VSB() = 5 30 -
¢ize odhad teoretickej M SE(p), definovanej vztahom
MSE(p) = E[(p—p)’],
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zo simulécie. Vykreslime si aj medzikvartilové rozpétie, kde bude vyznaceny median a
jednotlivé odhady parametra p.

4.2.1 Data zo simulacii

vierohodnost priemer odhadov (p) MSE(p)
maximéalna/profilova 2.021016 0.06962580
marginalna 2.003548 0.06785777
integralna 2.038473 0.07201599
pseudo a = % 2.039632 0.08551491
pseudo G = w2 2.055694 0.08870445
N X

Tabulka 4.1: 100 x 100 simulécii so seedom 333

Medzikvartilové rozpitie simulacie 100x100

odhad parametra p

[
]

. B .
. N .
Bt ' L3
° . s
SEhe ~
. . f

- -
L

integralna marginalna maximalna pseudo1 pseudo2
vierohodnost

Obr. 4.1: Medzikvartilové rozpétie simulacie 100 x 100

vierohodnost priemer odhadov (p)  MSE(p)
maximalna/profilova 2.012468 0.007973338
marginalna 2.010731 0.007917864
integralna 2.014205 0.008034864
pseudo a = % 2.009002 0.011845100
pseudo @ = x5 2.010563 0.011898530
N X

Tabulka 4.2: 100 x 1000 simuléacii so seedom 33333
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Medzikvartilové rozpitie simulacie 100x1000

P
%]

g
=1
:..f

odhad parametra p

integralna marginalna maximalna pseudol pseudo?
vierohodnost

Obr. 4.2: Medzikvartilové rozpatie simulacie 100 x 1000

vierohodnost priemer odhadov (p) MSE(p)
maximalna/profilova 2.045927 0.07346494
marginalna 2.028217 0.07077008
integralna 2.063625 0.07680111
pseudo a = % 2.047671 0.10144180
pseudo @ = x=igz 2.063813 0.10520090
N X

Tabulka 4.3: 1000 x 100 simulacii so seedom 3333

Medzikvartilové rozpitie simulacie 1000x100

{=8
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= - B
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25 .

o
20
1.5

integralna marginalna maximalna pseudol pseudo?
vierohodnost

Obr. 4.3: Medzikvartilové rozpatie simulacie 1000 x 100
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vierohodnost priemer odhadov (p)  MSE(p)

maximéalna/profilova 2.007483 0.007575635
marginalna 2.005751 0.007538098
integralna 2.009215 0.007619186

pseudo G = % 2.010012 0.009915463
X

2.011574 0.009968321

pseudo a4 = x= 2
N X

Tabulka 4.4: 1000 x 1000 simulacii so seedom 33

Medzikvartilové rozpitie simulacie 1000x1000

[t
.
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adhad parametra p

P
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201

integralna marginalna maximalna pseudol pseudo?
vierohodnost

Obr. 4.4: Medzikvartilové rozpétie simulacie 1000 x 1000

vierohodnost priemer odhadov (p) MSE(p)
maximalna/profilova 4.997621 0.5645202
marginalna 4.950736 0.5557625
integralna 5.044496 0.5777879
pseudo & = % 4.997341 0.7041403

X

5.042961 0.7202118

pseudo a = N1
N X

Tabulka 4.5: 100 x 100 simulécii 2 so seedom 333
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Medzikvartilové rozpitie simulacie 2 100x100

-

odhad parametra p

integralna marginalna maximalna pseudol pseudo2
vierohodnost

Obr. 4.5: Medzikvartilové rozpatie simulacie 2 100 x 100

vierohodnost priemer odhadov (p) MSE(p)
maximélna/profilova 5.029348 0.04402400
marginalna 5.024629 0.04368366
integralna 5.034068 0.04440894
pseudo a = % 5.034463 0.05892012
X

5.039020 0.05937021

pseudo @ = w3 5
N X

Tabulka 4.6: 100 x 1000 simulacii 2 so seedom 33333

Medzikvartilové rozpitie simulacie 2 100x1000

o
.

odhad parametra p

5.1

48

45

integralna marginalna maximalna pseudol pseudo?
vierohodnost

Obr. 4.6: Medzikvartilové rozpétie simulacie 2 100 x 1000
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vierohodnost priemer odhadov (p) MSE(p)

maximalna/profilova 5.117277 0.4770170
marginalna 5.069202 0.4588751
integralna 5.165341 0.4998742

pseudo & = % 5.090658 0.5795245
X

5.137213 0.6016888

pseudo a = 15
N X

Tabulka 4.7: 1000 x 100 simulacii 2 so seedom 3333

Medzikvartilové rozpitie simulacie 2 1000x100

w

odhad parametra p
oo

integralna marginalna maximalna pseudol pseudo2
vierohodnost

Obr. 4.7: Medzikvartilové rozpatie simulacie 2 1000 x 100

vierohodnost priemer odhadov (p) MSE(p)
maximalna/profilova 5.022914 0.04808826
marginalna 5.018201 0.04779970
integralna 5.027628 0.04842073
pseudo a = % 5.020409 0.05817557
X

pseudo @ = x=15 5.024952 0.05849684
N X

Tabulka 4.8: 1000 x 1000 simuléacii 2 so seedom 33
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Medzikvartilové rozpitie simulacie 2 1000x1000

odhad parametra p
o
(]

48

44

integralna marginalna maximalna pseudol pseudo?
vierohodnost

Obr. 4.8: Medzikvartilové rozpatie simulacie 2 1000 x 1000

4.2.2 Vysledky simulacie

Zameriame sa na hodnoty MSE , pretoze nam davaju porovnanie odhadov zo si-
mulovanych dat. V prvom rade zdéraznime, ze so zvysujucim rozsahom vyberu sa MSE
znizuje, ¢o sme samozrejme ocakavali, pretoze zo zvysSujicim poctom dat narastd pres-
nost odhadu. Z vysledkov, ktoré st uvedené v tabulkach vyplyva, ze v kazdej simulacii
sa najlepsie darilo marginalnej vierohodnosti. S velmi malymi rozdielmi zaostavala maxi-
malna/profilova vierohodnost a integralna vierohodnost. Vyrazne horsie obstéla pseudo
vierohodnost, a to aj napriek tomu, ze sme vyskusali dva rézne momentové odhady pa-
rametra a, ¢o dokazuju aj medzikvartilové rozpétia simulacii, v ktorych vidime medidny
a jednotlivé hodnoty odhadov parametra zaujmu.

Preco je dobré vymyslat nové metody vierohodnosti, ked u nds maju velmi podobné
vysledky maximalna, marginalna a integralna vierohodnost? Dévod je ten, Ze maximéalna,
pripadne ind, vierohodnost sa nie vzdy (a to hlavne v komplikovanejsich modeloch) d4a
numericky vypocitat, pripadne to trva velmi dlho, alebo je to numericky nestabilné.
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5. Zaver

Bakalarska praca sa venovala réznym formam vierohodnosti a za pomoci dostupnych
zdrojov sme vytvorili uceleny stbor poznatkov s jednotnym znacenim, ktory slizi ako
vhodna literattira pre prvotné oboznamenie sa s problematikou vedlajsich parametrov.

V tvode préace sme uviedli, ako budeme oznacovat parametre zaujmu a vedlajsie pa-
rametre. Motivacnym prikladom sme ilustrovali ako st formulované problémy s obsahom
vedlajsich parametrov.

V teoretickej casti bakalarskej prace sme predstavili jednotlivé techniky a pre lepsie
pochopenie ilustrovali na praktickych prikladoch.

Dalsim prinosom prace je prakticks cast, kde st dopodrobna odvodené vztahy na
maximalnu/profilovi, margindlnu, integrdlnu a pseudo vierohodnost pouzité na gamma
rozdelenie. Pre margindlnu vierohodnost bola skonstruovand transformacia, v ktorej sa
podarilo jasne ukazat, Ze hustota f(v|u) neobsahuje vela informdcii o parametri p, teda je
mozné ju zanedbat. Nasledne sme pomocou programovacieho jazyka R, vyuzili odvodené
vztahy a zistovali na Styroch roznych simulaciach, ktora vierohodnostna metoda dosahuje
najpresnejsie vysledky. Porovnavali sme MSE odhadov, a prehladne ich spracovali do
tabuliek. Vykreslili sme medzikvartilové rozpétie, kde bol vyznac¢eny median a jednotlivé
odhady parametra p.

Téma maximalnej vierohodnosti za pritomnosti vedlajsich parametrov sa da dalej
rozsirit o viaceré formy vierohodnosti ako napriklad rezidualna vierohodnost. Bolo by
zaujimavé porovnat vysledky simulacnej stidie s inymi vierohodnostami, ¢i uz na gamma
rozdeleni, alebo na Iubovolnych datach.
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A. Priloha

Priloha

Elektronicka priloha obsahuje simula¢na studiu pouzitu v bakalarskej praci, bola
vytvorena v programovacom jazyku R.

34



	Úvod
	Zoznam použitých skratiek
	Oboznámenie sa s problematikou
	Motivácia
	Motivačný príklad na analýzu párových dát


	Teoretická časť
	Definícia vierohodnosti
	Definícia profilovej vierohodnosti
	Ortogonálne parametre
	Príklad na ortogonálne parametre

	Marginálna a podmienená vierohodnosť
	Ekvivalencia multinomického a Poissonovho modelu
	Príklad na nekonzistentnosť vierohodných odhadov

	Modifikovaná profilová vierohodnosť
	Príklad na modifikovanú logaritmickú vierohodnosť
	Príklad na postupnosť výstupov s normálnym rozdelením so strednou hodnotou a rozptylom

	Integrálna vierohodnosť
	Pseudo vierohodnosť

	Praktická časť
	Vierohodnostné metódy odhadovania parametrov pre gamma rozdelenie
	Odhad maximálnou vierohodnosťou
	Odhad marginálnou vierohodnosťou
	Odhad integrálnou vierohodnosťou
	Odhad pseudo vierohodnosťou

	Porovnanie metód na základe simulovaných dát
	Dáta zo simulácií
	Výsledky simulácie


	Záver
	Zoznam použitej literatúry
	Zoznam obrázkov
	Zoznam tabuliek
	A. Príloha

