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Abstrakt

V matematické casti je zpracovano téma autoreference
v aritmetice. Pri tivahach i diitkazech je uzit vyssi
programovaci jazyk, coz umoznuje dospét ke znamym
vysledkim Godela, Rossera a Loba prirozenym zpitisobem.
V zaveéru je formulovan dalsi podobny problém a
navrhy jeho reseni.
Ve filozofické casti jsou diskutovany paralely vysledkii logiky
dokazatelnosti v humanitnich védach. Je zkouman rozpor
mezi determinismem a existenci svobodné viile a co

k tomuto rozporu miize rici teorie algoritmii.

Abstract

The mathematical part of this thesis studies the
phenomenon of self-reference in arithmetics. A higher
programming language is used to present ideas and proofs,
enabling us to reach the known results of Gédel, Rosser and
Lob in a natural way. At the end of this part, we formulate
another problem of a similar type and propose some ways to
solve it.

The philosophical part draws analogies between statements
originating in the logic of provability and their application
in humanities. We study the clash between determinism and
existence of free will, and apply the theory of recursive

functions to this issue.
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Text muze byt bud piesny
nebo pochopitelny,

nikoliv vsak oboje soucasné.
Leonhard Euler

1 TUvod

Tato prace je pribéhem. Pribéh zacal na stfedni skole v ho-

dindch matematiky.

V osnovach bylo zahrnuto i téma logika, do pribéhu ale ne-
patti. Urc¢ité misto bylo vénovano matematickym dikazim se

zvlastni dirazem na indukci pro prirozena cisla.
Z toho ve mné ziistaly dva dojmy.

Prvnim byl tehdy jen intuitivné vycitény rozdil mezi deter-
ministicky a nedeterministicky polynomialni slozitosti pro-
blémt. Uz tehdy byl vétsin€ z nas jasny onen propastny rozdil
mezi schopnosti ovérit spravnost diikazu a schopnosti na ta-
kovy dikaz prijit.

Druhy dojem se tykal hledani dikazii. Pti feseni cviceni typu
,dokazte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo k existuji prvocisla p a
q takova, ze ¢g—p > k a mezi p a ¢ zadna prvocisla nejsou” meé
se stoupajici obtiznosti uloh napadlo, Ze tfeba nékteré dikazy

ani nelze nalézt, i kdyz protiptiklad také ne.

V dnes mné blizké logické terminologii to mohu formulovat,
ze predpoklady, ze kterych dokazujeme, mozné netvori uplny
systém.

Pamatuji se, ze jsem tuto otazku tehdy polozil ucitelce spolu

s dalsi otazkou, co kdybychom pouze dokazali, ze dany du-



kaz existuje. Jeji odpovéd na prvni ¢ast je lepsi nezmirnovat
(néco v tom smyslu, ze hodné zalezi na kvalité toho kterého
matematika, kdyz je to Spickovy matematik, znamena to, ze
dtukaz neexistuje) zato odpovéd na druhou otazku byla inspi-
rativné€jsi. Pravila, ze dokazat, ze existuje dikaz, je to samé

jako to primo dokazat.

Dalsi setkani s timto problémem se odehralo pri prednésce
,Metamatematika teorii mnozin“, kdy prednasejici A. Sochor
dokazoval, ze Godel-Bernaysova teorie mnozin je ekvikonzis-

tentni s teorii Zermelo-Fraenkelovou.

Prvni to dokédzala I. L. Novak [14] v roce 1950 vyuZitim teorie
modelu (tento dikaz je také v Sochorové knize [20]). V roce
1950 pak totéz dokézal J. R. Shoenfield finitistickou meto-
dou [17]. To znamend, Ze podal jasny algoritmus jak dikaz
libovolné mnozinové sentence z axiomt GB predélat na dikaz

této sentence z axiomu ZF.

Jaky je princip demonstrace metodou pfes modely a proc
k tomu tenkrat Sochor dodal, Ze obecné se povazuje Shoen-
fieldiv ditkaz za hodnotnéjsi (a ten také na prednasce pred-
vedl)?

V rychlosti se da diitkaz pres modely popsat takto:
— ¢ bud dokazatelnd v GB
— tedy plati v kazdém modelu GB

— z toho dokézeme (to je jadro prace), ze plati v kazdém
modelu ZF

— vzhledem k vété o uplnosti je ¢ dokazatelna v ZF

Kdyz si postup dtikazu rozmyslime, vidime, ze z dikazu ¢

z axiomid ZF jsme dostali existenci diikkazu ¢ z aximu GB.



V nasi metateorii (coz je vzhledem k nutnosti formulace véty
o uplnosti néjaka teorie mnozin) jsme dokazali existenci du-
kazu. Nemame ale zadny navod, jak tento dikaz sepsat (ten
podal az Shoenfield).

A jsme znovu zpatky u odpovédi pani ucitelky.

Co nam 1ika existence diikazu formule ¢? Pfesnéji, co mame

zaruceno, jestlize dokdzeme, ze existuje dikaz ¢?

Pokud to znamend, Ze je formule ¢ dokazatelna, existuje

obecnad metoda, jak tento jeji diikaz ziskat?

A pokud ne, mohlo by se nam stat, ze dokazeme —¢? Bylo

by to ekvivalentni nalezeni dikazu sporu?

K témto otdazkam méa hodné co rici logika dokazatelnosti, re-
spektive idea, ktera stala u jejiho zrodu. Ukazuje se, ze kdy-
koli napiSeme formuli ¢ a dikaz (v aritmetice), Ze existence
ditkazu formule ¢ implikuje samotnou ¢, znamena to, ze jsme

schopni tento diikaz transformovat primo na dikaz .

Podrobnéjsi tivahou o formalizaci metajazyka v aritmetice
nakonec dostaneme, ze predpoklad existence vySe zminéné
obecné metody vede k existenci ditkazu sporu (pozor ne k du-

kazu sporu, jen k jeho existenci).

Uvahy jsou to zapeklité a rozum se p¥i jejich sledovani velmi
lehko nechéa svést na zcesti.
Prace je mimo jiné pribéhem hledani cesty k odpovédim na

tyto otazky.



2 Pripravné uvahy

Hlavnim nastrojem textu je formulace problémi a postupt
vedoucich pres Godelovy véty az k logice dokazatelnosti feci
teorie rekurze s pouzitim vyssiho programovaciho jazyka (co
mozné neformalné ale bez nepfesnosti) namisto bézné uzivané

formalizace v prvoradovém aritmetickém jazyce.

Jaké pristupy mame k dispozici? Nabizi se pouzit vicesorto-
vou logiku, kde kromé objektid — cisel budeme mit jesté ob-
jekty — programy. To by mélo vyhodu, ze by byly piipustné
formule typu ,existuje program téch a téch vlastnosti“. Na
druhou stranu, nasim jedinym cilem je metodologické zjedno-
duseni, touto cestou se proto poustét nebudeme. Programy
pro nas zlustanou na metamatematické hladiné, podobné jako

formule nebo termy aritmetického jazyka.

Uvahy o tvrzenich ziskanych diagonalizaci (specielné o ne-
rozhodnutelnych tvrzenich) maji dva aspekty. Prvni je prin-
cipialni a souvisejici ivahy nejsou podle mého nézoru ob-
tizné (alespon k pochopeni). Druhym aspektem je technicka
stranka véci. Ve vsSech textech, které jsem o tom kdy cetl,
bylo pochopeni technické ¢asti nezbytné pro presné chapani
principialni ¢asti. Je moji neskromnou snahou pokusit se tyto
dvé casti oddélit a ¢tenari, kterym miize byt nematematicky
vzdélany filozof nebo humanitni védec ale tieba i fyzik, ktery
matematiku zné, ale nikdy ji nepouzival takovymto zpiiso-
bem, umoznit pri preskakovani technikalit presné pochopit,
co preskakuje. Z tohoto divodu volim nésledujici ponékud

netradi¢ni postup.

Jazykem nasi teorie bude aritmeticky jazyk plus programy



ve vysSim programovacim jazyce. Béznym zptisobem nade-
finujeme aritmeticky term, aritmetickou formuli a sepiSeme

axiomy.

Kromé toho zadefinujeme (pfesnéji metadefinujeme), co to
jsou dobie sepsané programy v jazyce Pascal, o které nam
také — kromé prirozenych ¢isel — pujde (pfijmeme jista ne-
podstatna omezeni). To mizeme, pro Pascal je tak jako pro
vSechny programovaci jazyky k dispozici tzv. syntakticky di-
agram, coz je vlastné ona metadefinice. Nasim hlavni zdjmem
zistanou prirozena cisla. Budeme ale chtit mit moznost ho-
vorit o tom, Ze néjaky program se na vstupnich datech za-
stavi po ur¢itém poctu kroki, ze existuje urcity pocet kroki,
po kterém vypocet stoji, a podobné. Co nebudeme potrebo-
vat (na matematické hlading) je formulace otédzek o existenci

programu urcitych vlastnosti.

Ptredvedeme, jak vSechna nase tvrzeni prelozit do cCisté arit-
metického jazyka. Tim ukazeme, ze z formalniho hlediska je
lhostejné, jakou teorii pouzivame. Sice nic neziskame, ale také

nic neztratime.

Vyhodou tohoto pristupu je obrovska svoboda uvazovani a
vyjadrovani. Budeme si moci bez obav dovolit iivahy o pro-
gramech, které hledaji dikaz néjakého tvrzeni, treba i dikaz
tvrzeni, Ze se néjaky jiny program zastavi ¢i nezastavi. A také
uvidime fascinujici vétu o rekurzi, ktera je v feci teorie algo-
ritmt intelektudlnim skvostem, zatimco Godelovo diagonélni
lemma, které ji v aritmetice odpovida, se pri ¢teni zda byt

nudnym technickym nastrojem navic ziskanym trikem.

Je treba Tici, ze tato prace jiz byla historicky nékolikrat udeé-

lana.



Godela nebudu pocitat, nebot on se drzel aritmetického pri-
stupu. S jistym nadhledem lze Tici, ze i jeho prace méa cosi
spolecného s programovanim. Velmi se totiz podoba praci s
jazykem LISP. V tomto jazyce je vSechno funkce a neexistuji
jiné objekty. M4 velice blizko k lambda kalkulu.

Praveé lambda klakul naformuloval k témto ucelim dalsi logik,

ktery pracoval v této oblasti, S. C. Kleene.

Trtetim ¢lovekem, kterého je urcité treba zminit, je Alan Tu-
ring, ktery pouzil z dnesniho pohledu assembler, coz uz ma
velice blizko k proceduralnimu programovacimu jazyku sou-
c¢asného typu. Doba tim byla téhotna a stejné ¢i podobné
myslenky paralelné a nezavisle vznikaly v myslich vice mate-
matikd (napf. také Emil Post a tzv. ruska skola konstrukti-
vismu A. A. Markova).
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3 Formalni aparat

Plan této kapitoly:

Predlozit formalni teorii, ve které budeme moci prirozenym
zpusobem hovorit o ¢islech. K tomu chceme kromé formuli
uzivat i programy zpracovavajici texty, tzn. zpracovavajici i
formule, dikazy a zapisy programu. Ukézat, ze nase teorie
je v podstaté konzervativnim rozsitenim Peanovy aritmetiky
o definice a ze tedy jakékoli tvrzeni v ni formulované jsme

schopni prelozit do cisté aritmetického jazyka.

Syntax:

Vytvarime rozsiteni PA, vezmeme jeji nejcastéji uzivany ja-
zyk {+,-,0,5,<,<} a k nému pfiddme dalsi symboly. Po-
dotknéme, ze ve vySe zminéném vyctu nejsou vSechny sym-
boly jazyka ale pouze mimologické. Z logickych symbolu je
v jazyku naptiklad také spocetné nekonecné mnoho symboli
pro promeénné.

Nyni chceme oteviit moznost mluvit o programech. Nabizi se
pridat do abecedy vSechny symboly z ASCII tabulky, pfi-
dat novou sortu proménnych, definovat programové termy
(= programy). Tento pristup by mél vyhodu, Ze by byl stan-
dardni, umoznil by nam pfes programy kvantifikovat a tim
vyjadfovat tvrzeni o existenci ¢i neexistenci programi s riz-
nymi vlastnostmi. Divodem proti je prilisna slozitost tohoto
pristupu a to, ze chceme, aby vsSechno bylo konstruktivni.
Netouzime po tvrzenich, ze néjaky program existuje, vzdy
ho budeme chtit mit napsany. Proto nam budou postacovat

programy na metamatematické hladiné. Vysledek bude jed-

11



nodussi i kdyz netradicni.

Do jazyka pridame nekonec¢né mnoho symbold, totiz vSechny
textové retézce. Jednim jejich poddruhem budou syntakticky
spravné napsané programy v jazyce Pascal bez vstupt a vy-
stupt. Druhym poddruhem budou programy bez vystupi
s jednim vstupem. To, Ze méame spocCetné nekonec¢ny jazyk,
neni nic proti nicemu, viz pfedchozi poznamka o nekoneéném
mnozstvi proménnych. Ve vSech tivahach a zapisech jich uzi-

jeme vzdy jen kone¢né mnoho.

Pridame novy binarni predikat !, ktery bude pro program
bez vstupu i vystupu a ¢islo vyjadrovat skutecnost, ze dany

program po tomto poctu krokt stoji.

Definice termu:

a) VsSechny obvykle definované termy aritmetického jazyka
jsou termy — budeme jim rikat termy aritmetickeho druhu

nebo kratce aritmetické termy.
b) Je-li t jakykoli Fetézec symboli abecedy (véetné logickych
symbolil), je termem — budeme fikat t-termem.

c¢) Je-li p syntakticky dobfe napsany program v jazyce Pas-
cal nemajici zadny vstupni ani vystupni soubor, je ter-
mem — budeme tikat 0-programem.

d) Je-li p syntakticky dobfe napsany program v jazyce Pas-
cal majici jeden vstupni a zadny vystupni soubor, je ter-

mem — budeme fikat 1-programem.

Priklad:

Textovy Tetézec program prikl;begin end. je 0-program.
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Textovy fetézec program prik2(input) ;begin end. je 1-pro-

gram. Oba jsou samoziejmeé t-termy.

Definice formuli:

a) VsSechny atoméarni formule ¢isté aritmetického jazyka jsou

atoméarni formule.

b) Je-li p 0-program a k aritmeticky term (napiiklad pro-

meénnd), je !(p, k) atomarni formule.

c¢) Jsou-li ¢ a 1) formule a i logicka spojka, je slovo ¢ >t

a slovo —p formule.

d) Je-li n proménnd (nemame jiné proménné nez pro ¢isla)

a @ formule, jsou slova dn ¢ a Vn ¢ formule.

Poznamka: Vidime, Ze mame moznost kvantifikovat pres
prirozena ¢isla a to i tehdy, kdyz se predikat ! vyskytuje uvnity
formule. Nemame vSak moznost kvantifikovat pies programy,

nemame dokonce pro né ani promeénné.

Definice: Zépisem !p budeme znad¢it formuli In !(p, n)

Axiomy:
a) Vsechny axiomy Peanovy aritmetiky jsou axiomy.

b) Je-li p 0-program a k aritmeticky term bez proménnych
(neboli takzvany numeral) a program p se po spusténi

zastavi diive nez za k krok, je formule !(p, k) axiomem.

¢) Uvidime pozdéji, mozna jesté néco pribude
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Odvozovaci pravidla:

— modus ponens

— generalizace

Tuto nasi teorii budem znadcit NT.

Poznamka:

a)

Mitze se zdat divné, ze to, zda je néco axiomem nebo
ne, zalezi na vysledku takovéhoto procesu. Skoro to vy-
pada, ze o axiomech rozhodujeme fyzikalnim experimen-
tem. Vezmeme technickou realizaci univerzalniho algo-
ritmu (pocitac), spustime na ném program a stojime u néj
se stopkami v ruce a kontrolujeme, zda v okamziku za-
pipani hodinek kontrolka sviti ¢i nesviti. Ale uvédomme
si, ze v tuto chvili jsme na trovni metamatematiky. Jak
se tento navod, jak rozpoznat mezi hromadou formuli
axiom, lisi od navodu, jak mezi hromadou textovych fe-
tézcl rozpoznat dobie utvorenou formuli? Nijak. Rozho-
dujeme o tom algoritmickym procesem na metamatema-
tické hladiné. Jediné, co pozadujeme, aby byl tento proces
rekurzivni, neboli algoritmizovatelny s jistotou zastaveni

a tim padem i rozhodnuti.

Schema indukce z PA mtzeme uzivat 1 na nearitmetické

formule, tj. na formule, ve kterych je pouzit predikat !

Co budeme jesté pridavat? A méli bychom viibec néco
pridavat? Zatim mame mezi axiomy spoustu formuli bez
proménnych. Ale neumime dokézat naptiklad takovouto
formuli (p znaci néjaky konkrétni 0-program):

Vn Vk >n (p,n) — (p, k). Jsme schopni to samoziejmé

14



dokazat pro kazdé jednotlivé numeraly n a k. Abychom
mohli pouzit axiom z PA o indukci, potfebovali bychom
védét, ze Vn l(p,n) — Y(p,n + 1).

d) PovSimnéme si, ze 1-programy ani t-termy se nevysku-
tuji vibec nikde. Ani v definici formuli a tim spiSe ani
v axiomech. Rovnéz tak nemame zadna odvozovaci pravi-
dla, kterd by ndm z predpokladu !(p,n) odvodila formuli
'(g,n) napiiklad tehdy, kdyz se g lisi od p jen nepod-
statné. Dalsi ivahy o tomto problému odlozime, zatim je

jasné alespon to, ze nase axiomy nas nedovedou ke sporu.

Sémantika:

Univerzum modelu je slozeno ze dvou mnozin. Prvni je stan-
dardni mnozina prirozenych ¢isel, druhou je mnozina vsSech
t-termt. V ni jsou vydéleny dvé disjunktni podmnoziny, mno-
zina vSech 0-programi a mnozina vsech 1-programiti. Kromé
toho jsou v ni samoziejmeé i zapisy vsech moznych programi
a také vSechny formule a vSechny dikazy atd.

Vsechny aritmetické funkéni a predikatové symboly jsou rea-
lizovany pouze na prvni mnoziné (na druhé a tfeti je ptipadné
miiZzeme jakkoli dodefinovat) a to stejné jako ve standardnim
modelu.

Realizaci predikatu ! je binarni relace, ktera obsahuje dvojici
(0-program, ¢islo) pravé tehdy, pokud se program zastavi po

nejvyse tolika krocich.

Metamatematicka tivaha a konstrukce:

Programy jsme pridali mezi termy, abychom mohli o ! mluvit

15



jako o predikatu. Stejné tak dobfe bychom mohli programy
pridat jako dalSi pojem na stejné trovni s pojmem formule.
Definice atomarnich formuli obsahujicich ! by pak ale nebyla
prirozena.

Predstavme si, ze mame na papite vytiskly program p v Pas-
calu, ktery ma jeden vstupni soubor (nazvany standardné
input) a zadny vystup — neboli nas 1-program. Na druhém
papite je vytiskly néjaky textovy soubor. Cilem je pozménit
program p tak, aby vysledkem byl program bez vstupu — ne-
boli 0-program — pracujici evidentné stejné, jako by pracoval
ptvodné p na soubor vytisknuty na druhém papire.

Nejprve se podivame na druhy papir, kolik je na ném znak,
dejme tomu, ze jich je 782. Program p pak pozménime néasle-

dovné:

1. Smazeme znaky (input) hned za jeho jménem, takze ne-
bude mit vstup.

2. Do hlavicky pridame deklarace, kterymi vytvorime misto
pro vstup z druhého papiru (identifikdtor text, ik, Ze
proménna input je typu textovy soubor):
const delkavstupu=782;
type typvstupu=packed arrayl[1l..delkavstupul;
var vstup:typvstupu;

input:text;

3. V téle programu hned na zacatku do proménné vstup vlo-
zime cely obsah druhého papiru prikazem:
vstup:=’bla bla opisujeme druhy papir’ ;

4. Naplnime (ted je to pracovni nikoli vstupni) soubor input
znaky z Tetézce vstup:
rewrite (input) ;

for i:=1 to delkavstupu do

16



begin
write(input,vstup[i])

end;

Tim je prace hotova, mame pozménény 1-program p, je z ného

ted 0-program.

Poznamka: Mozné zadrhele a komplikace

— predpokladali jsme, Ze nami pouzité identifikatory se v pi-
vodnim programu nevyskytuji
— program na druhém papite bereme jako textovy soubor

s mezerami ale bez koncu fadek

To jsou nepodstatné drobnosti. Co je mirné zajimavéjsi kom-
plikaci je feSeni zapisu apostroft (znak ’). V Pascalu plati
(aby se odlisila funkce apostrofu v syntaxi jazyka jakozto vy-
znacovace textovych retézci od apostrofu jako pouhého sym-
bolu), Ze pro jeho zépis ho musime zdvojit. Takze ve sku-
tecnosti musime byt obsirnéjsi. Pri opisovani papiru do pro-
ménné vstup musime misto kazdého apostrofu napsat dva
— ale délku retézce tim neprodlouzime, protoze prekladac pri
¢teni nahradi dva po sobé jdouci apostrofy jednim. Pti zapisu
do souboru uz k zddné podobné komplikaci nedochazi. Mtze
se to zdat nepodstatné, ale na tento problém se narazi doslova
vsude. Samoziejmé pii psani Unix nebo Windows scriptt pro
praci s textem ale i pfi filozofickych tvahach o smyslu a vy-
znamu. Uvidime to na prikladu programu, ktery tiskne sam

sebe.

Protoze jinak v programu nedélame vibec zadné zmény, dovo-
lujeme si prohlasit, ze je evidentni, Ze takto ziskany bezvstu-

povy program pracuje navlas stejné jako ptvodni na vstup
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na druhém papire.

Timto zptsobem dojdou uzitku i ostatni termy naseho jazyka
— t-termy a 1-programy. Kdyz je budeme potiebovat, dosa-
dime je do néjakého konkrétniho 1-programu, tim dostaneme

0-program, a z ného uz mizeme tvorit formule.

Definice: Je-li p 1-program a d jakykoliv t-term, zapisem
p(d) budeme znacit 0-program vznikly takovymto dosazenim

d do programu p.

Nasledujici ivaha slouzi k vyjasnéni nékterych pojmt a po-

stupi.

Minula definice oznacCuje term, ktery je vysledkem urcitého
finitniho procesu na jiné dva termy. Je to typickd metadefi-
nice. V bézné matematické teorii mame objekty teorie (v te-
orii mnoZin mnoziny, v aritmetice ¢isla apod.) a déle syntak-
tické objekty, kterymi o nich mluvime — slova, termy, formule,
dikazy. Jestlize je ale nasim zdmeérem zkoumani samotného
jazyka a jeho syntaxe, mtze velmi ¢asto dojit k nedorozumeéni

a zmateni pojmi.

Prvni moznosti pro takovy zamér je vzit teorii, ktera je do-
statecné silnd na to, aby v ni sla cela syntax namodelovat.
Klasickad Godelova prace spocivala pravé v namodelovani pr-
votradového jazyka v teorii prirozenych cisel. Napriklad na-
definoval predikat, ktery tika, ze ¢islo je kédem formule atd.
M4 to tu vyhodu, ze ke zmateni dochazi mnohem obtiznéji,

nevyhodou je tézkopadnost vyjadrovani.

Druhou moznosti je vzit za objekty teorie primo textové re-

tézce. Veskeré definice takovychto predikati v podstaté odpa-
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daji respektive se trivializuji. Co je ale velkou nevyhodou je
moznost zmateni. Dalsi nevyhodou je, ze abychom ukéazali, ze
muzeme prenést takto dosazené vysledky (napiiklad o deduk-
tivni nezuplnitelnosti) do teorie, ktera nas zajima predevsim
(do Peanovy aritmetiky nebo teorie mnozin), budeme stejné
muset nakonec tu praci s preklady vykonat. Nejlepsim pristu-

pem se mi proto jevi rozvijet oboje soubézné.

Neustale je ale potireba bezpodminecné rozlisovat hladinu ma-
tematickou od hladiny metamatematické. Je lehké napsat na

“ Problémem

papir zapis , Tato sentence je nedokazatelna.
u takovéhoto zapisu je ukazat, ze se skutecné jedna o formuli
naseho jazyka (v tomto pfipadé se ndm to nepovede, prosté to
zadné formule neni). Teprve po spousté prace jsme schopni
napsat konkrétni formuli a o té prohlasit, ze ma takovouto

interpretaci.

Diislednou cestou pro druhou moznost je A-kalkul pripadné
programovaci jazyk LISP, ktery z ného vychazi. Nejsou v ném
jiné objekty nez seznamy (textové fetézce) a vse je pouze je-
jich manipulaci. Véta o rekurzi, kterou v dalsim textu uvi-
dime, je v podani A-kalkulu tak prirozena, ze by napadla do-

slova kazdého.

Vratme se ale k naSemu pfistupu. p zna¢i jednovstupovy pro-
gram. Zapisem p(d) jsme oznacili nulavstupovy program, kte-

ry vznikne ,dosazenim“ fetézce d do programu p.

Pozor zapis NEZNACI vysledek spusténi programu p na data d.
Tady je velky zdroj moznych nedorozumeéni, kterym se ale da
tézko zabranit. Matematici a fyzici zazivaji stejny druh zma-
teni. Fyzik napriklad typicky definuje funkci zapisem y =
f(z). Co ted znamena, kdyz napise f(x)? Mysli tim celou
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funkci nebo néjakou konkrétni hodnotu pro konkrétni x? A
jesté néco. Predvedme jeden takovy mysSlenkovy pochod fy-
zika — definujme funkci f zépisem y = z? + = + 1. Co ted

znamend, kdyz napiSeme f(4)? Je nékolik moznosti:

a) Cislo 21, které dostaneme tak, Ze vezmeme celou funkci
coby mnozinu uspofadanych dvojic (to jsme se dozvédéli
v hodinach matematiky, ze je funkce) a z grafu odecteme
hodnotu y pro x = 4.

b) Vyraz 4% + 4 + 1, ktery dostaneme dosazenim konstanty
4 za x do vyrazu definujiciho funkci f.

c¢) Cislo 21, které dostaneme vyéislenim piedchoziho vyrazu.

Nasi definici ma nejbliz ptipad b). Pro¢ volime tento vyznam
pro slovo p(d)? Pro¢ rovnou nespustime program a nevez-

meme jeho vysledek? Je k tomu nékolik divodi.

Pozménme definici f v pfedchozim ptikladu na f(z) = 1/(x—
4) a znovu se zamysleme, co muze znamenat vyraz f(4). Pri-
stupy a) a c) tentokrat pouZit nemizeme. Pamatujeme se
jisté ze zadkladni skoly, ze nulou se délit nesmi, takze se o to
radéji ani nepokousime. Kdybychom se o to chtéli pokouset,
nejjednodussi algoritmus pro déleni vzaty primo z definice je
postupné zkouset vSechna ¢isla nasobit délitelem a kontrolo-
vat, jestli se vysledek ndhodou nerovna délenému ¢islu. Pokud
ano, drzime ho v ruce. Algoritmus skon¢i pro kazdy vstup —

kromé pripadu, zZe se snazime délit nulou.
To je jeden dtivod.

Druhym diivodem miize byt, Zze vycislenim vyrazu nutné ztra-
cime urcitou informaci (znamé ptiklady, ze vyrok ,Pavel nevi,
ze 74+ 5 = 12“ prejde vycislenim na vyrok ,Pavel nevi, ze

12 = 12%, coz neni totéz).
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Na druhou stranu, chceme mit moznost tici o dvou progra-
mech, Ze jsou ekvivalentni ve smyslu, Ze pocitaji totéz. Volné
feceno, pokud dva programy bez vstupu skonc¢i a vydaji vysle-
dek, je ndm lhostejné, jestli k nému dosly stejnym zptisobem,
pro nas jsou ekvivalentni. Jsou navic ekvivalentni s kratickym

programem, ktery prosté jen tiskne onen vysledek.

Pokud oba nebo jeden z nich ne a ne skoncit, situace uz neni

tak jednoducha. Jaké jsou moznosti.

Jeden skonci, vyda vysledek, u druhého se nam nepostéstilo.
Ani dockat se jeho zastavy, ani ji dokadzat. V tom pripadé
nemuzeme Tici nic.

Treti moznost je, Ze jeden skonci, vyda vysledek a u druhého
se nam jednak podaii dokézat, Zze skonci, jednak, ze kdyz
skondi, tak urcité s tim samym vysledkem!. Mizeme je pro-

hlasit za ekvivalentni?

Ctvrtou moznosti je, Ze ani jeden nekonéi a nedaii se nam ani

uspét s dokazovanim jejich nezastavy.

Patou moznosti je, Zze se ndm u obou podafi dokazat jejich

nezastavu.

Zasadni pro tyto uvahy je, z jakych axiomi a jakymi pravidly
tyto dikazy ziskdvame. A nemyslime tim jen axiomy teorie.
Je mozno uvazovat i jiné logické systémy — jmenovité intui-
cionistickou logiku. Priznavam, ze tuto problematiku nemam
rozmyslenu, ale tipnul bych si, ze pri budovani aritmetiky nad
intuicionistickou logikou by takové problémy nevznikaly. Di-
vod spatifuji v tom, ze pii pouziti intuicionistické logiky je

dtkaz existence popisem konstrukce.

!zase jsme u odpovédi pani ucitelky
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Rozumim tomu tak, ze pokud pani ucitelka méla namysli di-

kazy v intuicionistické logice, je jeji odpovéd spravna.

Konzervativnost:

Nyni ukéZeme, Ze nasi teorii lze chapat podobné jako kon-
zervativni rozsirovani teorii o definice, ze nase obohaceni ja-
zyka i axiomn je z forméalniho pohledu zbytec¢né. Tato cast je
pravé onou technicky obtiznou praci, kterou je potieba vy-
konat k dosazeni vét o netuplnosti i vét logiky dokazatelnosti.
Postup jen nastinime. Podotknéme, Ze jde o néco mirné od-
lisného od metavét naptiklad v Sochorové knize [19], ale ne
principielné.

Pljde nadm pouze o preklad formuli. Nebudeme definovat pie-
klady programovych termt. Protoze nemédme proménné pro
programy (tim padem pfes né nemiizeme kvantifikovat), bude
staCit metamatematicky ukézat preklad kazdé atomarni for-
mule !(p, t), kde symbolem p rozumime konkrétni 0-program
neboli konkrétni program v Pascalu bez vstupt a vystupt a
symbolem t aritmeticky term, tzn. naptiklad proménnou nebo
numeral (moznosti je vic). Preklad budeme znacit opruhova-

nim !(p, t).

Staci uvazit situaci, ze t je proménna, tieba k. V pripadé, ze
t neni proménnd, prelozime formuli s néjakou pomocnou pro-
ménnou misto t a po prekladu ji vSude nahradime termem t.
Chceme, aby '(p—,k) byla aritmeticka formule s jedinou volnou
proménnou k a aby pro kazdy numeral n bylo NT + !(p, n)

pravé tehdy, kdyz PA = !(p, n). Podrobné to délat nebudeme,

uvedeme jen nékolik poznamek:

a) Nestaci mit postup, jak toto napsat pro kazdy p a pro
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kazdy numeral n. Potfebujeme misto n mit proménnou,
budeme pres ni totiz chtit v dalSich tvahach kvantifiko-
vat.

Nastin konstrukce: Nejjednodussi je vyuzit konstrukce
univerzalniho stroje — programu neboli interpreteru. Do-
stane nulavstupovy program p a term t. Term t nejprve
vycCisli a pak necha p bézet tento pocet kroki. Po té se
podiva, jestli emulovany program jesté bézi nebo ne, a
podle toho rozhodne. Z této tivahy plyne, Ze staci pro-
vést pozadovany preklad jen pro jeden konkrétni program
— interpreter. Je to praveé ta technicka c¢ast, kterou si mii-
zeme dovolit preskocit, pokud alespon tusime, jak by se
to technicky udélalo.

Z predchoziho by mélo byt jasné, ze ziskané formule sice
miize obsahovat kvantifikatory, ale jen omezené. Jako mez
mize ovsem byt uzita i volnd proménna. Formule ¢ je
tedy Ag.

Celou konstrukci je mozné algoritmizovat. Mtzeme pied-
pokladat, Zze mame program, ktery to vykonava. Jako
vstup dostane program bez vstupu a numeral (to je meta-
matematicky objekt neboli textovy fetézec). Vzdy skonéi
a vystupem bude textovy fetézec - zapis A formule v ja-

zyce PA.

Tim jsme ukéazali, ze kazdou formuli nasi teorie umime pielo-

zit do cisté aritmetického jazyka. Jesté je potieba se zamys-

let, jestli po prekladu plati i vSechny nase axiomy. Prekladem

vSech axiomt jsou A, sentence, které jsou v PA dokazatelné

— to ikd mimo jiné véta o X1 tplnosti. To ale nemusime uka-

zovat, klidné bychom je mohli vSechny do PA pridat.

Jesté se zamysleme nad opac¢nym postupem. Jestli totiz nelze
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pro kazdou Ay formuli ¢(n) aritmetického jazyka s jednou
volnou proménnou mechanicky sepsat 0-program p, ze kdyz
prelozime zase zpatky do aritmetického jazyka formuli !(p, n)

na !(p,n) dostaneme ptvodni formuli.

Skutec¢né to takto funguje, jen muzeme dostat jinou formuli

ovSem dokazatelné ekvivalentni s ptvodni.

Jakmile toto méame, je zfejmé, co potfebujeme doplnit na ono
prazdné misto ve vyctu axiomi. Pro kazdy programovy term
p a pro kazdy aritmeticky term t (i proménnou, to je dulezité)
pfiddme axiom !(p, t) = !(p, t). Z toho dostaneme, e formule
tvaru !(p, t) jsou pravé A, formule aritmetiky a z toho, ze

formule !p jsou pravé ¥, formule aritmetiky.
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4 Aplikace — prvni cCast

Vstupnimi soubory programi mohou byt textové soubory (a
v nasem piipadé nic jiného). Zapisy programu jsou také tex-
tové soubory. Od dob Cantora a jeho objevu diagonalni me-
tody je proto prfimo povinnosti uvazovat o spousténi pro-
gramil na zapisy jinych programt nebo na svij vlastni za-
pis. Uvodnim bude samoziejmé Turingtiv piiklad halting pro-
blému, ze totiz neexistuje program, ktery by rozhodoval za-
stavovani jinych programii. Pti technickém provedeni diago-
nalizace ocenime ony metamatematické ivahy o dosazovani
vstupu. Potfebujeme totiz mit moznost zmensit pocet vstup1.

Lépe to bude vidét konkrétné.

Predpokladejme, Zze nam nékdo prinese program, o kterém
prohlasuje, Ze rozhoduje zastavu kazdého programu na ja-
kakoliv vstupni data. Program ma evidentné dva vstupy, na
prvni nalezi zapis programu, ktery nas zajiméa, na druhé jeho
vstupni data. Nasim tkolem je presvédcit prichoziho, Ze ne-

muze mit pravdu.

Nejprve upravime rozhodovaci program tak, aby mél vstup
pouze jeden a kontroloval, jestli se program na vstupu zastavi
na svuj vlastni zapis. To je trivialni zalezitost a pokud pri-
neseny program déla, co ma, bude fungovat i tento upraveny.
Dale ho upravme tak, ze na jeho konec pridame instrukce,
které zafidi, ze pokud zjisti, ze se vstupni program na sviij
vlastni zapis zastavi, sko¢i do nekonecné smycky, a pokud
zjisti, Ze se vstupni program na svij zapis nezastavi, neudéla

nic a skondi.

Uvaha, co se stane, kdyz tento finalni produkt spustime na

25



vlastni zapis vede v obou pripadech ke sporu, z cehoz plyne,

ze takovy program nemitze existovat.

Kde jsme pouzili ono dosazovani? Zatim nikde, protoze jsme
nekonstruovali zddnou formuli. Celd tvaha byla metamate-
matickd a jen ukazala, Ze se ndm nepodafi napsat program

urcitych vlastnosti.

P1i konstrukci nésledujiciho programu, ktery oznacime g a
nazveme Godelovym, jiz ono dosazeni pouzijeme. Nejprve na-
piSme 1-program s. Vstupni soubor se predpoklada byt taktéz
zapisem 1-programu a oznacime ho p. PopiSme nyni nefor-
malné ale presné, jak napsat program s. Vezme vstup p a
zkontroluje, je-li zapisem jednovstupového programu. Pokud
ne, konéi. Pokud ano, dosadi ho do ného samého. Tim ziska
zapis feknéme programu u = p(p). Pfi dosazovani p do p po-
stupuje presné tak, jak jsme popsali v predchozim — mirné
p upravi a na zacatek prida cely zapis jeho ptivodni podoby.
Hlavni je, Ze je jisté, ze vznikly program u, ktery ted drzime
v paméti, nema zadny vstup a pracuje presné stejné jako p
spustény na sebe sama. Nyni vyrobime aritmetickou formuli
lu a z ni hned —!u, kterd ma vyznam ,,u nikdy neskonci“ ne-
boli ,,p spustén na sviij vlastni zapis nikdy neskonci“. Vsechny
dosavadni kroky jsou vykonavany velmi rychle a s jistotou, ze
obdrzime vysledek. Nasleduje hledani diikazu této posledné
uvedené formule z axiomt PA. Pokud takovy dikaz nalezne,
program s konci.

Jesté upresnéme, v ¢em spociva hledani dikazu néjaké for-
mule. Algoritmus prochazi postupné vSechny textové retézce
(to lze, kratsi fetézec pred delsim Fetézcem a Fetézce stejné
délky lexikograficky). Pro kazdy fetézec kontroluje, je-li du-

kazem, a pokud ano, jestli dokazuje tu formuli.
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Ted diagonalizace: dosadme s do s. Formalné g:=s(s)

Pri konstrukci programu g jsme nepouzili zadny proces, ktery
by mohl neskoncit. Vse je finitni. Vstupnimi parametry jsou
jazyk a axiomy teorie (v nasem pripadé Peanovy aritmetiky)
a jedna fixni metoda prekladu formule !p do aritmetického ja-
zyka. V lidovém zargonu pro programy bychom tekli, Ze pro-
gram g je program-sabotér. ,,On teda jako pracuje, ale nedéla
nic jiného, nez ze hleda divody, pro¢ stejné nikdy neskondi.*
Mimochodem, mtizeme napsat program, ktery nejdrive bude
vykonévat néco uziteéného (tfeba hledat dikaz Goldbachovy
hypotézy), a po pfipadném ukonceni této ¢innosti pokraco-
vat hledanim dikazu své nezastavy. Pro takovyto program —

maskovaného sabotéra — plati naprosto stejné ivahy jako pro
g.
Diagonalizace ndm opraviiuje spravnost nasledujicich tvah.

Program g se nemtze zastavit, kdyby se zastavil, znamenalo
by to, ze nasel diikaz toho, Ze se nezastavi, tzn. méli bychom
dikaz sporu v PA. Soucasné se nam ale skutec¢nost, ze se ne-
zastavi, nemiize v PA podarit dokazat. Kdyby se nam to totiz
povedlo, on by na ten diikaz prisel také a zastavil se. Jesté
jednou presna metatuvaha: kdybychom napsali na papir diikaz
jeho nezastavy, pak bychom ho mohli spustit, sledovat krok
po kroku, byt nakonec svédky jeho zastaveni (v momenté kdy
nakonec prijde na tento ditkaz o své nezastavé) a z toho vseho
sepsat diitkaz o jeho zastave. Neboli na zakladé ditkazu o jeho
nezastaveé jsme schopni sepsat dikaz o jeho zastave. Neboli
na zakladé dikazu o jeho nezastavé jsme schopni sepsat dii-
kaz sporu v PA. Tato cast ivahy tedy stoji na predpokladu

bezespornosti PA.
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Naopak predstavme si, ze mame na papife zapsany dtkaz
o jeho zastavé. Nahle jsme zpatky u otazky zminéné v sa-
mém uvodu textu a premyslime, jestli tenkrat pani ucitelka
méla pravdu. Ano nebo ne? Muzeme z predpokladu, Zze mame
v ruce diikkaz o zastavé programu, ktery néco hleda, vyvo-
dit, Ze to néco mame, a dale s tim zachézet v tvahach, jako
bychom to skute¢né drzeli? A pokud ano, v jakém smyslu a

jak to pouzivat?

Odborné receno, abychom se v ivaze pohli dopfedu, musime
pouzit ¥; korektnost PA.

Podrobnéji: mame na papife napsany dtikaz tvrzeni !p, coz
je 21 formule. Radi bychom z ného néjak ziskali to konkrétni
¢islo, jehoz existence je postulovana, v nasem pripadé pocet
krokt vypoctu, po kterém program p uz urcité stoji. Jakmile
ho budeme mit, neni uz problém ziskat i to, co program hleda.
Y1 korektnost nam tika, ze takové cislo existuje, ale nedava
zddny odhad na jeho velikost. V dalsim uvidime, ze to je
neodstranitelnd vada. Pokracujme. Mame tedy pocet kroki,
po kterém program jisté stoji. Z jeho konstrukce je jasné, ze se

mohl zastavit jediné nalezenim dtikazu o své nezastavé. Spor.

Tato ¢ast ivahy stoji na predpokladu X7 korektnosti, coz je
poméré zvlastni vlastnost teorii. V dalsim uvidime, zZe ji nelze
formalizovat, coz je jisté argumentem pro hledéni jiné for-
mule, jejiz nerozhodnutelnost by se bez tohoto predpokladu

obesla.

Dalsich zajimavé programy predvedeme az po nasledujici ka-

pitole.
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5 Véta o rekurzi

Ptistupme nyni k formulaci a dikazu zasadniho tvrzeni na-

Seho textu. Bude mu predchazet nékolik tivah.

Za prvé uvazujme nad negativnim resenim halting problému.
Jeho myslenkou je diagonalizace a vysledkem je, Ze néco ne-
miize existovat. Prekvapeni z myslenkového vykonu se ode-
hralo jiz pred mnoha lety pfi studiu Cantorovy véty o ne-
spocetnosti mnoziny redlnych cisel a tento vysledek miizeme

povazovat jen za dalsi za aplikaci.

Cantorova metoda nam obecné vzato zakazuje existenci pri-
li§ univerzalnich objekti. V pripadé programii nam zakazuje
existenci univerzalniho rozhodovaciho algoritmu. Podobné se
stfedovéci scholastici rozhodli omezit boha rozumem, nebot
vSemocnost sama o sobé je spornd (ani kiestansky buh ne-

miize stvofit tak tézky kamen, ze ho sam nezvedne).

V souladu s tim se zda, zZe by nemél existovat univerzalni
program. Program, ktery na vstup dostane zapis jiného pro-
gramu a pracuje podle néj, to znamena jako on. Pokud jsme
nékdy programovali, mélo by ndm byt ziejmé, ze napsat ta-
kovy program zase neni az tak tézké (takovy program se na-

zyva interpreter).

Jak to, ze nam ho diagonalni argument nezakaze? Vysvét-
leni je v tom, ze nékteré programy se nezastavi. Podrobnéji,

diagonalni ivaha by probihala takto:

Univerzalni program (jednovstupovy) ozna¢me U. Dostane
zapis nulavstupového programu a pracuje jako on. Mirné ho
upravme. Budeme chtit, aby vstupy byly zapisy jednovstupo-

vych programii a pozménény univerzalni program emuloval
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jejich chod na jejich zapis. Proto na zacatek pridame kod,
ktery dosadi vstup p do ného samého — dal tedy postupuje uz
nulavstupovy program. Dalsi kéd naseho pozmeénovaného uni-
verzalniho programu nechame beze zmény a na uplny konec
pfidejme instrukce, které zajisti, Ze se néjak (jakkoli) zméni
vysledek vypoctu. Takto pozménény univerzalni program na-

zvéme V.

Nyni prichazi diagonalni argument. Spustme V na V. Spor.
Kde je chyba?

Chyba je skryta ve slovech ,néjak zméni vysledek vypoctu®.
Aby to mohl udélat, musi védét, jaky vysledek je. Kdyz néjaky
ma, muze ho zménit. Ale vypocet se muze zacyklit. Ani za-
cyklit neni spravné slovo, navozuje dojem, ze se néco opakuje.
V tom pripadé bychom nas program mohli vylepsit, ze by si
zapisoval stavy vSech proménnych a ¢islo instrukce, ktera je
pravé na fadé (tzv. konfiguraci), a kdyby zjistil, Ze se opako-
vané ocitd ve stejné konfiguraci, nabyl by jistoty, Ze se emu-

lovany program nezastavi, a v tom ptripadé by se zastavil.

Problém je, ze vypocet mize byt nekoneény a nemusi byt
zacykleny. A nelze to predem zjistit. Kdybychom hledali ana-
logii s onim teologickym prikladem, rekli bychom, Ze nas btih
je sice véemocny, ale nékteré véci nikdy nedodéla. Ze vi, jak
tvorit tak velky kamen, a mize tak kdykoli zacit ¢init, ale

nikdy ho nedotvofti.

Pti tvorbé Godelova programu i v predchozi falesné argumen-
taci jsme k dosazeni autoreference pouzili jistou konstrukeci,

kterou v nasledujici vété explikujeme a dokazeme.

Véta (o rekurzi): Bud f 1-program. Pak na zdkladé jeho
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zapisu umime napsat 0-program a, ze f spustény na a pracuje

stejné, jako pracuje a.

Poznamka:

a)

b)

Programu a se casto fika pevny bod programu f a vété
o rekurzi véta o pevném bodu.

V dalsim je lhostejné, zda se zajimame jen o programy
bez vystupu nebo i s vystupem.

Znéni véty nemtzeme uvést ve formé: pak existuje a, ze
a = f(a). Musi znit, Ze spusténi a ma stejné vysledky jako
spusténi f na vstup a. Neboli Ze spusténi a ma stejné vy-
sledky jako spusténi f, do kterého jsme predtim dosadili
a.

Diikazy uvedeme dva. Oba davaji konkrétni konstrukei,
pricemz prvni je jednodussi. Prvni dikaz lze vymyslet
stejnymi ivahami, jako uz zde byly prezentovany, dikaz
je samoziejmé uveden ve vybrousené verzi, takze to ne-
musi byt Gplné patrno. Vymyslet druhy dikaz vyzaduje

urcity cas, ale vcelku se i k nému da dostat pfimocare.

Dukaz 1:

Zapis jednovstupového programu f mame k dispozici. Po-

piSme jednovstupovy program e. Vstupem e budou jednovstu-

pové programy x. Program e nejprve vezme zapis x a dosadi

ho do ného samého. Na tento vysledek pak zacne pracovat

jako f. Déale predpokladame, ze mame zapis tohoto e. Nyni e

dosadime do e. Skutecné jednou dosadime, miizeme to udélat

rucné nebo k tomu vyuzit tu sadu instrukeci z predchozi véty.

Vysledny program je pozadovany program a.
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Dtkaz 2:

kazu jsme napsali par fadek pro dosazovani vstupu do vstupu,
nyni budeme programovat interpreter (=univerzalni program).
Chceme, aby e pracovalo tak, ze vstupni jednovstupovy pro-
gram emuluje, jako by pracoval spustén na svij zapis. To je
obrovsky kus prace napsat interpreter a to, ze nam vzdy ptjde
o emulaci programu na vlastni zapis ji nijak neuleh¢i. Pred-
pokladejme, Ze jsme tuto praci vykonali a mame takovy jed-
novstupovy e. Nyni budeme chtit dalsi pomocny jednovstu-
povy program v. Ten bude mnohem jednodussi, bude praco-
vat tak, ze vezme vstupni data y, dosadi je do e a na vysledek
bude pracovat jako f. Kdyz ho budeme sepisovat vezmeme si
k ruce zapis e, napiseme sadu instrukci, které zajisti dosazeni
vstupnich dat do e a za tuto sadu opiSeme vSechny instrukce

f. Nyni (klidné ruéné) dosadime v do e. To je hledany a.

Poznamka:

a) Obé konstrukce vypadaji hrozivé, ale neni tomu tak, chce
si to podrobné promyslet.

b) Jak jiz bylo fec¢eno v obou pripadech je dikaz skutecné
konstruktivni. Z toho plyne, ze bychom dokonce mohli
napsat programy tfeba s nazvy PevnyBodl a PevnyBod2,
které by pro zadany zapis jednovstupového f, vytiskly

Zapisy a.

V nésledujicim prikladu se nedrzime omezeni na programy
bez vystupu. Dtivod je esteticky, na programech bez vystupu

toho neni prilis videét.
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Priklad (program, ktery vytiskne sam sebe):

program t(output);

const d=37;

pP=27;

z=8;
var a:array[11..10+p,1..d] of char;

r:11..10+p;
i:1..d;

begin
a[11] :=’program t (output) ; LLLLLLLLLLLLLLLLLLL ;
a[12] :=’const,d=37; LuLLLLLLLLLLLLLLLLLLUULULG
a[13]3=’uuuuuup=27;uuuuuuHHHHHHHuuHHHHHHHuuuu’;
al14] :=’ ,LLLuwz=8; LuLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL 3
a[15] :=’vara:array[11..10+p,1..d] of char; ,’;
al16] :=’uuur:11. .10+p; LuLLLLLLLLLLLLLLLLLLUL
al17] :=’uuuicl. . d; LunuuuLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL §
a[18] :=’begin, uuuLLLLLLLULLLLLLLLLLLLLLLLLLL 3
a[19]:=’for r:=11,to 10+z do LuLuuuuuuuununon’ 3
a[20] :=’begin  uuuuuuuuuunuuuunuuonuooULULLL 3
al21] :=’ for,i:=1,to d doywrite(alr,il) ;uuuu’;
al[22] :=’ writeln uuuuuuLLLLLLLLLLLLLLLLLLL S
a[23] :=’pend; L\LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL S
3[24]3=’forur:=11utOu1O+Pud0uuuuuuuuuuuuuuuuu’;
a[25] :=’ begin,uuuuuuuunuuuuunuununuuonuooone”’
al26] :=’ write(’’al’’,r,’?]1:=222222); LLLLuuuuoooun’
al27]:=’ foryi:=1 to d do LLLLLLLLLLLLLLLLLL S
af28]:="uifpalr,il=>22222"" then write(??2222222227) 7,
al29] : =’ Luuuuuuuuuuouuuuuuelsewrite (alr,11) 57
al30]:=’ writeln(’’’’’’ ;) L LuLuuuuuLuuuLLLLLLLL 3
al31]:=’ end; LuLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL S
a[32] :="foryr:=11+z to 10+pudoLLLuuuuununuunn’ 3
a[33]:=’ begin,uuuuuuuunuuuuunuuuunuuunououn”’
al[34]:=’ for i:=1_to d do write(alr,il) ;Lou.’;
a[35] :=’ writeln  uuLuLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL S
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a[36] =’ LendLuLuLuLULLLLLLLLLLLLLLLULULLLLLDLG

al37] :=’end. \LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL S
for r:=11 to 10+z do

begin

for i:=1 to d do write(alr,il);

writeln

end;

for r:=11 to 10+p do
begin
write(’al’,r,’]:="7");
for i:=1 to d do
if alr,il=’’’’ then write(’’’’’?)
else write(alr,il);
writeln(’’’;?)
end;
for r:=11+z to 10+p do
begin
for i:=1 to d do write(alr,il);
writeln
end

end.

Tento program byl ziskan konstrukeci z prvniho ditkazu véty
o rekurzi (a mirné zkraslen). Program f je v tomto pfipadé
program, ktery na vystup opisuje vstup. Zkrasleni spociva
napiiklad v ¢islovani fadki od 11 misto od 1 (aby mélo ¢islo
fadku vzdy stejny pocet cislic).

Pripomenme, ze program f v Pascalu nemtize prosté jen na
vystup posilat symboly ze vstupu, ale musi kontrolovat, jestli
symbolem neni apostrof, a pokud ano, poslat na vystup dva.
Z toho prameni ono kupeni se apostrofii. Jestli je néco pre-

kvapivé, tak spis to, ze toto kupeni neprobih& do nekonecna,
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ale vystacime s retézcem nejvice dvanacti apostrofti za sebou.

Na programu je vidét, jak takové podobné programy a formule
vzniklé diagonalizac¢nim dosazenim vypadaji. Uvnitt v sobé

maji celou informaci o sobé.

Je tézké v tuto chvili nevzpomenout na DNA a jeji dvojitou
sroubovici. Jeden molekularni biolog, se kterym jsem o tom
mluvil, to oznacil za naprosto nesouvisejici. R. Penrose na
druhou stranu to za nadhodu nepovazuje. Tézko Tici, rozhodné
ale plati, Ze mé-li se néjaky systém (cokoli organismus, stroj,
informace) samoreprodukovat musi mit v néjakém smyslu pii-
stup k informaci o svoji konstrukci. Podobné jako fotograf,

ktery se foti pred zrcadlem, jak se pravé foti pred zrcadlem

Paralela ale neplati tak tplné. Fotograf vzhledem ke konec¢né
rychlosti svétla zachyti svij stav o nepatrny okamzik diive,
nez probihd ono zachycovani. Mluvim o tom zde proto, ze
kdyz ulohu ,napiste program, ktery vypise sdm sebe* dostane
zadanou programator inzenyr, napise kratky program pro tisk

souboru se jménem tiskni.exe a ulozi ho pod timto jménem.

Je prakticky nemozné mu vysvétlit, ze zadani nesplnil. Vyuzil
pfi tom totiz spoustu dalsich funkci operac¢niho a souborového
systému a jeho vysledek jaksi neni ,,samonosny“, napriklad po
prekopirovani na jiné misto nefunguje (to ovSem inZenyr zase
vytesi tim, Ze nejprve da prohledat vsechny adresare, aby ho

nasel).

Jsou to delikatni avahy. Myslim, ze dvojitost sroubovice, zde
skutecné nema tento autoreferen¢ni vyznam, ze ptriroda v pod-

staté pouziva onen inzenyrsky pristup.
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Poznamka (o filozofické interpretaci Godelovy véty):
Filozofové maji obecné tendenci interpretovat Godelovy véty
o neuplnosti jakozto ilustraci nebo i diikaz toho, ze lidska
mysl méa vétsi schopnost poznani nez ,suchoparna forméalni
matematika“. I kdyz by bylo mozno podobné vylevy prejit
bez povSimnuti, mozna by stalo za to zamyslet se, jestli na
nich prece jen néco neni. Jak uz byva u podobnych otazek
pravidlem, krucialni je spravné formulovat otazku. Nalezeni
odpovédi pak uz byva leh¢i ¢asti.

Predstavme si, ze jeden z nasich kolegti je skutecne tak su-
choparny, ze jediné, co ho zajima a co je ochoten ¢ist, jsou
formalni teorie. MtizZe to byt skutecny kolega ale také to muize
byt software urceny pro strojovou kontrolu dikaz matema-
tickych vét, jak je to péstovano napriklad v polském casopise
pro formalni matamatiku. Co mu predlozime v pfipadé prvni
Godelovy véty o netplnosti? Jinymi slovy, 1ze tuto vétu for-
malizovat a pokud ano, tak jak a kde? V dalsich kapitolach

se pokusim odpovédeét.

A7 doposud jsme se snazili omezit matematicky formalizmus
na minimum za cenu leckdy ponékud rozvleklého textu opisu-
jiciho néco, co by s pouzitim forméalniho jazyka bylo mnohem
Kv1li tomu se domluvime se na jistych definicich. Nejprve ale
predbézné uvahy.

Kromé predikatu !(p, k) bychom potifebovali také néco jako
predikat Proof(y, d), ktery by ndm vyjadfoval, ze Fetézec d
je dikazem formule ¢ v nasi teorii (¢ jakoZto textovy feté-
zec je termem, Cili na ni muzeme aplikovat predikat). Pozna-

menejme, zZe bychom ho na tomto misté mohli nadefinovat
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prostredky, které mame k dispozici. Mohli bychom ale postu-
povat i tak (protoze je primitivné rekurzivni), Ze bychom ho
pridali do jazyka podobnym postupem jako predikat !, tzn.
prijali bychom jako axiomy vSechny formule Proof (¢, d), pro

které to plati.

Nehrozi zde nebezpeci definice kruhem? Aby se nam totiz ne-
stalo, ze ve formuli ¢ uz je predikat Proof pouzit. Rozmysleme
si, ze nehrozi. Jakoukoli formuli ¢teme od nejvnitinéjsich za-
vorek smérem ven, a kdykoli narazime na definovany pojem,

napiseme misto néj definici.

V nasem textu se sice hojné vyskytuji autoreferenc¢ni zapisy —
v tomto pfipadé by to bylo néco ¢ = Proof(p, d) — ale véta o
rekurzi je v podstaté o tom, ze se toho da dosahnout formélné

Cistym zplisobem, pravé bez definice kruhem.

Dalsim symbolem, ktery zavedeme a vztahuji se na néj stejné
uvahy je symbol Pr. Pr(¢) bude oznacovat formuli, ktera ¥ika,
ze program systematicky hledajici diikaz sentence ¢ uspéje a

zastavl se.

Definice:

— Pro 1-program p a jakykoli textovy fetézec d, zapis p(d)
znaci vysledek dosazeni fetézce d do 1-programu p. Je to
tedy 0-program.

— Zapis programu, ktery bude nejprve pocitat podle instrukci
programu p a po jeho pripadném skonceni bude pokracovat
vykonavanim instrukci programu g, budeme zapisovat g p.

— Pro program, ktery nic délat nebude, ale hned skon¢i, po-

uzijeme oznaceni konec.

— Pro program, ktery nic délat nebude, ale hned skoci do
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nekonecné smycky, pouzijeme oznaceni oo.

— Symbol U bude znacit tzv. univerzalni program pro nu-
lavstupové programy. Tento program je jednovstupovy a po
jeho spusténi na nulavstupovy p pracuje naprosto stejné,

jako pracuje p.

— Vysledek spusténi 0-programu p budeme zapisovat jako [p]
(zde je nutno podotknout, Ze to nemusi byt definovano,

program p nemusi skoncit).

— Zéapisem [p]d budeme minit vysledek spusténi jednovstu-

pového programu p na vstup d.

— Pfinavrhu jednotlivych programiti budeme obcas uzivat po-
dobny obrat jako je tento: ,p bud takovy, Ze [p]x:="zjisti,
jestli se ve vstupu x vyskytuje slovo ahoj, a pokud ano,

¢

konec, jinak oo‘“. Tim definujeme p — kdybychom méli

dost casu a mista mohli bychom ho cely konkrétné sepsat.

Poznamka k definici:

— Podle pfedchozich tmluv mizeme napiiklad napsat [p]x :=
x(x). p je potom program, ktery provadi tu operaci dosa-
zeni, o které byla fe¢ v predchozim. Kdyz ted napiSeme
p(p), mame tim na mysli, Ze jsme tento dosazovaci program
dosadili do ného samého. Celé to je samoziejmé zamotané

a matouci, ale to je vzdy, kdyz se mluvi o autoreferenci.
— Pro U opét plati, ze cela tato definice je jen kvtli Setfeni
casu a mista. Program je zcela konkrétni a mohli bychom

ho zde na nékolika (pravdépodobné desitkach) stranach na-

psat.

— Ve smyslu nasich definic plati pro nulavstupovy program p

trivialné [U]p = [U(p)] = [p]. Slovy: spustit U na zapis nu-
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lavstupového programu p je to samé jako ho dosadit do U a
pak spustit vysledek a je to to samé jako rovnou spustit p.
Misto rovnosti jsme zde radéji pouzili znak = pro takzva-
nou podminénou rovnost, nebot procesy nemuseji skondit.
Jestlize ale skonci jeden, skonci i druhé dva. V dalsim nebu-
deme rozliSovat = a = a i v ptfipadé, ze neni jasna zastava

budeme uzivat znak =.

SepiSme nyni znovu vétu o rekurzi i oba vyse uvedené dikazy

s pouzitim nového znaceni.

Véta (o rekurzi): Bud f 1-program. Pak na zdkladé jeho

zapisu umime napsat 0-program a, ze [a] = [f]a
Dtkaz 1:
Je dan 1-program f. NapiSme e takové, ze [e]x = [f]x(x) a

a:= e(e). Nyni ukazme, ze véta plati.
[a] = le(e)] = [e]e = [fle(e) = [f(e(e))] = [f(a)]
Dtkaz 2:

Tentokrat napiSeme e, aby [e]x = [U]x(x). [U]x(x) je sa-

I
=
—~~

L
~

moziejmé rovné [x(x)], ale u prvniho zépisu vice vynikne,
ze je ve hfe univerzalni program. Naprogramujeme v, aby
[v]ly = [fle(y) a a dostaneme tak, Ze dosadime v do e, neboli
a=e(v). Nyni:

[a] = [e(v)] = [e]v = [U]v(v) = [v(v)] = [v]v = [fle(v) = [f]a

Konec dikazu.

Vidime, Ze nase zapisy se velmi podobaji zapistim v A-kalkulu,

coz samoziejmé neni ndhoda.

Pokracujme dale v tivahadch o programech. Pfti jejich kon-

strukcich mtzeme pro pohodli uzivat vétu o rekurzi, dilezité
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vsak je, ze veskeré uvahy jsou konstruktivni a vzdy vedou

k napsani konkrétniho programu.

V nasich uvahach budeme casto uvazovat a konstruovat pro-
gramy, které budou hledat diukazy néjakych (obecné jakych-

koli ne jen ¥;) formuli.

P1i tvorbé programi budeme vyuzivat néktera makra a kon-
strukce. Vyjmenujme je explicitné a u kazdého pridame po-
znamku, co to znamena pro jeho zastavu.

Prvnim je jiz zminéné dosazeni dat d (coz zrovna tak muze
byt zapis programu) do programu p. Toto makro vzdy skondi.
Vysledek zna¢ime p(d).

vvvvv

g za sebou. Skonc¢i tehdy a jen tehdy, pokud skonéi p i q.
Ttetim je pro zadany zapis 0-programu p a ¢islo n zjistit, zda
se p zastavi po n krocich. Toto makro vzdy skonci.

Ctvrtym je ovéfeni, zda zadany textovy fetézec je dikazem

zadané formule. Rovnéz je jisté, ze vzdy skondi.

Patym je spusténi programt p a g ,paralelné”. To znamena
stridavé vykonavat po jedné instrukci z kazdého programu a
jakmile jeden vypocet skonci, zastavit se. Toto makro skonci

tehdy a jen tehdy, pokud skonci alespon jeden z programi.

Sestym je nekone¢ns smycka. Toto makro nikdy neskonéi.
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6 Aplikace — druha céast

Vzpomenme, ze pri avahach o nerozhodnutelnosti zastavy
Godelova programu byly jisté nepfijemnosti pfi demonstraci
toho, ze se ndm nemuze podarit napsat diikaz o jeho zastavé.
Abychom se z predpokladu, ze mame dikaz o existenci ur-
¢itého ¢isla (v nasem piipadé poctu krokiu, po kterém stroj
stoji), pohli doptfedu, potfebujeme ono ¢islo tak tikajic drzet
v ruce. Uvedli jsme, Ze toto je mimo jiné obsahem véty znamé
jako véta o X1 korektnosti. Ale zatim jsme v situaci, Ze at se
snazime, jak se snazime, nemame zadnou metodu, jak z di-
kazu o existenci ¢isla danych vlastnosti ziskat alespon horni
odhad pro velikost tohoto ¢isla. Horni odhad by nam naprosto
dostacoval, pomoci ného bychom si uz ono ¢islo opattit uméli.

Ze to neni ndhoda, uvidime pozdéji.

S aparatem, ktery ted mame k dispozici umime z této Slamas-
tiky vybfednout. Sice ne tak, ze bychom ziskali onen horni
odhad, ale tak, Ze sepiSeme program, u kterého to nebude
potieba. Navic se to pri téchto iivahach vyslovené nabizi.

Dalsim uvaZovanym programem bude proto program? — ozna-

¢ime ho r a nazveme Rosserovym — ktery pracuje tak, ze
paralelné hleda dtkaz !r i —!r. V prvnim pfipadé nasleduje
nekonec¢na smycka, ve druhém konec.

Mzeme si dovolit takto posat program, protoze mame vétu

o rekurzi. Kdybychom se bez ni chtéli obejit, sepsali bychom

nejprve program, ktery toto zjisfovani provadi pro vstupni

2Mohli bychom ho nazvat sabotér — alibista. Hled4 dtivody, pro¢ nikdy
neskoncit, ale radéji soucasné s tim patra, zda neexistuji ditkazy pro jeho
skonéeni (pro pfipad, Ze by na né mohl pfijit nadfizeny), a jakmile na

né prijde, upadne do nekonecné smycky, ze které neni navratu.
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jednavstupovy program dosazeny do ného samého. Poté tento
program dosadime do ného samého. To byla kontrukce z prv-

niho dikazu véty o rekurzi.

Nasledujici uvaha funguje pro jakykoli program, ktery je fe-

Senim z véty o rekurzi a nepotiebujeme k ni »; korektnost.

e Predpokladame, ze mame vytiskly diitkaz o nezastavé pro-
gramu r. Dtikaz mé urcitou délku, reknéme 1126 znaki.
Nyni projdeme vSechny dtikazy kratsi nez 1126 znaki, jestli
mezi nimi nahodou neni kratsi dikaz nezastavy. Pokud
je, vytiskneme si nejkratsi. Z této tivahy plyne, Ze bez
ujmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze dikaz je nej-
kratsi mozny. Nyni spustime program r. r postupné pro-
chazi vSsechny dtkazy serazené podle velikosti. Kdyz dojde

az k nasemu dtikazu, zastavi se. Co se muze stat pred tim?

— Nalezne kratsi diikaz o svoji nezastave.
— Nalezne kratsi diikaz o svoji zastave.

— Nenalezne nic a dospéje az ke zkoumani vytisklého di-

kazu.

Prvni pripad neni mozny.

Ve druhém pripadé jsme schopni tento diikaz jeho zastavy
také nalézt (je krats$i nez 1126 znaki) a transformovat ho
spolecné s pivodnim dikazem na diikaz sporu v PA.

Ve tretim pripadé ho prozkouma a skonci. Z toho sepiseme
dtkaz o jeho zastave.

Zaveér: jsme schopni transformovat kazdy diikaz o jeho ne-

zastavé na diukaz sporu v PA.

e Predpokladame, Ze mame vytiskly dikaz o jeho zastave,

ten ma zase urcitou délku, feknéme opét 1126 znakt. Stej-
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nym obratem jako v predeslém mulizeme zajistit, Ze je nej-
kratsi mozny. Nyni spustime program r. r postupné pro-
chazi vsechny dtkazy serazené podle velikosti. Kdyz dojde
az k nasemu dtikazu, sko¢i do nekonec¢né smycky. Co se

miize stat pred tim?

— Nalezne kratsi diikaz o svoji zastave.
— Nalezne kratsi diikaz o svoji nezastave.

— Nenalezne nic dospéje az ke zkoumani vytisklého dikazu.

Prvni pripad neni mozny.

Ve druhém pripadé jsme schopni tento diikaz o jeho neza-
staveé také nalézt (je krat$i nez 1126 znaki) a transformovat
ho spole¢né s puvodnim dikazem na diikaz sporu v PA.
Zavér: jsme schopni transformovat kazdy diikaz o jeho ne-

zastavé na dikaz sporu v PA.

Béhem dokazovani jsme nepotiebovali zadné dodatecné pred-

poklady, konstrukce funguje vzdy.

Shrinme, co jsme dokazali.

Napsali jsme jisty konkrétni program f, konkrétni podoba
tohoto f zavisi na axiomech PA. Demonstrovali jsme, Ze pro
kazdy jeho pevny bod a ve smyslu véty o rekurzi, je formule !a
nerozhodnutelné. Presnéji, podali jsme jasny konecny navod,
jak jakykoli pripadny dukaz této formule predélat na dikaz
sporu v PA a jak jakykoli pripadny dtikaz negace této formule
predélat na diikaz sporu v PA. Déle jsme sepsali dva takové
(z ditkazti véty o rekurzi) konkrétni pevné body. Cemu jsme
se nevénovali je zkoumani pripadné ekvivalence téchto dvou
(a obecné vsech) formuli ziskanych z pevnych bodi. Tomu je

vénovan ¢lanek [9)].
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Uvazme nyni situaci, ze by misto PA stala néjaka jina teorie.
Na jakém misté muize pripadné nase konstrukce nebo argu-
mentace selhat? Vyse uvedené dikazy bez problémt projdou
i po nahrazeni pojmu PA jakoukoli jinou teorii. Aby vSak fun-
govala celd konstrukce, musime byt schopni onoho prekladu
formule !p do jazyka oné teorie. Jinymi slovy, teorie musi byt
dostatecné silna, aby v ni sly namodelovat programy a for-

mule vyjadrujici jejich zastavu.

Do nasi galerie takto opatritelnych programi se prirozenym

fadek, nebot situace je u nich jasna.

Prvni hleda dtikaz, ze se zastavi, a kdyz ho najde, skoc¢i do

nekonecné smycky.

Druhy hleda dtkaz, ze se nezastavi, a kdyz ho najde, skoci

do nekonec¢né smycky.

V obou ptipadech si dovoluji tvrdit, ze neskondi a ze je lehké
to dokazat.

Jako tieti budeme zkoumat program® — h a nazveme Henki-
novym — ktery hleda dtkaz, ze se zastavi, a kdyz ho najde,
tak skon¢i. Dostaneme ho zase stejnym zpisobem z véty o re-

kurzi.

Zde budeme obsirn€jsi. Kdyz je otazka polozena takhle, je
vlastné jasné, jaky konkrétni program mame na mysli. V pod-
staté tim fikdme, ze ndm jde o program z prvniho dikazu véty

o rekurzi.

Predchozi programy jsme konstruovali pfimo s cilem najit

3Pro néj se hodi nazev parazit nebo darmoslap. Nédéla nic jiného, nez

ze hleda dikaz, ze jednou skonci.
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nerozhodnutelné tvrzeni. Ke splnéni tohoto hlavniho cile ndm
stacil v obou pripadech jeden exemplafr. Presné€ji feceno po
konstrukci a tivahach s Godelovym programem jsme praveé
kvili nespokojenosti s naplnénim cile pokracovali v hledéani,
které jsme tspésné zavrsili Rosserovou konstrukei (Rosseruv

program je vlastné zvlastnim pfipadem Godelova).
V tuto chvili budeme radéji a obsirnéjsi.

Napsali jsme f. To ma jako vstup zapis nulavstupového pro-
gramu a hleda diikaz, ze se tento program zastavi. Po jeho pri-
padném nalezeni skonc¢i. Pfesné takhle vypada f. Nyni nés za-
jimaji programy, o kterych mtzeme dokézat, ze skonci prave

tehdy, kdyz skonci f spustény na né. Formalné, ze

[flh = [h] (%)

Ze takové programy existuji, se dovidame z véty o rekurzi. Pro
nejméné jeden z nich se hodi ono jméno darmoslap, protoze
skutecné ned€la nic jiného. Je ale mezi nimi i spousta jinych
programti. Napiiklad program, ktery nejprve pocita ¢islo 7 na
sto desetinnych mist a pak teprve zacne hledat dikaz svoji

zastavy.
Ptame se vlastné na nékolik otazek:

1) Existuje takovy h spliujici (x), ze se zastavi?
2) Zastavi se h z prvniho dikazu véty o rekurzi?
3) Zastavi se h z druhého dukazu?

4) Zastavi se kazdy h, ktery spliuje (x)?
Prvni otazka je jen pro poradek, ddvno vime, Ze ano.

Predstavme si nyni, ze se pise rok 1952 a pravé jsme docetli
onen Henkintv c¢lanek, kde tuto otazku polozil. J& sam si to

umim predstavit celkem lehko, nebot pfi prvnim studiu této
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problematiky na MFF jsme koncili u Godelovy formule a az
do faze, ve které jsme ted, jsem se pies Rossertiv program

dostal vlastnimi silami.

Odpovédét na cely seznam téchto otazek jsem vSak nedokéazal.
Naopak se mi zdalo byt intuitivné jasné, ze se takovy program
nezastavi. Tipoval jsem mezi dvéma moZnostmi. Ze se bud
podari dokézat, ze se program nezastavi, anebo bude problém
nerozhodnutelny (coz by ve standardnim modelu znamenalo,
ze se nezastavi). Jaké bylo posléze moje pirekvapeni béhem

studia na FF, kdyz jsem shlédl Lobiv ditkaz! Opravdovy Sok.

Kdyz jsem se tenkrat zamyslel nad timto problémem, dospé€l
jsem k nazoru, ze se mi pro konkrétni program z prvniho
dikazu véty o rekurzi podari alespon dokazat, ze je pro tuto
tlohu tplny. Ze totiz problém zastaveni jakéhokoli jiného pev-

ného bodu na néj bude preveditelny.

Samoziejmé ze ve svétle Lobova diikazu tato skutecnost po-
stradd vyznam, podobné jako by ztratila vyznam Cookova
véta o uplnosti problému SAT, kdyby nékdo dokazal, ze P =
NP. 1 dnes zpétné si ale stale myslim, ze by dikaz nebyl

tézky. Pouze uz neméa smysl se jim zabyvat.

Vyzbrojeni Lobovou tivahou jsme schopni na vSechny otazky
ze seznamu odpovédéet kladné. V plvodnim Loébové dikazu
se pracuje nejen se X1 formulemi, coz znamend, Zze se neda
prelozit do naseho zptsobu mluveni o zastavach ¢i nezasta-
vach programit, coz je také velmi prekvapivé. Je vSak mozné
jeho ideu modifikovat a pak to funguje. Otazkou je, nakolik

bude tato preformulace prirozena.
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7 Lobuv dukaz

Tak jako se pravdépodobné Godel nechal inspirovat lharovym
paradoxem ,tento vyrok je nepravdivy“ da se Tici, ze Lobav
dtkaz se inspiruje vyrokem ,,je-li tento vyrok pravdivy, jsem
papez“. Pokud by byl nepravdivy, je nepravdivy predpoklad
tedy je pravdivy. Spor. Dokazali jsme, ze je pravdivy, a pro-
toze je pravdivy a je pravdivy i jeho predpoklad, plati i zaveér,

jsem papez.

Zatimco u lhafova parodoxu nenarazil Godel pfi nahrazovani
pojmu pravdivosti pojmem dokazatelnosti na zadné kompli-
kace, pri preformulaci tohoto paradoxu zjistime, ze funguje
jen pro vyroky, pro néz plati Pr(yp)—¢. Ostatné kdyby tato
,komplikace“ nenastala, bylo by to Spatné, znamenalo by to,

ze je PA sporna.

Zopakujme nejprve Lobtv dikaz. Vstupem programu f je
zapis nulavstupového programu. f hleda dtikaz, Ze se tento
program zastavi a po jeho pripadném nalezeni konci. Néjaky
pevny bod tohoto programu f mame oznacen h. Aritmetic-
kou formuli, ktera vyjadiuje zastavu h a kterou dostaneme

konstrukcemi popsanymi v predchozim textu, oznacime o.

Je zfejmé, ze o spliiuje 0 = Pr(o). Mame na mysli, ze je
ziejmé, Ze je to dokazatelné v PA. Naopak, z kazdé formule,
ktera splnuje tento vztah, jsme schopni zkonstruovat program

— pevny bod programu f.

Pro nasledujici Lobtiv obrat nemame v nasem textu vybudo-
vany dostateény formalni aparat. Pouzije tzv. Godelovo dia-
gonalni lemma (my ho diky vété o rekurzi vlastné mame jen

pro ¥; formule), aby dostal 7 takovou, ze 7 = (Pr 7 — o).
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Postupu je tfeba rozumét tak, ze 7 je zcela konkrétni (samo-
zfejmé je v ném néjak zapracoviana o) a ekvivalenci umime
dokéazat v PA.

Nejprve si formulujme pro Pr takzvané Lobovy podminky do-
kazatelnosti. Pfipomenme, ze v nasem textu Pr(y) znamena,

ze se zastavi program hledajici dikaz ¢.

1) Jestlize dokdzeme ¢, dokazeme i Pr(y).
Tomu je potieba rozumét konstruktivné. Mame algoritmus
jak dtukaz sentence predélat na diikaz jeji dokazatelnosti.
2) Jestlize Pr(p) a Pr(p — v), pak Pr(%).
3) Jestlize Pr(y), pak Pr(Pr(y)).

Podminky 2) a 3) jsou sice metapodminky ale jen v tom
smyslu, Ze jsou to schemata. Pro kazdé konkrétni formule ¢
a 1 dokézeme obé tvrzeni. Nemluvi se v nich nic o tom, ze

néco je dokazatelné, pokud néco jiného je dokazatelné.

Rozmyslet si, ze tomu tak skutecné je, neni v nasem jazyce
obtizné, jen je potireba dat pozor a nepoplést hladinu mate-

matickou s hladinou metamatematickou.

Nyni Lob prekvapivé dokaze 7:

Predpoklada Pr .

Z toho hned dostane Pr(Pr 7) a Pr(Pr 7 — o).

Diky druhé podmince Pr(Pr 7)—Pr(0o).

Dohromady tedy Pr(c) a protoze je o = Pr(o) je hotov.
Otazkou pro nas nyni je, jestli jsme schopni totéz dokazat
s pouzitim naseho formalismu. Neni totiz nikterak jasné, jestli

formule 7, kterou jsme dostali z diagonéalniho lemmatu, je

>1. Spise to vypada, ze neni. Pokud neni ¥, znamena to, Ze
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nejsme schopni napsat program, ktery by ji odpovidal.

Nebudeme zkoumat, zda je ¢i neni 31, misto toho predvedeme

dikaz, ktery pouzije jinou Y; formuli.

Nejprve napiSme 7 takovou, ze

7 = Pr(Pr(7)—0)%; to mizeme z véty o rekurzi

Nyni 7 dokdzeme; k tomu stac¢i dokdzat Pr(7)—o. Jakmile
totiz toto budeme mit, budeme mit i Pr(Pr(7)—0o).
Predpoklddame Pr(7). Chceme dokéazat o.

Z ,definice* 7: Pr(Pr(Pr(7)—0)).

Z druhé podminky: PrPrPr(7)—PrPr(o)

Z Pr(1) dostaneme PrPr(7) a z toho PrPrPr(7) diky 1).
Takze PrPr(o) a diky tomu, Ze je Pr(o) = o, dostdvame o.
Ted jsme v situaci, Ze jsme dokazali 7.

Umime tedy i dokézat Pr(7) a PrPr(7).

Vime uz, ze plati 7, coz znamena ze i PrPr(7)—Pr(o).

Dostavame Pr(o) a hned o.

Pretikat tento dikaz pro odpovidajici program z prvniho di-
kazu véty o rekurzi lze, neodvazuji se ho zde vSak uvést, ne-
botf se pfi ném skutecéné lame jazyk. Pravdépodobné by na

néj takto asi tézko jdo prisel.

“Naproti tomu s pouzitim formule 7 = Pr(7—0), kterou navrhuje po-

uzit Svejdar ve cviceni 5.3.2 knihy [21] se mi ditkaz provést nepodafilo.
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8 Posledni na radé

Poslednim programem, ktery zcela samoziejmé zbyva ke zkou-
mani je program, jenz paralelné hleda dikazy své zastavy c¢i
nezastavy a pak se zastavi ¢i zacykli. Vyhradime si pro néj

pismeno Xx.
Co s timto programem?

Hned na zacatek predesilam, Ze odpovéd se mi nepodarilo
nalézt. Myslim tim jednak vlastni badani, jednak literaturu.
Prijde mi zvlastni, ze by se timto problémem nikdo nezabyval,
kdyz jeho formulace je tak prirozena, nicméné jsem o ném nic

nenasel.
Nejprve uvedme vSechno, co vime.

Program f tentokrat pro zadany nulavstupovy program hleda
paralelné jednak dtkaz, ze se p zastavi, a jakmile ho najde,
konci, a jednak diikaz, zZe se p nezastavi, a v tom pripadé

skace do nekonecné smycky.

Pismenem x oznacujeme kazdy pevny bod programu f, neboli

kazdé x, které splnuje

V aritmetickém jazyce je to ekvivalentni problému, zda je

formule &, ktera splinuje autoreferencni rovnici
& = 3d Proof (&, d) Ve Proof(—{,e) — e >d (%% x)

dokazatelna.

Je zde opét ten samy seznam otazek jako u Henkinova pro-

gramu.
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1)
2)
3)

)

4) Zastavi se kazdy x, ktery spliiuje (xx)?

Existuje takovy x?
Zastavi se x z prvniho diikkazu véty o rekurzi?

Zastavi se x z druhého dikazu?

Odpovéd na 1) je trividlné ano.

Na tomto misté mi nezbyva nez slovy uvést, co si myslim
a jak jsem pokrocil v hledani odpovédi. Obé formulace pro-
blému v Te¢i programu i aritmetickych formuli jsou ekviva-

lentni, budeme mluvit jen o programech.

Prvni moje hypotéza je, ze ¢tvrta a tedy i treti otazka se
zodpovi, poté co se nam podari kladné odpovédét na druhou

otazku.

Mam tim na mysli, Zze pevny bod x programu f, ziskany z prv-

niho dikazu véty o rekurzi je pro tento problém tuplny.

V feSeni jsem nijak nepokrocil, ¢as jsem vénoval praveé fe-
seni druhého problému, ze pokud ziskdme program x druhym

dtikazem véty o rekurzi, zastavi se.

Problém se zda byt jednoduchy, nebot pfi prvnim pohledu se
zd4, ze program x nede€ld v podstaté nic jiného nez Henkintiv
program h az na to, ze to radéji jesté na zavér pojisti pro-
birkou vsech kratsich dtikazi, jestli mezi nimi ndhodou neni
dtkaz negace, coz my vime (diky predpokladu o bezespornosti

PA), Ze neni.

Pri formalizaci vS§ak narazime na problémy, nebot takhle jed-
noduse to formalizovat nelze.

vvvvvv

gramy a a b, které budou pracovat v sérii za sebou s celkovym

vysledkem stejnym jako f.
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Program a se pro zadany program p snazi nalézt dikaz, ze
p(p) skonéi; v pfipadé jeho nalezeni koné¢i. Vystupem tento-
krat nebude jen to, ze skoncil, ale i délka onoho nalezeného

dikazu.

b pak probere vsechny dtukazy kratsi nez ona délka, jestli mezi

nimi neni ditkkaz toho, Ze p(p) neskonéi.

Ted mame rozhodnout, zda [bajab (mozné ne Uplné presné
zapsano, ale smysl je jasny) skondi.

To je prvni nacrt idey. Takto sama o sobé nefunguje.

Dalsi vylepseni je, ze kdyz programy a nebo b narazi na zkou-
mani programu slozeného ze dvou sériové spojenych programi
(to jsme schopni snadno zajistit, oddélime je néjakym komen-
tafem), nejprve hledaji dikaz zastaveni prvniho a pak teprve
druhého.

Tim bychom mozna mohli pouzit néco jako ,roznasobeni“ a
prevést otazku na ¢tyti. Jestli se zastavi [ala, [a]b, [b]a i [b]b.
[a]la vypadd, Ze je ekvivalentni Henkinovu programu, zasta-

veni b bychom mohli dostat z predpokladu bezespornosti PA.

Napad jsem bohuzel dostal na posledni chvili, takze zatim

nevim, jestli bude fungovat.
Jesté se zminme, jaké jsou teoretické jiné moznosti.

V pripadé, ze se nepodari dokazat, Ze se program x zastavi,

pripadné nebude pro pro problém uplny, vyvstava legitimni

vevs

Jsou vsSechna TeSeni £ vyse zminéné autoreferenc¢ni rovnice

(* x *) ekvivalentni?

Jedno trivialni feseni mame, je jim formule 0 = 0. V pripadé
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,2dualniho“ programu, tj. Rosserova, napriklad plati, ze rtizna

feSeni jemu odpovidajici autoreferencéni rovnice
¢ = 3d Proof (¢, d) Ve Proof(£,e) = d <e

nemuseji byt ekvivalentni. O tom pojednava ¢lanek [9].

Jésté zminka k odpovédi pani ucitelky a s ni souvisejici véty

o Y1 korektnosti.

Zminili jsme, Ze je mozna situace, ze se ndm podari dokézat
existenci diikazu nejaké sentence ¢ aniz bychom drzeli v ruce
samotny dukaz. Neexistuje obecnd metoda, jak tento dikaz

sentence Pr(p) transformovat na ditkaz ¢7

Ukazme si, ze neexistuje — respektive k jakym zavérim by
to vedlo. Kdyby existovala, bylo by mozno na jejim zakladeé
sepsat program, ktery by to délal. Takze by platilo: jestlize
pro libovolnou ¢ dokazeme Pr(¢p), dokdzeme i . Za predpo-
kladu existence algoritmu, by predesly radek Slo formalizo-
vat uvniti PA, takze bychom v PA dokazali PrPr(p)—Pr(y).
Podle Lobova vysledku by to znamenalo, ze jsme schopni do-
kézat Pr(p) pro jakékoli . Byli bychom tedy schopni dokazat
existenci sporu — coz je, jak vime z druhé Godelovy véty sice
bezesporné, ale neni to nic, co bychom pftijali s lehkym srd-
cem.

Tak jako je plné znéni Godelovy véty velmi opatrné, ze totiz
za predpokladu bezespornosti PA se jeji bezespornost neda
dokazat uvnitt ni samé, je i toto znéni opatrné: Za predpo-
kladu, ze neumime dokazat existenci formalniho sporu, nee-

xistuje ona zminénd metoda.

A porad nevim, méla pani ucitelka pravdu nebo ne?
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9 Reflexe ve spolecenskych védach

Interpretujme nyni volné predikat dokazatelnosti Pr(y) jako

,Verim, ze ¢, pripadné , je véfeno, ze . Protoze nemam di-

vod zpochybnovat seriézni medicinské vyzkumy, vérim zave-

rim tykajicim se tzv. placebo efektu. Vérim, ze kdyz pacient

véH, Ze mu nedéinna latka pomtze, skuteéné mu pomuze.’

Nyni jsem v situaci, ze mi homeopat takovou latku prede-
sal. PomiZe mi nebo ne? Piekvapivd odpovéd zni, Ze ano.

)

Argumentace probiha podobné jako Lobuv dukaz.

Jedna se o jakoby néjaké sebenapliiujici se proroctvi. Clovéku
vytane na mysli Oidiptav pfibéh. Protoze znal véstbu, ucinil

takové kroky, které nakonec vedly k jejimu naplnéni.

V posledni dobé se s variacemi na podobné téme roztrhl pytel.
Harry Potter, Eragon i dalsi fantasy literatura ho obsahuje
témér povinné.

Ja jsem se bohuzel s touto konstrukci poprvé nesetkal ani
ve fantasy literatufe ani v reckych tragediich ani pfi studiu
logiky dokazatelnosti ale pti vyuce obcanské nauky v komu-
nistickém podani.

Marx a Engels totiz nezvratné a prisné védeckymi metodami
dokéazali sméfovani spole¢nosti ke komunismu. A my, ktefi
mame moznost jejich uceni studovat, ho diky tomuto jejich
objevu vybudujeme, ¢imz dojde k potvrzeni jejich vysledku.
Ptat se tehdy, zda-li by doslo k vybudovani komunismu i bez

toho, aby byla objevena jeho nevyhnutelnost, se jaksi neho-

dilo. A mozné, ze odpovéd by byla, Ze objev byl z podobného

®Tomuto tématu se zertovnou formou vénuje Smullyan v [18].
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divodu rovnéz nevyhnutelny. Logicka stavba argumentd by
byla pravdépodobné ponékud slabsi nez v hodiné matema-
tiky.

Viibec se da obecné Tici, ze v zakladech vétsiny ideologii, které
maji tendenci se §itit, je zabudovan tento princip jakéhosi

sebepotvrzeni.

Tak jako v moderni fyzice zacal hrat zacatkem 20. stoleti neo-
pominutelnou roli pozorovatel, ve spolecenskych védach zacal
hrat podobné dilezitou roli fekl bych ,ocekavatel”. Vezméme
si napiiklad zcela cerstvou zpravu z ekonomického zpravodaj-

svi agentury Reuters.

,Index spottebitelské diveéry ve Spojenych statech poklesl ve

druhém ctvrtleti o pét procentnich boda.“

Disledkem této zpravy je samoziejmé jeho dalsi pokles. Kvan-
titativné tyto systémy s pozitivni zpétnou vazbou studuje te-
orie dynamickych systémt tzv. teorie chaosu nicméné kvali-
tativni zaklad je podle mého nazoru v tomto autoreferenénim

principu. U teorii chaosu bude jesté zminka.

Dalsim prikladem jsou volby a s tim souvisejici prizkumy
verejného minéni. Mnohokrat bylo povrzeno, ze voli¢i maji
tendenci spise volit stranu s vétsi nad€éji na vitézstvi, coz vedlo
k zajimavému pragmatickému opatieni zakazat nékolik dni

pred volbami zvefejiiovani vysledkd aktuélnich prizkumi.

Nemarkantnéji a nejzajimavéji se tento princip projevuje na
trzich cennych papirti a hlavné jejich derivati. Derivatem je
jakykoli cenny papir, jehoz drzeni méa za nasledek zavazek
pro drzitele ke koupi nebo prodeji podkladového aktiva za

aktualni trzni cenu nékdy v presné urcené budoucnosti. Uvadi
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se, ze objem tzv. spekulativnich obchodt je pres 98% z celkové
otevienych kontrakti. To znamena, ze pouha dvé procenta

téchto obchodi vedou ke skutecné fyzické realizaci obchodu.

Predstavme si, ze jsme takovymto spekulantem a kontrakt,
ktery jsme otevieli mé termin fyzické realizace dejme tomu za
pét let. Pro konkrétni pfedstavu aft je to napiiklad kontrakt na
prodej pomerancového koncentratu. Jestlize probéhne médii
zprava o Sifici se plisnové chorobé citrusovych stromt, jisté
lze ocekavat okamzité zvysSeni ceny. AvSak hlavnim ddvodem
zvyseni ceny je vSeobecné ocekavani zvyseni ceny. Je zde vidét

jasna autoreference.

Co z toho konkrétné vyplyva. Za prvé to je paradoxni jev,
ze aby c¢loveék vydélal, musi jit s davem. Vétsinou je clovek
zvykly, ze k tispéchu vede volba jiné cesty nez jdou ostatni.
Zde tomu tak neni. Déle - a to uz je spiSe otazka pro teorii
dynamickych systémt — lze ocekavat rychlé vykyvy. Pokud
je divodem riastu cen nemovitosti predevsim velké mnozstvi
spekulativnich nakupii za tcelem vynosu z rostoucich cen, je
mozno ocekavat, ze po snizeni nebo zastaveni ristu opadne

zdjem kupovat, coz dale snizi rist nebo dokonce cenu atd.

Uvazovani o programech, o jejich zastavovani s piipadnou
aplikaci diagonalizace je podle mého nazoru zvlasté vhodné
k filozofickému zkoumani pojmu svobodnéa viile. Je zde onen
stary rozpor mezi determinismem, podle kterého se vse ridi
deterministickymi fyzikalnimi zakony, a svobodnou vili, ktera

se rozhoduje, co a kdy udéla, a budoucnost ovliviiuje.

Filozofové velmi casto ucini zavér, ze z toho vyplyva jasny

principelni rozdil mezi Zivou a nezivou hmotou. Ze totiz ne-
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7iva hmota se ¥idi deterministickymi fyzikalnimi zakony,® za-
timco na zivé bytosti obdatrené svobodnou viili se determinis-
mus nevztahuje. A jejich argument je (ne)pfekvapivé diago-
nalni.

Kdyby bylo vse jasné, svobodna vile by se nemohla svobodné

rozhodovat, co udéla.

J& osobné povazuji za naprosto jasné, ze zadny principelni
rozdil mezi zivymi bytostmi a nezivou hmotou neexistuje.
Protoze zde o tom nehodlam polemizovat, prijméme to pro
zbytek tvahy jako predpoklad. Chci ukazat, ze i za tohoto
predpokladu neni determinismus a existence svobodné viile

vV rozporu.

Programy se pri svych vypoctech rozhoduji podle momental-
niho stavu proménnych a podle podminek, které pravé pro-
vadéji.

Cely proces je k nerozeznani od fungovani svobodné vtile.

Presto je jejich chovani a vypocet naprosto deterministicky.
Pointa véci je podle mého nazoru v tom, ze muize byt velky
rozdil mezi tim, kdyz feknu ,proces je deterministicky“ a

,proces je rozhodnutelny (spocitatelny)«.

Jedna konkrétni uvaha, na které to snad bude lépe vidét.
Predstavme si, Zze nam nékdo bude tvrdit, Ze napsal program
- véstce. Sice ne tak Uplné, ne az do vé¢nosti (neumi roz-
hodnout, zda se program viibec kdy zastavi), ale pro zadany
nulavstupovy program p umi zjistit, jestli bude po tisici kro-

cich stat. A po upravach by tam klidné mohlo stat jakékoli

6 Asi bych mél zdtraznit, Ze do toho viibec nehodlam zatahovat mo-

derni fyziku. Zadné rtznosti historii a vinové funkce neuvazujeme.
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¢islo. My mu fekneme ,,Ale to neni nic obtiZzného, prosté staci

si ten program pustit, pockat tisic krokt a je to.“

»Ne, ne“, rekne on. ,,Ja to pro kazdy program zjistim rychleji,

nez za tisic kroka!“

Nemiize mit pravdu. Abychom ho presvédcili, vezmeme jeho
program v a upravime ho. Pokud pro zadany program p zjisti,
ze skonci za méné nez tisic kroki, nechame ho vykonat dva
tisice jalovych kroku (jedna fadka programu navic s cyklem).

Jinak ho nechame nezménén.

Argument je zase stejny: Spustme upraveny v. Bud skonéi do
tisice krok nebo ne. Pokud ano, ptijde na to podle predpo-
kladu sice dfiv nez za tisic krokt, ale spadne do té smycky.
Takze neskon¢i driv nez za tisic kroki. Podle predpokladu by
na to ale mél prijit a skoncit. Spor, doty¢ny nam o vlastnos-

tech prineseného programu lhal.

Z tohoto pohledu by nemélo prekvapit, ze existuji programy
(funkce) neslozité zapisem ale slozitych vysledki. To se ovsem
da ocekavat jen pokud bude dochazet k opakované iteraci
vypoctu na pribézny vysledek. Argument je stejny jako par
radka vyse.

Teorie rekurze a véty o nerozhodnutelnosti vznikly v prvni
tretiné 20. stoleti. Z tohoto pohledu je prekvapivé, zZe teorie

chaosu vznikla az o vice nez tticet let pozdéji.
Co z toho vseho plyne?

To jestli je svét deterministicky nebo ne, nemiize mit zadny

prakticky dopad.
Budoucnost se predpovédét nedé a to ani v kratkém vyhledu.

Budoucnost je oteviena.
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