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Uvod

Testovanie nezavislosti patri medzi zakladné sStatistické otazky. V praci sa
omezime na testovanie nezavislosti dvoch diskrétnych nahodnych veli¢in, ktoré
su kategoridlne. Testy nezavislosti nachadzaji vyuzitie v mnohych oblastiach,
ako st napriklad vedecké a lekarske studie alebo finan¢né analyzy. V préaci po-
drobne popiseme USP test nezavislosti v kontingenej tabulke, ktorého autormi st
T.B.Berrett a R.J.Samworth (2021). USP test budeme porovnavat najma s Pear-
sonovym Y>-testom, ktory sa v situdcii testovania nezavislosti pouziva najcastej-
sie. V préaci budeme ¢erpat hlavne z ¢lankov |Berrett a Samworth! (2021) a Berrett
a kol.| (2021b)).

V prvej kapitole predstavime Pearsonov y2-test nezévislosti a test pomerom
vierohodnosti (G-test). Uvedieme ich zdkladné charakteristiky spolu s jednodu-
chymi prikladmi, na ktorych ilustrujeme ich pouzitie. Testy ddme do suvislosti
s x2-divergenciou, resp. Kullbackovou-Leiblerovou divergencou. Nasledne odvo-
dime vztah testovych statistik tychto tvoch testov. Potom predstavime permu-
tacny test nezavislosti v kontingenénych tabulkach - USP test. V tejto kapitole
uvedieme jeho zakladné charakteristiky spolu s popisom realizacie testu.

V druhej kapitole sa zameriame na stvorpolné kontingencéné tabulky, ktoré
vznikli ako Specidlny pripad kontingencnej tabulky velkosti 2 x 2. V tejto si-
tuacii budeme kontingencénu tabulku interpretovat ako vyber dvoch nezavislych
binomickych rozdeleni Bi(n,p;), Bi(m,ps) a nasledne sa budeme zaoberat proble-
matikou testovania zhody parametrov p; a ps. Testovii statistiku x?-testu a USP
testu prepiseme pomocou odhadov parametrov p; a py a najdeme ich asymptotické
rozdelenia za nulovej hypotézy. Na zaver kapitoly predstavime Fisherov faktori-
alovy test pre stvorpolné kontingencéné tabulky, ktory spolu s ostatnymi testami
aplikujeme na redlnych datach, pochadzajucich z urcitej lekarskej studie.



1. Testy nezavislosti

1.1 Kontingencné tabulky

V mnohych situdciach sa stretneme s otazkou ¢i su na seba dva javy zavislé.
Moze nés zaujimaf ¢i zavisi vyskyt cukrovky od mnozstva cukru v strave, alebo
¢i zavisi vyska platu od dosiahnutého vzdelania. Napozorované tdaje z nasho
nahodného vyberu moézeme zostavit do tabulky, ktord nazyvame kontingencnd
tabulka.

UvaZzujme ndhodny vektor (X,Y)? s diskrétnym rozdelenim, pricom X nadob-
tda hodnoty i z mnoziny {1,...,/} aY nadobtida hodnoty j z mnoziny {1, ... ,J}.
Obe ndhodné veliciny X, Y st kategoridlne. Kategorialne nahodné veli¢iny nadob-
udaju hodnoty z danych kategérii, ktoré nemusia byt nutne ¢iselné. Napriklad
pri pozorovani farby o¢i moézeme pozorované data rozdelif do kategérii ,modrd “,
,zelend “, ,hnedd “. Dalej uvazujme nahodny vyber (X1,Y1)7, ... (Xn,Yn)? 0 1oz-
sahu N, kde (X4,Y;)? st rovnako rozdelené ako (X,Y) pre vietky k € {1,... ,N}.

Castokrat pracujeme s datami, ktoré boli dopredu rozdelené do kategorif aj
ked pochadzaju zo spojitého rozdelenia. Ako priklad uvedieme ndhodnu veli¢inu
udavajicu vysku 1Q v populacii. Napozorované hodnoty mozu byt zaradené do
kategérii , <60, ,61-80“ , ,81-100%, ,101-120¢, ,121-140¢, ,141>"“.
Oznaéme pocet pozorovani zaradenych do i-tej kategérie ndhodnej veliciny X a
J-tej kategérie ndhodnej veliciny Y ako o5, tj.

N
k=1

Hodnoty o;; budeme nazyvat pozorované cetnosti. MozZeme ich zoradit do tabulky,
ktort budeme nazyvat kontingencénd tabulka (viz Tabulka [1.1)).

Y=1 .. Y=J] %

X=1 011 01J 014+
X =2 021 02 024
X=1 orn orj Or+
Z 041 04 N

Tabulka 1.1: Kontingenc¢na tabulka

Hodnoty o0;, v kontingencnej tabulke oznacuju pocet pozorovani v i-tom ria-
dku, hodnoty o, ; pocet pozorovani v j-tom stlpci. V literatire st ¢asto nazyvané
aj ako margindlne cetnosti a si definované ako:

J I
Oj+ = Z Oijs Oyj = Zoija
j=1 i=1

pricom

I J I J
D0 =2 045=> > 05 =N
i=1 j=1

i=1j=1



Dalej ozna¢me pravdepodobnosti:

Teda plati:
J T I J
Qizzpij> rj:zpija Zzpijzl-
j=1 i=1 i=1j=1
Pravdepodobnosti p;; ur¢ujt zdruzené rozdelenie ndhodnych veli¢in X a Y. Hod-

noty g;,r; oznacuju margindlne pravdepodobnosti. Ozna¢me nulovt hypotézu H
a alternativu H; nasledovne:

Hy: { X aY st nezavislé }
H, : { X a'Y nie st nezavislé }.

Néhodné veli¢iny X a Y st nezavislé prave vtedy, ked plati p;; = ¢;r; pre vsetky
dvojice (i,5), ¢ = 1,...,I,j = 1,...,J. Nulovi hypotézu mozeme teda ekviva-
lentne prepisat ako:

Hozpz-j:qirj, Vi € {1,,]},Vj€ {1,7J} (13)

Ako priklad uvedieme pozorovanie z 360 dospelych Tudi, u ktorych pozoru-
jeme krvni skupinu a index telesnej hmotnosti (BMI), ktory bol rozdeleny do
piatich kategorif. Cetnosti zapiSeme do kontingenénej tabulky . Udaje st iba
ilustracné, nezakladaji sa na ziadnej redlnej studii. Tiez je nutné poznamenat,
ze pri testoch, ktorymi sa budeme zaoberaf, nezalezi na usporiadani jednotlivych
kategorii.

A B AB 0
<18,5 3 5 3 8
185249 |18 37 35 21
25-299 |45 32 36 18
30-349 |10 20 17 22
35< 8 6 9 7

Tabulka 1.2: Pozorované c¢etnosti

Hladame odpoved na otazku ¢i zavisi BMI v populacii od toho, aki maju
Iudia krvna skupinu. Mézeme pouzit rozne statistické testy, ako napriklad Pear-
sonov y2-test, G-test alebo Fisherov faktoridlovy test. V tejto kapitole sa budeme
zaoberat najma prvymi dvoma testami.

1.2 Pearsonov y’-test nezavislosti

Pearsonov y2-test je jeden z najpouzivanejsich testov na zistenie nezévislosti
dvoch ndhodnych veli¢in, ktoré st kategoridlne. y2-test je mozné pouzit aj ako
test dobrej shody, kedy sa snazime zistit ¢i pozorované data pochadzaja z dopredu
daného rozdelenia. V tejto praci sa budeme zaoberat iba testovanim hypotéz neza-
vislosti. Dve ndhodné veli¢iny su navzajom nezavislé, ak hodnoty jednej nahodne;j
veli¢iny neovplyvnuji, akych hodnot nadobida druhé nahodné velicina.



Statistika Pearsonova y?-testu mé tvar:

eij

Rozdelenie testovej statistiky za Hy, viz (Andel, 2007, str.283):
X —— x{ (1.4)
N oot X(1-1)(J-1) :

Hodnota e;; = % udéva ocakivanu ¢etnost za nulovej hypotézy. y?-test patri
medzi asymptotické testy. Nulovii hypotézu zamietame na zéklade pravidla:

Hy zamietni <= X% > X{r_yu_1)(1 —a),

kde x?;_1)s_1)(1 — @) oznacuje (1 — a)-ty kvantil x*-rozdelenia s (I —1)(J — 1)
stupnami volnosti a o udava hladinu testu.

Suvislost s y2-divergenciou

Jedna z moznosti, ako moZeme nahliadnut statistiku y*-testu je pomocou
x2-divergencie. Tato divergencia je Specidlny pripad tzv. f-divergencie. Definiciu
f-divergencie spolu s prikladmi mo6zeme najst v (Dragomir a kol| 2001} str.3).
Uvazujme dve diskrétne pravdepodobnostné rozdelenia P = (p;;) a Q@ = (g )
s rovnakymi nosi¢mi. y2-divergencia P od @) mé tvar:

I J
(Pij — Gij)
=2

i=1j=1 ij

x*-divergencia nie je symetrickd (D,2(P,Q) # D,2(Q,P)), preto ju nemdzeme
oznacit ako vzdialenost. Pri testovani hypotézy nezavislosti nas zaujima ¢i plati
vztah p;; = ¢;r; pre vsetky i € {1,....1},j € {1,...,J}. Tato rovnost plati prave
vtedy ked je vzdialenost (v zmysle x*-divergencie) medzi rozdeleniami P = (p;;)
a Q = (gir;) nulova. Pravdepodobnosti p;;,q;,r; nepozname, preto ich musime
odhadnuf.

Prek=1,... Napredanéie {1,...,1},5 €{1,...,J} ozna¢me
2 = X =, Yi = j}. (15)

Pozorované cetnosti o;; mozeme pisat ako v (L.1)). Potom plati
0; _
” - ZZ(’“ = 7. (1.6)

Nahodné veliciny Zi(f)
EZZ-(;C) = E({Xy =4,Y, =j}) = P(Xy, =14,Y, = j) = pi; je konecnd. Preto zo
zakona velkych ¢isel dostavame

su nezavislé a rovnako rozdelené a strednd hodnota

Zn ﬁ EZY = py, (1.7)



a teda

O0ij  s.j.
N v P (18)

Podobne zkonstruujeme odhad pre hodnoty ¢;,r;. Z vety o spojitej transformacii
dostavame

Oi+:2%8.—j.)i: R EZXI:O“ 8- Z
€y _ Ot Ok si
N~ N N now B (1.9)

Nésledne mo6zeme zkonstruovat odhad hodnoty D,2(P,Q)

Oij €ij )2

I J (% —
:(PQ) =3 > e
i=1 j=1 N

Odhad bxz(P,Q) konverguje v pravdepodobnosti k D,2(P,Q)), ¢o mézeme nahli-
adnut z nasledujiceho vypoctu.
Oznaéme vektory x = (211,%12,--,215), ¥ = (Y11,¥12,---,y17) & definujme funkciu

I J (ZL‘ _ y~)2
(XJY> = Z Z M)

i=1j=1 Yij
ktord je spojitd na (0,00)Y). Dalej ozna¢me nahodné vektory

0= (0117012, e ,OIJ) €= (611,612; e 761.]) (1'10)

P= (p11,---7p1J) qr = (CI17“1,---,QI7“J)- (1-11)

Z vety o spojitej transformacii dostavame:

(](\), ;) Lw(p ar)’,

a teda



1.3 Test pomerom vierohodnosti - G-test

Dalsou moznostou testovania nezévislosti dvoch ndhodnych veliéin je G-test,
Castokrat nazyvany aj ako test pomerom vierohodnosti. G-test mézeme pouzit
namiesto Pearsonova y? testu. G-test je dany testovou statistikou

I
G=2%
=17

0;; log —2. (1.12)
1 €ij

1.3.1 Odvodenie testovej statistiky

V tejto kapitole popiseme odvodenie testovej statistiky pomocou po-
meru vierohodnosti.

Na kontingen¢nud tabulku mozeme nahliadnut ako na realizdciu multinomic-
kého rozdelenia. Vektor (011,012,...,07;) ma multinomické rozdelenie Mult;;(N,p),
kde p mé tvar p = (p11,p12,---,p17)" a pij je definovand ako v . Zo znalosti
multinomického rozdelenia dostavame:

NI

_ _ o T T Trg
P(On = 211,...015 = 715) = T (P11 P’ Pry
L1112 T1J-

Maximdlne vierohodny odhad vektoru p oznac¢ime ako p = (Py1, Pray---Drs)7, kde

%

pi; = N

Ozna¢me ako p maximélne vierohodny odhad vektora p za nulovej hypotézy.
Nulovti hypotézu mozeme ekvivalentne prepisat ako . Oznacme teda p,;
odhad sucinu marginalnych pravdepodobnosti ¢;r;. Potom odhad p mé tvar
P = (P11, Drgs-iPry)" s kde

b= Cij _ 0i+O4j

TN T N2

viz (Omelkaj, 2022}, str.148-149). Definujme vierohodnostny pomer ako
L(p)
L(p)’

kde funkcia L(p) oznacuje vierohodnostni funkciu. Za platnosti Hy dostavame:

VN =

D
2logVy —— Xtr-1)(7-1).

Testova statistika zaloZzend na pomeru vierohodnosti ma nasledujici tvar

(Andgl, 2007, str.177).

G =2log Vy = 2(log L(p) — log L(p))

o log (f)‘filfv‘f? . -ﬁ?ff’)

~011 012 ~O0r1J
P11 P12 Prj



Hodnotu G /2N moZeme nahliadnut ako odhad tzv. Kullbackovej—Leiblerovej di-
vergencie. Uvazujme znovu dve diskrétne pravdepodobnostné rozdelenia P = (p;;),
() = (¢;r;) s rovnakymi nosi¢mi. Kullbackova-Leiblerova divergencia mé tvar

Uvazujme odhady ([1.6)), (1.9) a vektory (1.10). Definujme funkciu

9(x,y) —222x2]10g< )

i=1j5=1

ktor4 je spojita na (0,00)7). S vyuzitim vety o spojitej transformacii dostdvame

1 LI
257 2.2 0ilog <eu) (; ;) —— 2D (PQ),

i=1j=1 N

a teda o
P
N wow 2DrLPQ).

Za platnosti nulovej hypotézy nezavislosti ma testova statistika G asymptoticky
x>-rozdelenie s (I — 1)(J — 1) stuptiami volnosti (viz (Andél, 2007, str.184). Hy-
potézu Hy zamietame pre G' > X%I—l)(J—l)(l — ), kde «a predstavuje hladinu testu
a xX{ n-n(l—a) je (1 — a)-ty kvantil x? rozdelenia s (I — 1)(J — 1) stuptiami
volnosti.

1.3.2 Vztah testovej statistiky y’-testu a G-testu

Testovu statistiku G-testu je mozné aproximovat pomocou testovej statistiky
Y3-testu, s vyuzitim Taylorovho rozvoja logaritmu. Nasledujtica veta vyjadruje
vztah medzi testovou statistikou y2-testu a G-testu.

Veta 1. Za platnosti hypotézy nezdvislosti plati: Gn — X3 NL> 0.
— 00

Dokaz. Rozdiel pozorovanej cetnosti o;; a ocakavanej cetnosti e;; oznacime ako
dij, teda d;; = 0;; — ;5. Stcet odchyliek v kontingencnej tabulke je 0, co mézeme
nahliadnut v nasledujicom vypocte:

J J

! ! J L J 0j+04j
DD =D 0 e D0 =D D
i=13j i=1j 1 =1y

I
=1j=1 =1j=1 zzlj ;o N
1 J J I 1 J I J
=N S XY (Lo o) =N - (XXX Yo)
i=1j=1 *j=1 i=1 i=1 j=1 i=1j=1
Nl
—N—NN =0.



Po substittcii 0;; = e;; + 9;; dostdvame

L e” + 5” Lt dij
:222 (ei; + 0i5) lo - = ZZ (ei; + 05) log 1—1—6
=1 =1 ij i=1 j=1 ij

Nésledne prepiSeme vyraz log(1l + ”) pomocou Taylorovho rozvoja logaritmu
log(1 4 2) =z — 322 + O(2%):

log(1+¢4) = g2 — 53 + O((24)°).

I J
Vyrazy v zatvorkach roznasobime a vyuzijeme rovnost Z Z d;j = 0.
i=1j=1

167 6 163
:”ZZGU +”—%fmﬂ(> (

2 €ij €ij

)

@m‘

(] 1,]

107 103 o7,
zzzz<5ij+2€—22+eijo<e ) @jo )
I J I J 52 153 53 53
:222513+Z o 952 eijo( )+5ZJO<;J)
1 t 26” e” ey
J—ei)? 163 53 05;
Sl s +ea0(3) +a0(3)

ij i
Zostava ukazat

L0 (1.13)

NN
—3 +e0() +00(G)| 355

ij l]

Oznacme Z = (Z{},2%),....Z8)7, kde Z¥ je ako v (L3) .Plati, 7e strednd hod-
nota EZ = (p11,...,p17) := p a rozptylova matica V = varZ je koneénd, a teda z
(1.6) a centralnej limitnej vety dostdvame

Oﬁ P11
\/N[ — ] ﬁ)N[J(O]J,V).
OIWJ Prj

Definujme funkciu

g(xlla"'axIJ = Tij — szj sz]
i=

T4 ma zrejme spojité parcidlne derivacie na nejakom okoli bodu p. Z delta-vety
plynie

(3~ 4) =V (3 2) o) 20



kde
v* = Vg(u)V[Vg(p),

pricom za nulovej hypotézy plati vztah

=Dij — pr ZP@J Pij — Pirp+j = 0.

S vyuzitim (1.9)) a vety o spojitej transformécii dostdvame
S O

2 2 - 2 )
€ij eij eij N=roo
N N

pre Vi € {1,....,1},Vj € {1,....,J}, z ¢oho plynie vztah (1.13), a teda

Gy — X?V L) 0.
N—oo

[

x2-test a G-test patria medzi najpouzivanejsie testy, no pre malé ¢etnosti v kon-
tingen¢nej tabulke nemusia dodrziavat hladinu a. Casto sa stretneme s pravidlom,
ze vsetky pozorovné Cetnosti o;; musia byt > 5.
Oba testy mdzeme ilustrovat na priklade s krvnymi skupinami, dany tabulkou
[1.2 P-hodnota y2-testu je 0.0006 a teda nulovii hypotézu mézeme zamietnut
na hladine @ = 0,05. G-test dava p-hodnotu 0.0015, teda Hy mozeme rovnako
zamietnuf na tejto hladine.

1.4 USP test

V tejto kapitole sa budeme venovat USP testu (U-statistic Permutation test),
ktory bol vytvoreny na testovanie hypotéz nezavislosti. V celej kapitole budeme
Cerpat najma z clanku Berrett a Samworth| (2021)).

Definujeme novi mieru vzdialenosti dvoch diskrétnych pravdepodobnostnych roz-
deleni P = (p;;), @ = (¢;rj) s rovnakymi nosi¢mi ako

D :=D(PQ) = Zzng qir;)?

=1 j=1

Vsimnime si, ze D(P,Q) = D(Q,P), a teda tato nova miera vzdialenosti je syme-
trickd (na rozdiel od y2-divergence alebo Kullbackovej—Leiblerovej divergencie).

Rovnako ako pre x2-divergenci plati, Ze za platnosti nulovej hypotézy nezavis-
losti je hodnota D nulova. Pravdepodobnosti p;;,q;,r; nepozname, preto musime
mieru D odhadnut. K tomu vyuzijeme teériu o U-statistikéch, ktord nam umozni
najst nestranny odhad hodnoty D. Na zaklade tohoto odhadu potom zostrojime
testovu statistiku USP testu.
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1.4.1 Testova statistika USP testu

Testova statistika USP testu mé4 tvar

1 J ) 4 J
U= mz (Oij_eij) - N(N—2)(N—3) ZZOijeij' (1.14)

i=1j=1

K tejto statistike sa autori ¢lanku (Berrett a Samworth, 2021) dostali pomocou
odhadu hodnoty D, ktory ma tvar

. 1
D = N Z h((Xll}/;l) (X'Lm}/;m))7
4! (31,...,84)EPy N
4
kde Py n oznacuje mnozinu vsetkych usporiadanych stvoric z {1, ... ,N}. Mozeme

si viimnit, ze D je U-statistika $tvrtého radu s jadrom (2.18), kde

h((z1,91),(22,92),(23,93),(T4,94)) =

D> (M=t Yaamimn=i} — 21 {m=igy =} Lwa=i) Liys=j} +

i=1 j=1
Liay =iy Lyo=j} Has =it Lwa=s})-

Definiciu U-statistiky ndjdeme v Appendixu. Podla ¢lanku (Berrett a Samworth,
2021) mozeme D dalej prepisat ako

. 1 I J ) 4 I J
D= Ny o2 )~ gy —g) L
ZZI 1 z++2] 10+] (3N—2)(Ez IOH-)(ZJ 103-])
N(N —1)(N —3) N3(N —1)(N —2)(N —3)
N
C(N-D(N =3y

Vsimnime si, ze treti a Stvrty sc¢itanec v tejto sume zavisi iba na margindlnych
cetnostiach 0;4,04;. Tieto marginalne Cetnosti sa nezmenia, ani ked pracujeme so
spermutovanymi datami

(X17Y7r(1))T7"'7(XN7Y7T(N))T7 (115>

kde IT = (7(1),...,m(N)) je permutacia mnoziny {1,...,N}. USP test je permu-
tacny test (definiciu permuta¢ného testu moézeme nédjst v publikdcii (Salmaso a
Pesarin, 2010, kapitola 1.2), preto pri konstrukcii jeho testovej statistiky mozeme
treti a stvrty sc¢itanec uplne zanedbat. Rovnako mozeme zanedbat aj posledny
konstantny clen. Na zdklade tejto tvahy ziskame testovi statistiku USP testu
(T14). D je nestrannym odhadom D, ¢o mozeme nahliadnut z nasledujticeho
vypoctu:

Eh((X1,Y1),(X2,Y2),(X35,Y3),(Xy,Ya)) =

I J
E( YD (xi=ivi—ip L xe=ive—iy — 2 Lixi=iva=i} L {xo=i} L {va=j)
i=1j=1
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+1{X1=z‘}1{Y2=j}1{xs=i}1{x4:j}))

I J
=S S (P(Xy =i,Ys = j)P(Xy = i,Ys = j)—
1

—2P(X, = i.Yy = j)P(Xp = i)P(Ys = j)+
+P(X; = i)P(Ys = j)P(Xs = i)P(X, = j))

I J I
=3 (pijpij — 2piair; + @riair;) = Y Z pij — qirj)* = D.
i=1j=1 =1 j=1
Naviac, ak vytvorime lubovolni permutéciu I = (7(1),...,7(N)) z mnoZiny
{1,...,N}, ktord je nezavisla s napozorovanymi datami, tak pre stredni hodnotu

jadra h, aplikovaného na spermutovany ndhodny vyber (1.15)), plati:
EA((X1,Yr1)),(X2,Yr2),(X3,Yr(3)),(X4,Yr))) = 0.

Toto tvrdenie najdeme v ¢lanku (Berrett a kol., 2021b} str.7). Tento vysledok
sa dé& interpretovat nasledovne: Ak sa vratime k prikladu v kapitole 1, tak za
platnosti nulovej hypotézy nema krvna skupina Iudi Ziadny vplyv na ich telesna
hmotnost. Teda za platnosti Hy je rovnako pravdepodobné, Ze napozorujeme
déta (X1,Y7),...,(Xn,Yn) alebo spermutované déta (I.15)). Hodnota D odhaduje
mieru vzdialenosti D, ktora je nulova prave vtedy, ked st X a Y nezavislé.

1.4.2 Konstrukce USP testu

USP test nezavislosti mézeme previest v nasledujicich krokoch:
1. Testovu statistiku U aplikujeme na povodné data, ktoré oznacime
Sy = {(X, YD), .. (Xn,YN)T}
Prislusni hodnotu testovej statistiky oznacime ako U = U(Sy).

2. Zvolime cislo B, ktoré bude udéavat pocet permutacii z ndhodného vyberu
Sn. Najcastejsie sa voli B = 999.

3. Vytvorime nezavisla permutéciu I1, = (m,(1), ... ,m(NV)) mnoziny {1,...,N}
pre vsetky b = 1,...,B. Uvazujme spermutovany nahodny vyber S](\l;), ktory
vznikol pomocou permutéacie IIy:

=100
N —_— Y 9oy Y .
7p(1) 5 (N)

4. Statistiku U aplikujeme na mnozinu S](\I;) pre vsetky b =1, ... ,B. Prislusné
hodnoty testovej statistiky U na jednotlivych mnozinach S](\?) oznacime ako



5. Tymto spoésobom skonstruujeme B + 1 hodnot U, UM, ... . UB),

6. kriticky obor
Postupnost U,UM ... U®) zoradime zostupne a poradie hodnoty U v tejto
postupnosti oznac¢ime ako [. Nulovii hypotézu zamietame na zaklade pravi-

dla:

| <a(B+1): Hy zamietame,
[ > a(B + 1) : Hy nezamietame,

kde a oznacuje hladinu testu.

Poznamka. P-hodnota testu predstavuje najmensiu hladinu «, na ktorej by sme
este mohli zamietnut nulovi hypotézu. Hypotézu H, zamietame, ak [ splnuje
I < a(B+1). Z tejto nerovnosti odvodime vztah pre a:

(1.16)

>
= Br1

Najmensia hladina «, ktord splnuje vztah (1.16) je

L 1+, {uY > U}
“TBir1 B+1 ’

ktora predstavuje p-hodnotu testu.

USP test aplikujeme na priklad s krvnymi skupinami z kapitoly 1. Na realiza-
ciu testu pouzjeme prostredie R Core Team (2021)) a funkciu USP.test , ktora je
implementovand v baliku Berrett a kol.| (2021a). Vyslednd p-hodnota je 0.008 (pri
volbe B = 999), teda nulovi hypotézu moézeme zamietnut na hladine o = 0.05.

V nasledujucej vete ukazeme, ze D je najlepsim nestrannym odhadom miery D.
V dokaze tejto vety vyuzijeme druht Lehmannovu-Scheffého vetu (Andeél, 2007,
str.136).

Veta 2. D je najlepsi nestranngm odhadom D, a to jeding.

Dokaz. Na kontingencénu tabulku sa mozeme pozerat ako na realizdciu multino-
mického rozdelenia. Nech d = I.J. Oznac¢me vektory

X = ($17$27---,$d) = ($11,$12,---,$1J)T

p= (p17p2a"'7pd) = (p117p127"'ap1J)T7

pre ktoré plati:
d d

Zpi:lv in:N> pi > 0.

i=1 =1
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Ozna¢me Pp := P(O; = x1,09 = x9,...,04 = x4). Zo znalosti multinomického
rozdelenia dostavame:

N N -
Pp = ———n'py" - pa" = IJGXP{ 2T 10g(pi)}
i

ITII =! [T11 -
i=1j=1 1=1j=1
NI d—1 d—1 d—1
= 5 exp > x;log(pi) + (N -> xz) log <1 - sz)
i=1 i=1 i=1

IT1I=!

i=1j=1

N d-1 i d—1
H H szj' 1= 1= ? 1=

i=1j=1

Mnozina

log _h log _ P log _ Pdr
1->"p ) 1—SEp ) 1= p ) |

d
kde Z pi = 1,p; > 0, obsahuje nedegenerovany (d — 1)-dimenzionalny interval,
i=1
a teda z vety o exponencidlnom systéme (Andel, 2007, str.133) dostavame, ze
statistika S; = (o1,...,04—1) je Gplnad postacujica. Statistika S = (o1,...,04) je
funkciou statistiky Sp, ¢o plynie zo vztahu oy = N — Zf:_ll 0;. Ukazali sme teda,
ze aj statistika S je uplna postacujica a D je funkciou tplnej postacujicej sta-
tistiky. V sekcii sme ukézali, ze D je nestranny odhad miery D. Z druhej
Lehmannovej-Scheffého vety (Andél, 2007, str.136) dostdvame, Ze D je najlepsi
nestranny odhad D.
m

Poznamka. Uvedieme alternativny dokaz vety [2| ktorého skratenu verziu mo-
zeme najst aj v ¢lanku Berrett a Samworth! (2021)).

Dokaz. V predchiadzajicom dokaze sme odvodili vztah

N! d
P(Ol = .3131,02 = xg,...,Od = .ﬁEd) = ”exp{ le log(pl)} .

ITIT = =

i=1j=1
Z Neumannova faktorizacného kritéria (Andel, 2007, str.125) dostdvame, ze sta-

tistika S = (01,...,04) je postacujica. V dalsom kroku ukézeme, ze statistika S je
uplna a to priamo z definicie.

Oznaéme N, mnozinu vSetkych d-dimenziondlnych vektorov, ktoré maju sucet
prvkov rovny N.

d
Ny = {(21,22,....xq) : 7; € Ng pre Vi € {1,....d},> x; = N.}
i=1
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Bez ujmy na obecnosti mézeme predpokladat, ze p; > 0. V opac¢nom pripade
stac¢i zvolit index 7 taky, Ze p; > 0. Nech existuje funkcia ¢ : R — R taka, Ze pre

vsetky p1, ... ,pq plati

0= ¥

(z1,--52q)ENg

g(z1,...

7xd)P(Ol - xlaOQ =T2,... aOd = xd)

= > glzr,... .z N‘le
(:El,...,l‘d)GNd =1 x"
zqg d—1  x;
DPd 1 Pi’
= N! Z g(x1,...,xq) d| '
(z1,,xq)ENg L =1 Li-
1= > pi)e 4 ™
= NI Z g(xl,...,x)( '1 ) H ;
(z1,..,xq)ENg Lq: =1 Li:
1 1 — Zd pz d—l
= N! Z g(xl,...,xd)— ( ! S H
(xl,...7rd)€Nd ( Ez 1 pl) i=1
N! -1 p i "
_ﬁ(l_zpl)N Z g(xla"-vxd)H 1 d— -
Ld: =1 (z1,.,xq)ENg - Z =1 p'L Li

V Stvrtej a piatej rovnosti sme vyuzili nasledujtice vztahy

d—1 d—1
pa=1-> p, zg=N-=> pi = 0,
i=1 i=1
v poslednej rovnosti sme potom vyuzili vztah
d—1 d-1 | i PR D
I(1-Xn) =(1-Xn)
i=1 i=1 i=1
Oznac¢me D
z; = 71 1=1,....d—1.
1 - Zz 1 p’L
d—1 )
Vsimneme si, ze z; nadobiida iba nezaporné hodnoty, pretoze Z p; < 1. Upravou
i=1
dostavame
d=1 .
Z g(x1, ... ,xq) = =0.
(21,...,24)ENy i=1 Ti:

Tento vyraz mozeme interpretovat ako polyném v premennych zq,...,24_1 s koefi-
cientami g(x1, ...,rq), ktory je rovny nule na R‘i‘l. Ak je polyném rovny nule na
]Rflfl, tak musia byt vSetky jeho koeficienty nulové na Ri‘l, preto plati

g(x1,...,xg) =0 Y(x1,...,24) € Ny,

¢o dokazuje uplnost statistiky S. Podobne ako v prvom doékaze plynie z druhej
Lehmannovej-Scheffého vety, ze D je najlepsi nestranny odhad D.
O
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2. Stvorpolné kontingen¢né
tabulky

Uvazujme Specialny pripad kontingenc¢nej tabulky, pre ktord I =2 a J = 2,
teda obe nahodné veli¢iny X a Y nadobidaji prave dvoch hodnét. Tito tabulku
budeme nazyvat stvorpolnd kontingencnd tabulka (viz tabulka .

Y=1]Y=2] %

1] on 012 | 014
2 021 022 02+

Z 041 049 N

X
X

Tabulka 2.1: Stvorpolné kontingenéné tabulka

Testova statistika y2-testu pre $tvorpolnt kontingenént tabulku sa dé zjed-
nodusit nasledujicim spésobom (viz (Andel, [2007)):

2 _ 2 (Oz’j - %’)2 o N(011022 - 012021)2
Xax2 =D D = :
=11 €ij 014024 + 041042
Za platnosti nulovej hypotézy m4 testova statistika x3, ., asymptoticky x3 rozde-
lenie. Testova statistika G-testu ma tvar:

G = QZZOUIOgﬂ
i=1j=1 Lj

€ij

Stvorpolné kontingenéné tabulky sa ¢asto pouzivaji pri medicinskych vizkumoch.
Mozeme testovat napriklad tcéinnost nového lieku, kedy je jednej skupine Iudi
podévany novy liek a druhd skupina dostéva placebo (alebo je na 1u pouzita
standartnd liecba). U oboch skupin Iudi pozorujeme ¢i sa ich zdravotny stav zlep-
sil alebo zhorsil. Pri klinickych studiach ¢asto porovnavame dva rozne liecebné
zdkroky alebo dva rozne lieky. Stadie sa vykondvaji na dvoch skupinach Iudi,
pricom na kazdi skupinu je aplikovany jeden z dvoch liekov (alebo zédkrokov). Vy-
sledky tychto pozorovani nadobudaji dvoch hodndt, ako napriklad ,vylieceny*“ a
ynevylieceny“ alebo ,pritomnost vedlajsich uc¢inkov® a ,bez pritomnosti vedlaj-
sich ucinkov“.

Ako priklad uvedieme studiu, ktora skimala stvislost pravidelného prijmu aspi-
rinu s vyskytom infarktu. Ucastnici boli rozdelen{ do dvoch skupin, pri¢om jednej
skupine bol podavany aspirin a druhej placebo. Vysledky pozorovania mézeme za-
pisat do tabulky Udaje v tabulke st iba ilustracné.

Infarkt Bez infarktu Spolu
Placebo 3 5 8
Aspirin 7 9 16
Spolu 10 14 24

Tabulka 2.2: Vysledky studie zavislosti uzivania aspirinu a infarktu
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2.1 Test homogenity dvoch binomickych rozde-
leni

Doposial sme na kontingen¢nu tabulku nahliadali ako na realizaciu multino-
mického rozdelenia. Castokréat bjva vhodné interpretovat §tvorpolni kontingenént
tabulku po stipcoch (resp. po riadkoch) ako realizaciu dvoch binomickych rozde-
leni.

Uvazujme nezavislé nahodné vybery Xj,...,X,, o rozsahu n z alternativneho rozde-
lenia Alt(p;) a Y1,...,Ys, o rozsahu m z alternativneho rozdelenia Alt(ps), pricom
p1 € (0,1), po € (0,1). Nahodna velicina X/ = >" ;| X; ma binomické rozdelenie
Bi(n,p;) a ndhodnd veli¢ina Y, = >, Y; ma binomické rozdelenie Bi(m,ps).
Na zéklade tohoto znacenia mdézeme prepisat tabulku nasledovne:

Y=1|Y=2 >
X=1 X/ Y, X +Y
X=2|n-X,|m-=Y |n+m—-X —-Y/
> n m n+m

Tabulka 2.3: Realizacia dvoch binomickych rozdeleni

Nezavislost X a Y je v tomto pripade ekvivalentna s rovnostou p; = ps.
Vréatme s sa znovu k tabulke 2.2 uddvajicu vysledky urcitej lekarskej studie.
Tuato tabulku mozeme interpretovat po riadkoch ako realizaciu dvoch nezavislych
binomickych rozdeleni Bi(8,p), Bi(16,p2), kde p; udéva pravdepodobnost Ze pa-
cient, ktorému bolo podavané placebo, dostane infarkt. Analogicky p, oznacuje
pravdepodobnost infarktu pri poddavani Aspirinu. Rovnost p; = p, implikuje, ze
riziko infarktu nezaviselo na konzumacii Aspirinu, a teda prevencia nebola ¢inna.

Veta 3. Oznacme p, = XT’/" ako odhad pravdepodobnosti ispechu p1, py = % ako

Xn+Ym

odhad pravdepodobnosti uspechu py a p = =z ako odhad spolocnej pravdepo-
dobnosti uspechu za nulovej hypotézy. Nech p # 0, p # 1. Testovi statistiku X3,
mozeme prepisat ako

2 = Dy~ Do : 2.1
' (\/13(1—13)(3#;)) =0

Dékaz. Pomocou znacenia zavedeného v tabulke [2.3] prepiSeme:

(X, +Y.)n 3 n(n+m— (X, +Y)) 3
— \n T )t = n 2 —=n(l—
e11 ntm np €21 ntm n( p)
(X, +Y))m 3 m(n+m— (X, +Y))) 3
— P T )T = n s =m(l —
€12 ntm mp €22 n+m m( p)
011 = nj)l 012 = mf?Q 091 = n(l _251) 022 = m(l _@2)'
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Pocitajme:

(on —en)*  n*(p, —p)° (012 —e12)®  m*(py—p)*
— All ~ — Al?
€11 np €12 mp

(021 - 621)2 _ (n(l —pp—1 +1~9>>2 n2(f71 _13)2 -
€21 n(1—p) n(l—p)

(029 — €29)* _ (m(1—py—14p))? _ m?(py — p)* — A
m(1—p) m(l—p) 7

Testov statistiku y2-testu pre $tvorpolné kontingenéné tabulky moZzeme prepisat
ako

2
X2x2

2
0ij — €
Zjij) = A+ A + Agy + Ay =

eij

I
||Mw

n*(py —p)?(p+1—p)+nm?*(Py —p)’(P+1—-p)

nmp(1 — p)
p(1 = D)
S vyuzitim vztahu p = % dostavame:
Ny IR PN _nf)1~|—mf32>2 <A nﬁ1+m}52>2_
n(py —p)” +m(p; — p) —n<p1 ) T
_ n(m(ﬁl _ﬁz))g +m n(p, _ﬁl))2 _
n+m n+m
_ nm(py — py)*(n +m) _ nm(p, — p,)?
(n+m)? (n+m)
¢o spolocne s (2.2)) dava
2
2= —by)* nm (p1 — P)? P1— s
Ep=p) ntm o pL-P)GH) -+ L)
[

18



Veta 4. Za platnosti nulovej hypotézy md testovd statistika z vety[d asymptoticky
X3 rozdelenie, teda

2
P1— P2 )) gx%, m,n—>oo,ﬁ—>)\€(0,oo).
1 m

(ﬁo(l—fa)(h :

Dékaz. Doékaz je modifikaciou vety 6.2 z (Omelkal, 2022)). Predpokladajme, ze
plati nulova hypotéza. Prepiseme

D1 — Do \/_<p1—f92) — T
\/pl— (++3) \/p 4 B(1—p)

Za platnosti nulovej hypotézy je py = ps := p. Stredné hodnoty EX; = py,
EY; = py st konecné a teda zo zakona velkych ¢isel dostavame:

A~ 1 & S.J. N 1 & s.J
=D Xi=mp b= Yi=5p
=1 =1

Vdaka vete o spojitej transformacii plati vztah:

\/ﬁ(l—p) +p(1—p) \/ +p1—p) (2.3)

Z kone¢nosti rozptylov varX; = pi(1 — py1), varY1 = pa(l — pa) a s vyuzitém
centralnej limitnej vety

Vb —p) S NOp(1—p)) Vm(p, —p) S NOp(L—p)),
a teda

p) =Vl — ) NOp(1 = p)/N)

Odhady p; a p, st Vyberove priemery z nadhodného vyberu Xi,...,X, resp.
Yi,....Y,,, a teda st nezavislé. Preto dostavame:

P —p\ D 0 p(1—p) 0
m | — NN , A )
\/_<p2—2?> 2(<O> ( 0 p(l-p)
Z delta-met6ody (Omelkal 2022, str.14) dostavame, Ze pre vietky c z R? plati
Ao p(1-p) 0
c! m(lfl p)%NO,cTEc, kde Ez( A )
vm Pa—p ( ) 0 p(l-p)

Volnou ¢ = (1, — 1)7 dostavame

Vm(py — py) = N<0,p(1;p) +p(1 — p)>. (2.4)

Nakoniec vyuzijeme vztahy (2.3)), (2.4) a Cramérovu-Sluckého vetu, pomocou
ktorej odvodime vztah

_ VP e-p) il - )
VP(L =) 2 +p(1—p) /22 1 p(1 — p)

7Z definicie y2-rozdelenia dostévame, Ze za platnosti nulovej hypotézy testova sta-
tistika z vety |4 konverguje v distribuci ku y?- rozdeleniu.

2 N(0,1).

O
Poznamka. Vsimnime si, ze z vety [3| a 4] plynie aj vztah pre [ =2,J =2.
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2.1.1 USP test pre stvorpolnu tabulku

Podobnym sposobom ako vo vete [3| mézeme prepisat aj statistiku USP testu
U (viz (1.14])) pre stvorpolni kontingencént tabulku. Ozna¢me ju

Uzx2 = Uy — U, (2.5)
kde
b (n+m)(n+m —3) i=1 j=1 N v
Uy = 1 ZZO-~6~
T n+m)n+m—2)(n+m—3) Pt v

Pomocou znacenia zavedeného v kapitole [2.1] prepiSeme

(o —en)* =n*py —p)° (o012 — e12)* = m* (P, — p)°
(021 —€21)> =n*(py — P)* (022 — €x)” = m* (D, — P)*.
Pocitajme

I
Z (0ij — €ij)* = 2n*(p; — P)* + 2m*(p, — p)* =

_ 2n2<f91 _npy +mﬁ2>2—|—2m2<ﬁ2 _npy —|—mf)2>2

n+m n+m
_ 2n2m2(f)1 _f)2)2 2m2n2(f91 - ]52)2 _ 4m2n2(f91 - ]52)2
(n+m)? (n+m)? (n+m)?

Z toho odvodime vztah pre U; ako

U — 1 4m2n2(f)1 _ZA)Q)z — (]5 ZA) )2 4m2n2 —
YT nm)n+m—3)  (n+m)? L (nm)3n+m —3)
2
_ (P1 — Do)2mn
(n+m)32(n+m—3)2 |
Veta 5. Oznacme o}, = 2%’1(;7;’), Wpr = 4(A2+1)A(i’1§§2p+1). Za platnosti nulovej

hypotézy plati

D n
mUsyo — 0;/\)(% —wpy  mn — 00, — — A € (0,00).
m

Doékaz. Ako prvé ukazeme, ze plati
D 2.2
mU; = opr"X7-
Oznac¢me

(P — Py)2mn
Lnm ‘= )
, m(n+m)3/2(n—|—m—3)1/2
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Prepiseme

7 Vm(p, — py)2mn _ Vm(py — fb)zﬁ
n,m mg/Q(% + 1)3/2m1/2(% +1— %) (% + 1)3/2(% 11— %)

S vyuzitim Cramérovej—Sluckého vety a vztahu (2.4)) dostdvame

2A  /p(1—p)
anDN(O ( 1— )):NO 2).
s — 7(1+>\)2 )\ +p( p) ( 7JPA )
Potom plati
an
™ By N(0,1)
Op

7Z definicie x? rozdelenia dalej plati

Zn,m 2 D 2
— ) —7Xu

Op
z ¢oho plynie dokazovany vztah
2
2 _ (ﬁl _ﬁ2)2mn . D 2 2
Gnim)” = m ((n +m)32(n +m — 3)1/2> = mUi = X1

Dalej ukézeme platnost vztahu
mUs 2 Wp- (2.6)

S vyuzitim (1.7)), , znacenia zavedeného v kapitole a za predpokladu
platnosti nulovej hypotézy odvodime vztahy

011 s.j. 012 s.j. 021 s.j. 022 s.j.
— =5, — =5 p, — =5 (1 —p), —= =5 (1 —p), (2.7)
n m n m
€11 s.. €12 s.j. €21 s.j. €22 s.j.
— =5 p, — =5 p, — =5 (1 —p), —= =5 (1 —p). (2.8)
n m n m
Oznacéme
011€11 012€12 021€21 022€22
By = By = By = Byy = .

m2
S vyuzitim vztahov (2.7)), (2.8)) a vety o spojitej transformacii dostdvame
By - pQ, B %an B =2y (1 —p)2, By = (1 —p)Q- (2.9)

Prepiseme

Z 0ij€i; = 011€11 + 012€12 + 021€21 + 022€29
i=1j—=1

= 712311 + szu + n2Bz1 + m2322

= n2(311 + Ba1) + m2(312 + Byo)

2
= m2 ((;:L) (Bll + Bgl) -+ Blg + Bgz) = mQC (210)

21



Pomocou ([2.9) a vety o spojitej transformécii mame
CX P+ (1—p)+p+(1—p? =N+ D2 —2p+1). (211

S vyuzitim (2.10) a (2.11) plati

U — A4m3C
T (n+m)(n+m—2)(n+m—3)
Am3C 5.4. 4()\2 + 1)(2p2 —2p+ 1)
= — - P n 3y 3

Konvergencia skoro isto implikuje konvergenciu v pravdepodobnosti, a preto plati

pozadovany vztah (2.6)).
O

Uvazujme znovu spermutovany nahodny vyber V testovej statistike Uy, apli-
kovanej na [I.15] mézeme zanedbat konstantu zavisli na m a n. Ziskame tak vyraz

Ul,Perm = (f)l - f)2)2- (212>

Vidime, ze permutacny test zalozeny na statistike U; by bol ekvivalentny permu-
tacnej verzii y*-testu. Jednoduchym vypoctom je moné overit, Ze hodnota U,
sa pri aplikacii na spermutovany nahodny vybere zmeni. Z tohoto dévodu nie je
permutaény y>-test ekvivalentny s USP testom s testovou statistikou .

2.2 Fisherov faktoridlovy test

Fisherov faktoridlovy test je mozné pouzit na testovanie hypotézy nezavislosti
pre obecnt kontingencénu tabulku velkosti I x J, no v tejto praci uvedieme len
jeho verziu pre tabulky velkosti 2 x 2. Tento test patri medzi presné testy, pretoze
dodrziava pozadovanu hladinu « presne. Typicky ale byva konzervativy. Fisherov
faktoridlovy test tzko suvisi s USP testom, ako neskor nahliadneme.

Uvazujme tabulku . Dale predpokladajme, 7e st dané marginalne ¢etnosti.
Za platnosti tejto podmienky urcuje cetnost v prvej bunke tabulky o;; ¢etnosti
v zvysnych troch bunkach. Ozna¢me ako P g;s, podmienent pravdepodobnost, ze
vznikne tabulka s ¢etnostami 011,012,021,000 za podmienky, Ze st marginalne cet-
nosti 014,094,041,049 dané. Za nulovej hypotézy plati nasledujici vztah (Agresti,

2018, str.47)
(o) Goutn)

()

Kriticky obor Fisherova faktoridlového testu odvodime nasledovne, viz (Andel,
2007). Oznac¢me

PFish -

011022

P11D22
f— ; b f— ,
P12P21 012021

kde 8 budeme nazyvat pomer Sanci a b odhad teoretického pomeru Sanci. Dalej
definujme logaritmicki interakciu d = In(b) a teoretickt logaritmickid interakciu

0 =1In(B).
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Pri testu hypotézy nezavislosti s¢itame pravdepodobnosti P g, pre tie tabulky,
ktoré maji rovnaké margindlne ¢etnosti ako pévodna tabulka a pre ktoré zaroven
plati, Ze absoliitne hodnoty ich logaritmickych interakcii s vacsie alebo rovné ako
absolitna hodnota z logaritmickej interakcie povodnej tabulky. Ak je tento stucet
mensi alebo rovny ako «, tak zamietame hypotézu H,.

Priklad

Vratme sa k tabulke zachytavajucu vysledky studie, ktorda mala za tlohu
zistit suvislost medzi uzivanim aspirinu a rizikom infarktu. Prevedieme Fishe-
rov faktoridlovy test. Ako prvé vypiSeme vSetky tabulky, ktoré maju rovnaké
marginalne Cetnosti ako tabulka [2.2] Pre kazdu tabulku spocitame logaritmickd
interakciu d a hodnotu Pg;g, (v tabulkdch ju budeme oznacovat pre prehladnost
len ako P).

0 8 1 7 2 6
10 6 9 7 8 8
d=—o0 d =-2.197 d =-1.098
P=0.00656 P=0.04666 P=0.11432
3 ) 4 4 3 3
7 9 6 10 D 11
d=-0.26 d =0.511 d=1.299
P=0.12472 P=0.06496 P=0.1599
6 2 7 1 8 0
4 12 3 13 2 14
d =2.197 d = 3.412 d =00
P=0.00171 P=0.00653 P=0.0051

Nasledne s¢itame vsetky pravdepodobnosti P, u ktorych je absolitna hodnota
logaritmickej interakcie d vacsia alebo rovna ako 0.26 (¢islo 0.26 predstavuje ab-
soltitnu hodnotu logaritmickej interakcie povodnej tabul’ky. V nasom pripade
spoc¢itame hodnoty P vsetkych tabuliek. Obdrzime tak ¢islo 0.53046, ktoré je vac-
sie ako hladina a = 0.05. Hypotézu nezavislosti teda nemdzeme zamietnut na tejto
hladine.

Stuvislost Fisherova Faktoridlového testu a USP testu

Vsimnime si, ze tabulky, ktoré maji rovnaké marginalne ¢etnosti ako pévodna
tabulka, na ktori aplikujeme Fisherov faktoridlovy test, odpovedaju kontingenc-
nym tabulkdm, ktoré vznikli na zédkladne spermutovanych dat [1.15 Pri USP teste
aplikujeme testovu statistiku USP testu na kazdi kontingen¢énu tabulku, ktora
vznikla zo spermutovanych dat. P-hodnotu testu uré¢ime na zaklade poradia hod-
noty realizacie testovej statistiky na povodnych datach, ako je vysvetlené v[1.4.2]
Naopak, pri Fisherovom faktoridlovom teste nas zaujima poradie logaritmickej in-
terakcie povodnej tabulky medzi logaritmickymi interagciami zvysnych tabuliek
a zaroven ich prislusné hodnoty Pg;gp.
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2.2.1 Riadkov4 a stlpcova intepretacia

Tabulku je mozné interpretovat ako realizaciu dvoch nezavislych bino-
mickych rozdeleni po riadkoch alebo po stipcoch. Mézeme sa zaoberat otdzkou
¢i pri testovani rovnosti parametrov p; a po zdlezi, ktori zo zmienenych inter-
pretacii zvolime. Jednoduchym vypoctom moéZeme overit, Ze pri pouZiti y*-testu
nezavislosti na interpretacii nezalezi. Rovnako nezalezi na riadkovej a stipcovej
interpretacii pri pouziti Fisherova faktoridlového testu a testu pomerom viero-
hodnosti. Pre testovu statistiku USP testu Usys na zvolenej interpretécii zalezi.

Pre stvorpolni kontingenéna tabulku mézeme uvazovat aj statistiky zalozené
na rozdielu pravdepodobnosti, podielu pravdepodobnosti a relativhom riziku,
ktoré uvedieme v nasledujicom odstavci.

Oznac¢me
_n_nd-p)

2y pa(l —p1)’
kde d,r a o nazyvame postupne rozdiel pravdepodobnosti, podiel pravdepodobnosti
a pomer Sanci. Rovnost p; = py nastava prave vtedy ked je splneny aspon jeden
zo vztahov

d = p1 — pa, r

d =0, r=1, o=1. (2.13)

Uvazujme postupne testové statistiky zalozené na rozdielu pravdepodobnosti, po-
dielu pravdepodobnosti a pomeru Sanci (viz (Omelkaj, 2022, str. 134-137))

A

d
T _ 2.14
I NNy (2.14)
o 7
T =287 (2.15)
npy mpy
low 3
T, =22 (2.16)
Vo

Znovu mozeme jednoduchym vypoctom overif, ze pri pouziti testovej statis-
tiky na interpretécii nezélezi. Naopak, pri teste zaloZenom na statistike
(2.14) alebo na zvolenej interpretacii zdlezi.

Pre prehladnost zhrnieme vysledky do tabulky [2.4]

x?—test | G-test | Fish. test | USP test | T} T, T,
NIE NIE NIE ANO ANO | ANO | NIE

zalezi na
interpretacii

Tabulka 2.4: riadkové a stipcové interpretdcia testov
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2.3 Aplikacia testov na realnych datach

V tejto kapitole predvedieme testovanie hypotézy nezavislosti na redlnych
datach s vyuzitim testov, ktoré sme predstavili v praci. Jednotlivé testy budeme
realizovat pomocou softwaru R Core Team (2021). Testované data pochadzaji
zo znamej harvardskej studie, ktora skiimala vplyv aspirinu na vyskyt infarktu.
Testy prevedieme na hladine a = 0.05.

Physicians’ Health Study

Déata pochadzaji z randomizovanej stiudie s nazvom Physicians’ Health Study
(Agresti, 2018, str.30), ktord testovala ¢i moze pravidelnd konzumaécia aspirinu
zabranit vzniku infarktu myokardu. Stiidia prebiehala 5 rokov a pozorovala tcéinky
liecku na 22 071 pacientoch. U¢astnici boli ndhodne rozdeleni do dvoch skupin.
Jednej skupine bol podavany aspirin a druha skupina dostavala placebo. Vysledky
pozorovania mozeme najst v tabulke [2.5

Infarkt Bez infarktu  Spolu
Placebo 189 10 845 11 034
Aspirin 104 10 933 11 037

Tabulka 2.5: vysledky studie zavislosti uzivania aspirinu a infarktu

Oznac¢ime hypotézu a alternativu

Hy : { vyskyt infarktu nezdvisi na konzumécii aspirinu },
Hy : { vyskyt infarktu zdvisi na konzumédcii aspirinu }.

Na testovanie hypotézy Hy proti alternative H; vyuzijeme USP test (pocet per-
mutécii B = 999), x*-test, G-test (test pomerom vierohodnost{) a Fisherov fak-
toridlovy test. Vysledné p-hodnoty zapiseme do tabulky [2.6]

test: USP | x’-test G-test | Fisherov test
p-hodnota: | 0.001 | 7.7 x 1077 | 4.7 x 10~" | 5.03 x 10~°

Tabulka 2.6: p-hodnoty testov
P-hodnoty v tabulke st mensie ako hladina o« = 0.05, a teda nulovi hypotézu

mozeme zamietnut na tejto hladine. Ukazali sme, Ze je Statisticky preukazatelna
zavislost medzi konzumaciou aspirinu a vyskytom infarktu.
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Appendix

U-statistiky

Mnoho testovych statistik je zalozenych na U-statistikdch. Medzi najznamejsie
patria vyberovy priemer X,, a vyberovy rozptyl S,%. Definicie spolu s prikladmi
v celej kapitole su Cerpané z publikacie (Serfling, 2009, kapitola 5).

Definicia U-statistiky

Definicia 1 (U-statistika). Nech Xi,...,.Xn je ndhodny vjber s rozdelenim F o
rozsahu N. Pre symetricki funkciu h = h(xy,....x), kde m < N, definujeme
U-statistiku ako

1
Un = U(Xl,,Xn) = N Z h(Xh,...,Xim), (217)

N Pmn
m

kde sc¢itavame cez mnozZinu Py, ,, vsetkych m-prokovych podmnozin (iy,...,im) 2 mno-
Ziny {1,...,N}. Funkciu h nazjvame jadro U-statistiky.

Uvazujme nahodny vyber Xi,...,X,, s rozdelenim danym distribu¢nou funkciou
F. Dalej uvazujme parameter § = 6(F), pre ktory existuje nestranny odhad.
Inymi slovami, parameter §(F') mdzeme pisat ako

0(F) = Ep{h(X1,. X)), m<N

kde funkciu h = h(xy,...,x,,) budeme nazyvat jadro parametru 6(F). Vsimnime
si, ze h nemusi byt funkciou celého ndhodného vyberu, ale iba jeho prvych m
pozorovani, kde m < N. Z tohoto dovodu nie je funkcia h dobrym odhadom
parametru . Definujme novy odhad ako priemer hodnét funkcie h(xy,...,x,,) cez
vsetky m-prvkové permutacie z nasho nahodného vyberu. Takto definovany od-
had nazyvame U-statistika.

Poznamka. V definicii U-statistiky uvazujeme jadro h symetrické, teda také
(i1, ,Tim), ktoré ma rovnakd hodnotu pre vsetky permutacie z mnoziny P, ,,.
V opacnom pripade mdze byt nahradené symetrickym jadrom

1
— PZh(xil,...,xim), (2.18)

kde P, oznac¢uje mnozinu vsetkych m-prvkovych permutacii postupnosti x1,...,2,,.
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Zaver

Praca sa zaobera testami nezavislosti pre data, ktoré pochadzaju z dvojroz-
merného diskrétneho rozdelenia. Cielom prace bolo predstavit zakladné testy ne-
zévislosti a skimat vztahy medzi nimi. V praci dopliiame délezité kroky niekto-
rych dékazov (najmé v ddkazu vety (1)) a uviedli sme alternativny dokazy vety .
Podrobne sme odvodili stivislost Pearsonova x2-testu s y2-divergenciou a stvislost
testu pomerom vierohodnosti (G-testu) s Kullbackovou-Leiblerovou divergenciou.
Toto odvodenie poskytuje priamociarejsie nahliadnutie testovej statistiky USP
testu, ktora je uvedena v kapitole [1.4.1

V préci sme sa podrobne zamerali na problematiku testovania zhody dvoch
nezavislych binomickych rozdeleni pomocou stvorpolnej kontingenc¢nej tabulky.
Medzi hlavné prinosy v tejto kapitole patri prepis testovej statistiky USP testu
pomocou odhadov parametrov p; a ps a nasledné odvodenie jeho asymptotického
rozdelenia. Pracu sme ilustrovali ndzornymi prikladmi spolu s ukazkami prak-
tického pouzitia testov. Na zaver sme pridali ukazku realizacie testov pomocou
softwaru |[R Core Team| (2021)).

V dalsom vyskume by bolo zaujimavé porovnat USP test s permutac¢nou ver-
ziou Pearsonova y2-testu. Zaujimavym pozorovanim by bolo aj porovnanie jed-
notlivych testov pomocou simulac¢nej studie.
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