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Uvod

Diplomova praca sa hlavne venuje vypocitaniu rezerv poistného zivotnych
poisteni, ktoré dalej budeme oznacovat uz len ako rezervy. Najbeznejsie sa re-
zerva pocita ako rozdiel hodnoty budicich zavizkov a hodnoty budiceho poist-
ného (prospektivna metoda). V tejto praci rozoberam pristup zalozeny na detail-
nej analyze stochastickych procesov popisujtcich vyvoj stavu poistenych osob a
ich spojenie s vyplatnou funkciou stanovujicou vyplaty pri roznych udalostiach.
Vdaka tomuto stochastickému pristupu dokazem zistit nie len strednii hodnotu
budtcich platieb (rezervu), ale aj ich rozptyl a distribuént funkciu. Preto je tento
pristup analytickou alternativou k obltibenej, avsak vypocetne narocnej metode
Monte Carlo.

V 1ivode tejto prace predstavim zakladny stochasticky proces pre zivotné po-
istenie. Na to su potrebné niektoré koncepty ako Markovove refazce, prechodové
sadzby, vyplatné funkcie a dalSie pojmy, ktoré sa pouzivaju v predpokladoch
na odvodenie diferenc¢nych a diferencidlnych rovnic. Z toho dovodu vsetky tieto
pojmy uvediem a nasledne prejdem na samotné odvodenie, najprv diferencénych
rovnic.

Rovnako ako v [Koller (2012) uvediem rovnice pre 3 typy poistenia. Kon-
krétne pre kapitalové poistenie pre pripade smrti, kapitalové zmiesané poistenie
a dochodkové poistenie dvoch oséb. Navyse, ¢o povazujem za jeden z vlastnych
prinosov prace, odvodim rovnice pre sirotsky dochodok na zaklade vseobecnej
formule. Dalej odvodim vypocet poistného pre spominané Styri typy poistenia.
Potom implementujem vypocet v konkrétnych prikladoch a porovnam vysledky
so simuldciou Monte Carlo, ktort som tiez sama implementovala. Navyse, nebu-
dem skimat len strednt hodnotu penazného toku, ale aj vyssie momenty, dokonca
distribu¢nu funkciu, ktorych hodnotu sa oplati poznat pre blizsiu analyzu rizika
poistenia.

Dalej prejdem na odvodenie diferencidlnych rovnic a uvediem ich tvar pre 3
typy poistenia, ktoré explicitne vypocitam. Navyse, rovnako ako pri diskrétnom
case, zo vseobecnej formule vyjadrim rovnice pre sirotsky dochodok spolu s pod-
robnym rozobratim jeho komponentov a uvediem taktiez vypocet poistného pre
spominané 4 typy poistenia.

Na zaver zhrnieme rozdiely medzi diferenénymi rovnicami a simuldciou. Pri-
loha obsahuje zdrojové kédy vsetkych vypoctov v programe Wolfram Mathema-
tica.



1. Uvod do problematiky

V tejto praci bude hlavnou tlohou vypocitat rezervu pre rézne typy zivotnych
poisteni. Zameriame sa na poistenia, pri ktorych je poistnd udalost bud dozitie
sa urcitého veku alebo smrt. Budeme uvazovat model, kde poisteny je v kazdom
Case t v stave 7, pricom mozu nastat 2 rozne stavy - zivy, mitvy (oznacime *, 1),
ktoré tvoria stavovy priestor S. Stavy poisteného tvoria stochasticky proces X,
kde X;(w) € S. Primarnym zdrojom k tejto praci je |Koller| (2012]).

1.1 Stochasticky proces

Definicia 1. (Stochasticky proces)

Oznacme (,A,P) pravdepodobnostny priestor, ktory spliia Kolmogorove axi-
omy. Dalej nech (S,S) je meratelny priestor a T nech je podmnoZinou R. Sibor
X it € T ndhodnych velicin

X (QAP) = (5,S), wr Xi(w)
sa nazyva stochasticky proces na (Q,A,P) so stavoviym priestorom S.

V celej praci budeme uvazovat, zZe tento stochasticky proces je Markovov re-
tazec.

Definicia 2. (Markovov retazec)

Nech (Xi)ier je stochasticky proces na (2,A,P) s konecnym stavovym pries-
torom S a T C R. Proces X sa nazyva Markovov retazec, ak pre vsetky

TLZL t1<t2<"'<tn+1€T7 i17i27"'7in+1657
kde

P[th :i].?XtQ :iQ,...,Xt :Zn] >O

n

plati
P[th+1 = Z.n_i_]_‘th = Zk,Vk' Z n] = P[th+1 = Z.n+1|th = Zn]

Dalej potrebujeme vediet aké je pravdepodobnost, Ze poisteni zostane v urdi-
tom stave, pripadne zmeni svoj stav. Tieto podmiené pravdepodobnosti budeme
kvoli zjednoduseniu oznacovat p;;(s,t).

Definicia 3. Pravdepodobnost, Ze sa poisteny dostane do stavu j v case t za
podmienky, Ze v case s bol v stave i oznacime p;;(s.t).
Plati teda:

pij(s,t) = P[Xt = j|XS = ’l],



kde s < t,i,j € S a (X)ier je stochasticky proces na (£2,.4,P).

Niekedy vsak namiesto podmienenych pravdepodobnosti budeme poznat pre-
chodové sadzby.

Definicia 4. (Prechodové sadzby)

Nech (Xy)ier je Markovov retazec v spojitom case s konecngm stavovym pries-
torom S. Potom, ak nasledujice limity existuji

wi(t) = lim pre vietky i € S,

ATNO At
(4) = lim 2\t T2y
pi;(t) A}t{lo ; pre vietky i # j € S,

wi(t) = —pi(t) pre vsetky i € S
tak ich nazveme prechodovymi sadzbami.

Podmiené pravdepodobnosti vieme na zaklade prechodovych sadzieb vypoci-
tat, ale len v pripade, ze Markovov refazec je regularny.

Definicia 5. (Reguldrny Markovov retazec)

Nech (Xy)ier je Markovov retazec v spojitom case s konecnym stavoviim pries-
torom S. Potom (Xy)er je requldrny Markovov retazec ak prechodné sadzby pu;(t)
a pij(t) su dobre definované a spojité vzhladom ku t.

Veta 1. Nech (Xy)ier je requldrny Markovov retazec v spojitom case s konecnym
stavovym priestorom S. Potom plati:

1. Spdtné diferencialne rovnice
%pij(sat) = 115 (8)Dij (8,8) — Dokzi i (8)Prj(5,t)

2. Dopredné diferencidlne rovnice
i (5:8) = =1 (0)pij (5,8) + Ty ik (5,8 pai (5)

Dékaz. Dokaz najdeme v Koller (2012) na strane 16.
O
Niekedy sa nam bude hodit poznat aj podmienent pravdepodobnost, Ze po-
isteny zostane v ¢asovom intervale [s,t] v stave j.

Definicia 6. Nech (X;);er je requldrny Markovov retazec s konecnym stavovym
priestorom S. Potom definujeme podmieneni pravdepodobnost, Ze poisteny zo-
stane v casovom intervale [st] v stave j ako

Pij(s,t) = P[mge[sﬂ Xe = j|X, = j], kde st €R, s<tajé€S.

A ukézme si eSte ako pomocou Chapmanovo—Kolmogorovovej rovnice vypo-
¢itat podmienent pravdepodobnost p(s,u), ak pozndme pre vsetky j € S pod-
mienené pravdepodobnosti p;;(s,t) a pjx(t,u). Nasledne uvedieme maticovi verziu
tejto rovnice.



Veta 2. Nech (X;)ier je Markovov retazec. Pre s <t <wu €T aik €S, také Ze
P[X, =1] > 0 plati:

pik(57u) - Z Dij (S)t) p]k(t,U),
jes

P(s,u) = P(s,t) x P(t,u).

Dékaz. Dokaz najdeme v Koller (2012) na strane 11.

1.2 Urokova miera

Dalej sa zamerajme na trokovi mieru. Zalezi na jej hodnote, pretoze v pri-
pade, ze zvolime prilis vysokd prip. prilis nizku moze dojst k tomu, ze poistné
bude prilis vysoké prip. nastane insolventnost poistovne. V tejto praci budeme
pracovat so spojitym urocenim, ktoré mé rozdielnu intenzitu drocenia v case t.
Ukézeme si najprv (rovnako ako v [Cipral (2010)) ako vypocitame budicu hod-
notu kapitalu pre zlozené trocenie, z neho si potom odvodime budtcu hodnotu
pre spojité urocenie s konstantnou intenzitou tirocenie, potom s rozdielnou a na-
koniec si odvodime suicasni hodnotu kapitalu pre spojité trocenie s rozdielnou
intenzitou trocenia.

Uvazujme najprv, Ze nas zaujima budica hodnota penazi v ¢ase t (po t uroko-
vych obdobiach), ak sme v ¢ase 0 mali k dispozicii sumu Sy pri zlozenom trocent,
¢o znamend, ze sa urok pripisuje ku kapitdlu kazdé trokove obdobie (celkovo
méame ¢ obdobi). Tito hodnotu vypocitame podla vzorca:

St - SQ N (1+Z)t,

kde ¢ je turokova miera. My vsak chceme, aby sa pocet pripisovani trokov
za trokové obdobie blizil k nekoneénu (spojité trocenie). Budica hodnota sa v
tomto pripade vypocita nasledujtico:

Sy = Sp - lim (1—1-7) ,
m— 00 m
kde i™ je nomindlna tirokové miera s pripisovanim tirokov m krat za trokové
obdobie, ktora prislicha efektivnej tirokovej miere 7. Oznac¢me

i) = lim ™ =3¢
m—0o0
urokovt intenzitu. Potom budtcu hodnotu pri spojitom troc¢eni mézeme dalej
upravit

;(m)
. 7 mt
St:So-ngl_}n(l)o(l—FW) =S, - e



Ak sa urokovd intenzita meni v Case, oznacime jej hodnotu v case t ako §(t).
Budica hodnota kapitdlu je v tomto pripade

Sy = Sp - exp { /Ot(S(T)dT} =S, - exp { /té(T)dT},

s

a hodnotu penazi v ¢ase s mézeme vyjadrit ako

S, =5 - exp{ — /Sté(r)dT}.

kde 0 < s <taS; jesuma penazi, ktord mame k dispozicii v ¢ase s. V pripade,
ze chceme vypocitat sicasni hodnotu, budeme pouzivat diskontny faktor v(t)
prip. v; pre ktory plati:

v(t) = exp{ - /Ot (5(7’)d7’}, v = eXp{ - /tt+1 5(T)d7'}.

Pri pocitani poistného a rezervy budeme potrebovat aby 4(¢) bola funkciou
ohranicenych varidcii. Znenie definicie budeme cerpat z Cohn| (1993).

Definicia 7. (Funkcia ohranicenijch varidcii)

Nech I C R je ohraniceny interval. Pre funkciu f : I — Rt — f(t) je
celkovd varidcia na intevale I definovand ako

V() = sup 31700~ fan),

kde supremum sa berie vzhladom ku vsetkym deleniam intervalu I, ktoré spliaji
ap <by<ap<by<---<a, < by

Funkcia [ sa nazgva funkciou ohranicenych varidcii na I, ok V(f,I) je ko-
necne.

1.3 Poistny model

V tejto praci budeme pracovat s regularnym poistnym modelom, ktorého de-
finicia obsahuje spominany Markovov retazec a tirokové intenzity, ale aj vyplatné
funkcie, ktorym sa budeme teraz venovat. Vyplatné funkcie nam slizia na to,
aby sme vedeli, akd suma sa poistenému v akom case a v akom stave vyplaca.
Zacneme definiciou vyplatnych funkcii, ak uvazujeme spojity cas.

Definicia 8. (Viplatné funkcie; spojity cas)

Sumu peniazi, ktori poisteny dostane v case t (po odéitani vydajov), ak v case
t zmend svoj stav z i na j oznacime a;;(t) a sumu penazi, ktori dostane do casu t
(opdt po odcitani vidajov) v pripade, Ze do casu t bol v stave i a v case t nadalej
ostane v tomto stave i oznacime a;(t). Nazveme ich viplatné funkcie.

V diskrétnom case sa platby uskutoc¢nnuju len na zaciatku alebo konci ¢aso-

vého intervalu. Z tohto dovodu definujeme nové funkcie a;"*(t), a;**(t).

7



Definicia 9. (Viplatné funkcie; diskrétny cas)

Pret € {0,1,...} oznacme al™(t) sumu perazi, ktori poisteny dostane v case
t (po odcitani vijdajov), ak v case t je v stave i a a ' (t) sumu periazi, ktori
dostane v case t + 1 (opdt po odcitani vidajov) v pripade, Ze v case t bol v stave
1 awvcaset+1 jev stave j .

Teraz uz pozname vsetky potrebné definicie na zavedenie pojmu reguladrny
poistny model.

Definicia 10. (Reguldrny poistng model)

Reguldrny poistny model obsahuje
1. requldrny Markovov retazec (Xy)ier so stavovym priestorom S,
2. vyplatné funkcie a;;(t) a a;(t), prei,j z S,
3. zprava spojité drokové intenzity 6;(t), ktoré si funkciami ohranicengch varidcii.

Pozn. Vsimnime si, ze vyplatné funkcie mozu byt lubovolné, nepotrebujeme
ich nijak obmedzif. Neskor (pod definiciou 15) si ukazeme preco.

1.4 Penazny tok

Vyplatné funkcie uréuju penazné toky, ktoré mézeme brat ako determinis-
tické alebo stochastické. Vdaka nim potom odvodime vzorce na vypocet rezervy.
Kedze budeme chciet vypocitat rezervy, ak uvazujeme spojity alebo diskrétny
¢as, niektoré definicie (tie, ktoré sa lisia) uvedieme pre oba tieto pripady.

Definicia 11. (Deterministickd vyplatnd funkcia)

Deterministickd vyplatnd funkcia A je funkciou A : T — Rt — A(t), kde
A je zprava spojitd a je funkciou ohranicenych varidcii, T C R. Hodnota A(t)
predstavuje sumu penazi, ktoru zaplatil poistovatel poistenému do casu t.

Hodnotu penazného toku spocitame pomocou Riemannovo—Stieltjestovho in-
tegralu, ktory si najprv zadefinujeme rovnako ako v Johnsonbaugh| (2002]).

Definicia 12. (Riemann—Stieltjes integrdl)

Nech f je redlna funkcie na intervale [a,b], A nech je zprava spojitd a nech je
funkciou ohranicengch varidcii. Delenie intervalu [a,b] oznacme ako P

P={a=xzy<z <+ <z, =b},
a mnozinu deleni oznacme P. Dalej nech
|P| = max |1 — x4

Potom Riemann—Stieltjes integral

[ s@aa)



definujeme ako

lim Zf ci)[A(zip) — A(zy)],

PeP;| Pl 0
kde ¢; je lubovolné a nachddza sa v i — tom subintervale [z, x;y1].
Definicia 13. (Hodnota periazného toku; spojity cas)

Nech A je deterministicky peniazny tok at € R. Potom
hodnota peniazného toku A v case t je

V(t,A) = v(lt) [ omaae),

kde v(t) je diskontny faktor pre ktory plati: v(t) = exp(— [y §(7)dT).
Hodnotu budiceho penazného toku mozZeme vyjadrit ako

V+(t,A) = V(t, A x X(t,oo))~

V integrély v Definicii 13 predstavuje dA(7) infinitezimalni prijem/vydaj v
¢ase tau a vyndsobenim v(7) ho diskontujeme k ¢asu 0. Kedze nés ale zaujima
hodnota v case t, integral este musime vydelit diskontnym faktorom.

Obdobne bude vyzerat definicia pre hodnotu penazného toku, ak uvazujeme
diskrétny cas (definicia hodnoty budiceho penazného toku sa pre diskrétny cas
nezmenti).

Definicia 14. (Hodnota periazného toku; diskrétny cas)

Nech A je deterministicky penazny tok a t € N. Potom hodnota penazného
toku A v case t je

V(t,A) giv
kde AA(T) = A(T + 1) — A(7).

Penazny tok mozeme definovat aj zo stochastického hladiska. Potom definicia
je nasledujuca.

Definicia 15. (Stochasticky periazny tok; spojity cas)

Stochasticky penazny tok poistovne mozZeme definoval nasledujico:

dA;j(tw) = a;;()dN;;(t, w),
dAi(t,w) = I;(t, w)da;(t),
dA(t, w) = Al<t, (.U) + Z dAZj (t, W),
i€S (4,7)ES X Sit]

kde I;(t,w) = 1, ak Xy(w) = j a I;j(t,w) = 0 inak, N;;(t,w) znaci pocet skokov
od i po j v casovom intervale (0,t), A;;(t,w) je suma nahodnijch penaznijch tokov,
ktoré su spojené s prechodom zo stavu i do stavu j do casu t a podobne A;(t,w)
je suma penaznych tokov do casu t spojend so zotrvanim v stave 1.
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To znamena, ze zmena vyplatnej funkcie je definovana ako stcet sumy zmien
vyplatnych funkcii, ak poisteny zostane v danom stave a sumy zmien, ak zmeni
svoj stav. Ak poisteni zostane v stave ¢ a a;(t) sa zmeni, indikator I;(¢,w) zarudi,
ze sa aj vyplatna fukncia A;(t,w) zmeni o dani sumu. Ak poisteny zmeni svoj
stav a na zéklade toho sa mu vyplati suma a;;(t), tak pocet skokov N;;(t,w) sa
zvysi o jedna a teda vyplatna fukcia A;;(t,.w) sa taktiez zmeni o dand sumu.

Pozn. Vidime, 7Ze pocet skokov je konecné ¢islo a ze [;(t,w) je bud 0 alebo
1, takze bud budeme vyplatni funkciu nasobit koneénym c¢islom alebo budeme
zmenu vyplatnej funkcie nasobit najviac 1 z ¢oho vyplyva, zZe naozaj nepotrebu-
jeme omedzenia vyplatnych fukeif a;;(t) a a;(t).

Definicia pefiazného toku pre diskrétny cas bude trochu ind, kedZe al"(t)
vyjadruje platbu v case t, ale a;(t) je suma platieb do casu t.

Definicia 16. (Stochasticky periazny tok; diskrétny cas)

Stochasticky peniazny tok pre diskrétny Markovov model mozZeme definovat ako:

AAZ‘j<t,W) = (IP-OSt(t)ANZ‘j(t, w),

ij
AA(t,w) = Li(t,w)al™(t),
AA(t,W) = ZAAZ(t,w) + Z AAij(t,w),
icS (i.5)€SXS
kde platby aP"(t) sa uskutocriuji na zaciatku intervalu t, platby af;OSt(t) na
konci intervalu, AA;;j(tw) = A;;(t + 1,w) — A;;(t,w) a podobne AA;(t,w) =
Az(t + 17("')) - Ai(t>w)'

1.5 Matematicka rezerva

Teraz, kedze uz pozname definiciu penazného toku, mozeme na zaklade nej
definovat matemematickt rezervu. Existuje mnoho scenarov, aké penazné toky
sa budu vyplacat poistenému, pretoze nevieme kedy déjde k poistnej udalosti.
Preto matematickt rezervu budeme definovat ako stredntt hodnotu tychto tokov.
Navyse, rozlisime situdcie, kedy poisteny zostane v jednom stave pocas celého
casového intervalu T' a kedy zmeni svoj stav. Z tohto dovodu budeme integro-
vat podla vyplatnej funkcie len pre ur¢ity stav, prip. zmenu stavu. V obidvoch
pripadoch budeme predpokladat, Ze vieme, ze poistneny bol v case t v stave j.

Definicia 17. (Matematickd rezerva, spojity cas)

Matematicku rezervu pre poistenie, kde poisteny zotrvdva v stave g € S v
casovom intervale T € o(R) za podmienky, Ze X; = j mozZeme vyjadrit ako

1 )
Vit Agr) = | 15 [ o)A, ()X =
Podobne pre vsetky prechody zo stavu g € S do stavu h € S, pocas casového
intervalu T plati

1
Vi(t, Agnr) = E l

o(t) /T“(T)dAgh(T)lXt = j] .
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Pre T'=R budeme pouzivat znacenie V;(t, Ay) resp. V;(t, Agn).

Celkova matematickd rezerva pre stav j je potom rovnd

ij<t7A) = Z‘/}(thg) + Z V}(tw’qgh)‘

ges g,h€S,g#h

Definicia 18. (Matematickd rezerva; diskrétny cas)

Rezerva pre diskrétny cas pre stav g € S je definovand ako

Vi(t, Ayr) = E [ LS A, ()X, = j] |

@ TET

Podobne pre prechody zo stavu g € S do stavu h € S plati

‘/j(t, AghT) =K L}({f) Z U(T + 1)AAgh(T)|Xt = ]‘| .

Celkova matematickd rezerva pre stav j je potom rovnd

V;'(t?A) = Zvj(taAg) + Z Vj(t7Agh)‘

ges g:h€S,97#h

Vsimnime si, Ze hlavnd zmena v definovani rezervy pre diskrétny model v
porovnani so spojitym je ta, ze sme diferecialy nahradili diferenciami a integral
sumou.

Na vypocet integralov v Definicii 17 ndm pomdze nasledujica veta, ktora ho-
vori, ako vypocitame stredni hodnotu penaznych tokov, ktoré suvisia so zmenou
stavu poisteného, ak vieme, ze bol v urc¢itom case s v stave ¢, pritom nas zau-
jima Casovy interval od casu s do nekonecna, pripadne jeho podmozina. Druha
cast vety hovori, ako vypocitame stredni hodnotu penaznych tokov, ktora ale
suvisi so zostatim v uréitom stave, ak vieme, ze poisteny bol opat v spominanom
Case s v stave i. Vety moézeme pouzit pre spojity ¢as. Neskor (pod Lemmou 4)
poznamename, ¢o by sa zmenilo, ak by sme uvazovali diskrétny cas.

Veta 3. Nech (X,)er je reguldrny Markovov retazec na (,A,P). Dalej nech
i,j,ke€ S, s<taTéedoR), kde T C [s,00]|. Potom plati:
1. Pre a € L'(R)

E { /T a(T)dN;(7)| X, :i] - /T a(P)pis (5.7 agn (7).

2. Ak A je funkciou ohranicengch varidcii, potom
E [/ L;(m)dA(T)| X = z} = / pij(s,7)dAT.
T T

Dékaz. Dokaz najdeme v Koller (2012) na strane 40.
[l

Dalej, na zéklade budticeho petiazného toku, vieme definovat perspektivnu
rezervu. Teda rezervu pre ¢asovy interval (£, 00), ak vieme, Ze poisteny bol v Case
t v stave j.
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Definicia 19. (Perspektivna rezerva; spojity cas)

Perspektivnu rezervu pre poistenie za podmienky, Ze poistny bol v case t v
stave j, ak wvaZujeme spojity cas, mozeme vyjadrit ako

V() =E Ht) /t°° o(T)dA(T)|X, = j

=E [V+(t7A)|Xt = ]]

Navyse pre zprehladnenie vypoctu rezervy este definujeme diskontovani per-
spektivnu rezervu (pre requldrny poistng model)

Wi(t) = v(t)V]*(t).

J

Obdobne ziskame definiciu pre diskrétny cas.

Definicia 20. (Perspektivna rezerva; diskrétny cas)

Perspektivnu rezervu pre poistenie za podmienky, Ze poistny bol v case t v
stave j, ak uvazZujeme diskrétny cas, mozeme vyjadrit ako

1 [oe)
ViH(t) = 72 X =j|.

Teraz si ukazeme ako tuto diskontovani prespektivnu rezervu V[/j+(t) Vypo-
¢itat, ak uvazujeme spojity ¢as. Uvedieme vSak, aké zmeny by nastali v pripade
diskrétneho casu.

Lemma 4. Nech (Xi)ier, aij,a; a 6 tvoria requldrny poistny model a nech j €
S;t <u a (Xy)er Potom plati:

1) = 3 pinlt)W (w)
7)Y pialt ) dag(r) 4+ X ag(Pign(r)dr )

+
( g€es S>h#g

t,u]

Dékaz. Dokaz ndjdeme v Koller| (2012) na strane 44.
[l

Pozn. Pre diskrétny model by sme vedeli obmenit aj Vetu 3 a Lemmu 4, avSak
museli by sme navyse zmenit intenzity prechodu, pretoze tie pre diskrétny model
nie st definované (u;x(7) by sme teda zmenili na pj, (7,7 + 1)).
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2. Diferenc¢né rovnice na vypocet
rezervy

V tejto casti budeme uvazovat diskrétny Markovov model (to znamend, ze
ak mame proces (X;)ier, tak T je podmnozina Ny) a predstavime si Thieleho
diferen¢né rovnice, ktoré nam budu slazit na vypocet rezervy.

Veta 5. (Thieleho diferencné rovnice) Rezerva pre diskrétny Markovov model
splna nasledujiicu rovnicu:

‘/;+(t) - aZPre(t) + Z vtpij(t,t + 1){a508t(t) + Vj+(t + 1)}
jes
Dékaz. Dokaz najdeme v Koller (2012) na strane 44.
O

Teraz si uvedme ako vyzeraju Thieleho diferencné rovnice pre konkrétne typy
poistenia. Zac¢neme poisteniami, pri ktorych sa vyplaca jednorazova ciastka a
prejdeme na déchodky, pri ktorych opravnena osoba ziskava penziu pocas dohod-
nutého obdobia.

2.1 Kapitalové poistenie pre pripad smrti

V pripade tohto poistenia sa vyplati poistna ciastka opravnenej osobe ak
poisteny zomrie pred dosiahnutim urc¢itého vopred daného veku (oznac¢ime ako
s). V pripade celozivotného poistenia sa vyplaca poistné plnenie, nehladiac na to
v akom veku poisteni zomrie. Uvazujme, ze poisteny ma pri uzatvarani poistenia
x rokov, zaporni vysku poistného v case t, ktori poisteny plati na zaciatku
obdobia, ozna¢me al”¢(t) a vysku poistného plnenia, ktoré sa vyplaca na konci

*

obdobia, oznacme af{’“”t(t). Dalej vieme, Ze mozu nastat 2 stavy (,1). V pripade,

ze poisteny je v stave T, rezerva bude nulova. Ak je poisteny v stave x a dosiahne
vek s, poistoviia mu uz nevyplati ni¢, a teda rezerva v case s — x je taktiez
nulovd. Tympédom néds zaujima len rezerva V. (t), ktorej hodnotu vypocitame
podla vzorcov (ak oznaéime p,;(t,t +1) = q(x +t + 1)):

V() = al(t) + v (1= gz + £+ 1)) V5 (£ + 1) (2.1)
+opg(z +t+1)al™ (1),
V(s —z)=0. (2.2)

2.2 Kapitalové zmiesané poistenie

Pri kapitalovom zmieSsanom poisteni sa poistné plnenie vyplaca poistenému,
ak sa dozije ur¢itého vopred stanoveného veku (ozna¢ime ako g) alebo sa vyplati
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opravnenej osobe, ak zomrie do daného veku (oznaéime ako al?*(t)), pritom ¢ias-

tky, ktoré sa vyplacaju sa mozu lisit. Pre kapitalové zmiesané poistenie dostaneme
rovnaké diferenc¢né rovnice ako pri kapitalovom poisteni pre pripad smrti, akurat
sa zmeni ohrani¢ujuca podmienka a aPTOSt(s x) uz nebude nulové v case s — x,

bude rovné ciastke g. Teda

V() = al () + v (1= gz + £+ 1)) V5 (£ +1) (2.3)
+ v q(z 4+t 4 1)al? (1),
Vi(s—z)=g. (2.4)

2.3 Do6chodkové poistenie

Pri déchodkovom poisteni dvoch oséb sa vopred stanovi suma, ktort bude
pravidelne dostavat jeden z nich v pripade, ze druhy zomrie a ktort budu dosta-
vat obaja, ak ziju. Pre rézne casy t sa suma moze lisif. Predpokladajme opat, ze
poistné sa plati na zaciatku obdobia a poistné plnenie sa vyplaca na konci. Navyse
uvazujme, ze zivoty manzelov st nezavislé. Dalej ozna¢me vek manzela pri uzat-
varani zmlavy ako x1, vek manzelky ako x5 a prislusné pravdepodobnosti timrtia
ako qas a qz. Dalej predpokladajme, Ze x; > x5, oznaéme maximélny mozny vek
dozitia ako w a koncové podmienky zvolme pre kazdy typ rezervy rovnaké.

Na zaciatok si, pre zjednodusenie, oznacme vysku dochodku, ktort poisteni
dostanti, ak ostanent zivi ako af?, vysku dochodku, ak zmenia svoj stav z *x*
na Tx*, pripadne zostanu v stave tx, ako ap st “obdobne pre aP st a zapornu vysku
poistného, ktoru platia obaja, ak ziju ako af[e, obdobne pre af{e, ai”e.

Teraz si rozoberme vsetky tieto vyplatné funkcie. Ak Ziji obaja a maju pred
dosiahnutim urc¢itého veku s, budu platif poistné, ktorého zapornéd vyska je vy-
jadrend ako af’, af?*' bude nulové. Ak jeden z nich dovfsi vopred stanoveny
vek, af°st bude rovné dochodku ktory dostéva jeden z nich, ale af”¢ nebude stéle
nulové, pretoze druhy z dvojice ho bude musiet platit. V pripade, ze obaja dovisia
dochodkovy vek, af’™ bude nulové a a£?** bude rovné dochodku, ktory dostévaji
obaja. V pripade smrti jedného z dvojice, aP "¢ alebo aP "¢ bude nulové (neplatia
uz ni¢) a al?*" alebo af?*" (podla toho, kto z dVOche je nazwe) bude rovné ¢iastke,
ktora sa vyplaca zijucemu z dvojice v pripade smrti toho druhého. Na zaklade
tychto tvah mézeme nulové Cleny zo vzorca vylucit a vyjdu nam nasledujice
rovnice:
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V() = aZ7e(t) + v (1= gzloa + ¢+ 1)) (1= qu(as + ¢+ 1)
(@l + V(4 1))
+orqu(@y +t+ 1)1 = gyl + 1+ 1)) (@l () + Vit + 1)
+ v qz(ze + 1+ 1)(1 — qu (o1 +t+ 1))( L) + Vit + 1)),

Vi(w—a2) =0.

V() = (1 — gz +t + 1)) (@) + Vi (£ + 1)),
Vii(w— ) =

VIt = vt(l — qu(y +t+ 1)) (@l () + Vi (E+ 1)),
Vilw— 1) =

2.4 Sirotsky dochodok

Dalsim prikladom je déchodkové poistenie dietata pre pripad smrti rodica,
ktory zjednodusene budeme oznacovat sirotsky déchodok, kde v pripade, zZe zo-
mrie jeden z rodicov sa dietatu vyplaca déchodok az do dovisenia 26 rokov. Pre
prehladnost oznacme vek dietata x1, vek otca x5 a vek matky x3 a prislusné prav-
depodobnosti tmrtia qi, ¢2, g3. Zapornta vysku poistného, ktoru platia, ak vsetci

zijui, oznacime ako af"¢, vysku dochodku, ak je otec po smrti oznacime ako af2

I E
obdobne vysku déchodku, ak je po smrti matka ai‘ft a ak s po smrti obaja

afﬁ“. Potom dostaneme:

V() = allf@) + o (L= ar(a + 14+ 1)) (1= galaz + ¢ + 1))
(1= gslas +t+ 1)) VE(E+1)
+ v qo(xe + 1 + 1)(1 —q(x; +t+ 1)) (1 —q3(xs +t+ 1))

(a6 + VI + 1))
+ v q3(xg + 1+ 1)(1 —q(x; +t+ 1)) (1 — @+t + 1))
(@l () + Vit + 1))
+ vy g3(s +t + 1)<1 —qi(z +t+ 1)) @(xe +t+1)
(alFt () + Vi + 1))
V(@) = (1- ql(xl 4 1) (1= gslws +1+1))(@h2(8) + ViILE+ 1)

+ogs(as+t+1) (1= @@ + ¢+ 1)) (@l (1) + Vi (E+ 1),
V() = v (1= g + ¢4+ 1) (1= galan + £+ 1)) (23" (5) + Vi (t + 1)
+orga(a +t+1) (1= qu(a + 4+ 1)) (@l5 () + VI + 1),

Vi (6) = (1 = qi(wy + £+ 1)) (@l (0) + Vi (¢ + 1),

s ohranicujicimi podmienkami

V(26— 1) = V(26 — 1) = Vi (26 — ) = V(26— 22) = 0.
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3. Diferencialne rovnice na
vypocet rezervy

V tejto casti si predstavime Thieleho diferencialne rovnice pomocou ktorych
vypocitame rezervu a poistné pre konkrétke typy zivotného poistenia.

Veta 6. (Thieleho diferencidlne rovnice) Nech (X;)ier, aij,a; a 6, tvoria regu-
ldrny poistny model a nech t < u. Dalej nech da;(t) s hustotou @;(t) je absolitne
spojitda vzhladom k Lebesqueovej miere A. Potom, ak predpokladame detemermi-
nistickd urokovi intenzitu, plati:

+ . eey s v
LW (t) je spojité pre vsetky g € S.

2 W3 0= 00+ 5 pltenlt) + 00 0)
Z Mjg(t)WJr
j#gGS
3. V+( )= v(t) [/“ (7)pj;(t,T < )+ Z 1159 (T) (e (T) + V;F(T)))dT‘i‘

Jj#geS

+ o) () V()

Dokaz. Dokaz najdeme v Koller (2012) na strane 54.
[l

Podme si teraz rozobrat jednotlivé komponenty diskontovanej rezervy (bod 2
z predchadzajicej vety). Uvazujme Casovy interval [t,u], pricom vieme, Ze pois-
teny bol v Case t v stave j. Potom poisteny v ¢ase 7 € [t,u] bud ostane v stave
J a vyplati sa mu a;(7) (a my musime vytvorit rezervu v tejto vyske) alebo
zmeni svoj stav z j na g € S. V tomto pripade nam vznikne rezerva pre stav
g (ijg(T)V," (7)) a rezerva pre vyplatie poistného plnenia p,(7)a;y(7). Posledna
moznost je, ze poisteny ostane v celom ¢asovom intervale [t,u] v stave j a rezerve
pre tento pripad odpoveda posledny sc¢itanec vo Vete 6.

Dalej nas zaujima ako vyzeraji vzorce pre diskontovani prespektivnu rezervu
pre typy poistenia, ktoré sme uz predstavili v diskrétnom case.

3.1 Kapitalové poistenie pre pripad smrti

Zacneme kapitalovym poistenim pre pripad smrti a ozna¢ime sumu poistného
plnenia b, intenzitu poistného ¢, diskontovani rezervu v case t pre stav, v ktorom
poisteny Zzije (resp. je po smrti) ako W, (t) (resp.W;"(t)), prechodovit sadzbu zo
stavu * na stav T v ¢ase ¢, kde poisteny méa = + t rokov ako ju.¢(z +t), podobne
prechodovii sadzbu pre opustenie stavu * ako u.(x + t). VSimnime si, Ze tieto
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dve prechodové sadzby sa rovnaju, kedze méame len 2 stavy a opustenie stavu x
vlastne znamend zmenu stavu * na T, preto budeme pouzivat znacenie pu(x + t).
Ostatné znacenie zostane rovnaké ako pri diskrétnom case (x je vek poisteného
pri uzatvarani zmlivy, s je vek do ktorého sa poistné plnenie vyplaca (v pripade
celozivotného poistenia s = 105)).

Pre a.(t) a a.;(t) potom dostaneme:

a.(t) = —c
CL*T(t) =b

Nésledne diferencidlne rovnice diskontovanej rezervy (2. vzorec vo Vete 6), ak
uvazujme spojité irocenie, maju tvar:

G WH1) = (t)(e — bl + 1)) + ple + W) — o+ W (D),
;WT@%:Q

kde Wi(s —x) = W (s —2) =0.
Vidime, ze W (t) = 0 pre vietky ¢ a teda nasou tlohou bude dopoéitat W, (t).
Diferencialnu rovnicu si prepiseme do tvaru:

W () = n(x + )W) = o(t)(c = bpu(z + 1))
a najprv najdeme, pouzitim separacie premennych, komplementarne riesenie ho-

mogénnej rovnice.

Wi (1) — plx + OW(t) = 0
AW (1)

Weell) _ a4 it
AWlt)
WC@) = p(z +t)dt

1 + _
/de*c(t) - /u(x+t)dt
In W (1) = /u(m L H)dt+C
Wia(t) = Cexp ( / pla + t)dt)

Teraz podla variacie konstant, rieSenie povodnej rovnice ziskame vynasobenim
komplementérneho riesenia nezndmou funkciou C(t), teda

W) = C(t) exp ( / pl + t)dt).
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Potom dosadime W (t) do pdvodnej rovnice, aby sme dostali vyjadrenie pre C(t)

C'(t)exp ( / (e + t)dt) + O(t) exp / (e + )t )l + 1)

— pl + O)C(t) exp ( /,u(x +)dt) = v(t)(c — bplz + 1))
cripy — (e = butr £ 1)
exp ( [z + t)dt)

C(t) = [ vla)e—bute+ @) exp (~ [ ula +g)da)dg

a teda riesenie diferencialnej rovnice je rovné:

W) =( [ o@le—bute+@)exp ([ ute+a)de)da+0)
.eXp( /M(x+Q)dQ)|q:t-

Vdaka ohranic¢ujicim podmienkam potom vieme vyjadrit konstatu C

S—x

0=W:’(s—x):/

0

C=- /Os_xv(Q)(c —bu(r +q))exp ( - /u(w + Q)dQ)dQ-

v(g)(c—bp(x +q))exp (- /M(x +q)dq)dq + C

3.2 Kapitalové zmieSané poistenie

V tomto pripade maju diferencidlne rovnice rovnaky tvar ako v predchadza-
jucom pripade, jediné, ¢o sa lisi st ohranicujice podmienky:

Wis—z)=g-v(s—z) a Wi(s—x)=0,

kde g je opat suma, ktora sa vyplati poistenému, ak sa dozije s rokov, x je
vek poisteného pri uzatvarani poistenia.

V pripade kapitalového zmiesaného poistenia bude riesenie diferencidlnych

rovnic rovnaké ako v predchadzajicom pripade, zmenia sa len ohranicujice hod-
noty a teda vypocet konstanty.

g-o(s =) =Wis—a) =( [ v@)e— bua -+ qe Sreriuag + C)
cexp ( /ﬂ(fv + q)dglg=ea).

) R /ow v(q)(c = bp(x + q))e JuerDdagy,

O - g-v(s—x)
exp ([ (@ + 4)ddlg=sa

3.3 Do6chodkové poistenie

Teraz uvazujme poistenie 2 0osob - manzela a manzelky, kde vysku penzie v
case t, ktori dostava zijuca manzelka, ak je manzel po smrti, oznac¢ime a+.(t),
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vysku penzie v Case t, ktoru dostava zijici manzel v pripade, zZe je manzelka po
smrti a.4(t) a vysku penzie (po odéitani poistného) v Case t v pripade ak obidvaja
7ziju oznacime a..(t). NavySe nech zivoty manzelov st nezavislé. Kedze

PATE 4 Ay) = pa (1) Ay + o(Ay)
Pt + Ay) = pg (t) Ay + o(Ay)
tak vdaka nezavislosti dostaneme pre prechodovi sadzbu ich spolo¢ného timr-
tia:

(,uM(xl +t)Ay + O(Ay)) (Mz(@ +1)Ay + O(Ay)) _ 0

0
Agl/I{‘lO Ay

a teda opustenie stavu *x nastane prave vtedy, ak ho opusti manzel alebo
manzelka (opustenie naraz mé nulovi intenzitu). Preto prechodové sadza pre
opustenie stavu xx v Case t je rovna:

par (21 4 8) + piz (22 + 1)
a potom diferencialne rovnice maji nasledujuci tvar:

DWEE) = = o(0)urlt) + (aas(ea +1) + gl + )WL)
— puae( + W) = paglies + W (1)
(1) = — v{t)aui(t) + puar(as + WD)

> Wi (1) = = v()ap(t) + pg (s + W)

s ohrani¢ujticimi podmienkami (w = 105 je maximéalne vek, ktorého sa osoba
moze dozit a ak predpokladdme, ze z1 > x3)

Whiw —xy) = Wik(w — 1) = Wi(w — x9) = Wil (w —x2) = 0.

Vsimnime si, ze posledné dve nenulové rovnice vieme vypocitat samostatne a
vysledok dosadit do prvej. Najprv si rovnice prepiseme do tvaru

WA (1) = e+ W) = = o(t)aui (1)
Wi (6) = g + W) = = o(t)ag (1)

a obdobne ako pri kapitalovom poisteni pre pripad smrti, pomocou separacie
premennych, dostaneme najprv komplementarne riesenie

Wia(t) = Crexp (/,uM(xl + t)dt)
Wie(t) = Cyexp (/,uz(xg + t)dt)
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a potom vysledne riesenie:

W0 =( [ —o@ai@esp (~ [ e +a)da)dq + )
cexp ( /uM(xl + q)dglo—1),

Wi (t) :( /0 —u(g)ag.(g) exp (- / (w2 + q)dq ) dg + Oz)
cexp ( /uz(xz + )dglg—1),

kde C4,Cy st konstanty, ktoré vieme dopocitat vdaka ohranicujicim pod-
mienkam

0=Wi(w—x2) :</wa2 —v(q)a(q) exp (- /uM(fm + Q)dQ> dq + 01)
oxp ([ s (@1 + Q)dalgmss,),
Cy = /O o v(q)axi(q) exp ( - / v (@ + Q)dQ)dq
0= Wi(w — 1) :( | —v@an@exp (= [ ilaz + a)da)da+
+ C2> cexp ( /Mz(% + q)dqlgms, ).

Cy = /Ow“ v(q)ai«(q) exp ( — /uz(xg + q)dq) dq

Teraz, ked uz pozname vyjadrenie pre Wi, a W4, mozeme dopocitat W (t)
opat pomocou separacie premennych a variacie konstant. Najprv si prepiseme
rovnicu do tvaru:

WE () = (uar(@y + 1) + pg(e + )WE(H) =
= —0()aus (t) — paa (w1 + W) = (w2 + WL (D).

potom komplementarne riesenie bude rovné
Wite(t) = Cexp ([ miler +) + ez + t)dt)
a pre vysledné riesenie dostaneme:
W) =( [ (~el@)ea) = mailer + )W) — palea + )W)
cexp (- /uM(xl +q) + piz (w2 + q)dq)dg + C‘)
- exp ( /MM($1 +q) + pz (2o + Q)dQ|q=t)7
kde C' opat vypocitame vdaka ohranic¢ujicej podmienke

Wh(w—12) =0.
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Teda

C= /Jw—mz(v(q)d**(q) + par (1 + QWi (q) + pg(e + QWik(q))

cexp (- /uM(ﬂfl + ) + (w2 + q)dg)dg.

3.4 Sirotsky dochodok

V tomto pripade uvazujeme stavy 3 os6b - matky, otca a dietata. Vysku penzie
v Case t oznacime a(t), Ciastku, ktord platia v ¢ase t za poistenie, ak st vSetci zivy
oznacime Q... (t) (musi byt zapornd), dieta mé pri uzatvarani zmlivy z; rokov,
matka x, a otec dietata z3 a opat predpokladame, Ze zivoty st nezavislé.

Podme si teraz rozobrat jednotlivé situacie, ktoré mozu nastat. Uvazujme
najprv, ze vsetci ¢lenovia ziju (j = ***), potom mozné stavy su:

« vsetci traja zostani v tomto stave (zivi) a teda budi platit @...(t), precho-
dové sadzba pre opustenie tohto stavu je pns(z2+1) + py(x3 +1) + pp (1 +1)
(kvoli predpokladu nezavislosti zivotov, ma spolo¢né tmrtie nulovi inten-
zitu) a diskontovand rezerva pre ¢as t je W _(t)

« zomrie otec diefata - diefatu sa zac¢ne vyplacat penzia vo vyske a(t), pri-
slusna prechodova sadza bude jups (s +t) a diskontovand rezerva je Wt (¢)

ks

« zomrie matka diefata - diefatu sa zacne vyplacat penzia vo vyske a(t),
prislusné prechodova sadza bude pu(z3-+t) a diskontovana rezerva je W, (¢)

skt

e zomru obaja rodicia - kedze su zivoty rodicov nezavislé, prislusné prechodové
sadzby budu rovné 0.

« v ostatnych stavoch (ked zomrie dieta) bude a(t) = 0a Wi, (t) = Wi, (t) =
W (t) = Wit (t) = 0 pre vietky ¢.

Diferencialna rovnica teda bude vyzerat nasledujico:

W) = = 0() G (t) + (MM(l’z +1) + py(r3 + 1) + pp(e + 75)>W:;*(t)
— pnr (T2 + OWE(E) — pgas + )WL()

Dalej néas zaujima diferencidlna rovnica pre stav, kde otec nie je nazive, matka
s dietatom ano (j = * T *). Mozné stavy v tomto pripade su :

 vsetci traja zostanu v tomto stave (matka s dietatom zivy, otec po smrti),
dietatu sa vyplaca a(t), prislusnd prechodovd sadzba je up (x1+t) 4y (w3+t)
a diskontovand rezerva pre Cas t je Wt (t)

 zomrie aj matka dietata - dietatu sa nadalej vyplaca a(t), prislusné precho-
dové sadza bude pi (3 + t) a diskontovand rezerva je W (t)
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« v ostatnych stavoch (ked zomrie dieta) bude takisto a(t) = 0 a Wi (t) =
Wﬁ'*(t) = Wi (t) = W;ﬁ(t) = 0 pre vsetky ¢.

Prislusné diferencialna rovnica teda bude mat tvar:

;Wg*@) = —v(t)a(t) + (up (w1 + 1) + pg (s + 1)) W) — pgxs + )WE(2)

Podobne to bude pre stav, kedy nezije len matka (j = * % ), mozné stavy
potom bud:

 vSetci traja zostanu v tomto stave (otec s diefatom zivy, matka po smrti),
dietatu sa vyplaca a(t), prislusna prechodova sadzba je pp(x1+t)+ pas (xo+
t) a diskontovand rezerva pre Cas t je W, (t)

« zomrie aj otec dietata - diefatu sa nadalej vyplaca a(t), prislusna prechodova
sadza bude pup (2 + 1) a diskontovana rezerva je Wt (t)

v ostatnych stavoch (ked zomrie dieta) bude takisto a(t) = 0 a WTt*(t) —
WA (t) = Wi (t) = W (t) = 0 pre vietky t.

Potom dostaneme nasledujicu diferencidlnu rovnicu:

;W;T(t) =—ov(t)a(t) + (,LLD(JH + 1) + par (2 + t))W:kT(t) — par (w2 + t)W:]IT(t)

Nakoniec si eSte rozoberme stav, kedy Zije len dieta (j = * 1 1). V tomto
pripade mozu nastat tieto javy:

 vSetci traja zostani v tomto stave (diefa zivé, rodi¢ia po smrti), dietatu
sa vyplaca a(t), prislusna prechodova sadzba je up(z, + t) a diskontovand
rezerva pre ¢as t je WQT(t)

« v ostatnych stavoch (ked zomrie dieta) bude takisto a(t) = 0 a W (t) =
Wﬁ'*(t) = Wi (t) = Wfﬁ(t) = 0 pre vsetky t.

Diferencidlna rovnica ma potom tvar:

gtwﬁf(t) = —v(t)a(t) + pp(z1 + )W (1)

Pre tplnost este uvedme, ze plati:

0 0 0 0
&W;;*(t) =0, &Wﬁ*(t) = 0, &Wﬁ*f(t) =0, &W%(t) =0

a ohranicujice podmienky su:

WE(26 —21) = W (26 — 21) = WE(26 — 21) = W1 (26 — 1) =

0

22



Teraz vieme najst riesenie postupne pre vsetky rezervy, ak zac¢neme rezervou
W;T(t). Podobne ako v predchadzajicich pripadoch, pouzitim separacie premen-
nych a varidcie konstant dostaneme riesenie:

W0 =( [ —v@a@esp(= [ poler +a)da)dg + C1)

-exp( |-l + )dg) -t

a nasledne vdaka ohranic¢ujicej podmienke dostaneme vyjadrenie pre kon-
Stantu C}

= [ aata)esp(~ [ o -+ a)da)da

Dalej budeme pokracovat v hladani riesenia pre W, (¢), rovnakou metédou

skt
dostaneme riesenie:

W) =( [ (= v(@a(@) — parlez + QW @)
- exp(— / (1o (@1 + @) + par (22 + q) )dg)dg + 02)

: exp(/ (uD(:E1 +q) + par (w2 + Q))d9)|q:t>

kde Cy sa vdaka ohranic¢ujicim podmienkam rovna
o= [ (va)ala) + et + QW (@)
- exp(— / (1 (w1 + q) + par (w2 + q) )dg)dg.
Obdobne pre W (t) dostaneme
W2t =( [ (= vlaale) - pates + QWi )
exp(= [ (1 (ar + ) + gl + ) dg)dg + Cs)
: eXp(/ (1o (21 + 9) + iz (w3 + @) ) da) o=
Co= [ (0(@)ala) + rntes + W (@)
exp(— [ (@1 +a) + (e + 0) ) da)da.
Na zdver pomocou doterajsich vysledkov dostaneme vyjadrenie aj pre W (¢).
W0 =( [ (= 0@erla) = pas(e2 + W (0) — izl + WS (@)
- exp(— / (Mb(ﬂh +q) + par (22 + q) + pz (s + q))dq)dq + C4>
: eXp(/ (1 (w1 + ) + pa (s + ) + pg(as + q) ) dg) o=
Com [ (@) + s 2+ W) + ol + )W (0)

exp(= [ (i1 +a) + par(w2 + @) + g + 0))da)da.
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4. Vypocet poistného

V tejto kapitole uvedieme ako vypocitame poistné pre konkrétne typy poiste-
nia v diskrétnom, ale aj v spojitom c¢ase. Vo vsSetkych typoch poistenia v diskrét-
nom case, budeme predpokladaf, ze poistné sa plati na zaciatku kazdého obdobia
a to v rovnakej vyske, az kym neddjde k vyplacaniu poistného plnenia/d6chodku,
prip. az kym poistenie neskonc¢i. Podmienky a vacsina znaceni pri konkrétnych
typoch poistenia budi rovnaké ako pri odvadzani vzorcov pre rezervy (niektoré
znacCenia zmenime kvoli prehladnosti). Vysku poistného urcéime tak, aby rezerva
v case 0 bola nulova.

4.1 Kapitalové poistenie pre pripad smrti

4.1.1 Diskrétny cas

Pripometime, Ze v pripade kapitélového poistenia pre pripad smrti, af"¢(t) je

rovné poistnému, ktoré oznacime c, pre vsetky casy t, v ktorych poistnik plati
poistné. Dopocitat ho mézeme bud pomocou principu ekvivalencie, napriklad na
zaklade nasledujuicich tvah.

Oznacme si V,7¢(t) Cast rezervy v Case t, ktord sa vztahuje k poistnému a
VPP (t) ¢ast rezervy v Case t, ktora sa vztahuje k vyplateniu poistného plnenia.
Potom plati

V() = Vi) + V()
Vi) =ctu (1-gla+t+1)) V.ot + 1)
VIPP() = vg(a + t+ 1)al(t) + o (1= gle + 1+ 1)) VPP + 1),
pre t spliiajice 0 < ¢t < s — z. Ohrani¢ujice podmienky su:
V(s —a) =V (s —2) =0
Potom pre V_T¢(t) plati
Vre(t) = ¢ V),

kde V7=1(t) je rezerva v case t, ak poistné je rovné 1. Potom dosadenim
ziskame:

V) = VIO 4 V()
a nasou ulohou je vypocitat ¢ tak, aby rezerva v case 0 bola nulova, teda:

0 =V;H(0) = ¢ V."7H(0) + V. 77(0).
_ V)

c= V1(0) (4.1)
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4.1.2 Spojity cas

Pripomenme, Ze v spojitom case, sme poistné oznacili rovno ako c. Opat
chceme aby rezerva bola v ¢ase 0 nulova, teda dosadime do uz odvodenych rovnic
pre vypocet rezerv a dostaneme:

0=W.(0)=C-exp ( /u(x + Q)dQ) |4=0

0=C= —/OHU(Q)(C— bu(z +q)) exp ( — /u(x+Q)dq)dq

/S_x v(q) Ce—fu(x+q)dqdq — /S ¢ v(q) bz +q))e” fu(r+q)dqdq
0 0

o pJo " v(@nlz + g) exp(— [ plx + g)dg)dg
o v(g)exp(— [ p(z + q)dg)dg

(4.2)

4.2 Kapitalové zmieSané poistenie

4.2.1 Diskrétny cas

Zmova nas zaujima vyska poistného, ktori oznac¢ime ¢ a ktort vieme vypoci-
tat rovnakym spésobom ako v predchadzajicom pripade, pripadne existuje este
dalsia moznost, ktoru si teraz ukazeme.

Ozna¢me PVp stcastni hodnotu budicich ocakévanych prijmov (s pohladu
poistovne) a PVj, sti¢asni hodnotu budicich o¢akdvanych vydajov. Potom musi
platit, ze PVp = PVjy,. Prijmy poistovne tvori poistné, ktoré plati poistenec vzdy
na zaciatku obdobia, ak sa tohto okamihu dozije. Vydaje poistovne tvori poistné
plnenie v pripade smrti poistenca, ktoré pre prehladnost oznacime b a ciastka g
v pripade, Ze poistenec prezije s rokov. Dostaneme teda:

s—x—1 s—x—1

c+ > cvo(k)pe =bv(l)g(x)+ > bv(l+1)p.qx+1)+ gv(s — ) s—apa,
k=1 =1

kde jp, znaci pravdepodobnost, Ze poisteny, ktory ma x rokov, prezije este k
rokov.

4.2.2 Spojity cas

Aj v tomto pripade, ak chceme aby rezerva v 0 bola nulova, musi byt konstata
C rovna nule, preto potom pre poistné ¢ dostaneme:

0=C= g vl —2) - /S_xU(Q)(c —bp(x+q))e S rrtatgg
exp ( [ p(x + Q)dQ|q:s—x> 0
LD [ e bt o+ e g
exp ( [ p(z + Q)dQ|q=s—m) 0
g-v(s—x) s—x - fu(z+lI)dq
+b [ v(g)u(z + g)e dg
o— exp(fu(36+Q)dQ|q:s—z) 0 . (43)

ST u(q) e fu(w+q)dqdq
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4.3 Do6chodkové poistenie

4.3.1 Diskrétny cas

Teraz nés bude zaujimat vyska poistného pre dochodkové poistenie. Zaporna
vyska poistného tvorila af”¢, my si ju vSak teraz rozdelime a oznaéime c vysku
poistného ktort plati jeden z dvojice (druhy bude platit rovnaké poistné vo vyske
¢). Potom ¢ vypocitame pomocou principu ekvivalencie. Rozoberme si najprv si-
casnui hodnotu buducich platieb. Manzel zaplati poistné vo vyske ¢ pri uzatvarani
poistnenia s istotou, dalsie roky bude platit poistné, az kym nedovfsi vopred sta-

noveny vek s a bude nazive, obdobne manzelka. Po diskontovani teda dostaneme:

s—x1—1

PVp =c+ Z cv(k) kpi/ll kpi
k=1

s—xo2—1 B
+c+ Y cu(k) kpi kpi\f
k=1
Budtce vydaje poistovne rozdelme na vydaje spojené s vyplatenim déchodkov
po dosiahnuti s rokov a na vydaje v pripade smrti jedneho z dvojice. V prvom
pripade, ak sa manzel dozije veku s, kym bude zit, bude dostavat dochodok vo
vyske b, obdobne manzelka. Teda tato ¢ast vydajov bude rovna:

w—x1

PVVI - s—xlp% . Z bU(l{?) k—s+$1piw
k=s—xz1+1
3 w—2o B
+ S_mpi : Z b’U(k’) k—s-‘ra:zp?
k=s—xo+1

V druhom pripade, teda ked zomrie napriklad manzel, bude manzelka dosta-
vat do s-tého roku zivota dochodok vo vyske b (budeme predpokladat, ze vysky
dochodku st rovnaké vo vsetkych pripadoch). Po tomto roku bude nadalej do-
stavat dochodok, ale ten sme uz zahrnuli do PVj,;. Obdobne v pripade smrti
manzelky.

s—xo—1 s—x2

PVo= Y i qulzi+1) Y bupl, v(k)
=0 k=l+1
s—r1—1 §—x1

+ >l a1l Y bapdtv(k).

=0 k=l+1

Poistné ¢, ktoré bude platit kazdy z nich, potom vypocitame tak, aby platilo:

PVP:PVV1+PVV2.

4.3.2 Spojity cas

Ak chceme aby rezerva v ¢ase 0 bola nulova, opat musi platit, ze konstanta C'
musi byt rovna 0. Teda dostaneme:
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0=C= /me(v(q)d**(q) + par (21 + QWi () + pz (22 + )Wi(q))

- exp ( - / i (21 + q) + pg(w2 + Q)dQ)dq, (4.4)

kde v tomto pripade sa snazime vypocitat vysku a..(t), ktord znacéi 2 krat
hodnotu poistného v ¢ase t, ak obaja maju pod s rokov. V pripade, ze len jeden
z nich mé pod s rokov, @..(t) je rovné vyske jedného poistného.

4.4 Sirotsky déchodok

4.4.1 Diskrétny cas

Nasou ulohou je opat odvodif vysku poistného, ktort aj tentokrat oznacime
¢, pre sirotsky déchodok. Pouzijeme znovu princip ekvivalencie. Stc¢asna hodnota
budtcich prijmov z pohladu poistovne vypocitame ako:

26—x1—1

PVp =c+ Z cO(K) kPy kP kDas
k=1

a stucasnu hodnotu budtcich vydajov vypocitame:

26—x1—1 26—x1
PVV - Z lp% QQ(IQ + l) Z a*T*(k) kPxzq kPxs U(k)
=0 k=l+1
26—x1—1 26—z
+ ) zpiqg(ﬂ??, +1) Y aui(k) kDey kDus v(k)
=0 k=l+1
26—x1—126—21—1 ~ 26—z
+ Z Z mp%lpgzgs%(@ +m) qz(w3 +1) Z it (k) kDay V(K)
m=0  [=0,m#l k=max(l,m)+1

Poistné ¢ potom dopocitame tak, aby platilo:

PVp = PVy.

4.4.2 Spojity cas

V tomto pripade budeme poistné pocitat z rovnic pre rezervu, ak su nazive
vSetci traja poisteni. Opéat chceme aby rezerva v case 0 bola nulova, teda aby
platilo W (0) = 0. Po dosadeni zistime, Ze konStanta C; musi byt nulovd, preto
poistné v ¢ase t, d...(t), dopocitame tak aby platilo:

0=Cy= /026_361 (v(q)d***(q) + i (22 + QWHEL(q) + pz(zs + Q)WiT(Q))

- exp(— / (o (@ +a) + e (w3 + @) + pg(ws + q) )dg)dg.  (4.5)
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5. Rovnice pre vysSie momenty

V tejto kapitole si odvodime rovnice pre vyssie momenty v diskrétnom case,
vdaka ktorym potom vypocitame smerodajni odchylku budicich platieb. V spoji-
tom ¢ase momenty neuvedieme, odvodené su vsak v Koller| (2012). Za podmienok,
ze Xy = 1 a ze neprebehli ziadne platby v ¢ase ¢, p - ty moment mozeme vypocitat
na zaklade nasledujtcej vety.

Veta 7. Nech al™(t) = 0 pre vsetky t. Potom wvyssie momenty matematickej
rezervy splnuju rekurzivnu formulu

E[(V*(t,A)P| X = i] =(v)? > pij(tt + 1) zp: (Z) (a505t<t)>p—k

jes k=0
E[(VH(t+ 1,A))" X1 = J]

Dékaz. (Ndznak)

Najprv si pomocou Definicie 17 vyjadrime penazny tok v case t. (Platby v
case t + 1 diskontujeme do ¢asu t). Dostaneme

AA =" L(t)al™ () + > AN(tyve al (t)

jes J,k€S

Potom rezerva je vyjadrena ako sicet diskontovanych penaznych tokov a
vdaka linearite mézeme napisat

VILA) = v ) L+ DV (E+ LA) + > Lt)al™(t) + Y ANu(t)oral™ (t)

jES jES 7,kES

Dalej budeme predpokladat, Ze prostredny ¢len je nulovy a pomocou binomic-
kej vety a uprav dostaneme

(V*(t.4)" fj( )ZI (t+ D@V H(E+ LA (Y AN vtajjgst(t))p_k.

JjES 7,kES

Potom
E[(VT(t.A)"|X; =] =
:E[i <k> ST+ D)V + LAY AN (o, (¢ ))”_k|Xt :@]

k=0 j€eSs j,keS

Na zaver upravou tohto vyrazu a vyuzitim vlastnosti podmienenych pravde-
podobnosti dostaneme rekurzivny vzorec na vypocet prespektivnej matematickej
rezervy.

]
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Teda pre prvé dva momenty po dosadeni dostaneme:

B[V (LA Xy = i) =0, Y pig(tt + 1) (al ™ (8) + B[V (£ + 1,4) [ Xy 1 = j))

1)
jes

Pozn. Vyssie uvedeny vzorec sa rovna Thieleho diferencnej rovnici, ak predpo-
kladame, Ze al™(t) je nulové pre vietky ¢ (¢o sme aj predpokladali v odvodzovan{

%

vzorca pre p-te momenty).

E[(VF(t,4))%1X: = 1] = (v)? ngij(t,t + 1) ([al " ()P +
+2a M OE[VH(E+ 1,A)| X = 5]+
+E[VE(t + LA X = j5]).

Na zéklade tychto dvoch rovnic potom vieme vypocitat rozptyl. Podme si te-
raz ukazat ako vyzeraju rovnice pre konkrétne typy poistenia.

5.1 Kapitalové poistenie pre pripad smrti

V pripade kapitdlového poistenia pre pripad smrti pre druhy moment (prvy
moment je rovny rezerve) plati:

E[(VF(£,A))°1X; = #] = 02(1 — gla + ¢ + 1) (a2 (1)) + 274 (1) Vi (¢ + 1)+
+HE[(V(t+1,4))% [ X1 = #]) + ofq(a + + 1) (al ()7,
s ohranic¢ujicou podmienkou
E[(V*(s — 2,A))*| X, = 5] = 0.

Pre(t) je nulové. KedZe sa ale poistné plati na

(t) budeme uvazovat

Predpokladali sme vsak, ze a

zaliatku obdobia, pre af?®

aPost(t> — Ut_l aPre(t).

* *

5.2 Kapitalové zmieSané poistenie

Druhy moment matematickej rezervy vypocitame rovnako ako v pripade ter-

minovaného poistenia, s tym rozdielom, Ze af*s!(s — x) = g.

5.3 Dochodkové poistenie 2 0sob

Dalej si odvodime druhy moment, pre 3 rézne stavy poistenych. Za¢neme
stavom, v ktorom ziju obaja partneri. Pripomenme, Ze poistné musime turocit,

teda 7e plati al°t(t) = v; ' al’¢(t), pre vetky ¢, kde obaja poisteni platia poistné.
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Ak plati poistné len jeden, poistné ziroc¢ime a pripoc¢itame hodnotu déchodku,
ktort pobera druhy z nich.

E[(VT(t,A))?|X; = %] = v2(1 — qar(y +t +1)(1 — gz(20 +t+ 1))
(@t (0))? + 202 () ViE(E + 1)+
+HE[(VE( + 1,4))%) Xy 1 = #4])+

+viqu(zy + 1+ 1)(1 — gz(ae +t + 1) (0l (¢
)
(

((af
+2af 2 (Vi (t+ 1) + E[(VF (¢ + 1,4 >2|Xt+1—f*])
+ 0Py a4+ D)1= g+ £+ 1) (ol
+ 20 (VI (E+ 1) + E[(V? (t+1A))2\Xt+1**ﬂ)

kde ohranicujica podmienka je:
E[(VT(w — 22,4))?| X4, = *%] = 0.

Teraz nas bude zaujimat druhy moment pre stav, kde zijica je len manzelka,
dostaneme:

E[(VF(8,4))%)X; = 4] = 07 (1 = gz + £+ 1)) (@£ () + 20 () ViE (1 + 1)
+E[(VF(t+1,A))* Xpp1 = 1)
s ohranic¢ujicou podmienkou.
E[(VF(w = 22,4))*| Xya, = 1] = 0.
Nakoniec pre stav, kde zijuci je len manzel dostaneme:

E[(V*(£,4))%1X; = #1] = 0} (1 = que(wy + 1+ 1)) (@ (9)° + 205 (Vi (E + 1)

+E[(VF(t+1,4))% X = *TD,

kde ohranicujica podmienka je:

E[(V+<W - I27A)>2|Xw—:vz = *{] = 0.
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5.4 Sirotsky déchodok

V pripade sirotského déchodku dostaneme pre druhy moment matematickej
rezervy (ak oznacime E[(V T (t,A))?|X; = * * *] ako V,I2(¢)) nasledujtice rovnice:

kokk

VIE2#) =il —q(rr +t+ 1)1 — g2+t + 1)) (1 — ga(x3 +t + 1))

(

((ales'(8) + 2a22 (OVIE(E + 1) + Vi2(E + 1))+

+ 0 (1= qu(z1 +t+ 1)ga(az +t +1)(1 — ga(ws + ¢ +1))

(@l (6)? + 2652 OV (E+1) + VIE2(E+ 1))+

+ Uy (1 — ql(xl +t+ 1))(]3(933 +t+ 1)(1 — QQ(IQ +t+ 1))

(@l (£)? + 2655 (OVE (¢t +1) + VIR (E+ 1))+

+02(1 — qu(zy +t4+1))gs(zs +t + 1) go(ag +t + 1)

(@l (£)? + 2052 (VL (E+ 1) + V2 (E + 1),
VE®) = vf(1 = qu(ar +t+1))(1 = gs(az + 1+ 1))

(@l (£)? + 2652 (VL (E+1) + VIE2(E+ 1))+

+02(1 — gz +t+1))gs(zs +t + 1)

(@l (£)? + 2052 (VL (E+ 1) + V(£ + 1),
V() =i (1 — qu(ey +t+ 1)) (1 — gaaa + £ + 1))

(@l () + 2a55 (VL (E +1) + ViRt + 1))+

+02(1 — gz +t+1))ge(z0 +t + 1)

(@l (£)? + 2052 () VL (E+ 1) + V2 (£ + 1)),
V() = of(1 — qu(a +t + 1))

(a5 () + 2055 OV (E+ 1) + V(L + 1),

kde

VA2(26 — 21) = ViI2(26 — ) = VE(26 — 1) = V(26 — 21) =
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6. Distribucia rezervy

V tejto kapitole si uvedieme vzorce na vypocet distribuc¢nej funkcie pre dis-
krétny Markov model. Pre model so spojitym c¢asom distribu¢né funkcie neuve-
dieme kvoli zlozitosti (jednd sa o zlozitu intergralnu rovnicu), si vsak odvodené

v Koller| (2012).
Uvazujme teda diskrétny Markov model. Potom nasledujica veta ndm pomoze
pri vypocte distribucnej funkcie rezervy.

Veta 8. Oznacme distribucni funkciu rezervy (distribucni funkciu diskontova-
nych budicich tokov) ako

oo k<j

=P > (J] ve)AA; < u|X =1,
j=t k=t

kde
AAt ZI Pre )+ Z ANjk( (% aﬂOSt(t).

jES 7,keS

Potom plati

= > pi(OP;(t + 1, (v) " (u — a; " (t)) — 0" (1))

JjES

a ohranicujice podmienky ziskame na zdklade toho, Ze pozndme vysku rezervy, ak
poisteny dovrsi urcity vek (v pripade celoZivotnyjch poisteni zas predpokladame, Ze
poisteny nedovisi w + 1 = 106).

Dokaz. Pre sprehladnenie vypoctov oznac¢me

k<j

Dt,j = H (%%
k=t

Potom

j=t

= Zpll(t)P[Z Dt,]AAj < U|Xt = Z.7Xt+1 = l]

leJ Jj=t

=Y pa(t)P|v Z D1 jAA; < u—al™(t) — val)” ()| Xpsy = 1
leJ Jj=t+1

=Y 2Rt +1, ()" (u —ai () — a”(1)).

leJ

]

Dalej si odvodime distribu¢né funkcie pre uz spominané 4 typy poistenia, kde
znacenie bude rovnaké ako pri rezervach. Zacneme opéat kapitadlovym poistenim
pre pripad smrti.
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6.1 Kapitalové poistenie pre pripad smrti

Pre tento typ poistenia, pre distribu¢nt funkciu bude platit:
P.(tu) =(1—q(z+t))P(t + L v, (u—al" (1)) +
+ gz + )Pt + Lo u— al?(t)),

kde
0, aku <0,
P(s—z+1,u) =
1, aku>0.
0, aku<0,teR

PT(t,u) =
1, aku>0,teR.

6.2 Kapitalové zmiesané poistenie

Vzorec na vypocet distribu¢nej funkcie bude rovnaky ako pri kapitalovom
poisteni pre pripad smrti, zmenia sa len ohranicujice podmienky:

0, aku<yg,

P*(s—w—l—l,u):{
1

, aku>g.

6.3 Do6chodkové poistenie 2 0s6b

Pri déchodkovom poisteni si odvodime distribu¢né funkcie pre vsetky mozné
stavy. Zac¢neme stavom, kde Zijici si obaja poisteni:

Po(tu) =(1 = gz(z2 +1))(1 — qu(z1 + ) P (t + Lo (u— alo(t))
— a2 (1)) + qz(2 + (1 — qur(@y + 1) Pyt + 107 u — al™ (1) +
+ g1 + 1) (1 — gz (w2 + ) Prc(t + L0, u — af (1) +
+ qur (71 + 1) gz (v2 + ) Pt (t + 150, ).

kde
0, aku <0,
Pu(w—294+ 1,u) =
1, aku>0.
Nésledne pre stav, kde zijica je len manzelka:
P (tyu) =(1 — qz(xe + 1)) Pra (t + 107 — aios'f(t)>+
+ QZ(J?Q + t)PH(t + 1; U;llL).
0, aku <0,

PT*(w — T2+ 1,U) =
1, akwu>0.

Potom pre stav, kde zijuci je len manzel:
Py(taw) =(1 — qu(z1 +1)) Py (t + 10— aﬁf’“(t))—i—
+ QM($1 + t)PTT(t + 1; v[lu).

33



0, aku <0,

1

a napokon pre stav, kde st obaja poisteni po smrti, plati:

P*T(w—xg—l—l,u) =
, aku>0.

0, aku<0,teR

P (t,u) =
ff {1, aku>0,tcR.

6.4 Sirotsky déchodok

V pripade sirotského doéchodku, pre distribu¢né funkcie bude platit:

P (tu) =(1 = qi(@1 + 1)) (1 — qa(w2 + 1)) (1 — g3(w3 + 1)) Pess (t +1;
o7 = a7 () + (1= qu(ay + 0)as(ws + (1 — gyl +1)
Po(t 4 107w — al2M (1) + (1 — qu(ay + 1)) gs(as + t)
(1 — go(xg + 1)) Pyt (t + 1; vt — &i,fft(t)) + (1 —q(x1 + 1))
G3(23 + 1) ga(ws + 1) Py (t + 107w — a7 (1)) +
g (1 4+ 1) (1 = gs(ws + 1))(1 — ga(wa + 1)) P (t + 107 ')+
(]1(231 -+ t)q;;(l’g + t)(l — (]2(1'2 + t))PJr*T(t + 1;U;1u)+
@(z1 +1)(1 — gs3(z3 +1))ga(ze + 1) Pra(t + 1; vt_lu)—k
ql(xl -+ t)q;g(l'g —+ t)q2<l'2 + t)PTJ”L(t + 1; v;lu),

Paps(tar) =(1 = qu(ws + 1)) (1 = gs(ws + ) P (¢ + 13070 — aP2 (1)) +
+ (1 - ql(xl + t))q:;(xg + t)P*H(t + 1; Ut_lu - aﬁ?rSt(t))+
(]1(.231 + t)(l — q;),(l‘g + t))PH*<t + 1; U;1U)+
(1 + t)gs (s + ) Py (t + 10, '),

Pt (tu) =(1 — qui(z1 + 1)1 — g2(2 + 1)) Py (t + v, — a5 () +
+ (1= qu(@1 + 1) qa(we + ) Py (t + 107 'u — a5 (1)) +
+ ql(azl -+ t)(l — q2($2 -+ t))PT*T(t —+ 1; ’l);llL)‘i‘
+ a1 (.731 -+ t>q2($2 + t)PJHuf(t + 1; vt_lu),

Pui(t,w) =(1 = qu(@1 + 1)) Py (¢ + 107w — a5 (0)+
+ qi (21 +t) Py (t + 1; vt_lu),

kde pre vSetky stavy, v ktorych je dieta nazive plati:

0, aku <0,

P, (26—x1+1,u):{

1, aku>0.

a pre stavy, v ktorych je diefa po smrti plati:
0, aku<0,teR
P]L_.<t, U) =

1, aku>0,teR.
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7. Priklady

V tejto kapitole vypocitame, pomocou programu Mathematica, rezervy pre
konkrétne vstupy do 4 typov poistenia. Najprv zvolime vhodné prechodové sa-
dzby, nasledne si zvolime konkrétne parametre poistenia. To znamena, ze urcime
kolko m& poisteny (pripadne viaceri poisteni) rokov pri uzatvarani poistenia, aka
¢iastka (pripadne déchodky) sa v akom ¢ase vyplati a taktiez uréime vhodné po-
istné. Rezervy vypocitame pre diskrétny aj spojity cas a porovname ich. Nasledne,
podla odvodenych vzorcov, naprogramujeme aj distribu¢ni funkciu a smerodajni
odchylku a opét ich porovname.

7.1 Prechodové sadzby

Najprv teda musime zvolit vhodné prechogiové sadzby. Podobne ako v knihe
Koller| (2012), prechodové sadzby fu,; budi splnat:

log(pu(t)) = a + bt + ct’,

kde a,b,c st parametre, na ktorych odhad pouzijeme pravdepodobnosti timr-
tia (ktoré sme ziskali z |Cesky statisticky tfad (2021)), metodu nelinedrnych naj-
mensich §tvorcov a programu gnuplot. Dalej uz vSak budeme programovat len v
Mathematice. Kedze pravdepodobnosti sa lisia pre zeny a pre muzov, dostaneme
rozdielne hodnoty parametrov. Pre muzov model vyzera nasledujtco:

log(p(t)) = —7,75111 + 0,0524786 ¢ + 0,000173387 ¢ (7.1)

a podobne pre zeny:

log(1(t)) = —8,63058 + 0,0520842  + 0,000260207 £2. (7.2)

Konkrétne pravdepodobnosti iimrtia a ich aproximacia zvlast pre muzov a pre
zeny je znazornend na Obrazku 7.1.

Pozn. Poznamenajme, ze na zaklade Smernice Rady 2004/113/ES, poistné
nemoze byt rozdielne pre muzov a pre zeny. V nasSich pripadoch budeme ale na
pocitanie poistného pouzivat aj [7.2l Pri déchodkovom poisteni vsak bude
platit, ze poistné, ktoré plati zZena bude rovnaké ako to, ¢o plati muz.

7.2 Kapitalové poistenie pre pripad smrti

Ziskané riesenia si ilustrujeme na priklade, ktory sme naprogramovali v prog-
rame Mathematica a ktorého zdrojovy kéd sa nachédza v prilohe. Uvazujme 30
rocného muza, ktory si zalozil kapitalové poistenie pre pripad smrti do 65 ro-
kov s poistnou ¢iaskou 200000, technickd urokovd miera nech je 3,5%. Teda
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Obr. 7.1: Pravdepodobnosti imrtia a ich aproximaécia.

x = 30,8 = 65,7 = 0,035. Ak uvazujeme diskrétny cas, dosadime hodnoty do
vzorca ({4.1)) a vyjde nam:

al™(t) = 146948 pre 0<t<s—ux
a zo zadania vieme, ze
al®(t) = 200000 pre 0 <t <s— .

Hodnoty dosadime do vzorcov a a dostaneme rezervu, ktorej hodnoty
su znazornené na Obrazku 7.2

Ak uvazujeme spojity ¢as, vieme, ze b = 200000. Dalej dosadime hodnoty do
a vyjde nam, Ze intenzita poistného je rovna ¢ = 1469,96. Taktiez vieme
dopoditat W (t) a nasledne rezervu ziskame vydelenim vysledku diskontnym fak-
torom. Potom graf rezervy pre ¢ od 0 po 35 mdzeme vidief na Obrazku 7.2. Pre
t > 35 bude samozrejme rezerva nulova. Podme sa eSte pozriet na graf smero-
dajnej odchylky a distribucnej funkcie pre ¢ = 20 pre toto poistenie (Obrazok
7.3). Vidime, 7Ze graf smerodajnej odchylky mierne rastie az do hodnoty 23, je to
z toho dovodu, ze pravdepodobnosti imrtia sa mierne zvysuju a teda sa mierne
zvysuje aj neistota z vyplatenia. Po tomto case sii hodnoty mensie preto, Ze sice sa
pravdebodobnost timrtia zvysuje, ale pocet moznych vyplateni poistného plnenia
sa zmensuje a tym sa zmensuje aj neistota. Dalej vidime, Ze distribu¢né funkcia
zmeni razantne svoju hodnotu este pre zaporne u. Nastava to z toho dévodu,
ze je vysokd Sanca, ze poisteny bude len platif poistné, ale poistné plnenie mu
vyplatené nebude. A vieme, ze sticasna hodnota budtcich poistnych je zaporna.

Pozn. 7 distribuc¢nej funkcie vieme vypocitat stredni hodnotu a tak overit,
¢i sa zhoduje s vypocitanou rezervou, kedze vieme, ze pre konkrétne hodnoty t,
plati:

o0 0

EX, = /0 (1= P(ty)dy — [ Pty)dy.

—00

Na vypocet sme pouzili program Mathematica a zistili, ze sa hodnoty naozaj
zhoduju.
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Obr. 7.2: Grafy rezervy pre kapitalové poistenie pre pripad smrti.
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Obr. 7.3: Smerodajné odchylka a distribu¢na funkcia pre kapitédlové poistenie pre
pripad smrti.

7.3 Kapitalové zmieSané poistenie

Vysledok opat ilustrujeme na priklade. Uvazujme rovnaky pripad ako minule
(x = 30,8 = 65,7 = 0,035) s tym rozdielom, ze ak poistnik dovisi 65 rokov,
vyplati sa mu 100 000 (g = 100 000).

Ak uvazujeme diskrétny cas, poistné ndm pomocou principu ekvivalencie vy-
jde

al™(t) = 254279 pre 0<t<s—ux
a al?'(t) ostava rovné
al®(t) = 200000 pre 0<t<s—ux

Prislusné hodnoty dosadime do vzorcov a a vyjdu nam hodnoty, ktoré
st znazornené na Obréazku 7.4.

Ak uvazujeme spojity ¢as, po dosadeni do vzorca (4.3) zistime, Ze intenzita
poistného je rovnéa ¢ = 2580,21. Graf rezervy je znazorneny na Obrazku 7.4 pre
t od 0 do 35. Poznamenajme, Ze je o¢ividné, ze poistné bude vacsie v porovnani
s kapitalovym poistenim pre pripad smrti, pretoze sa poistnému s istotou vyplati
nejaka suma a taktiez je zrejmé, ze pre t = 35 dostaneme rezervu rovnu g.

Graf rezervy pre smerodajnti odchylku a distribu¢ni funkciu v case t = 20
mozeme vidiet na Obrazku 7.5. Vidime, ze smerodajna odchylka je pre kazdy cas
t < 35 mensia ako pri kapitalovom poisteni pre pripad smrti, ¢o nastava preto,
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ze je mensia neistota, kedze s istotou nejakt sumu poistenému vyplatime. Ak
porovname distribuént funkciu kapitalového zmiesaného poistenia s distribuc-
nou funkciou kapitalového poistenia pre pripad smrti zistime, ze vyssSia hodnota
distribu¢nej funkcie kapitalového zmiesaného poistenia nastava az pre vacsie hod-
noty u. Je to z toho dévodu, zZe uz sa urcita ¢iastka poistenému s istotou vyplati.
Kedze vsak stéle velké percento Tudi sa dozije 65 rokov, sicasnd hodnota v case
t = 20 mdze byt stéle zaporna, kedze diskontujeme este 15 poistnych, ktoré maju
zaporni hodnotu.

v V)
100000 .
.t 100000 |
80000| W11 80000l
60000} 60000
40000} 40000}
20000} 20000}
Pa | L ' L ' ' ! H t
5 10 15 20 25 30 35
Obr. 7.4: Grafy rezervy pre kapitalove zmiesané poistenie.
t=20
g F
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. 06}
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Obr. 7.5: Grafy smerodajnej ochylky a distribu¢nej funkcie v hodnote ¢t = 20 pre
kapitalove zmiesané poistenie.
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7.4 Dochodkové poistenie 2 osob

Uvazujme teraz manzelsky par, muz 30 ro¢ny, Zzena 25 roc¢na, ktori si zalozia
dochodkové poistenie, aby v pripade, ze jeden z nich zomrel, dostéaval pravidelne
ten druhy z nich v ¢ase t ¢iastku 10000. Ak by obaja zili a dovisili by 65 rokov,
kazdy z nich by dostaval taktiez v ¢ase t pravidelnu ¢iastku 10000. V diskrétnom
case vypocitame poistné podla principu ekvivalencie a vyjde nam, ze ak obaja
7iji a maju pod 65 rokov, plati kazdy z nich poistné v ¢iastke 1767,02 v case
t. Ak ziju obaja a manzelka ma este pod 65 rokov, poistné plati len ona. Teda
plati, ze 1 = 30,25 = 25 a pre vyplatné funkcie dostaneme v diskrétnom case
dostaneme:

p —3534,04 0<t< 65—
a*:€<t> -
—1767,02 65—z <t<65— 19
Post()_ 10000 65—z <t < 65— x5
** 20000 65 — a9 <t <w— a9

al?®(t) =10000; 0<t<w-—m
al ' (t) =10000; 0<t<w— .

a pre spojity ¢as po dosadeni do (4.4) zas dostaneme:

—3420,82 0<t <65 —14
20000 65 — 2o <t <w—1I9

a«(t) =10000; 0<t<w-—ux4
ai(t) =10000; 0 <t <w— .

Rezerva v pripade, ak obaja poisteni ziju je znazornena na Obrazku 7.6. Vi-
dime, ze zlom nastava v ¢ase 35, kedy muz zac¢ne poberat dochodok a ze najvacsiu
hodnotu dosahuje v c¢ase 40, kedy uz dochodok poberaji obaja.

V7 aat) V)

200000
200000

150000
150000

100000 - 100000

50000} 50000

20 40 60 80 20 40 60 80

Obr. 7.6: Graf rezervy pre dochodkové poistenie, v pripade, ze obaja poisteni ziju.

V pripade, ze nazive len manzel, je rezerva znazornena na Obrazku 7.7. Pri-
pomernme, Ze v spojitom Case, sme najprv ziskali diskontovant rezervu Wi (¢),
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Obr. 7.7: Graf rezervy pre dochodkové poistenie, v pripade, ze je zijici len manzel.

potom ju vydelili diskontnym faktorom a tym ziskali V. (¢), ktorej hodnoty vi-
dime na Obrazku 7.7.

Rezervy pre pripad, kde je nazive len manzelka si znazornené na Obrézku
7.8. Je zrejmé, ze v pripade, 7Ze je nazive Zena, je rezerva vyssia, pretoze v na-
som pripade je manzelka mladsia a taktiez je imrtnost zien nizsia. V case 0 je
napriklad rozdiel medzi diskrétnymi rezervami 26 808.
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Obr. 7.8: Graf rezervy pre dochodkové poistenie, v pripade, Ze je zijica len man-
zelka.

Podme si este ukédzat graf smerodajnej ochylky (Obrézok 7.9.) a distribucnej
funkcie (Obréazok 7.10.). Vidime, ze graf smerodajnej odchylky mierne klesé az
do casu 20 a potom zacne rast az do casu 40, kde dosiahne svoje maximum
(v rovnakom case je aj hodnota rezervy najvicsia). Nastdva to z toho dévodu,
ze sa zvysuje neistota z toho, kolko dochodkov sa vyplati. V case 40 je hodnota
najvacia, kedze obaja v tomto ¢ase uz zacinaju poberat dochodok a neistota z toho
ako dlho ho budu poberat zapri¢inuje aj najvacsiu odchylku. Potom je zrejmé, ze
hodnoty smerodajnej odchylky budu klesat.
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Obr. 7.9: Graf smerodajnej odchylky pre déchodkové poistenie, v pripade, ze
obaja poisteni ziju.
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Obr. 7.10: Grafy distribu¢nej funkcie v ¢ase t = 60 pre dochodkové poistenie, v

pripade, Ze obaja poisteni ziju (graf pre hodnoty u < 100 000 vlavo, pre vyssie
hodnoty vpravo).
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7.5 Sirotsky dochodok

Uvazujme teraz manzelsky par, 40 roény muz a 35 ro¢nd, ktori svojmu 10
rocnému synovi zalozia sirotsky dochodok. Chcti aby ich dieta v pripade, ze aspon
jeden z nich zomrie, dostavalo pravidelne ¢iastku 10 000 az do dovfsenia 26 rokov.
Nech technickd trokova miera je rovnd 3,5%. Teda xy = 10, 29 = 40,23 = 35,1 =
0,035 a pre vyplatné funkcie plati:

alt(t) = al¥(t) = al(t) = 10000 0 <t < 26—z,
a(t) = 10000 0 <t < 26—

Poistné, v pripade diskrétneho casu, vypocitane pomocou principu ekvivalen-
cie nam vyjde

almé(t) = 710,07 0 <t <26 — ;.
V pripade spojitého ¢asu dostaneme zo vzorce (4.5)) poistné vo vyske:
Qs (1) = 708,85 0 <t < 26— .

Rezervy pre pripad, kde st vSetci traja nazive st znazornené na Obrézku
7.11. Rezerva je zaporna z toho dévodu, ze rizikova prirazka je vacsia ako poistné
(tympadom odé¢itavame od poistného vacsiu hodnotu a dostaneme sa do zapor-
nych hodnot). Riziko vsak, narozdiel od poistného, nie je konstantné. Zatialco
pravdepodobnosti imrtia rodi¢ov sa velmi nemenia, pocet moznych vyplatenych
déchodkov sa meni. Preto riziko je zo zaciatku vécsie a potom klesa. Takze najprv
sa odéitava od poistného vyssia hodnota (preto je rezerva zapornd), neskor sa od-
¢ita mensia hodnota a preto sa rezerva pomaly dostéava do nuly.
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Obr. 7.11: Grafy rezervy sirotského déchodku pre stav, kde zijici su vSetci traja.

Rezervy pre pripad, kde si po smrti obaja rodicia, ale dieta je nazive, vidime
na Obrézku 7.12. Poznamenajme, zZe rezervy pre pripad, kde nezije len jeden z
rodicov, ale dieta ano, si rovnaké ako v pripade, kde neziju obaja rodicia, kedze
sa diefatu vyplaca rovnaky déchodok.

Na zaver tohto prikladu si ukdazeme smerodajné odchylky a distribu¢nu fun-
kciu pre cas t = 10, pre stav, v ktorom ziju vsetci. Z Obrazka 7.13 vidime, ze
smerodajna odchylka je klesajuca. Kedze poistné je konstatné, klesa predovset-
kym z toho dovodu, ze sa riziko zmensuje (Co je hlavnym zdrojom neistoty).
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Obr. 7.12: Grafy rezervy sirotského dochodku pre stav, kde zijtuce je len dieta.

Dalej vidime, Ze so skoro 90% pravdepodobnostou bude rezerva mensia ako 0, ¢o
je sposobené tym, ze s vysokou pravdepodobnostou poistovia ziadny doéchodok
vyplacat nebude. Navyse si mozeme vSimnuf, ze maximalna c¢iastka je priblizne
60 tisic, ¢o odpoveda vyplatenym dochodkom v pripade ak jeden z rodicov zomrie
uz na zaciatku poistenia.
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Obr. 7.13: Grafy smerodajnej odchylky a distribuc¢nej funkcie, v pripade, ze st
zivi vSetci.
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8. Simulacie pomocou metody
Monte Carlo

V tejto kapitole by sme chceli porovnat vypocitané rezervy pre konkrétne typy
poistenia so stochastickymi rezervami ziskanymi metodou Monte Carlo. Preto bu-
deme simulovat zivoty fiktivnych poistenych, ¢o znamena, ze v kazdom roku ich
poistenia budeme vediet, ¢i ziju alebo nie. Na simulaciu zivotov budeme potrebo-
vat pravdepodobnosti imrtia, ktoré zvolime rovnaké ako pri vypocitanych rezer-
vach (aby sme ich mohli s vypocitanymi rezervami porovnat). Pre muzov budu
teda pravdepodobnosti dané pomocou vzorca a pre zeny pomocou vzorca
(7-2). Poistné budeme volit také isté, ako sme vypocitali pri konkrétnych typoch
poistenia. Na zdklade toho potom v kazdom case t vypocitame rezervu a to tak,
ze s¢itame vsetky budtce diskontované platby z poistenia (poistné so zapornym
znamienkom, poistné plnenie s kladnym znamienkom). Dostaneme teda m hod-
not rezerv, kde m znaci pocet simuldcii (pocet fiktivnych poistenych). Na zaklade
nich vieme vypocitat rezervu pre urcity stav, ktori dostaneme ako priemer re-
zerv, ale len takych, ktori si1 v tomto stave. Napriklad, ak nas zaujima rezerva pre
stav, kde poisteny zije, z priemerovania vylic¢ime rezervy, pri ktorych je poisteny
po smrti. Dalej z m rezerv, vypodéitame vyberovy rozptyl resp. viberovii smero-
dajni odchylku pomocou prikazu Variance resp. StandardDeviation. Nasledne
z tychto dat vieme vypocitat empiricka distribu¢na funkciu.

Simulacie spravime pre styri typy poistenia: kapitdlové poistenie pre pripad
smrti, kapitalové zmiesané poistenie, pre doéchodkové poistenie 2 0sdb a pre si-
rotsky dochodok.

8.1 Kapitalové poistenie pre pripad smrti

Aby sme vedeli simuldcie porovnat s vypocitanymi rezervami, poisteny bude
opéaf 30 rocny muz. Spravime 50000 opakovani, ¢o znamend, ze budeme mat
50000 fiktivnych muzov, kde kazdy z nich plati rovnaké poistné, ktoré je rovné
1469,48 (vypocitali sme v 7. kapitole), poistné plnenie je stale rovné 200 000.
Dalsia vec, ktord sa nezmeni je trokova sadzba, ostava teda rovna 3,5%.

Najprv nasimulujeme priebehy zivota kazdého z 50 000 muzov. Nasledne pre
kazda simulaciu vypocitame vysku rezervy pre obdobie od 0. do 35. roku poiste-
nia. Na Obrazku 8.1.(horny graf) si zndzornené rezervy pre poistnenie, kde muz
zomrel poc¢as 26. roku poistenia (ako 56 ro¢ny), tympadom opravnenej osobe bolo
na konci 26. roku poistenia vyplatené poistné plnenie 200 000. Rezervy do ¢asu 26,
sme ziskali s¢itanim diskontovaného poistného ale aj diskontovaného poistného
plnenia. Po tomto roku, uz rezerva bude nulova, kedze neprebiehali Ziadne budice
platby. Graf podtym odpovedd rezervam, kde poisteny zil pocas celého poistenia,
tympadom sme rezervu dostali ako sucet diskontovanych budicich poistnych.

Teraz by sme chceli vediet priemernt vysku rezervy v ¢ase ¢, za podmienky, Ze
poisteny v case t Zije (v pripade, ze je po smrti, je rezerva nulova). Preto z hodnot
rezerv, ktoré nam vznikli pre kazdého z 50 000 fiktivnych poistenych, vyberieme
tie, pri ktorych je poisteny nazive a spriemerujeme ich. Finalne hodnoty rezerv
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Obr. 8.1: Rezervy pre 2 konkrétne simulacie; poistneny zomrie v priebehu 26.
roku poistenia ako 56. ro¢ény (horny graf), poisteny zije aj v 65. roku zivota
(dolny graf).

mozeme vycitat z Obrazka 8.2 (graf vpravo). Na tomto obrazku taktiez vidime
vypoéitané rezervy podla vzorcov a (Tavy graf; vid tiez Obréazok 7.2.),
z ¢oho vieme usudit, ze tvar krivky je rovnaky. Ak by nés zaujimal maximalny
rozdiel medzi vypocitanymi rezervami a simulaciou, tak Tahko vypocitame, ze
tento rozdiel je 1494,97 a je to konkrétne pre rezervu v case 33.
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Obr. 8.2: Graf vypocitanych rezerv (vlavo) a rezerv zo simuldcii (vpravo) pre
kapitalové poistenie pre pripad smrti.

Podobne porovname aj vypocitani smerodajni odchylku s vyberovou sme-
rodajnou odchylkou (oznacime s), ktorit sme vypocitali zo simuldcii. Porovnanie
vidime na Obrazku 8.3. Najvacsi rozdiel je v case 23, kde vypocitana smerodajné
odchylka je o 773,616 mensia ako vyberova smerodajna odchylka. Porovnanie dis-
tribu¢nych funkcii zas vidime na Obrazku 8.4.
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Obr. 8.3: Graf vypocitanych smerodajnych odchylok (vlavo) a vyberovych smero-
dajnych odchylok zo simuldcii (vpravo) pre kapitalové poistenie pre pripad smrti.
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Obr. 8.4: Porovnanie vypocitanej distribu¢nej funkcie (vlavo) a distribu¢nej fun-
kcie zo simuldcie (vpravo) pre kapitalové poistenie pre pripad smrti.

8.2 Kapitalove zmiesané poistenie

Opiét rovnaky postup zopakujeme pre kapitdlové zmiesané poistenie. Vytvo-
rime skupinu 50000 fiktivnych 30 roénych muzov a nasimulujeme ich priebeh
zivota. Ak sa jedinec dozije 65 rokov, pre rezervu do casu 35 budeme diskonto-
vat okrem poistného, ktoré je rovné 2 542,79 (vypocitali sme ho v 7. kapitole) aj
poistné plnenie v pripade dozitia, ¢o je v nasom pripade 100000. Ak sa jedinec
nedozije tohto veku, rovnako ako v predchadzajicom pripade, budeme diskonto-
vat poistné plnenie vo vyske 200000 a poistné. Na zaver, spriemerujeme vsetky
rezervy, kde poisteni si nazive a vyjdu nam hodnoty, ktoré mézeme vycitat z
pravého grafu na Obrazku 8.5. Vlavo na tomto obrazku st znazornené vypoci-
tané rezervy pomocou Thieleho diferen¢nej rovnice (vid tiez Obréazok 7.4.), vdaka
ktorym mozeme skonstatovat, ze viditelné rozdiely medzi rezervami nevidime. Je
taktiez zrejmé, ze hodnota v ¢ase 35 bude rovna 100 000, kedze kazdému, kto do-
zije 65. roku zivota sa vyplati dana ciastka a my priemerujeme len také rezervy,
kde sa ciastka vyplati. Este mozeme poznamenat, ze najvacsi rozdiel medzi re-
zervami je v Case 32, kde vypocitana rezerva je o 541,623 mensia.
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Obr. 8.5: Graf vypocitanych rezerv (vlavo) a rezerv zo simuldcii (vpravo) pre
kapitalové zmiesané poistenie.

Podobne opéat porovname smerodajné odchylky. Vysledok vidime na Obrazku
8.5, z ktorého je zrejmé, zZe najvacsi rozdiel bude v case 34. Konkrétne je rozdiel
6412,36. Ostatné rozdiely mozeme vycitat z Obrazka 8.7. Obdobne pre distri-
bucné funkcie. Rozdiely mdézeme vycitat z Obrazka 8.8.
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Obr. 8.6: Graf vypoéitanych smerodajnych odchylok (vlavo) a vyberovych sme-
rodajnych odchylok zo simulécii (vpravo) pre kapitalové zmieSané poistenie.
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Obr. 8.7: Rozdiely medzi vypocitanou smerodajnou odchylkou a smerodajnou
odchylkou zo simulacie.
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Obr. 8.8: Graf vypocitanej distribucnej funkcie (vlavo) a distribucnej funkcie zo
simuldcie (vpravo) pre kapitdlové zmiesané poistenie.

8.3 Dochodkové poistenie 2 osob

Tentoraz budeme generovat 50 000 parov, ktori na zaciatku poistenia maju 30
rokov (muz) a 25 rokov (zena). V pripade, Ze jeden z nich zomrie, bude ten druhy
z nich dostévat pravidelni ¢astku 10 000. Ciastku v tejto hodnote bude dostévat,
aj ked dovrtsi 65 rokov.

Opét najprv nasimulujeme priebeh obidvoch zZivotov, tentokrat az do casu
t = 80. Potom, pre kazdy par, vypocitame rezervu v case t ako sumu diskontova-
nych platieb od ¢ po 80 —t, ktoré budi nasledovat. Ak st obaja zivi a maji obaja
pod 65 rokov, pri¢itame 2 krat diskontovani hodnotu poistného, ktoré zvolime
rovnaké ako pri vypocitanych rezervach, teda 1767,02. Ak ma pod 65 rokov len
manzelka, pripoc¢itame diskontovany dochodok od ktorého od¢itame diskontované
poistné a ak majua obaja nad 65 rokov, pripocitame 2 krat diskontovani hodnotu
dochodku (t.j. 20000). V pripade, ze bude zit len jeden, k sume pribudne len 1
diskontovand hodnota déchodku (t.j. 10000). Na zaver v kazdom Case ¢ spravime
priemer vsetkych rezerv, kde poisteni si v ur¢itom stave. Najprv nas zaujima stav,
kedy ziju obidvaja. Vysledky rezerv zo simulacii, spolu s vypoc¢itanymi rezervami,
mozeme vycitat z Obrazka 8.9. Vidime, ze najvacsie zmeny si od ¢asu 70. Je to
z toho dovodu, ze pri diferencnych rovniciach sme mali ohrani¢ujicu podmienku,
aby sa rezerva az v ¢as 80 rovnala 0, zatialCo pri simulaciach, sme vysku rezervy
v Case napr. 75 vypocitali ako priemer z tych rezerv, kde st nazive obaja a kedze
umrtnost muza v ¢ase 75 (muz je vtedy 105 rocny) je 1, takéto rezervy neexis-
tovali, a teda program ich urc¢il ako nulové. Preto nas budu zaujimat hodnoty
hodnoty rezerv len do t = 75, avSak ak by sa predsa stalo, Ze poisteny prezije aj
vek 105 rokov, vdaka Thieleho diferenénym rovniciam vieme, aka rezerva by po
tomto ¢asa mala byt. Porovnanie smerodajnych odchylok a vyberovych smerodaj-
nych odchylok zo simulacii mozeme vidieft na Obrazku 8.10. Poznamenajme, ze
graf vyberovych smerodajnych odchylok obsahuje hodnoty len do t = 70, pretoze
po tomto ¢ase sme uz nemali dostacény pocet pozorovani na vypocitanie odchylky.
Druhy najvacsi rozdiel medzi hodnotami (po rozdiely v ¢ase 70, ktory je 6 735,95)
je v case 50 a to konkrétne 5325,27. Porovnanie distribu¢nych funkcii pre cas
t = 60 je na Obrazku 8.11. a Obrazku 8.12.

Teraz néas este zaujimaju rezervy, v pripade, ze zije len jeden z poistenych.
Predpokladajme najprv, ze nazive je uz len manzelka, teda kym bude zif, bude
dostavat dochodok. Tentoraz nasimulujeme 10000 priebehov jej zivota a v kaz-
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Obr. 8.9: Graf vypocitanych rezerv (vlavo) a rezerv zo simuldcii (vpravo) pre
dochodkové poistenie, v pripade ak obaja poisteni Ziju.
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Obr. 8.10: Graf vypocitanych smerodajnych odchylok (vlavo) a vyberovych sme-
rodajnych odchylok zo simulacii (vpravo) pre déchodkové poistenie, v pripade ak
obaja poisteni ziju.
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Obr. 8.11: Graf vypocitanej distribu¢nej funkcie (vlavo) a distribu¢nej funkcie zo
simuldcie (vpravo) pre dochodkové poistenie, v pripade ak obaja poisteni 7iju,
pre hodnoty « < 100000
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Obr. 8.12: Graf vypocitanej distribuc¢nej funkcie (vlavo) a distribu¢nej funkcie zo
simuldcie (vpravo) pre dochodkové poistenie, v pripade ak obaja poisteni ziju,
pre hodnoty v > 100000

dom vypocitame rezervu pre vsetky ¢ od 0 do 80. Nésledne spriemerujeme hod-
noty tych rezerv, pri ktorych manzelka ostane este stdle nazive. Vysledky spolu s
porovnanim z vypocitanych rezerv mézeme vidiet na Obrazku 8.13. Porovnanie
odchylok zas vidime na Obréazku 8.14. a distribu¢nych funkecii na Obrazku 8.15.
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Obr. 8.13: Graf vypocitanych rezerv (vlavo) a rezerv zo simuldcii (vpravo) pre
dochodkové poistenie, v pripade ak je zijica len manzelka.
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Obr. 8.14: Graf vypocitanych smerodajnych odchylok (vlavo) a vyberovych sme-
rodajnych odchylok zo simulacii (vpravo) pre déchodkové poistenie, v pripade ak
je zijuca len manzelka.

Obdobne v pripade, ak zije len manzel. Vysledok vidime na grafe vpravo na
Obrazku 8.16. Porovnanie odchylok zas vidime na Obrazku 8.17. a porovnanie
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Obr. 8.15: Graf vypocitanej distribucnej funkcie (vlavo) a distribucnej funkcie zo
simuldcie (vpravo) pre dochodkové poistenie, v pripade ak je zijica len manzelka.

distribu¢nych funkcii na Obrazku 8.18.
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Obr. 8.16: Graf vypocitanych rezerv (vlavo) a rezerv zo simuldcii (vpravo) pre
dochodkové poistenie, v pripade ak je zijuci len manzel.
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Obr. 8.17: Graf vypocéitanych smerodajnych odchylok (vlavo) a vyberovych sme-
rodajnych odchylok zo simulécii (vpravo) pre déchodkové poistenie, v pripade ak
je zijuci len manzel.
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Obr. 8.18: Graf vypocitanej distribu¢nej funkcie (vlavo) a distribu¢nej funkcie zo
simuldcie (vpravo) pre dochodkové poistenie, v pripade ak je zijici len manzel.

8.4 Sirotsky déchodok

Simulac¢ny priebeh pri tomto type déchodku bude obdobny ako v predchadza-
jucich pripadoch, budeme vsak simulovat priebeh troch zivotov. Pocet simulacii
stanovime na 50 000. Pre jednu simuléciu, rezervu v ¢ase t vypocitame ako sumu
diskontovanych budicich poistnych (vyska jedného je 710,07), v pripade ak ziji
vSetci traja a ak Zije len jeden z rodicov, pripadne ani jeden, tak pripocitavat
budeme diskontovanu vysku sirotského déchodku, ¢o je v nasom pripade 10 000.
Na zaver dostaneme spriemerované rezervy znazornené na Obrazku 8.19. spolu
s vypocitanymi rezervami. Ochylky pre tento pripad st znazornené na Obréazku
8.20. Distrubuc¢nu funkciu pre ¢ase t = 10 vidime na Obrazku 8.21.
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Obr. 8.19: Graf vypocitanych rezerv (vlavo) a rezerv zo simulacii (vpravo) pre
sirotsky dochodok, ak st nazive vsetci traja.

Zdoraznime, ze rezerva, ktora nam vysla je pre pripad, ak je nazive diefa aj
obaja rodic¢ia. Rezervy pre pripady, kde nezije jeden pripadne obaja rodicia je
znazornena na Obrazku 8.22. Porovnanie odchylok zas moézeme vidief na Ob-
razku 8.23 a porovnanie distribu¢nych funkcii pre ¢as ¢ = 10 na Obrazku 8.24.
Poznamenajme, ze sme simulovali uz len priebeh zZivota dietata, preto je rezerva
rovnaka pre vsSetky 3 pripady.
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Obr. 8.20: Graf vypocéitanych smerodajnych odchylok (vlavo) a vyberovych sme-
rodajnych odchylok zo simulécii (vpravo) pre sirotsky déchodok, ak st nazive
vsetci traja.
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Obr. 8.21: Graf vypocitanej distribucnej funkcie (vlavo) a distribucnej funkcie zo
simuldcie (vpravo) pre sirotsky dochodok, ak st nazive vsetci traja.
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Obr. 8.22: Graf vypocitanych rezerv (vlavo) a rezerv zo simuldcii (vpravo) pre
sirotsky dochodok, ak je mitvy aspon jeden z rodicov.
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Obr. 8.23: Graf vypocéitanych smerodajnych odchylok (vlavo) a vyberovych sme-
rodajnych odchylok zo simulacii (vpravo) pre sirotsky ddchodok, ak je mftvy
aspon jeden z rodicov.
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Obr. 8.24: Graf vypocitanej distribucnej funkcie (vlavo) a distribucnej funkcie zo
simuldcie (vpravo) pre sirotsky dochodok, ak je mitvy aspon jeden z rodicov.
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Zaver

Hlavnym prinosom diplomovej prace bolo odvodenie diferenc¢nych a diferen-
cidlnych rovnich pre konkrétne typy poistenia, dalej najdenie explicitnych rieseni
diferencidlnych rovnic, kde sa jednalo o linedrne nehomogénne rovnice 1. radu,
nasledna implementéacia riesenia pre vybrané priklady a implementacia simulécii
Monte Carlo, ktoré mi slizili na porovnanie s vysledkami z rovnic.

Na zaciatku prace som nastudovala a spisala vSetky potrebné pojmy, ktoré sa
vyuzivajua pri Thieleho diferencénych a diferencialnych rovniciach. Nasledne som
odvodila rovnice. V pripade diferencialnych rovnic, som si jednotlivé komponenty
rozobrala a uviedlia preco sa v rovnici nachddzaji. Potom som rovnice odvo-
dila pre konkrétne typy poistenia. V porovnani s primarnou literatirou (Koller:
(2012))), som vo vzorcoch vypustila nulové ¢leny a tak vzorce sprehladnila. Navyse
som sama, odvodila rovnice pre sirotsky dochodok spolu s dékladnym rozobratim
vsetkych komponentov. V dalsej kapitole som sa venovala vypoctu poistného, ¢o
znamena, ze som pre kazdy typ poistenia sama odvodila vysku poistného bud
podla principu ekvivalencie alebo podla rozobratia rezerv v diskrétnom case, v
spojitom c¢ase som vysku poistného dopocitala pomocou podmienky, Ze rezerva
v case nula je nulova. V diskrétnom c¢ase som sa potom venovala aj distribucne;j
funkcii a vypoctu smerodajnych odchylok, ¢o moze byt velmi uzitoéné napriklad
pri analyze rizik poistenia, pripadne pre stanovenie rizikovej prirazky a pre mnoho
dalsieho. Navyse som v konkrétnych pripadoch, pre kontrolu vzorca, z distribuc-
nej funkcie vypocitala strednti hodnotu a tak zistila, zZe sa zhoduje s rezervou. V
zaverecnej Casti som potom spravila simulacie v programe Mathematica, z nich
vypocitala rezervy, distribu¢né funkcie a smerodajné odchylky a porovnala tieto
vysledky s vysledkami vypocitanymi pomocou diferenénych a diferencialnych rov-
nic.

Na zaver mozem zhrnut, ze v troch pripadoch zo styroch st hodnoty zo simu-
lacie podobné s hodnotami vypocitanymi pomocou Thieleho diferen¢nych rovnic,
avsak vypocet zo simuldcii trval dlhsie. V stvrtom pripade, konkrétne v pripade
dochodkového poistenia, sa rezervy vyraznejsie lisili, ¢o je sposobené aj ohranicu-
trval dlho a preto sme ho uz neuskutocnili. Videli sme, ze odchylky pri tomto po-
isteni st mensie, ak poc¢itame pomocou Thieleho rovnic, preto by som aj v tomto
pripade, ako aj v ostatnych, povazovala Thieleho rovnice za vyhovujicejsie na
vypocet rezerv.
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Zoznam pouzitych skratiek

* - znaci stav, kedy je poisteny zivy

T - znadi stav, kedy je poisteny mitvy

Vf(t) - rezerva, kde poisteny je v Case t v stave j

W;“(t) - diskontovana rezerva, kde poisteny je v ¢ase t v stave j

a;(t) - suma penazi, ktorti dostane poisteny do ¢ase ¢t po od¢itani vydajov,
ak do Casu t aj v case t je v stave i, ak uvazujeme spojity cas

a;;(t) - suma penazi, ktori dostane poisteny v ¢ase ¢ po od¢itani vydajov,
ak v Case t zmeni svoj stav z ¢ na j, ak uvazujeme spojity cas

alre(t) - suma penazi, ktort dostane poisteny v ¢ase t po odéitani vydajov,

ak v Case t je v stave 7, ak uvazujeme diskrétny cas

aZOSt(zﬁ) - suma penazi, ktorui dostane poisteny v ¢ase t + 1 po odcitani
vydajov, ak v Case t je v stave ¢ a v Case t + 1 je v stave j, ak uvazujeme
diskrétny cas

pij(s,t) - pravdepodobnost, ze sa poisteny dostane do stavu j v case t, za
podmienky, Ze v ¢ase s bol v stave 1.

q(z +t+ 1) - pravdepodobnost, ze poisteny zomrie ako x 4t 4+ 1 ro¢ny, za
podmienky, ze ako x 4 ¢ rocny, bol Zivy.

kP - pravdepodobnost, Ze poisteny, ktory ma x rokov, prezije este k rokov.
pi(t), pij(t) - prechodové sadzby

v(t), vy - diskontné faktory

s - vek, ktory je hrani¢ny pre vyplacanie poistného plnenia

¢ - kladna vyska poistného

b - vyska poistného plnenia, ak poisteny zomrie

g - vyska poistného plnenia, ak sa poisteny dozije s rokov

w - maximéalne vek, ktorého sa osoba moze dozif, rovny 105

99



A. Prilohy

Diferencné rovnice

Terminované poistenie v pripade smrti

Clear["Global ‘*"];

i = 0.035; disk = Exp[-i]; b := 200000; x := 30; s := 65;
vyplataly ] := If[0 <= y <= s - x, b, 0];

pumrtiaM([y_] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*y~2]

V_Payout
solll[n ] :=
solll[n] =
disk pumrtiaM[x + n + 1] vyplatal[n] +
disk (1 - pumrtiaM[x + n + 1]) solli[n + 1]
solll[s - x] = 0;

V_Premium, P =1
sol22[n ]

s0l22[n] = +1 + disk (1 - pumrtiaM[x + n + 1]) sol22[n + 1];
sol22[s - x] = 0;

VipoClet poistného
Platit = s0l111[0]/s0122[0]
Platbaly_] := If[0 <= y < s - x, Platit, 0];

Vipolet rezervy terminovaného poistenia
solF[n_] :=

solF[n] = -Platba[n] + disk (1 - pumrtiaM[x + n + 1])

solF[n + 1] + disk pumrtiaM[x + n + 1] vyplataln] ;
solF[s - x] = 0;
DiscretePlot[solF[i], {i, 0, 35}, PlotStyle —->

RGBColor[0.94, 0., 0.],

AxesLabel > {t,

"\ '\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \

\N(*\)I\) (t)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[O]},
AxesStyle -> Black]

Druhy moment, rozptyl
PlatbaDisk[y_] := If[0 <= y < s - x, -Platit*(1/disk), 0];
Druhy[t_] :=

Druhy[t] =

disk™2 (1 - pumrtiaM[x + t + 1]) (PlatbaDisk[t]~2 +

2xPlatbaDisk([t]*solF[t + 1] + Druhy[t + 1]) +
disk™2 pumrtiaM[x + t + 1] vyplatal[t]~2;

Druhy[s - x] = 0;
Rozptyl[t_] := Rozptyl[t] = Druhy[t] - solF[t]"2
DiscretePlot [Sqrt [Rozptyl[i]]l, {i, 0, 35},
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PlotStyle -> RGBColor[0.81, 0., 0.78],

AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[\[Sigmall},
PlotLabel -> None,

LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Distribuénd funkcia
DistMrtvy[t_, u_] := If[u <= 0, 0, 1]
DistZivyl[e_, u_] :=
DistZivyl[e,
u] = (1 - pumrtiaM([x + e]) DistZivyl[e + 1,
disk~(-1) (u + Platbale])] +

pumrtiaM[x + e] DistMrtvyl[e + 1, disk™(-1) u - vyplatalel];
DistZivy[s - x + 1, u_] := DistZivy[s - x + 1, u] =
If[u <= 0, 0, 1]
DiscretePlot [DistZivy[20, w], {w, -30000, 200000},
PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.81°, 0.31¢, 0.°],
PlotRange -> All,
AxesStyle -> Black, AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},
PlotLabel -> HoldForm[t = 20], LabelStyle -> {GrayLevell[0]}]

Strednd hodnota z distribucnej funkcie
- Integrate[DistZivy[20, y], {y, -Infinity, 0}] +
NIntegrate[(1 - DistZivy[20, t]), {t, O, Infinityl}]

Kapitdlové poistenie

Nastavenia

Clear["Global‘*"];

i = 0.035; g = 100000; disk = Exp[-il; b := 200000; x := 30;
s := 65;

vyplataly_] := If[0 <=y < s - x, b, 0];

vyplata2(y_] := Ifly == s - x, g, 0]; vly_] := Expl[-ix*y];
punrtiaM[y ] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387%y~2]

Vjpocet POISTNEHO podla principu ekvivalencia
Solve[P +
Sum [P*v [k] *Product [(1 - pumrtiaM[x + al]), {a, 0, k}], {k, 1,
34}] == bxv[1]*pumrtiaM[x] +
Sum [b*v[1]*Product[(1 - pumrtiaM[x + al]), {a, 0, 1 - 1}]%
pumrtiaM([x + 11, {1, 2, 34}] +
v[s - x]*100000%Product[(1 - pumrtiaM[x + m]), {m, O, 35}] , P]
Platba2[y ] := If[0 <= y <= s - x, -2542.79, 0];

Vipolet rezervy
solF2[n_] :=
solF2[n] = -Platba2[n] +
disk (1 - pumrtiaM[x + n + 1]) solF2[n + 1] +
disk pumrtiaM[x + n + 1] (vyplatal[n] + vyplata2[n]);
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solF2[s - x] = 100000;
DiscretePlot [solF2[i], {i, O, 357},
PlotStyle -> RGBColor[0.9400000000000001¢, 0., 0.1,
AxesLabel —> {t,

"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\N(*\)I\) (£)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[O]},
AxesStyle -> Black]

Druhy moment, rozptyl
PlatbaDisk([y_] := If[0 <= y < s - x, -2542.79%(1/disk), 0];
PlatbaDisk[s - x] := g;
Druhy2[t_] :=
Druhy2[t] =
disk™2 (1 - pumrtiaM[x + t + 1]) (PlatbaDisk[t]~2 +
2xPlatbaDisk[t]*solF2[t + 1] + Druhy2[t + 1]) +
disk™2 xpumrtiaM[x + t + 1]*(vyplatal[t])~2;
Druhy2[s - x] = gxg;
Rozptyl2[t_] := Druhy2[t] - solF2[t]"2
DiscretePlot [Sqrt [Rozptyl2[il], {i, O, 35},
PlotStyle -> RGBColor[0.81°, 0.¢, 0.78°],
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[\[Sigmall}l},
PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Distribucnd funkcia
DistMrtvyK[t_, u_]
Platbaly_] := If[0 <
DistZivyK[t_, u_] :=
DistZivyK[t,
u] = (1 - pumrtiaM[x + t]) DistZivyK[t + 1,
disk™(-1) (u + Platbalt])] +
pumrtiaM([x + t] DistMrtvyK[t + 1,
disk~(-1) u - vyplatalt] - vyplata2[t]];
DistZivyK[s - x + 1, u_] := If[u <= g, 0, 1]
DiscretePlot [DistZivyK[20, w], {w, -20000, 200000},
PlotRange -> All,
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.81¢, 0.31°, 0.°‘],
PlotRange —> All, AxesStyle -> Black,
AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]}Z},
PlotLabel -> HoldForm[t = 20], LabelStyle -> {GrayLevell[0]}]

If[u < 0, 0, 1]
y <= s - x, 2542.79, 0];

Strednd hodnota z distribucnej funkcie

strHod[k_] := - Integrate[DistZivyK([k, y], {y, -Infinity, 0}] +
NIntegrate[(1 - DistZivyK[k, yl), {y, 0, Infinity}]

DiscretePlot [strHod[q], {q, 0, 35}]

Déchodkové poistenie
Nastavenia
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Clear["Global ‘x"];

pumrtiaM[y_] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*y 2]
pumrtiaZ[y_] = Exp[-8.63058 + 0.0520842 y + 0.000260207 y~2]
i = 0.035; disk =

Exp[-i]; b := 10000; x1 := 30; x2 := 25; omega := 105;
vyplataZly_] := If[0 <= y <= omega - x2, b, 0];

vyplataM[y_] := If[0 <= y <= omega - x2, b, 0];

vly_l := Expl[-ix*y];

Vjpocet POISTNEHO podla principu ekvivalencia
PVP[c ] := ¢ +
Sum[v[k] ¢ Product[(1 - pumrtiaM[xl + ql), {q, O, k}]*
Product[(1 - pumrtiaZ[x2 + ql), {q, 0, k}], {k, 1,
656 - x1 - 1}] + ¢ +
Sum[v[k] ¢ Product[(1 - pumrtiaZ[x2 + ql), {q, O,
k}] Product[(1 - pumrtiaZ[xl + ql), {q, 0, k}], {k, 1,
65 - x2 - 1}]
PVV1 = Product[(1 - pumrtiaM[xl + m]), {m, 0, 65 - x1}]*
Sum[b v[k] Product[(1 - pumrtiaM[65 + ql), {q, O,
k - 65 + x1}], {k, 65 - x1 + 1, omega - x1}] +
Product[(1 - pumrtiaZ[x2 + m]), {m, 0, 65 - x2}]*
Sum[b v[k] Product[(1 - pumrtiaZ[65 + ql]), {q, O,
k - 65 + x2}], {k, 65 - x2 + 1, omega - x2}]
PVV2 = Sum[
Product[(1 - pumrtiaM[xl + m]), {m, O, 1}]x
pumrtiaM([x1 + 1] Sum[
b Product[(1 - pumrtiaZ[x2 + m]), {m, O, k}] v[k], {k, 1 + 1,
65 - x2}], {1, 0, 65 - x2 - 1}] +
Sum[Product [(1 - pumrtiaZ[x2 + m]), {m, O, 1}] pumrtiaZ[x2 + 1]
Sum [
b Product[(1 - pumrtiaM[x1 + m]), {m, O, k}] v[k], {k, 1 + 1,
65 - x1}], {1, 0, 65 - x1 - 1}]
Solve[PVP[c] == PVV1 + PVV2, cl
cecko = 1767

VipoCet rezervy Mrtvy Ziva
MrtvyZivaD[n_] :=
MrtvyZivaD[n] =
disk (1 - pumrtiaZ[x2 + n + 1]) (MrtvyZivaD[n + 1]
+ vyplataZ[n]);

MrtvyZivaD[105 - x2] = 0;

DiscretePlot [MrtvyZivaD[i], {i, 0, 105 - x2},
PlotStyle -> RGBColor[0.9400000000000001¢, 0., 0.1,
AxesLabel -> {t,

"\ I\ (\*SubscriptBox [\ (\ !\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \

\(\ [Dagger]*\)I\) (£)"}, PlotLabel -> None,

LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]
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VypocCet rezervy Zivy Mrtva
ZivyMrtvaD[n_] :=
ZivyMrtvaD [n]
disk (1 - pumrtiaM[xl + n + 1]) (ZivyMrtvaD[n + 1]
+ vyplataM([n]);
ZivyMrtvaD[105 - x2] = 0;
DiscretePlot [ZivyMrtvaD[i], {i, O, 105 - x2},
PlotStyle -> RGBColor[0.9400000000000001¢, 0., 0.1,
AxesStyle -> Black,
AxesLabel —> {t,
"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!'\ (\xSuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\),
\ ($\
\ [Dagger]\)I\) (t) "}, LabelStyle -> {GrayLevel[0]}]

VipoCet rezervy Zivy Ziva
platbaly_] :=
If[0 <= y < 65 - x1, -2*cecko,
If[65 - x1 <= y < 65 - x2, -cecko, 0]];
vyplataZIVI[y_] :=
If[656 - x1 <=y < 65 - x2, b, If[656 - x2 <= y < 105 - x2,
2%b, 011;
pomocl[y ] :=
disk pumrtiaM[
x1 +y+ 1] (1 - pumrtiaZ[x2 + y + 1]) (vyplataM[y] +
MrtvyZivaD[y + 1]);
pomoc2[y_] :=
disk pumrtiaZl[
x2 +y + 1] (1 - pumrtiaM[xl + y + 1]) (vyplataZly] +
ZivyMrtvaD[y + 1])
For[i = 0, i < 7, i++, pomoc2[75 + i] := 0]
ZivyZivaD[n_] :=
ZivyZivaD[n] =
platba[n] +
disk (1 - pumrtiaZ[x2 + n + 1]) (1 -
pumrtiaM[x1 + n + 1]) (vyplataZIVI[n] + ZivyZivaD[n + 1]) +
pomocl[n] + pomoc2[n] ;
ZivyZivaD[105 - x2] = O;
DiscretePlot[ZivyZivaD[i], {i, 0, 105 - x2},
PlotStyle -> RGBColor[0.9400000000000001¢, 0., 0.1,
AxesStyle -> Black,
AxesLabel -> {HoldForm[t],
"\ '\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\N(xx\)I\) ()"}, LabelStyle -> {GrayLevel[0]}]

Druhy moment, rozptyl ZM

DruhyMomZM [omega - x2] = O;

DruhyMomZM [t _]
DruhyMomZM [t]
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disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) (vyplataM[t]~2 +
2 vyplataM[t] ZivyMrtvaD[t + 1] + DruhyMomZM[t + 1]);

RozptylZM[t_] := RozptylZM[t] = DruhyMomZM[t] - (ZivyMrtvaD[t])~2
DiscretePlot [Sqrt [RozptylZM[i]], {i, O, omega - x2},
PlotStyle -> RGBColor[0.81°, 0.¢, 0.78°],
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[\[Sigmall},
PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Druhj moment, rozptyl MZ
DruhyMomMZ [omega - x2] =
DruhyMomMZ[t_] :=

DruhyMomMZ [t] =

disk™2 (1 - pumrtiaZ[x2 + t + 1]) (vyplataZ[t]~2 +
2 vyplataZ[t] MrtvyZivaD[t + 1] + DruhyMomMZ[t + 1]);

RozptylMZ[t_] := RozptylMZ[t] = DruhyMomMZ[t] - (MrtvyZivaD[t]) 2
DiscretePlot [Sqrt [RozptylMZ[i]], {i, O, omega - x2},

PlotStyle -> RGBColor[0.81¢, 0.¢, 0.78°],

AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[\[Sigmall},

PlotLabel -> None,

LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

0;

Druhy moment, rozptyl ZZ
platbaDisk([y_] :=
If[0 <= y < 65 - x1, -2%1765.914x(1/disk),
If[65 - x1 <= y < 65 - x2, -1765.914*(1/disk), 0]1;
DruhyMomZZ [omega - x2] = 0;
DruhyMomZZ[t_] :=
DruhyMomZZ [t] =
disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) (1 -
pumrtiaZ[x2 + t + 1]) ((vyplataZIVI[t] + platbaDisk[t])~2 +
2 (vyplataZIVI[t] + platbaDisk[t]) ZivyZivaD[t + 1] +
DruhyMomZZ [t + 1]) +
disk™2 pumrtiaM[
x1 +t + 1] (1 - pumrtiaZ[x2 + t + 1]) ((vyplataZ[t])~2 +
2 (vyplataZ[t]) MrtvyZivaD[t + 1] + DruhyMomMZ[t + 1]) +
disk™2 pumrtiaZl[
x2 + t + 1] (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) ((vyplataM[t])~2 +
2 (vyplataM[t]) ZivyMrtvaD[t + 1] + DruhyMomZM[t + 1]) ;
RozptylZZ[t_] := RozptylZZ[t] = DruhyMomZZ[t] - (ZivyZivaD[t])~2
DiscretePlot [Sqrt [RozptylZZ[i]], {i, O, omega - x2},
PlotStyle -> RGBColor[0.81°, 0.¢, 0.78°],
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[\[Sigmall},
PlotLabel -> None,
LabelStyle —> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Distribuénd funkcia ZM
DistMM[t_, u_] := DistMM[t, u]l] = If[u <= 0, 0, 1];
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DistZM[t_, u_ ] :=
DistZM[t,
u] = (1 - pumrtiaM[x1 + t]) DistZM[t + 1,
disk™(-1) *u - vyplataM[t]] +
pumrtiaM([x1 + t] DistMM[t + 1, disk~(-1)*ul;
DistZM[omega - x2 + 1, u_] :=
DistZM[omega - x2 + 1, u] = If[u <= 0, 0, 1];

DiscretePlot [DistZM[40, w], {w, -10000, 210000}, PlotRange -> All,
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.81¢, 0.31¢, 0.°‘],
PlotRange -> All, AxesStyle -> Black,

AxeslLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},
PlotLabel -> HoldForm[t = 40], LabelStyle -> {GrayLevell[0]}]

Distribuéna funkcia MZ
DistMZ[t_, u_] :=
DistMZ[t,
u] = (1 - pumrtiaZ[x2 + t]) DistMZ[t + 1,
disk~(-1) *u - vyplataZ[t]] +
pumrtiaZ[x2 + t]*DistMM[t + 1, disk™(-1)*u];
DistMZ[omega - x2 + 1, u_] :=
DistMZ[omega - x2 + 1, ul] = If[u <= 0, 0, 1];

DiscretePlot [DistMZ[40, w], {w, -10000, 220000}, PlotRange -> All,
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.81‘, 0.31°, 0.°‘],
PlotRange -> All, AxesStyle -> Black,

AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},
PlotLabel -> HoldForm[t = 40], LabelStyle -> {GrayLevell[0]}]

Distribuénd funkcia ZZ
DistZZ[t_, u ] :=
DistZZ[t,
u] = (1 - pumrtiaZ[x2 + t]) (1 - pumrtiaM[xl + t])
DistZZ[t + 1,
disk~(-1) *(u - platbalt]) - vyplataZIVI[t]] +
pumrtiaZ[x2 + t] (1 - pumrtiaM[x1 + t]) DistZM[t + 1,
disk™(-1) *u - vyplataM[t]] +
pumrtiaM([x1l + t] (1 - pumrtiaZ[x2 + t]) DistMZ[t + 1,
disk™(-1) *u - vyplataZ[t]] +
pumrtiaM([xl + t] pumrtiaZ[x2 + t] DistMM[t + 1, disk™(-1)*u];
DistZZ[omega - x2 + 1, u_] :=
DistZZ[omega - x2 + 1, ul Iffu <= 0, 0, 1]1;

DiscretePlot [DistZZ[40, w], {w, -10000, 420000}, PlotRange -> All,
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.81¢, 0.31°, 0.°‘],
PlotRange -> All, AxesStyle -> Black,

AxeslLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]}Z},
PlotLabel -> HoldForm[t = 40], LabelStyle -> {GrayLevell[0]}]

Sirotsky ddéchodok
Clear["Global ‘x"];
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pumrtiaM[y ] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*y"2];
pumrtiaZ[y ] = Exp[-8.63058 + 0.0520842 y + 0.000260207 y~2];

x1 = 10; x2 = 40; x3 = 35; omega = 105;

vly_] := Expl[-i*y]; i := 0.035; s = 26; disk = Exp[-i]; b = 10000;
vyplataD[y_] := If[0 <=y < s - x1, b, 0];

Zije len dieta
ZivyMM[n_] :=
ZivyMM[n]
disk (1 - pumrtiaM[xl + n + 1]) (vyplataD[n] + ZivyMM[n + 1]) ;
ZivyMM[s - x1] = 0;
DiscretePlot [ZivyMM[i], {i, O, s - x1},
PlotStyle -> RGBColor[0.9400000000000001¢, 0., 0.1,
AxesStyle -> Black,
AxesLabel -> {HoldForm[t],
"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\'\ (\xSuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\\),
\ (*\\ [Dagger]\ [Dagger]\)I\) (t)"}, LabelStyle -> {GrayLevel[0]}]

Zije otec a dieta
ZivyZM[n_] :=
ZivyZM[n]
disk (1 - pumrtiaM[xl + n + 1]) (1 -
pumrtiaM[x2 + n + 1]) (vyplataD[n] + ZivyZM[n + 1]) +
disk pumrtiaM[
x2 + n + 1] (1 - pumrtiaM[xl + n + 1]) (vyplataD[n] +
ZivyMM[n + 1]);
ZivyZM[s - x1] = 0;
DiscretePlot [ZivyMM[i], {i, O, s - x1},
PlotStyle -> RGBColor[0.81°, 0.¢, 0.27‘], AxesStyle -> Black,
AxesLabel -> {HoldForm[Cas], HoldForm[Rezerval},
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}]

Zije matka a dieta
ZivyMZ[n_]
ZivyMZ [n]
disk (1 - pumrtiaM[xl + n + 1]) (1 -
pumrtiaZ[x3 + n + 1]) (vyplataD[n] + ZivyMZ[n + 1]) +
disk pumrtiaZl[
x3 +n + 1] (1 - pumrtiaM[xl + n + 1]) (vyplataD[n] +
ZivyMM[n + 1]);
ZivyMZ[s - x1] = 0;
DiscretePlot [ZivyMM[i], {i, O, s - x1},
PlotStyle -> RGBColor[0.81¢, 0.¢, 0.27‘], AxesStyle -> Black,
AxesLabel -> {HoldForm[Cas], HoldForm[Rezerval}l,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}]

VypocCet poistného
PVP[c ] := ¢ +
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Sum[v[k] ¢ Product[(1 - pumrtiaM[xl + ql), {q, O,
k}] Product[(1 - pumrtiaM[x2 + ql), {q, O,
k}] Product[(1 - pumrtiaZ[x3 + ql), {q, O, k}I, {k, 1,
26 - x1 - 1}]
PVV = Sum[
pumrtiaM[x2 + 1] Product[(1 - pumrtiaM[x2 + q]), {q, 0, 1}]
Sum[vyplataD([k] v[
k] Product[(1 - pumrtiaM[x1 + ql), {q, O,
k}] Product[(1 - pumrtiaZ[x3 + ql), {q, O, k}], {k, 1 + 1,
26 - x1}], {1, 0, 26 - x1 - 1}] +
Sum [pumrtiaZ[x3 + 1] Product[(1 - pumrtiaZ[x3 + ql), {q, O, 1}]
Sum [vyplataD[k] v[
k] Product[(1 - pumrtiaM[x1 + ql), {q, O,
k}] Product[(1 - pumrtiaM[x2 + ql), {q, 0, k}], {k, 1 + 1,
26 - x1}], {1, 0, 26 - x1 - 1}] +
Sum[If[m != 1,
pumrtiaM([x2 + m] pumrtiaZl
x3 + 1] Product[(1 - pumrtiaM[x2 + ql), {q, O,
m}] Product[(1 - pumrtiaZ[x3 + ql), {q, 0, 1}], 0] Sum[
vyplataD[k] v[k] Product[(1 - pumrtiaM[xl + ql), {q, 0, k}],
{k,Max[m, 1] + 1, 26 - x1}], {m, 0, 26 - x1 - 1}, {1, O,
26 - x1 - 1}]
Solve[PVP[c] == PVV, c]
poistne = 710.07

Ziju vsetci
platit[y_] := If[0 <=y <= s - x1, -710.07, 0];
VsetciZivil[n ] :=
VsetciZivi[n] =
platit[n] +
disk (1 - pumrtiaM[xl + n + 1]) (1 - pumrtiaZ[x2 + n + 1]) (1 -
pumrtiaZ[x3 + n + 1]) VsetciZivi[n + 1] +
disk pumrtiaM[
x2 +n + 1] (1 - pumrtiaM[xl + n + 1]) (1 -
pumrtiaZ[x3 + n + 1]) (vyplataD[n] + ZivyMZ[n + 1]) +
disk pumrtiaZl[
x3 +n+ 1] (1
pumrtiaM[x2 +
disk pumrtiaZ[x3
x2+n+1] (1
ZivyMM[n + 1])
VsetciZivil[s - x1] = 0;
DiscretePlot [VsetciZivi[i], {i, 0, s - x1},
PlotStyle -> RGBColor[0.9400000000000001¢, 0.¢, 0.],
AxesStyle -> Black,
AxesLabel -> {HoldForm[t],
"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\(kxx\)J\) (£)"}, LabelStyle -> {GrayLevel[0]}]

pumrtiaM[x1 + n + 1]) (1 -

+ 1]) (vyplataD[n] + ZivyZM[n + 1]) +
n + 1] pumrtiaM[

pumrtiaM[x1 + n + 1]) (vyplataD[n] +

+ B
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Druhy moment, rozptyl ZMM
DruhyMomZMM[26 - x1] = 0;
DruhyMomZMM [t _]
DruhyMomZMM [t]
disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) (vyplataD[t]~2 +
2 vyplataD[t] ZivyMM[t + 1] + DruhyMomZMM[t + 1]);
RozptylZMM[t_] := RozptylZMM[t] = DruhyMomZMM[t] - (ZivyMM[t])~2
DiscretePlot [Sqrt [RozptylZMM[i]], {i, O, 26 - x1},
PlotStyle -> RGBColor[0.81¢, 0.¢, 0.78¢],
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[\[Sigmall},
PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Druhy moment, rozptyl ZZM
DruhyMomZZM[26 - x1] = 0;
DruhyMomZZM [t _]

DruhyMomZZM[t]

disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) (1 -

pumrtiaM([x2 + t + 1]) (vyplataD[t]~2 +
2 vyplataD[t] ZivyZM[t + 1] + DruhyMomZZM[t + 1]) +
disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) pumrtiaM[
x2 + t + 1] (vyplataD[t]~2 + 2 vyplataD[t] ZivyMM[t + 1] +
DruhyMomZMM[t + 1]);

RozptylZZM[t_] := RozptylZZM[t] = DruhyMomZZM[t] - (ZivyzZM[t])~2
DiscretePlot [Sqrt [RozptylZZM[i]], {i, O, 26 - x1},
PlotStyle -> RGBColor[1.¢, 0., 0.25°], AxesStyle -> Black,
AxesLabel —-> {HoldForm[t], HoldForm[s]}, PlotLabel -> None,
LabelStyle —-> {GrayLevel[0]}]

Druhj moment, rozptyl ZMZ
DruhyMomZMZ [26 - x1] = 0;
DruhyMomZMZ [t _]
DruhyMomZMZ [t]
disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) (1 -
pumrtiaZ[x3 + t + 1]) (vyplataD[t]~2 +
2 vyplataD[t] ZivyMZ[t + 1] + DruhyMomZMZ[t + 1]) +
disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) pumrtiaZ[
x3 + t + 1] (vyplataD[t]~2 + 2 vyplataD[t] ZivyMM[t + 1] +
DruhyMomZMM[t + 1]);
RozptylZMZ[t_] := RozptylZMZ[t] = DruhyMomZMZ[t] - (ZivyMZ[t])~2
DiscretePlot [Sqrt [RozptylZMZ[i]]l, {i, O, 26 - x1},
PlotStyle -> RGBColor[1l.¢, 0., 0.25], AxesStyle -> Black,
AxesLabel —-> {HoldForm[t], HoldForm[s]}, PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}]

Druhj moment, rozptyl ZZZ
platitDisk[y_ ] := If[0 <=y <= s - x1, -710.07x(1/disk), 0];
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DruhyMomZZZ[26 - x1] = 0;
DruhyMomZZZ [t _]
DruhyMomZZZ [t]
disk™2 (1 - pumrtiaM([xl + t + 1]) (1 - pumrtiaM[x2 + t + 1])
(1 - pumrtiaZ[x3 + t + 1]) (platitDisk[t]~2 +
2 platitDisk[t] VsetciZivi[t + 1] + DruhyMomZZZ[t + 1]) +
disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) pumrtiaM[
x2 +t + 1] (1 - pumrtiaZ[x3 + t + 1]) (vyplataD[t]"2 +
2 vyplataD[t] ZivyMZ[t + 1] + DruhyMomzMZ[t + 1]) +
disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) pumrtiaZl[
x3 +t + 1] (1 - pumrtiaM[x2 + t + 1]) (vyplataD[t]~2 +
2 vyplataD[t] ZivyZM[t + 1] + DruhyMomZZM[t + 1]) +
disk™2 (1 - pumrtiaM[xl + t + 1]) pumrtiaZ[x3 + t + 1]
pumrtiaM[
x2 + t + 1] (vyplataD[t]~2 + 2 vyplataD[t] ZivyMM[t + 1] +
DruhyMomZMM[t + 1]);
RozptylZZZ[t_] := RozptylZZZ[t] = DruhyMomZZZ[t] -
(VsetciZivi[t])~2
DiscretePlot [Sqrt [RozptylZZZ[i]l], {i, 0, 26 - x1},
PlotStyle -> RGBColor[0.81°, 0.¢, 0.78°],
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[\[Sigmall}l,
PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Distribucna funkcia MMM
DistMMM[t_, u_] := DistMMM[t, u] = If[u <= 0, 0, 1]

Distribuc¢nd funkcia ZMM
DistZMM[t_, u_] :=
DistZMM[t,
u] = (1 - pumrtiaM([x1 + t]) DistZMM[t + 1,
disk~(-1) *u - vyplataD[t]] +
pumrtiaM([x1 + t] DistMMM[t + 1, disk™(-1)*u];
DistZMM[26 - x1 + 1, u_ ] :=
DistZMM[26 - x1 + 1, u] = If[u <= 0, 0, 1];

DiscretePlot [DistZMM[10, w], {w, 60000, 62000}, PlotRange -> All,
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.81¢, 0.31°, 0.°],
PlotRange —> All, AxesStyle -> Black,

AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]}Z},
PlotLabel -> HoldForm[t = 10], LabelStyle -> {GrayLevell[0]}]

Distribuénd funkcia MZM
DistMZM[t_, u_] := DistMZM[t, u] = If[u <= 0, 0, 1]

Distribuénéd funkcia ZZM
DistZZM[t_, u ] :=
DistZZM[t,
u] = (1 - pumrtiaM([xl + t]) (1 - pumrtiaM[x2 + t])
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DistZZM[t + 1,

disk~(-1) *u - vyplataD[t]] + (1 - pumrtiaM[xl + t])
pumrtiaM[x2 + t] DistZMM[t + 1,
disk™(-1) *u - vyplataD[t]] + (pumrtiaM[x1l + t]) (1 -
pumrtiaM([x2 + t]) DistMZM[t + 1,
disk™(-1) *u] + (pumrtiaM[xl1 + t]) pumrtiaM[x2 + t] DistMMM[
t + 1, disk™(-1) *ul;

DistZZM[26 - x1 + 1, u_] :=

DistZZM[26 - x1 + 1, u] = If[u <= 0, 0, 1];

DiscretePlot [DistZZM[10, w], {w, 60000, 62000}, PlotRange -> All,
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.81¢, 0.31¢, 0.°],
PlotRange -> All, AxesStyle -> Black,

AxeslLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},
PlotLabel -> HoldForm[t = 10], LabelStyle -> {GrayLevell[0]}]

Distribucénd funkcia MMZ
DistMMZ[t_, u_] := DistMMZ[t, u] = If[u <= 0, 0, 1]

Distribuénd funkcia ZMZ
DistZMZ[t_, u ] :=
DistZMZ[t,
u] = (1 - pumrtiaM[xl + t]) (1 - pumrtiaZ[x3 + t])
DistZMZ[t + 1, disk™(-1) *u - vyplataD[t]] +
(1 - pumrtiaM[x1 + t])
pumrtiaZ[x3 + t] DistZMM[t + 1, disk™(-1) *u - vyplataD[t]] +
pumrtiaM([x1l + t] (1 - pumrtiaZ[x3 + t]) DistMMZ[t + 1,
disk~(-1) *u] +
pumrtiaM[x1l + t] pumrtiaZ([x3 + t] DistMMM[t + 1,
disk™(-1) *ul;
DistZMZ[26 - x1 + 1, u ] :=
DistZMZ[26 - x1 + 1, u] = If[u <= 0, 0, 1];

DiscretePlot [DistZMZ[10, w], {w, 60000, 62000}, PlotRange -> All,
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.81¢, 0.31¢, 0.1,
PlotRange -> All, AxesStyle -> Black,

AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},
PlotLabel -> HoldForm[t = 10], LabelStyle -> {GrayLevell[0]}]

Distribuénéd funkcia ZZZ
DistZZZ[t_, u_] :=
DistZZZ[t,
u] = (1 - pumrtiaM[x1l + t]) (1 - pumrtiaM[x2 + t]) (1 -

pumrtiaZ[x3 + t]) DistZZZ[t + 1,
disk™(-1) *(u - platit[t])] + (1 - pumrtiaM[xl + t])
pumrtiaM[
x2 + t] (1 - pumrtiaZ[x3 + t]) DistZMZ[t + 1,
disk™(-1) *u - vyplataD[t]] + (1 - pumrtiaM[xl + t])
pumrtiaZl[
x3 + t] (1 - pumrtiaM[x2 + t]) DistZZM[t + 1,
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disk~(-1) *u - vyplataD[t]] + (1 - pumrtiaM[xl + t])
pumrtiaZl[
x3 + t] (pumrtiaM[x2 + t]) DistZMM[t + 1,
disk™(-1) *u - vyplataD[t]] +
pumrtiaM[
x1 + t] (1 - pumrtiaZ[x3 + t]) (1 - pumrtiaM[x2 + t])
DistZMM[t + 1, disk~(-1) *u] +
pumrtiaM[x1 + t] pumrtiaZ[x3 + t] (1 - pumrtiaM[x2 + t])
DistMZM[t + 1, disk~(-1) *u] +
pumrtiaM([x1l + t] (1 - pumrtiaZ[x3 + t]) pumrtiaM[x2 + t]
DistMMZ[t + 1, disk™(-1) *u] +
pumrtiaM[x1 + t] pumrtiaZ[x3 + t] pumrtiaM[x2 + t]
DistMMM[t + 1, disk™(-1) *ul;
DistZZZ[26 - x1 + 1, u_] :=
DistZZZ[26 - x1 + 1, u] = If[u <= 0, 0, 1];
DiscretePlot [DistZZZ[10, w], {w, -10000, 70000},
PlotStyle -> RGBColor[0.81, 0.31, 0.], PlotRange -> All,
AxesStyle -> Black, AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},
PlotLabel -> HoldForm[t = 10], LabelStyle -> {GrayLevell[0]}]

Diferencialne rovnice

Terminované poistenie

Nastavenia

Clear["Global ‘*"];

pumrtiaM[y_] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*y"~2]
g = 100000; i := 0.035; b := 200000; x := 30; s := 65;
vly_1 := Expl-ixy];

Vipolet poistného
poistne =
bxIntegrate[
v[q] pumrtiaM[x + q] Exp[-Integrate[pumrtiaM[x + ql, ql],
{q, 0, s - x}]/(Integratel
v[q] Exp[-Integrate[pumrtiaM[x + ql, ql], {q, 0, s - x}])
poistne = \Y%

Rezerva
konst = -Integratel[
v[lq] (poistne -
b * pumrtiaM[x + q]) Exp[-Integrate[pumrtiaM[x + ql, qll,
{q, 0, s - x}]
helply_] = ExplIntegrate[pumrtiaM[x + y], y]]
Termin[t ] :=
Termin[t] =
Integrate[
v[lq] (poistne -
b*pumrtiaM[x + q]) Exp[-Integrate[pumrtiaM[x + ql], ql],
{q, 0, t}] * helpl[t]
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Plot[Termin[y]l/vlyl, {y, 0, s - x}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01¢, 0.01¢, 0.01°],
AxesLabel -> {t,

"\ I\ (\*SubscriptBox [\ (\ !\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\N(x\)I\) (t)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[O]},
AxesStyle -> Black]

Kapitalove poistenie

Nastavenia

Clear["Global‘x"];

g = 100000; i := 0.035; b := 200000; x :
vly_] := Expl[-ixy];

pumrtiaM[y ] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*y 2]
vyplata2[y_] := If[0 < y < s - %, b, 0]

vyplata2[s - x] := 100000

I
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)]
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Vypocet poistného
help[y_] = Expl[Integrate[pumrtiaM[x + y], y]]
cPomoc = (gxv[s - x])/help[s - x]
cPomoc2 =
bxNIntegrate [
v[lq] pumrtiaM[x + q]*Exp[-Integrate[pumrtiaM[x + ql, qll],
{q, 0, s - x}]
c2Nove = (cPomoc + cPomoc2)/
Integratel[v[q] Exp[-Integrate[pumrtiaM[x + ql, qll,
{q, 0, s - x}]
poistnely ] := If[0 <= y <= s - x, c2Nove, 0]

Rezerva
konst = cPomoc -
Integratel
v[lq] (c2Nove -
bxpumrtiaM[x + q]) Exp[-Integrate[pumrtiaM[x + ql, ql],
{g, 0, s - x}]
Kapitall[t_] :=
Kapital[t] =
Integratel[
v[q] (c2Nove -
bxpumrtiaM[x + q]) Exp[-Integrate[pumrtiaM[x + ql], ql],
{q, 0, t}] * help[t]
Plot [Kapitallyl/vlyl, {y, 0, s - x}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01¢, 0.01¢, 0.01°],
AxesLabel -> {t,
"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\N(*\)I\) (t)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[0]},
AxesStyle -> Black]

Déchodkové poistenie
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Nastavenia
Clear["Global‘*"];
x1 = 30; x2 = 25; omega = 105; DeltaT = x1 - x2;
vly_1 := Expl-i*y]l; i := 0.035; s = 65;
vyplataM[y_] := If[0 < y < omega - x2, 10000, 0];
vyplataZl[y_] If[0 < y < omega - x2, 10000, 0];
ObajaZivyly_, cecko_] :=
If[0 <y < 65 - x2,
If[65 - x1 <y < 65 - x2, 10000 - cecko, -2*cecko],
If [y >= omega, 0, 20000]]
ZiviPlat[y_] :=
If[0 <y < 65 - x2, If[65 - x1 <y < 65 - x2, 8130.395,
-3739.217,
If [y >= omega, 0, 20000]]
punrtiaM[y ] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387%y~2]
pumrtiaZ[y ] = Exp[-8.63058 + 0.0520842 y + 0.000260207 y~2]
helply_] = ExplIntegrate[pumrtiaM[x1l + y], yl]
help2[y_] = Expl[Integrate[pumrtiaZ[x2 + y], y]]

Rezerva - ZIVY MRTVA
konstl = Integratel
v[q] vyplataM[q] Exp[-Integrate[pumrtiaM[xl + ql], ql], {q, O,
omega - x2}]
ZivyMrtvaly_] :=
ZivyMrtval
y] = (Integrate[-v[q] vyplataM[
ql Exp[-Integrate[pumrtiaM[x1 + ql, qll, {q, O, y}] +
konst1)*help[y]
Plot[[ZivyMrtvalyll/v[y]l, {y, O, omega - x2}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01°, 0.01¢, 0.01°],
AxesLabel —> {t,
"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!'\ (\*xSuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\),
\ (*\\ [Dagger]I\)I\) (t)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle ->
{GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Rezerva - MRTVY ZIVA
konst2 = Integratel[
v[q] vyplataZ[q]l Exp[-Integrate[pumrtiaZ[x2 + ql], ql], {q, O,
omega - x2}]
MrtvyZivaly_] :=
MrtvyZival
y] = (Integratel[-v[q] vyplataZl[
ql Exp[-Integrate[pumrtiaZ[x2 + ql, qll, {q, O, y}] +
konst2) *help2[y]
Plot [N[MrtvyZivalyll/v[y]l, {y, O, omega - x2}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01°, 0.01¢, 0.01°],
AxesLabel —> {t,
"\!"\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\\), \
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\(\ [Dagger]*\)J\) (t)"}, PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Rezerva - ZIVY ZIVA
Integrate[(+v[k] ZiviPlat[k] + pumrtiaM[x1l + k] N[MrtvyZivalk]]
+pumrtiaZ[x2 + k] N[ZivyMrtval[k]])x*
Exp[-Integrate[pumrtiaM[x1 + k] + pumrtiaZ[x2 + k], k]],
{k, 0, omega - x2}]
help3[y_] = Expl[Integrate[pumrtiaM[xl + y] + pumrtiaZ[x2 + y], yl]
ZivyZivaly_] :=
ZivyZivaly] =
NIntegrate[-(v[k] ZiviPlat[k] + pumrtiaM[xl + k]
N[MrtvyZival[k]] + pumrtiaZ[x2 + k] N[ZivyMrtval[k]])x*
Exp[-Integrate[pumrtiaM[x1 + k] + pumrtiaZ[x2 + k], k]],
{k, 0, y}I*help3l[y]
Plot[[ZivyZivalyll/v[yl, {y, O, 80}, PlotRange —> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01¢, 0.01¢, 0.01°],
AxesLabel -> {t,
"\ '\ (\*SubscriptBox [\ (\ !\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\N(x*\)J\) ()"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[0]},
AxesStyle -> Black]

Sirotsky déchodok

Nastavenia

Clear["Global‘x"];

x1 = 10; x2 = 40; x3 = 35; omega = 105;

vly_] := Exp[-i*yl; i := 0.035; s = 26;

vyplataly_] If[0 <= y <= s - x1, 10000, 0]

pumrtiaM[y_] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*y"2];
pumrtiaZly_] Exp[-8.63058 + 0.0520842 y + 0.000260207 y~2];

Rezerva - ZIVE MRTVY MRTVA
konstl = Integratel[
v[lq] vyplatalql Exp[-Integrate[pumrtiaM[x1 + ql, qll, {q, O,
s - x1}]
helply_] = ExplIntegrate[pumrtiaM[x1l + y], yl]
ZiveMrtvyMrtvalt_] :=
ZiveMrtvyMrtval
t] = (Integrate[-v[q] vyplatal
q]l Expl[-Integrate[pumrtiaM[x1 + ql, qll, {q, O, t}] +
konst1) *help[t]
Plot [N[ZiveMrtvyMrtvalyll/vlyl, {y, 0, s - x1}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01¢, 0.01¢, 0.01°],
AxesLabel -> {t,
"\ 1\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\),
\ (*\\ [Dagger]\ [Dagger]\)J\) (t)"}, PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]
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Rezerva - VSETCI ZIVI
vsetciZivyly_ ] := If[0 < y <= s - x1, PlatitSD, 0]
konst4 = Integratel[(v[k] vsetciZivyl[k] +

pumrtiaM[x2 + k] ZiveMrtvyZivalk] +

pumrtiaZ[x3 + k] N[ZiveZivyMrtvalk]])*

Exp[-Integrate[(pumrtiaM[x1 + k] + pumrtiaM[x2 + k] +
pumrtiaZ[x3 + k1), k]], {k, 0, s - x1}]
help6[y_] =
Exp[Integrate[pumrtiaM[xl + y] + pumrtiaM[x2 + y] + pumrtiaZ[x3
+ yl,yl]
RezervaZivil[t_] :=
RezervaZivi[t] =
NIntegrate[(-v[e] vsetciZivyl[e] -
pumrtiaM[x2 + e] ZiveMrtvyZivale] -
pumrtiaZ([x3 + e] ZiveZivyMrtvale])*
Exp[-Integratel[
pumrtiaM([x1l + e] + pumrtiaM[x2 + e] + pumrtiaZ[x3 + e],
ell, {e, 0, t}]*help6[t]
Plot [N[RezervaZivilyl]l/v[yl, {y, 0, s - x1}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01¢, 0.01¢, 0.01°],
AxesLabel -> {t,
"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \

\Gexx\)I\) (t) "}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevell[O]},
AxesStyle -> Black]

Rezerva - VSETCI ZIVI - NDSOLVE
sol2 = NDSolve[{w’[
t] == -v[t] vsetciZivy[
t] + (pumrtiaM[x2 + t] + pumrtiaZ[x3 + t] +
pumrtiaM[x1 + t]
)xw[t] - pumrtiaM[x2 + t] y[t] - pumrtiaZ([x3 + t] z[t],
y’ [t] == -v[t] vyplatal
t] + (pumrtiaM[x1 + t] + pumrtiaZ[x3 + t]) yl[t] -
pumrtiaZ[x3 + t] qlt],
z’ [t] == -v[t] vyplatal
t] + (pumrtiaM[x1l + t] + pumrtiaM([x2 + t]) z[t] -
pumrtiaM[x2 + t] q[t],
q’ [t] == -v[t] vyplatal[t] + pumrtiaM[xl + t] ql[t], wls - x1]

yls - x1] == 0, z[s - x1] == 0, qls - x1] == 0 }, {w[t], y[t],
z[t], qltl}, {t, 0, s - x1},
Method -> {"PDEDiscretization" -> "FiniteElement"}]

Simulacie Monte Carlo

Terminované poistenie

Clear["Global‘*"]

vek = 30; b = 200000; s = 65; i = 0.035; diskont[a_] := Exp[-ix*al;
pumrtiaM[y ] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387%y"2];
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Prvy Zivot - zomrie v 27.
SeedRandom [8]
poistne = 1469.48;
AnoCiNie = Table[-1, s - vek];
For[e = 0, e < s - vek + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[vek + e]]] == 0,
AnoCiNie[[e]] = 0, AnoCiNie[[e]] = 1; Break[]]];
Rezervalt ] :=
Sum[If[AnoCiNie[[t + k]] == 0, -poistnexdiskont [k],
If [AnoCiNie[[t + k]] == -1, O, bxdiskont[k]]], {k, O,
s - vek - t}];
Rezervals - vek] = 0;
DiscretePlot [Rezervalql, {q, 0, 35},
PlotStyle -> RGBColor[0.¢, 0.1, 0.75],
AxesLabel -> {t,
"\I\(\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)IVL\), \
\N(\)I\) (£)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[0]},
AxesStyle -> Black]

Druhy Zivot - nezomrie
SeedRandom([11]
poistne2 = 1469.48;
AnoCiNie2 = Table[-1, s - vek];
For[e = 0, e < s - vek + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[vek + e]l]] == O,
AnoCiNie2[[e]] = O, AnoCiNie2[[e]l] = 1; Break[]l]1];
Rezerva2[t_] :=
Sum[If [AnoCiNie2[[t + k]] == 0, -poistne2xdiskont [k],
If [AnoCiNie2[[t + k]] == -1, 0, bxdiskont([k]]], {k, O,
s - vek - t}];
Rezerva2[s - vek] = O;
DiscretePlot [Rezerva2[ql, {q, 0, 35},
PlotStyle -> RGBColor[0.‘, 0.1¢, 0.75],
AxesLabel —> {t,
"\ 1\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\N(*\)I\) (£)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[0]},
AxesStyle -> Black]

For[v =0, v < s - vek + 1, v++, RezervalN[v] = 0];
For[v = 0, v < s - vek + 1, v++, pocet[v] = 0];
For[c = 1, ¢ < 50001, c++, SeedRandom[c]; poistne = 1460.48;
AnoCiNie = Table[-1, s - vek];
For[e = 0, e < s - vek + 1, e++,
If [RandomVariate [BernoulliDistribution[pumrtiaM[vek + e]]] == 0,
AnoCiNie[[e]l]] = O, AnoCiNie[[e]] = 1; Break[]]];
Rezervalt_] :=
Sum[If [AnoCiNie[[t + k]] == O \[Or] AnoCiNie[[ql] == 1,
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-poistne*diskont[k], If[AnoCiNie[[t + k]] == -1, O,
bxdiskont[k]]], {k, 0, 35 - t}];
For[q = 0, q < 35, g++,
If [AnoCiNie[[q]] == 0 \[0r] AnoCiNie[[q]] == 1 ,
pocet[q] = pocet[q] + 1; VysledkyRezerv[q, c] = Rezervalq];
RezervaP[q] = (Rezervalq] + RezervaN[ql*(pocet[q] - 1))/
pocet[ql;
RezervaN[q] = RezervaP[q], pocet[q] = pocetlqll];
RezervaN[35] = 0]
DiscretePlot [RezervaN[m], {m, O, 35},
PlotStyle -> RGBColor[0.¢, 0.1¢, 0.75],
AxesLabel -> {t,
"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\N(*\)I\) (t)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[0]},
AxesStyle -> Black]

Porovnanie REZERV so simulaciou
For[q = 0, q < 36, g++, Porovnanie[q] = solF[q] - RezervaN([q]]
DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, O, 35}]

Vyberovy rozptyl \& distribulnad funkcia

For[q = 0, q < 35, g++,
datal[q] = Table[VysledkyRezerv([q, w], {w, 1, 50000}];
datal[q] = DeleteCases[datalql, VysledkyRezerv[_, _11];

data[35] = ConstantArray[0, 50000];

DiscretePlot [StandardDeviation[data[m]], {m, O, 35},
PlotStyle -> RGBColor[0.26, 0., 0.37],

AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[s]}, PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Porovnanie ODCHYLOK so simulaciou

For[q = 0, q < 36, g++,

Porovnanie[q] = StandardDeviation[datalql] - Sqrt[Rozptyl[qll]
DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, 0, 35}]

Distribucéna funkcia

\ [ScriptCapitalD] = EmpiricalDistribution[data[20]];
DiscretePlot [CDF[\[ScriptCapitalD], x], {x, -30000, 200000},
AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]}7},

PlotLabel -> HoldForm[t = 20], LabelStyle -> {GrayLevell[O]},
PlotStyle -> RGBColor[0.09°, 0.19¢, 0.°‘], AxesStyle -> Black]

Kapitdlové poistenie

Clear["Global‘*"]

pumrtiaM[y_] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*xy"2];
vek = 30; b = 200000; s = 65; i = 0.035;

diskont[a_] := Exp[-i*al; g = 100000;

For[v = 0, v < s - vek + 1, v++, RezervalN[v] = 0];

78



For[v = 0, v < s - vek + 1, v++, pocet[v] = 0];
For[c 1, ¢ < 50001, c++, SeedRandom[c];
poistne = 2542.7;
AnoCiNie = Table[-1, s - vek];
For[e = 0, e < s - vek + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[vek + e]]] ==
AnoCiNie[[e]l]] = 0, AnoCiNie[[e]] = 1; Break[]]];
Rezervalt_] :=
Sum[If[AnoCiNie[[t + k]] == 0, -poistnex*diskont[k],
If [AnoCiNie[[t + k]] == -1, 0, bxdiskont[k]]], {k, O,
s - vek - t}] +
If[AnoCiNie[[35]] == 0, gxdiskont[s - vek - t], 0];
If [AnoCiNie[[35]] == 0, Rezerval[35] := g, Rezerval[35] := 0];
For[q = 0, q < 35, g++,
If[AnoCiNie[[q]] == O \[Or] AnoCiNie[[ql] == 1,
pocet[q] = pocet[q] + 1; VysledkyRezerv[q, c] = Rezervalq];
RezervaP[q] = (Rezervalq] + RezervaN[ql*(pocet[q] - 1))/
pocet[q]l;
RezervaN[q] = RezervaP[q], pocetlq]l = pocetlqll];
If [AnoCiNie[[35]] == 0, pocet[35] = pocet[35] + 1;
VysledkyRezerv[35, c] = Rezerval35];
RezervaP[35] = (Rezerva[35] + RezervaN[35]*(pocet[35] - 1))/
pocet[35]; RezervaN[35] = RezervaP[35], pocet[35] =
pocet [35]]]
DiscretePlot [RezervaN[m], {m, O, 357},
PlotStyle -> RGBColor[0.¢, 0.1¢, 0.75],
AxesLabel -> {t,

3

"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \

\N(x\)I\) ()"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[0]},
AxesStyle -> Black]

Porovnanie REZERV so simulaciou

For[q = 0, q < 36, g++, Porovnanie[q] = solF2[q] - RezervaN[q]]
DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, 0, 35}]

Viberovy rozptyl & distribucnd funkcia
For[q = 0, q < 36, g++,
datalq] Table[VysledkyRezerv([q, w]l, {w, 1, 50000}];
datal[q] = DeleteCases[datalql, VysledkyRezerv[_, _11];
DiscretePlot [StandardDeviation[data[m]], {m, O, 35},
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.26¢, 0., 0.37‘],
AxeslLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[s]}, PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle ->
Black]

Porovnanie ODCHYLOK so simulaciou
For[q = 0, q < 36, g++,
Porovnanie[q] = StandardDeviation[datalql] - Sqrt[Rozptyl2[qll]
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DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, O, 35}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01°, 0.01, 0.01‘], PlotRange -> All,
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[s - \[Sigmall},

PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[0]},
AxesStyle -> Black]

Distribucnd funkcia

\ [ScriptCapitalD] = EmpiricalDistribution[data[20]];
DiscretePlot [CDF [\ [ScriptCapitalD], x], {x, 20000, 200000},
AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},

PlotLabel -> HoldForm[t = 20], LabelStyle -> {GrayLevel[O0]},
PlotStyle -> RGBColor[0.09°, 0.19¢, 0.°‘], AxesStyle -> Black]

Ddchodkové poistenie
Clear["Global‘x"];
For[c = 1, ¢ < 50001, c++, SeedRandom[c];
poistne = 1767;
AnoCiNieM = Table[-1, omega - x2];
AnoCiNieZ = Table[-1, omega - x2];
For[e = 0, e < omega - x2 + 1, et++,

If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[x1 + e]]] == 0,

AnoCiNieM[[e]l] = O, AnoCiNieM[[e]l] = 1; Break[]l]1];
For[e = 0, e < omega - x2 + 1, e++,

If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaZ[x2 + e]]] == 0,

AnoCiNieZ[[e]l] = 0, AnoCiNieZ[[e]l] = 1; Breakl[]]];
Rezervalt_] :=

Sum[If [AnoCiNieM[[t + k]] == 0 && AnoCiNieZ[[t + k]] == O,

If[t + k < 40,
If[t + k < 35, -2*poistnexdiskont [k],
(b - poistne)*diskont[k]], 2%b*diskont[k]],

If [(AnoCiNieM[[t + k]] == -1 &&
AnoCiNieZ[[t + k]] == 0) \[0Or] (AnoCiNieM[[t + k]] == 0
&& AnoCiNieZ[[t + k]] == -1), b*diskont[k], 011, {k, O,

omega - x1 - t}] +
Sum[If [AnoCiNieZ[[75 + k]] == O, b*diskont[omega - x1 - t + k],
0], {k, 1, 5}];
Rezerval[80] = O;
For[q = 0, q < 81, g++, VysledkyRezerv[q, c] = Rezervalql];
For[q = 0, q < 81, g++,
If [(AnoCiNieM[[q]] == 0 \[Or]
AnoCiNieM[[q]] == 1) && (AnoCiNieZ[[ql] == 0 \[0r]
AnoCiNieZ[[q]] == 1), pocetlq] = pocet[q] + 1;
vysledky[q, c] = Rezervalq]l;
RezervaP[q] = (Rezervalq] + RezervaN[ql*(pocet[q] - 1))
/pocet[q];
RezervaN[q] = RezervaP[q], pocet[q] = pocet[ql]l]]
RezervalN[q] = RezervaP[ql], pocet[q] = pocet[ql]l]l]
DiscretePlot [RezervaN[m], {m, O, 80},
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PlotStyle -> RGBColor[0.¢, 0.1¢, 0.75¢],
AxesLabel -> {t,

"\ 1\ (\*SubscriptBox [\ (\ !\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\N(**\)J\) (t)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[0]},
AxesStyle -> Black]

Porovnanie REZERV so simulaciou

For[q = 0, q < 76, g++, Porovnaniel[q] = ZivyZivaD[q] -
RezervalN[q]]

DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, O, 75}, PlotRange -> All]

Vyberovy rozptyl \& distribuclnad funkcia
For[q = 0, q < 81, q++,
datal[q] = Table[VysledkyRezerv[q, w], {w, 1, 50000}];
datalq] = DeleteCases[datalql, VysledkyRezerv[_ , _11];
DiscretePlot [StandardDeviation[data[m]], {m, O, 68},
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.26°, 0.¢, 0.37°],
AxeslLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[s]Z},
PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Porovnanie ODCHYLOK so simulaciou

For[q = 0, q < 81, g++,

Porovnanie[q] = StandardDeviation[datalql] - Sqrt[RozptylZZ[ql]]
DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, O, 75}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01, 0.01°, 0.01‘], PlotRange -> All,
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[Rozdiely]},

PlotLabel -> None,

LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Distribucnd funkcia

\ [ScriptCapitalD] = EmpiricalDistribution[datal[40]];
DiscretePlot [CDF [\ [ScriptCapitalD], x], {x, 20000, 400000},
AxeslLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},

PlotLabel -> HoldForm[t = 40], LabelStyle -> {GrayLevel[O]},
PlotStyle -> RGBColor[0.09°, 0.19¢, 0.°‘], AxesStyle -> Black]

Déchodkové poistenie - Zije len manzZelka
Clear["Global‘*"];
b := 10000; x1 := 30; x2 := 25; s = 65; omega :
diskont[a ] Exp[-ix*a];
For[v = 0, v < omega - x2 + 1, v++, RezervaN[v] = 0];
For[v = 0, v < omega - x2 + 1, v++, pocet[v] = 0];
pumrtiaM[y_ ] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*y 2] ;
pumrtiaZly_] Exp[-8.63058 + 0.0520842 y + 0.000260207 y~2];
For[c = 1, ¢ < 10001, c++, SeedRandom[c];
poistne = poistne = 1765.914; AnoCiNie = Table[-1, omega - x2];
For[e = 0, e < omega - x2 + 1, e++,

105; 1 = 0.035;
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If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaZ[x2 + e]]l] == 0,

AnoCiNie[[e]l]]l] = 0, AnoCiNie[[e]] = 1; Break[]]];
Rezervalt ] :=
Sum[If [AnoCiNie[[t + k]] == 0, bxdiskont([k], 0], {k, O,
omega - x2 - tl}];
Rezerva[80] = O;
For[q = 0, q < 81, g++,
If [AnoCiNie[[q]] == 0 \[Or] AnoCiNie[[q]] == 1,
pocet[q] = pocetl[q] + 1; VysledkyRezerv[q, c] = Rezervalq]l;
RezervaP[q] = (Rezervalq] + RezervalN[q]*(pocet[q] - 1))/
pocet[ql;
RezervaN[q] = RezervaP[q], pocetlq]l = pocetlqlll];
DiscretePlot [RezervaN[m], {m, O, 80},
PlotStyle -> RGBColor[0.¢, 0.1¢, 0.75°],
AxesLabel —> {t,

"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I1\)\), \

\(\ [Dagger]*\)J\) (t)"}, PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Porovnanie REZERV so simulaciou

For[q = 0, q < 81, g++, Porovnanie[q] = MrtvyZivaD[q] -
RezervalN[q]]

DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, 0, 80}]

Viberovy rozptyl & distribucnd funkcia
For[q = 0, q < 81, g++,
datalq] = Table[VysledkyRezerv([q, w], {w, 1, 10000}];
datal[q] = DeleteCases[datalql, VysledkyRezerv[_, _11];
DiscretePlot [StandardDeviation[datal[m]], {m, 0, 79},
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.26¢, 0., 0.37‘],
Axeslabel -> {HoldForm[t], HoldForm[s]}, PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Porovnanie ODCHYLOK so simulaciou
For[q = 0, q < 81, g++,

Porovnanie[q] = StandardDeviation[datalql] - Sqrt[RozptylMZ[q]l]]

DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, O, 80}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01°, 0.01, 0.01‘], PlotRange -> All,
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[Rozdiely]},

PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Distribuénd funkcia

\[ScriptCapitalD] = EmpiricalDistribution[data[40]];
DiscretePlot [CDF [\ [ScriptCapitalD], x], {x, -20000, 220000},
AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},

PlotLabel -> HoldForm[t = 40], LabelStyle -> {GrayLevel[O]},
PlotStyle -> RGBColor[0.09¢, 0.19¢, 0.°‘], AxesStyle -> Black]
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Déchodkové poistenie - Zije len manzel
Clear["Global ‘*"];
b := 10000; x1 := 30; x2 := 25; s = 65; omega :
diskont[a_] := Exp[-ixa];
For[v = 0, v < omega - x2 + 1, v++, RezervaN[v] = 0];
For[v = 0, v < omega - x2 + 1, v++, pocet[v] = 0];
pumrtiaM[y_] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*y"2];
pumrtiaZl[y_] Exp[-8.63058 + 0.0520842 y + 0.000260207 y~2];
For[c = 1, ¢ < 10001, c++, SeedRandom[c];
poistne = poistne = 1765.914; AnoCiNie = Table[-1, omega - x2];
For[e = 0, e < omega - x2 + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[x1 + e]]] == O,
AnoCiNie[[e]] = O, AnoCiNie[[e]] = 1; Break[]]];
Rezervalt_] :=
Sum[If [AnoCiNie[[t + k]] == 0, b*diskont[k], 0], {k, O,
omega - x2 - t}];
Rezerva[80] = O;
For[q = 0, q < 81, g++,
If [AnoCiNie[[q]] == O \[Or] AnoCiNie[[ql] == 1,
pocet[q] = pocetl[q] + 1; VysledkyRezerv[q, c] = Rezervalq]l;
RezervaP[q] = (Rezervalq] + RezervalN[ql]*(pocet[q] - 1))/
pocet[ql;
RezervaN[q] = RezervaP[q], pocet[q] = pocet[qlll];
DiscretePlot [RezervaN[m], {m, O, 80},
PlotStyle -> RGBColor[0.¢, 0.1¢, 0.75],
AxesLabel -> {t,
"\!\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\),
\(+\\ [Dagger]I\)I\) (t)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle ->
{GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

105; 1 = 0.035;

<
<

Porovnanie REZERV so simulaciou

For[q = 0, q < 76, g++, Porovnanie[q] = ZivyMrtvaD[q] -
Rezerval[q]]

DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, O, 75}]

Vyberovy rozptyl & distribucdnd funkcia
For[q = 0, q < 81, g++,
datalq] = Table[VysledkyRezerv([q, w], {w, 1, 10000}];
datal[q] = DeleteCases[datalql, VysledkyRezerv[_, _11];
DiscretePlot [StandardDeviation[datal[m]], {m, 0, 80},
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0.26°, 0.¢, 0.37°],
AxesLabel —-> {HoldForm[t], HoldForm[s]}, PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Porovnanie ODCHYLOK so simulaciou

For[q = 0, q < 76, g++,
Porovnanie[q] = StandardDeviation[datalql] - Sqrt[RozptylZM[ql]]

83



DiscretePlot [Porovnanie[m], {m, O, 75}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> RGBColor[0.01°, 0.01, 0.01‘], PlotRange -> All,
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[Rozdiely]}Z},

PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Distribucnd funkcia

\[ScriptCapitalD] = EmpiricalDistribution[data[40]];
DiscretePlot [CDF [\ [ScriptCapitalD], x], {x, -10000, 210000},
AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},

PlotLabel -> HoldForm[t = 40], LabelStyle -> {GrayLevell[O]},
PlotStyle -> RGBColor[0.09°, 0.19¢, 0.°‘], AxesStyle -> Black]

Sirotsky déchodok

Clear["Global‘x"];

pumrtiaM[y_] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387*y~2];

pumrtiaZ[y ] = Exp[-8.63058 + 0.0520842 y + 0.000260207 y~2];

b := 10000; x1 := 10; x2 := 40; x3 = 35; omega := 105; s = 26;

i = 0.035; diskont[a_] := Expl[-ix*al;

For[v =0, v < s - x1 + 1, v++, RezervaN[v] = 0];

For[v =0, v < s - x1 + 1, v++, pocet[v] = 0];

Forl[c 1, ¢ < 50001, c++, SeedRandom[c];
poistne = 577.5;
AnoCiNieD = Table[-1,
AnoCiNieM = Table[-1, - x1];

AnoCiNieZ = Table[-1, - x1]1;
Forle =0, e < s - x1 + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[x1 + e]]] == 0,
AnoCiNieD[[e]] = O, AnoCiNieD[[e]l] = 1; Breakl[]]];
For[e = 0, e < s - x1 + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[x2 + e]]] == 0,
AnoCiNieM[[e]] = O, AnoCiNieM[[e]l] = 1; Break[]l]1];
Forle =0, e < s - x1 + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaZ[x3 + e]]] == 0,
AnoCiNieZ[[e]l]] = 0, AnoCiNieZ[[e]l] = 1; Break[]]];
Rezervalt_] :=
Sum[If [AnoCiNieD[[t + k]] == 0 && AnoCiNieM[[t + k]] == 0 &&
AnoCiNieZ[[t + k]] == 0, -poistnexdiskont [k],

If [(AnoCiNieD[[t + k]] == O && AnoCiNieM[[t + k]] == -1 &&
AnoCiNieZ[[t + k]] == 0) \[0r] (AnoCiNieD[[t + k]] == 0 &&
AnoCiNieM[[t + k]] == 0 &&

AnoCiNieZ[[t + k]] == -1) \[Or] (AnoCiNieD[[t + k]] ==
&% AnoCiNieM[[t + k]] == -1 && AnoCiNieD[[t + k]] == -1),

bkxdiskont[k], 0]1, {k, 0, 15 - t}];

Rezerval[16] = 0;

For[q = 0, q < 17, g++,

If [(AnoCiNieM[[q]] == 0 \[Or]
AnoCiNieM[[q]] == 1) && (AnoCiNieZ[[ql] == 0 \[Or]

- x1];

Il
n n n
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AnoCiNieZ[[q]] == 1) && (AnoCiNieD[[ql] == 0 \[0r]
AnoCiNieD[[q]] == 1), pocet[q] = pocet[q] + 1;
VysledkyRezerv[q, c] = Rezervalql;
RezervaP[q] = (Rezervalq] + RezervaN[ql*(pocet[q] - 1))/
pocet[ql;
RezervalN[q] = RezervaP[q], pocet[q] = pocet[ql]l]l]
DiscretePlot [RezervaN[m], {m, O, 16},
PlotStyle -> RGBColor[0.‘, 0.1¢, 0.75],
AxesLabel -> {t,
"\ '\ (\*SubscriptBox [\ (\!\ (\*SuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\)\), \
\(x**x\)J\) (£t)"}, PlotLabel -> None, LabelStyle -> {GrayLevel[O]},
AxesStyle -> Black]

Vyberovy rozptyl \& distribucnad funkcia
For[q = 0, q < 17, g++,
datalq] Table[VysledkyRezerv([q, w], {w, 1, 50000}];
datalq] = DeleteCases[datalql, VysledkyRezerv[ , _11];
DiscretePlot [StandardDeviation[data[m]], {m, O, 16},
PlotStyle -> RGBColor[0.26¢, 0., 0.37‘],
AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[s]},
PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Distribucné funkcia

\ [ScriptCapitalD] = EmpiricalDistribution[data[10]];
DiscretePlot [CDF[\[ScriptCapitalD], x], {x, -10000, 45072},
AxeslLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},

PlotLabel -> HoldForm[t = 10], LabelStyle -> {GrayLevel[O0]},
PlotStyle -> RGBColor[0.09°, 0.19°, 0.°‘], AxesStyle -> Black]

Vyberovy rozptyl rucne

For[v = 0, v < 17, v++, RozptylN[v] = 0];

For[c = 1, ¢ < 50001, c++, SeedRandom[c];
poistne = 577.5;

AnoCiNieD = Table[-1, s - x1];
AnoCiNieM = Table[-1, s - x1];
AnoCiNieZ = Table[-1, s - x1];

For[e =0, e < s - x1 + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[x1 + e]]] == 0,
AnoCiNieD[[e]] = O, AnoCiNieD[[e]] = 1; Breakl[]]];
For[e =0, e < s - x1 + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[x2 + e]]l] == 0,
AnoCiNieM[[e]] = O, AnoCiNieM[[el] = 1; Break[]]1];
For[e =0, e < s - x1 + 1, e++,
If [RandomVariate [BernoulliDistribution[pumrtiaZ[x3 + e]]] == 0,
AnoCiNieZ[[el] = 0, AnoCiNieZ[[e]] = 1; Break[]]];
Rezervalt_] :=
Sum[If [AnoCiNieD[[t + k]] == O && AnoCiNieM[[t + k]] == 0 &&
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AnoCiNieZ[[t + k]] == 0, -poistnexdiskont [k],
If [(AnoCiNieD[[t + k]] == O && AnoCiNieM[[t + k]] == -1 &&
AnoCiNieZ[[t + k]] == 0) \[Or] (AnoCiNieD[[t + k]] ==
&% AnoCiNieM[[t + k]] == 0 &&
AnoCiNieZ[[t + k]] == -1) \[0r] (AnoCiNieD[[t + k]] ==
&% AnoCiNieM[[t + k]] == -1 && AnoCiNieD[[t + k]] == -1),
bkxdiskont[k], 0]], {k, 0, 156 - t}];
Rezerval16] = O;
For[q = 0, q < 17, g++,
If [(AnoCiNieM[[q]] == 0 \[Or]
AnoCiNieM[[q]] == 1) && (AnoCiNieZ[[q]] == 0 \[Or]
AnoCiNieZ[[q]] == 1) && (AnoCiNieD[[q]] == 0 \[Or]
AnoCiNieD[[q]l] == 1),
RozptylP[q] = RozptylN[q] + (Rezervalql - RezervaN[q])~2;
RozptylN[q] = RozptylP[ql, RozptylN[q] = RozptylN[q] + 011];
For[q = 0, q < 17, g++, RozptylN[q] = 1/(pocet[q] - 1)*
RozptylN[ql]
DiscretePlot [Sqrt [RozptylN[m]], {m, O, 16}, PlotRange -> All]

Sirotsky déchodok - Zije dieta, 1 alebo 2 rodicia mftvi
Clear["Global ‘x"];

b := 10000; x1 := 10; x2 := 40; x3 = 35; omega := 105; s = 26;
i = 0.035; diskont[a_] := Exp[-i*al;

For[v =0, v < s - x1 + 1, v++, RezervaN[v] 0];

pumrtiaM[y ] = Exp[-7.75111 + 0.0524786 y + 0.000173387%y~2];
pumrtiaZ[y_] = Exp[-8.63058 + 0.0520842 y + 0.000260207 y~2];
For[v =0, v < s - x1 + 1, v++, RezervaN[v] = 0];

For[v =0, v <s - x1 + 1, v++, pocet[v] = 0];

For[c = 1, ¢ < 10001, c++, SeedRandom[c];

poistne = 575.584;

AnoCiNieD = Table[-1, s - x1];

Forle =0, e < s - x1 + 1, e++,
If [RandomVariate[BernoulliDistribution[pumrtiaM[x1 + e]]] ==
AnoCiNieD[[e]] = O, AnoCiNieD[[e]] = 1; Break[]]1];
Rezervalt ] :=
Sum[If[AnoCiNieD[[t + k]] == 0, bxdiskont[k], 0], {k, O,
15 - t}]; Rezerval[16] = 0;
For[q = 0, q < 17, g++,
If [(AnoCiNieD[[q]] == 0 \[Or] AnoCiNieD[[q]] == 1),
pocet[q] = pocet[q] + 1; VysledkyRezerv[q, c] = Rezervalq];
RezervaP[q] = (Rezervalq] + RezervaN[q]*(pocet[q] - 1))
/pocetql;
RezervalN[q] = RezervaP[q], pocet[q] = pocet[ql]l]]
DiscretePlot [RezervaN[m], {m, O, 16},
PlotStyle -> RGBColor[0.¢, 0.1¢, 0.75°],
AxesLabel —> {t,
"\'\ (\*SubscriptBox [\ (\!'\ (\xSuperscriptBox [\ (V\), \(+\)I\\),
\ (*\\ [Dagger]\ [Dagger]\)J\) (t)"}, PlotLabel -> None,

3
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LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Viberovy rozptyl

For[q = 0, q < 17, g++,

datalq] = Table[VysledkyRezerv[q, w], {w, 1, 10000}];
datal[q] = DeleteCases[datalq], VysledkyRezerv[_, _1]]
DiscretePlot [StandardDeviation[data[m]], {m, O, 16},
PlotStyle -> RGBColor[0.26¢, 0., 0.37°],

AxesLabel -> {HoldForm[t], HoldForm[s]}, PlotLabel -> None,
LabelStyle -> {GrayLevel[0]}, AxesStyle -> Black]

Distribucnd funkcia

\[ScriptCapitalD] = EmpiricalDistribution[data[10]];
DiscretePlot [CDF [\ [ScriptCapitalD], x], {x, 50000, 60000},
PlotRange -> All, AxesLabel -> {HoldForm[u], HoldForm[F]},
PlotLabel -> HoldForm[t = 10], LabelStyle -> {GrayLevell[O]},
PlotStyle -> RGBColor[0.09¢, 0.19¢, 0.°‘], AxesStyle -> Black]
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