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Úvod

Prvé úlohy vedúce ku splajnom mali charakter, ktorý viedol ku kubickým splajnom. Štúdium
kvadratických splajnov sa zač́ına neskôr. Už v počiatkoch sa vyskytli problémy, ktoré sa len
postupne darilo uspokojivo riešǐt tak, ako pri kubických splajnoch.

Kvadratické splajny sú svojou konštrukciou vělmi jednoduché a preto zo splajnov párneho
stupňa najpouž́ıvaneǰsie. Svoje uplatnenie našli v poč́ıtačovej grafike a v problémoch za-
chovávania monotonosti a konvexity dát.

V tejto práci sú skúmané otázky existencie a jednoznačnosti interpolačných kvadratických
splajnov, niektoré vlastnosti kvadratických splajnov a ich využitie.

Prvá kapitola má preȟladový charakter. Uvádza do vzniku teórie splajnov a sú tu zavedené
základné pojmy pre polynomické splajny.

V druhej kapitole sú študované kvadratické splajny. Je vychádzané najme z prác [4], [6].
Najprv skúmame interpolačný kvadratický splajn interpolujúci predṕısané hodnoty v uzloch
splajnu. Je predložené prečo sa v teórii kvadratických splajnov touto cestou nedala konštruovať
vhodná teória, tak ako je tomu pri kvadratických splajnoch. Následne je ukázaný iný pŕıstup,
ktorý umožnil rozv́ıjať teóriu kvadratických splajnov. Sú skúmané vhodné reprezentácie a pod-
mienky nutné na jednoznačne určenie splajnu.

V tretej kapitole sme v špecialných pŕıpadoch ukázali lokálne vlastnosti kvadratických spla-
jnov – vplyv okrajových podmienok a interpolovaných hodnôt na splajn. Môžeme si všimnúť
rozdiel medzi pŕıstupom interpolovania dát v uzloch splajnu a interpolovania dát mimo tieto
uzly.

Vo štvrtej kapitole skúmame kvadratický splajn interpolujúci hodnoty prvej derivácie.
Piata kapitola pojednáva o kvadratickom splajne interpolujúcom stredné hodnoty. Je tu

vychádzané najmä z prác [3], [6], [9]. Dokážeme existenciu a jednoznačnosť tohto objektu.
Je dokázaná jeho minimalizačná vlastnoť, na základe ktorej ukážeme existenciu a jednoz-
načnosť zhladzujúceho kvadratického splajnu. Odvod́ıme konštrukciu tohto objektu.

V šiestej kapitole je pojednané o využit́ı kvadratických splajnov v numerickej matematike
- numerická derivácia a integrácia. V závere sú odvodené algoritmy na riešenie obyčajných
diferenciálnych rovńıc vychádzajúce z kvadratických splajnov. Bolo čerpané z prác [6] a [7].
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Kapitola 1

Splajny

1.1 Splajn

V minulosti sa pojem
”
spline“ spájal s konštrukciou lod́ı, neskôr lietadiel. Presneǰsie povedané,

stavitelia lod́ı pri stavbe trupu lod́ı použ́ıvali špeciálne drevené prav́ıtko (anglicky výraz –
spline). Toto prav́ıtko upevnené v bodoch sa svojou vlastnou pružnosťou prehlo a vytvorilo tak
pre konštrukciu

”
vhodnú“ hladkú krivku. Pŕıpadný tvar krivky sa ešte

”
vylepšoval“ použit́ım

závaž́ı pôsobiacich na prav́ıtko v určitých bodoch.
Zjednodušenou matematickou formuláciou sa dospelo k tomu, že takáto krivka je matem-

aticky poṕısaná po častiach polynómom tretieho stupňa, ktorý má nespojitosti v tret́ıch de-
riváciach v spojoch jednotlivých úsekov.

Do matematiky priniesol tento pojem I. J. Schoenberg (1901-1990) v roku 1946. Niektoré
vlastnosti splajnov boli známe už skôr.

Prvé úlohy riešené pomocou splajnov mali vlastnosti, ktoré viedli k nepárnemu stupňu poly-
nomického splajnu. K štúdiu splajnov párneho stupňa dochádza neskôr. Navyše pri skúmańı
polynomických splajnov párneho stupňa sa od začiatku vyskytovali problémy, ktoré sa len pos-
tupne darilo uspokojivo riešǐt tak, ako pri splajnoch nepárneho stupňa.

Teória splajnov sa prudko rozv́ıjala vďaka ich dobrému uplatneniu v aplikáciach. Majú věla

”
vhodných“ vlastnost́ı, sú dobré na aproximovanie funkcíı, ľahké na výpočet a spracovanie

na poč́ıtači. Pŕınos splajnov v numerickej matematike je značný. Stále je to akt́ıvna téma.

1.2 Polynomické splajny

Defińıcia 1.2.1. Na deleńı (∆x) :={a=x0 <x1 <. . .<xn <xn+1 =b} uzavretého intervalu [a, b]
budeme polynomickým splajnom stupňa m s defektom d (m ≥ d ≥ 0, celé č́ısla) rozumieť
funkciu Sm, d(x) s nasledujúcimi vlastnosťami:

1. Sm, d(x) je na každom intervale [xi, xi+1], i = 0(1)n polynóm stupňa nanajvýš m,

2. Sm, d(x) ∈ Cm−d[a, b], tj. v uzloch xi má Sm,d(x) spojité derivácie až do rádu (m− d).

Množinu (∆x), potom budeme nazývať sieť uzlov splajnu (niekedy skrátene – sieť uzlov, sieť).
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Práve definovaný pojem sieť uzlov splajnu, budeme v ďaľsom texte stručneǰsie zapisovať v tvare
(∆x) a budeme tým rozumieť množinu (∆x) := {a = x0 < x1 < . . . < xn < xn+1 = b}.

Je zrejmé, že pre dva polynomické splajny Sm,d(x) a S̃m,d(x) na sieti (∆x) plat́ı, že objek-
ty Sm,d(x) + S̃m,d(x) a αSm,d(x), kde α je reálne č́ıslo, sú tiež polynomické splajny stupňa m
s defektom d na sieti (∆x). Preto zavedieme nasledujúcu defińıciu.

Defińıcia 1.2.2. Symbolom Sm,d (∆x) budeme označovať lineárny priestor splajnov Sm,d(x)
na sieti uzlov (∆x).

Defińıcia 1.2.3. Ak sú v uzloch xi (resp. iných bodoch ti) predṕısané hodnoty si, i=0(1)n+1,
potom splajn Sm, d(x) spĺňajúci Sm, d(xi) = si (resp. Sm, d(ti) = si) nazývame interpolačným
splajnom alebo presneǰsie splajnom interpolujúcim hodnoty si v bodoch xi (resp. ti). Body,
v ktorých je predṕısaná hodnota sa nazývajú body interpolácie.

Poznámka 1. S21 (∆x) je lineárny priestor kvadratických splajnov. Z vyššie uvedených defińıcíı
vyplýva, že každý S21(x) ∈ S21 (∆x) je prvkom priestoru C1[x0, xn+1] a S21(x) je na [xi, xi+1]
polynóm stupňa najviac 2, i = 0(1)n.

0 2 4 6 8 10 12
−3

−2

−1

0

1

2

3

4
kvadratický splajn
prvá derivácia
druhá derivácia

Obrázok 1.1: Kvadratický splajn, jeho prvá a druhá derivácia. Uzly splajnu xi, i = 0(1)7,
sú značené symbolom

”
o“ a body interpolácie ti, i = 0(1)6 symbolom

”
+“. Pŕıslušné hodnoty

sú zaṕısané v tabǔlke 1.1.

xi 0 1 3 5 7 9 11 12
ti 0 2 4 6 8 10 12

si = S21(ti) 2 0 2 -1 0 3 2

Tabǔlka 1.1
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Kapitola 2

Reprezentácia kvadratických splajnov

2.1 Reprezentácia na sieti (∆x)

V uzloch xi siete (∆x) predṕı̌seme hodnoty splajnu hodnotami si, tj. S21(xi)=si, i=0(1)n+1
a ȟladáme interpolačný kvadratický splajn S21(x)∈S21 (∆x) (interpolujúci hodnoty si).

Defińıcia kvadratického splajnu je návodom, ako môžeme reprezentovať interpolačný kvadrat-
ický splajn. Na pŕıslušných intervaloch potrebujeme nájšt polynómy stupňa nanajvýš 2, ktoré
v uzloch budú interpolovať dané hodnoty a budú v nich mať spojitú prvú deriváciu. V podstate
presne z defińıcie je odvodená tzv. polynomická reprezentácia.

Polynomická reprezentácia

Je zrejmé, že funkcia sṕlňajúca

S21(x) = ai
2x

2 + ai
1x + ai

0 na intervale [xi, xi+1], i = 0(1)n, (2.1)

S21(xi) = si, i = 0(1)n + 1,

je pri splneńı (2n) podmienok spojitosti S21(x), S ′
21(x) vo vnútorných uzloch siete (∆x) a (n+2)

podmienok interpolácie interpolačný kvadratický splajn. Jeho predpis je určený 3(n+1) pa-
rametrami ai

j, i = 0(1)n, j = 0, 1, 2. Takže spolu máme (3n + 2) podmienok na určenie
3(n + 1) parametrov. Preto je na jednoznačné určenie splajnu nutné dodať ešte jednu pod-
mienku (napr. S ′

21(x0)).

Pre neznáme koeficienty ai
j z (2.1) dostaneme z podmienok spojitosti, interpolácie a počiatočnej

podmienky sústavu so zložitou maticou, čo je pre prácu vělmi nevýhodné.

Vhodneǰsia reprezentácia

Ukážeme si inú reprezentáciu, nie tak intuit́ıvnu ako bola predošlá, ktorá je zato z praktického
ȟladiska výhodneǰsia (uvid́ıme neskôr).
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Na sieti (∆x) s krokom hi = xi+1 − xi a s predṕısanými hodnotami si v uzloch označme

mi = S ′
21(xi), pi = (si+1 − si)/hi.

Na intervale [xi, xi+1] zavedieme lokálnu premennú

q = (x− xi)/hi, x ∈ [xi, xi+1].

Potom na intervale [xi, xi+1] sa S21(x) dá zaṕısať v tvare

S21(x) = S21(xi + qhi) = (1− q2)si + q2si+1 + hiq(1− q)mi, i = 0(1)n. (2.2)

Derivovańım vzťahu (2.2) na každom pŕıslušnom intervale dostaneme

S ′
21(x) = 2qpi + (1− 2q)mi, pre x ∈ [xi, xi+1]. (2.3)

Dosadeńım sa presvedč́ıme, že S21(x) daný (2.2) sṕlňa na [xi, xi+1], i = 0(1)n podmienky in-
terpolácie S21(xi) = si, S21(xi+1) = si+1 a plat́ı S ′

21(xi) = mi, S ′
21(xi+1) = 2pi −mi.

Podmienky spojitosti sú pre S21(x) vo vnútorných uzloch splnené, pretože sú splnené pod-
mienky interpolácie. Zavedieme si značenie S21, i(x) := S21(x) pre x ∈ [xi, xi+1], i = 0(1)n.
Pre spojitosť S ′

21(x) vo vnútorných uzloch siete požadujeme

S ′
21,i(xi+1) = S ′

21,i+1(xi+1) , i = 0(1)n− 1,

čo po úprave z (2.3) dáva mi + mi+1 = 2pi, i = 0(1)n − 1. Z identity S ′
21(xn+1) = mn+1

po úprave z (2.3) dostaneme mn + mn+1 = 2pn. Celkom teda máme

mi + mi+1 = 2pi, i = 0(1)n. (2.4)

Podmienky (2.4) predstavujú sústavu (n + 1) rovńıc o (n + 2) neznámych mi, i=0(1)n+1.
K jednoznačnému riešeniu sústavy (2.4) je potrebné určǐt ešte jednu podmienku a splajn bude
z reprezentácie (2.2) určený jednoznačne.

Veta 2.1.1. Nech je daná sieť (∆x):={x0 < x1 < . . . < xn < xn+1}, hodnoty si, i=0(1)n+1
a jedna z podmienok

a) S ′
21(xk) = mk, pre k ∈ {0, . . . , n + 1}

b) S ′′
21(xk) = Mk, pre k ∈ {0, n+1} pŕıslušné jednostranné derivácie

Potom existuje práve jeden kvadratický splajn S21(x) interpolujúci hodnoty si v bodoch xi

spĺňajúci zvolenú podmienku a) alebo b).

Dôkaz. Z tvaru (2.2) plynie, že pri jednoznačne daných hodnotách mi, i = 0(1)n+1 je kvadrat-
ický splajn interpolujúci hodnoty si určený jednoznačne. Preto ukážeme, že vieme jednoznačne
určǐt všetky mi a tým bude ukázaná existencia a jednoznačnošt plynúce z (2.2).
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a) Podmienky spojitosti pre kvadratický splajn sa dajú vyjadrǐt v tvare (2.4). Pri zadańı
počiatočnej podmienky S ′

21(xk) = mk vieme jednoznačne určǐt všetky hodnoty mi, pre-
tože na ich určenie máme z (2.4) tento rekurentný predpis

mi = 2pi −mi+1 pre 0 ≤ i < k,
mi = 2pi−1 −mi−1 pre k < i ≤ n + 1.

(2.5)

b) Z (2.3) máme S ′′
21(x) = 2 (pi−mi)

hi
, x ∈ (xi, xi+1), i = 0(1)n. Odkiǎl pre počiatočnú pod-

mienku S ′′
21(xk) = Mk, k ∈ {0, n+1}, dostávame m0=p0− 1

2
h0M0 resp. mn=pn− 1

2
hnMn+1.

Ostatné hodnoty mi jednoznačne urč́ıme zo vzťahov (2.5).

Nevýhoda reprezentácie na sieti (∆x) spoč́ıva v tom, že na jednoznačné určenie splajnu zadávame

”
iba“ jednu počiatočnú podmienku. Menej v tomto pŕıpade nie je viac. Vǒlba počiatočnej pod-

mienky v ľubovǒlnom uzle siete sa prejav́ı na celom splajne.
Zoberme si dva kvadratické splajny S21, S̃21 interpolujúce v uzloch siete (∆x) tie isté hod-

noty si. Predṕı̌seme počiatočnú podmienku v uzle x0 takto: S ′
21(x0) = m0, S̃ ′

21(x0) = m̃0.
Z (2.4) dostaneme

S ′
21(xj)− S̃ ′

21(xj) = (−1)j (m0 − m̃0) .

Takže rozdiel v počiatočnej podmienke sa prejav́ı aj v ostatných uzloch (a nezoslabuje sa!).
V literatúre sa tvrd́ı, že podobný vplyv má aj chybné zadanie niektorej z interpolovaných

hodnôt si. Je to spôsobené tým, že matica sústavy (2.4) nie je ostre diagonálne dominantná.
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S
2

uzly splajnu

(a) Kvadratické splajny S1 a S2 na sieti
(∆x) interpolujúce rovnaké hodnoty v uzloch
splajnu, pri rôznych okrajových podmienkach:

S′

1(x0) = s(2)−s(1)
x(2)−x(1) , S′

2(x0) = 10.
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−60

−40

−20
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(b) Derivácie kvadratických splajnov S1 a S2.
Vid́ıme akým spôsobom sa prenáša rozdiel
v počiatočných podmienkach. Vplyv sa vôbec
netlmı́! V každom uzle sa prejav́ı rovnakou mie-
rou!

Obrázok 2.1: Vplyv okrajových podmienok na kvadratický splajn na sieti (∆x).
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V pŕıpade existencie periodického splajnu na sieti (∆x) za predpokladu s0 =sn+1 s počiatočnou
podmienkou m0=mn+1 v sústave (2.4) rovnicu mn+mn+1=2pn preṕı̌seme na rovnicu mn+m0=2pn.
Dostaneme tak sústavu (n+1) rovńıc o (n+1) neznámych. Z vety o rozvoji determinantu zist́ıme,
že determinant matice tejto sústavy je rovný 1+(−1)n. Takže pre n nepárne je matica sústavy
singulárna. Teda riešenie nie je jednoznačné alebo neexistuje vôbec. V [6] (str. 61) sa tvrd́ı, že
v takomto pŕıpade sa dá ukázať existencia jediného splajnu, ktorý sṕlňa podmienku antiperi-
odickosti S ′

21(xn+1) = −S ′
21(x0).

Vǒlný parameter pre kvadratický splajn na sieti (∆x) je možné volǐt nielen ako podmienku
lokálneho charakteru (okrajové, počiatočné alebo interpolačné podmienky), ale aj pomocou
globálnej podmienky. Napŕıklad riešeńım nasledujúcej úlohy: Určǐt parameter m0 tak, aby bol
minimalizovaný funkcionál

f (S21) =
n∑

j=0

wj

∫ xj+1

xj

[S ′′
21(x)]

2
dx, wj > 0 (dané),

na triede všetkých kvadratických splajnov interpolujúcich na sieti (∆x) zadané hodnoty si,
i = 0(1)n+1. Viď [6], strana 62.

2.2 Reprezentácia na sieti (∆x∆t)

V predošlom poȟlade na kvadratické splajny boli stotožnené množiny uzly splajnu (prvky
množiny (∆x); body v ktorých sa ”spájajú”polynomické časti splajnu) a body interpolácie
(body, v ktorých je predṕısaná funkčná hodnota, alebo hodnota derivácii splajnu). Poukázali
sme na problémy s existenciou kvadratických splajnov a splajny nemali lokálne vlastnosti –
rozdiel v počiatočnej podmienke sa prejavil na celom splajne v

”
rovnakej miere“. Toto splynutie

bolo prirodzené v historicky prvých úlohach, ktoré boli riešené pomocou splajnov. Oddeleńım
týchto množ́ın sa podarilo v teórii kvadratických splajnov (všeobecne splajnov párneho stupňa)
vyriešǐt mnoho problémov, ktoré sa vyskytli v predošlom pŕıstupe. Dosiahli sa vlastnosti ana-
logické vlastnostiam kubických splajnov.

Defińıcia 2.2.1. Buď [a, b] uzavretý interval na reálnej ose, majme zadané množiny

(∆x) := {a = x0 < x1 < . . . < xn < xn+1 = b} ,

(∆t) := {ti, i = 0(1)n; x0 ≤ t0 < x1, xi < ti < xi+1, i = 1(1)n, xn < tn ≤ xn+1} .

Množinu (∆x) nazveme sieť uzlov (splajnu), jej prvky uzly splajnu a prvky množiny (∆t)
body interpolácie. Interpolujúcim kvadratickým splajnom na sieti (∆x∆t) = (∆x)∪ (∆t)
s predṕısanými hodnotami si v bodoch interpolácie ti, i = 0(1)n, nazývame funkciu s týmito
vlastnosťami:

1. S21 ∈ C1[a, b];

2. S21(x) je na každom intervale [xi, xi+1], i = 0(1)n polynóm stupňa nanajvýš 2;

3. S21(ti) = si, i = 0(1)n.
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Interpolačný kvadratický splajn na sieti (∆x∆t) je prvok priestoru S12 (∆x), len interpoluje
iné hodnoty ako v predošlom pŕıpade (kvadratický splajn na sieti (∆x)). Opäť môžeme použǐt
rôzne typy reprezentácii tohoto objektu. Pozrime sa na tento objekt z poȟladu parametrov
potrebných na jeho určenie a podmienok nutných na jeho jednoznačne určenie.

Odvodili sme, že celkový počet parametrov splajnu S21(x) je 3(n + 1). Väzbové podmienky
určujúce splajn pozostávajú z 2n podmienok spojitosti S21, S ′

21 a (n+1) podmienok interpolácie
v bodoch ti, i = 0(1)n. Ostávajú tak ešte 2 vǒlné parametre. Oproti pŕıpadu pre sieť (∆x)
je to o jednu potrebnú podmienku viac na jednoznačné určenie. V nasledujúcich odstavcoch
odvod́ıme niektoré reprezentácie splajnu na sieti (∆x∆t).

Reprezentácia s prvými deriváciami

Pre danú sieť (∆x∆t) s krokom hi =xi+1−xi, S21(ti)=si, i=0(1)n označme

mi = S ′
21(xi) pre i=0(1)n+1, di =

ti − xi

hi

pre i=0(1)n.

Na každom intervale [xi, xi+1], i = 0(1)n je S21(x) polynóm stupňa nanajvýš 2, takže S ′
21(x)

je polynóm stupňa nanajvýš 1, teda lineárna funkcia a na intervale [xi, xi+1] preto plat́ı

S ′
21(x) = mi + (x− xi)(mi+1 −mi)/hi. (2.6)

Integrovańım vzťahu (2.6) dostaneme

S21(x) = mix +

(
x2

2
− xix

)
mi+1 −mi

hi

, x ∈ [xi, xi+1]. (2.7)

Dosadeńım bodu interpolácie ti ∈ [xi, xi+1] do (2.7) máme

S21(ti) = si = miti +

(
t2i
2
− xiti

)
mi+1 −mi

hi

. (2.8)

Z (2.7), (2.8) a dohodnutého značenia môžeme ṕısať

S21(x) = S21(ti) + S21(x)− S21(ti) =

= si + mi (x− ti) +

(
x2 − t2i

2
− xi(x− ti)

)
mi+1 −mi

hi

=

= si + (x− ti)

[
mi +

(
x + ti

2
− xi

)
mi+1 −mi

hi

]
= . . .

Zavedieme lokálnu premennú q = x−xi

hi
a použijeme:

q − di =
x− xi

hi

− ti − xi

hi

=
x− ti

hi

;

q + di =
x− xi

hi

+
ti − xi

hi

=
x + ti

hi

− 2xi

hi

,

12



odkiǎl

. . . = si + hi(q − di)

[
mi +

(
(q + di)hi

2

)
mi+1 −mi

hi

]
.

Čo môžeme pre x ∈ [xi, xi+1] zaṕısať

S21(x) = si + hi(q − di)

[
mi +

1

2
(q + di)(mi+1 −mi)

]
(2.9)

= si + hi(q − di) [(2− q − di)mi + (q + di)mi+1] /2 (2.10)

= si + u1(x)mi + u2(x)mi+1. (2.11)

Kde u2(x) = (x−ti)(x−2xi+ti)
2hi

a u1(x) = x− ti−u2(x). O platnosti (2.10) a (2.11) sa presvedč́ıme
upraveńım výrazov.

Tieto reprezentácie ((2.9), (2.10), (2.11)) nám umožňujú pri známych hodnotách xi, ti a pred-
ṕısańı S21(ti)=si, S ′

21(xi)=mi určǐt hodnotu S21(x) v ľubovǒlnom bode x ∈ [x0, xn+1].

Pozrime sa však, ako je to so splneńım podmienok pre interpolačný kvadratický splajn. Pod-
mienky interpolácie sú zabezpečené konštrukciou. Spojitosť prvých derivácii vo vnútorných
uzloch siete (∆x) je splnená, pretože v týchto bodoch sú predṕısané spoločnou hodnotou
S ′

21(xi)=mi v každom vnútornom uzle xi, i=1(1)n.

Teraz odvod́ıme podmienky spojitosti kvadratického splajnu vo vnútorných uzloch siete (∆x).
Pre spojitosť kvadratického splajnu S21(x) požadujeme S21, i−1(xi)=S21, i(xi), i=1(1)n. Po úprave
(najvhodneǰsie z (2.11)) dostaneme sústavu rovńıc vyjadrujúcu podmienky spojitosti v tomto
tvare

aimi−1 + bimi + cimi+1 = fi, i = 1(1)n. (2.12)

Pre koeficienty ai, bi, ci, fi plat́ı

ai = hi−1(1− di−1)
2 > 0, bi = hi−1(1− d2

i−1) + hidi(2− di) > 0,
ci = hid

2
i > 0, fi = 2(si − si−1).

(2.13)

Všimnime si, že v špeciálnom pŕıpade ekvidǐstantného kroku siete (∆x) tj. hi =h, i=0(1)n
a vǒlby bodov interpolácie ti =

xi+xi+1

2
je di =1/2 má sústava (2.12) vělmi jednoduchý tvar

mi−1 + 6mi + mi+1 = 8
si − si−1

h
, i=1(1)n. (2.14)

Sústava (2.12) resp. (2.14) predstavuje sústavu (n) rovńıc o (n+2) neznámych mi, i=0(1)n+1.
Takže k jednoznačnému určeniu hodnôt mi potrebujeme poznať ešte ďaľsie 2 podmienky.
Z dôvodu stability algoritmu výpočtu a symetrie problému sa najčasteǰsie volia niektoré z okra-
jových podmienok uvedených v nasledujúcej časti (tvrd́ı [6]).
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Všeobecný typ okrajovej podmienky

Za dodatočné podmienky môžeme volǐt

b0m0 + c0m1 = f0,
an+1mn + bn+1mn+1 = fn+1.

(2.15)

Kde b0, c0, an+1, bn+1, f0, fn+1 sú dané hodnoty. Tieto podmienky v sebe zahŕňajú nasledujúce
špeciálne pŕıpady:

[P1] predṕısanie hodnôt splajnu v krajných bodoch siete (∆x∆t)

S ′
21(x0) := m0,

S ′
21(xn+1) := mn+1,

čo odpovedá napr. hodnotám c0 = an+1 = 0, b0 = bn+1 = 1, f0 = m0, fn+1 = mn+1.

[P2] aproximovanie hodnôt S ′
21(x0), S ′

21(xn+1) pomocou dát úlohy si

(napŕıklad pomocou vzorcov pre numerickú deriváciu)

[P3] predṕısanie hodnôt S ′′
21(x0+) (druhá derivácia funkcie S21(x) v bode x0 sprava) a S ′′

21(xn+1−)

(druhá derivácia funkcie S21(x) v bode xn+1 žlava). Pripomeňme, že S ′′
21(x) je na pŕıslušných

intervaloch konštantná funkcia, takže plat́ı

S ′′
21(x0+) =

m1 −m0

h0

,

S ′′
21(xn+1−) =

mn+1 −mn

hn+1

. (2.16)

Potom pre koeficienty v (2.15) dostaneme

b0 = bn+1 = 1, c0 = an+1 = −1,
f0 = −h0S

′′
21(x0+), fn+1 = hnS

′′
21(xn+1−).

Podmienky spojitosti splajnu S21(x) (2.12) spolu s okrajovými podmienkami (2.15) tvoria
sústavu lineárnych rovńıc s tridiagonálnou maticou (v matici sú zaṕısané len obecne nenulové
prvky).




b0 c0

a1 b1 c1

. . . . . . . . .

an bn cn

an+1 bn+1







m0

m1
...

mn

mn+1




=




f0

f1
...

fn

fn+1




. (2.17)

Za predpokladov, ktoré boli použité do tohoto okamihu a za dodatočných podmienok

|b0| ≥ |c0| , |bn+1| ≥ |an+1|
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na okrajové podmienky, má matica sústavy prevládajúcu diagonálu (viď Defińıcia 7.0.1), pre-
tože z (2.13) dostávame:

bi − ai − ci = 2hidi (1− di) + hi−1di−1 (1− di) > 0

bi > ai + ci

|bi| > |ai|+ |ci| , pretože ai, ci sú kladné.

Pre predṕısané hodnoty si a okrajové podmienky (2.15) má sústava (2.17), poďla Vety 7.0.2
práve jedno riešenie. To znamená, že dáta určujú jediný kvadratický splajn interpolujúci hod-
noty si sṕlňajúci všeobecný typ okrajovej podmienky (2.15).

Periodické okrajové podmienky

Pre kvadratický splajn môžeme zadať aj tzv. periodické okrajové podmienky a to pre pŕıpad
t0 =x0, tn =xn+1 nasledovne:

[P4]

a) pre zadané interpolované hodnoty si plat́ı: S21(t0) = s0 = sn = S21(tn+1);

b) pre prvé derivácie plat́ı: S ′
21(x0) = m0 = mn+1 = S ′

21(xn+1);

c) pre druhé derivácie plat́ı: S ′′
21(x0+) = S ′′

21(xn+1−).

Pozrime sa, čo takéto podmienky od nás požadujú a čo nám poskytujú. Podmienka a) udáva
predpoklady na dáta úlohy – interpolované hodnoty si. Podmienka b) nám redukuje počet
neznámych v (2.12). Z podmienky c), pretože S ′′

21(x) je na pŕıslušných intervaloch konštantná

funkcia, plat́ı S ′′
21(x0+) =

S′
21

(x1)−S′
21

(x0)

h0
= m1−m0

h0
, podobne S ′′

21(xn+1−) = mn+1−mn

hn
, takže máme

identitu
m1 −m0

h0

=
mn+1 −mn

hn

,

odkiǎl po úprave a použit́ı b) dostaneme

−hn

h0

m1 −mn +

(
1 +

hn

h0

)
mn+1 = 0. (2.18)

Podmienky spojitosti splajnu S21(x) (2.12) spolu s podmienkou (2.18) plynúcej z periodických
okrajových podmienok [P4] tvoria sústavu (n+1) lineárnych rovńıc pre (n+1) neznámych mi,
i=1(1)n+1. Maticovo zaṕısané




b1 c1 a1

a2 b2 c2

. . . . . . . . .

an bn cn

cn+1 an+1 bn+1







m1

m2
...

mn

mn+1




=




f1

f2
...

fn

fn+1




. (2.19)

Ako sme odvodili v (2.18), plat́ı an+1 =−1, bn+1 =1+hn/h0, cn+1 =−hn/h0, fn+1 =0 a ai, bi, ci,
fi pre i = 1(1)n sú dané (2.13). Matica sústavy má prevládajúcu diagonálu (viď Defińıcia 7.0.1).
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Pŕıslušné nerovnosti v prvých n riadkoch matice sme už odvodili pri matici sústavy (2.17).
Pre nerovnosť v poslednom riadku si stač́ı uvedomǐt, že existujú kladné č́ısla d1, d2, d3 tak, že
plat́ı

|bn+1| d1 > |an+1| d2 + |cn+1| d3.

Takže matica sústavy je poďla Vety 7.0.2 regulárna a preto má sústava (2.19) jediné riešenie
pre ľubovǒlné hodnoty interpolovaných dát sṕlňajúce podmienku periodičnosti [P4].

Podmienky typu not–a–knot

Podmienka typu not–a–knot v tvare

[P5]
S ′′

21(x1−) = S ′′
21(x1+), resp. S ′′

21(xn−) = S ′′
21(xn+) (2.20)

vyjadruje, že na intervale [x0, x2] resp. [xn−1, xn+1] je splajn S21(x) predṕısaný jedným polynómom
nanajvýš druhého stupňa. Podmienky (2.20) sa dajú preṕısať do tvaru

m1 −m0

h0

=
m2 −m1

h1

,
mn −mn−1

hn−1

=
mn+1 −mn

hn

. (2.21)

Ak o podmienky (2.21) doplńıme sústavu (2.12), vyrovnáme počet neznámych a počet rovńıc.
Úpravami sa dopracujeme k sústave s neznámymi m1, . . . ,mn s regulárnou maticou. Z regular-
ity dostaneme jednoznačné riešenie. Hodnoty m0, mn+1 urč́ıme po vypoč́ıtańı m1, m2, mn−1,
mn z (2.21).

Celkovo teda plat́ı, že na danej sieti (∆x∆t), pri zadaných hodnotách si a pri splneńı jed-
nej z počiatočných podmienok [P1]–[P5] je možné jednoznačne určǐt hodnoty parametrov mi,
i = 0(1)n+1, tj. existuje jediný kvadratický splajn S21(x) interpolujúci hodnoty si sṕlňajúci
jednu z podmienok [P1]–[P5].

Reprezentácia s druhými deriváciami

Podobne ako sme použili hodnoty prvých derivácii v uzloch na reprezentovanie splajnu na si-
eti (∆x∆t), môžeme postupovať aj s druhými deriváciami. Problém je však v tom, že v uzloch
splajnu spojitosť druhej derivácie nemuśı byť splnená. Preto si nebudeme vš́ımať uzly splajnu,
ale body ležiace medzi nimi. Ďaľśı postup presne koṕıruje postup pri reprezentácii s prvými de-
riváciami, preto si len stručne poṕı̌seme jednotlivé kroky. Podrobneǰsie spracovanie je napŕıklad
v [6], odkiǎl sú prevzaté niektoré výsledky tejto kapitoly.

Majme danú sieť (∆x∆) s krokmi hi = xi+1−xi, ki = ti+1−ti, na ktorej máme interpolačný
kvadratický splajn S21(x) interpolujúci hodnoty si, i=0(1)n). Označme

ni = S ′
21(ti), Mi = S ′′

21(ti).

Na každom intervale [xi, xi+1], i=0(1)n môžeme S21(x) v bode ti rozvinúť do Taylorovej rady
(uvedomme si, že S21(x) je polynomická funkcia nanajvýš druhého stupňa)

S21(x) = S21(ti) + S ′
21(ti) (x− ti) +

1

2
S ′′

21(ti) (x− ti)
2 . (2.22)
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Takže kvadratický splajn môžeme reprezentovať, tzv. Taylorovou reprezentáciou

S21(x) = si + ni(x− ti) +
1

2
Mi(x− ti)

2, x ∈ [xi, xi+1], i=0(1)n. (2.23)

Z podmienok spojitosti S21 (S21,i(xi+1) = S21,i+1(xi+1)) a S ′
21 (S ′

21,i(xi+1) = S ′
21,i+1(xi+1))

môžeme pri známych hodnotách si, Mi, i=0(1)n určǐt všetky hodnoty ni. Podmienky spoji-
tosti tvoria sústavu (n−1) lineárnych rovńıc pre (n+1) neznámych Mi, i=0(1)n, ktorú môžeme
vyjadrǐt v tvare

aiMi−1 + biMi + ciMi+1 = fi, i = 1(1)n− 1, (2.24)

kde

ai = (xi−ti−1)2

ki−1(ki−1+ki)
> 0, bi =

(ti−xi)
“

1+
xi−ti−1

ki−1

”

+(xi+1−ti)
“

1+
ti+1−xi+1

ki

”

ki−1+ki
> 0,

ci = (ti+1−xi+1)2

ki(ki−1+ki)
> 0, fi = 2

si+1−si
ki

−
si−si−1

ki−1

ki−1+ki
.

(2.25)

V špeciálnom pŕıpade uzlov xi+1 = 1
2
(ti + ti+1) má sústava (2.24) jednoduchš́ı tvar

ki−1

ki−1 + ki

Mi−1 + 3Mi +
ki

ki−1 + ki

Mi+1 = 8fi. (2.26)

Počiatočné podmienky

Situácia je podobná ako v § 2.2, preto len zmienime závery, ktoré sa odvodia analogicky ako
v predošlom pŕıpade pre reprezentáciu s prvými deriváciami. Podrobneǰsie viď [6].

Obecný typ okrajovej podmienky

Obecný typ okrajovej podmienky je daný týmito rovnicami

b0M0 + c0M1 = f0, anMn−1 + bnMn = fn, (2.27)

so zadanými koeficientami b0, c0, f0, an, bn, fn. Rozširujú sústavu (2.24) pŕıp. (2.26)
a doṕlňajú ju na sústavu s (n+1) rovnicami pre (n+1) neznámych. Ako špeciálny pŕıpad
okrajových podmienok sem patŕı:

[P1M ] predṕısanie hodnôt S ′
21(t0)=n0, S ′

21(tn)=nn,

[P2M ] aproximovanie prvých alebo druhých derivácii (napr. numerickou deriváciou),

[P3M ] predṕısanie hodnôt druhej derivácie S ′′
21(t0)=M0, S ′′

21(tn)=Mn.

Regularitu matice tejto sústavy dostaneme pri splneńı podmienok

|b0| > |c0| , |bn| < |an| ,
1
4
(ti−1 + 4ti + ti+1) > xi + 1

2

[
d2

i

ki−1
+

d2
i+1

ki

]
.

(2.28)

Takže pre ľubovǒlné interpolované hodnoty, bude mať jediné riešenie a kvadratický splajn
bude z (2.23) určený jednoznačne.

[P4M ] Periodické okrajové podmienky (pŕıpad t0 =x0, tn =xn+1)
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a) s0 = sn (vlastnosť interpolovaných dát)

b) n0 = nn (periodickosť podmienok)

c) M0 = Mn (periodickosť podmienok, znižuje počet neznámych v (2.24) resp. (2.26))

Periodické okrajové podmienky pre sústavu znamenajú vyrovnanie počtu neznámych
a počtu rovńıc. Pri splneńı podmienok (2.28) a

|b0| > |a0|+ |c0| , |bn−1| > |cn−1|+ |an−1|

dostaneme jednoznačnosť.

[P5M ] Podmienky typu not-a-knot
Podmienky typu not–a–knot pre splajn S21(x) znamenajú nasledujúce identity M0 =M1,
Mn =Mn+1, ktoré zjednodušia sústavu a matica sústavy bude regulárna. Opäť tak máme
jednoznačnosť.

Celkovo teda plat́ı, že na danej sieti (∆x∆t), pri zadaných hodnotách si a pri splneńı jednej
z počiatočných podmienok [P1M ]–[P5M ] je možné jednoznačne určǐt hodnoty parametrov Mi,
i=0(1)n, tj. existuje jediný kvadratický splajn S21(x) interpolujúci hodnoty si sṕlňajúci jednu
z podmienok [P1M ]–[P5M ].
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Obrázok 2.2: Kvadratický splajn na sieti (∆x∆t) sṕlňajúci podmienky typu not-a-knot.
Môžeme si všimnúť spojitosť druhej derivácie v uzloch x1 a xn. Uzly sú značené symbolom ’o’,
body interpolácie ’+’ a interpolovaná hodnota ’*’.
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Kapitola 3

Lokálne vlastnosti kvadratických

splajnov

Do tohto okamihu sme skúmali, ako možno jednoznačne určǐt kvadratický splajn, aké počiatočné
podmienky sú nutné, aby bol splajn jednoznačne určený, aké možnosti sú pri jeho reprezentácii.
Pri skúmańı sme však predpokladali, že máme dané nejaké dáta úlohy – uzly siete, body inter-
polácie, interpolované hodnoty, atď. Teraz sa pozrieme, aký vplyv majú tieto dáta na kvadrat-
ický splajn, ako ho ovplyvňujú.

3.1 Výber uzlov, bodov interpolácie, okrajových pod-

mienok

Body interpolácie ti a k nim pŕıslušné interpolované hodnoty si určujú body, ktorými prechádza
graf splajnu. V týchto bodoch je graf

”
fixovaný“. Preto ich vǒlba odpovedá buď bodom,

v ktorých poznáme funkčnú hodnotu (interpolovanú hodnotu) s dostatočnou presnosťou, alebo
zvoĺıme také body, v ktorých chceme splajn

”
fixovať“.

Uzly splajnu sú body, v ktorých sa
”
napájajú“ jednotlivé polynomické časti splajnu. Často

sú to body nespojitosti druhej derivácie splajnu (od kvadratického splajnu požadujeme v uzloch
len spojitosť do prvej derivácie). Voĺıme ich teda tak, aby dáta mali odpovedajúci charakter.
Ak uzly takto určǐt nevieme, potom vhodná vǒlba je xi+1 = 1

2
(ti + ti+1).

Okrajové podmienky buď plynú zo zadaných dát, alebo ich zvoĺıme ako aproximáciu prvých
(resp. druhých) derivácii pomocou interpolovaných hodnôt.

Na nasledujúcich obrázkoch je zobrazená interpolácia funkčných hodnôt funkcie exp(x) sin(rx).
Uzly splajnu sú volené ako ekvidǐstantné delenie intervalu [−3; 0.5] s krokom h, body inter-
polácie sú volené ti = 1

2
(xi + xi+1). Počiatočná podmienka je poč́ıtaná z dát. Vid́ıme, že

kvadratický splajn śıce interpoluje hodnoty, ale pri malom počte fixných bodov nie je schopný

”
koṕırovať“ tvar krivky dostatočne dobre. Nie je to prekvapujúce, ale je dobre si to uvedomǐt.
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Obrázok 3.1: r=1
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Obrázok 3.2: r=3
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Obrázok 3.3: r=5
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Obrázok 3.4: r=8

3.2 Vplyv interpolovaných hodnôt na kvadratický spla-

jn

V zjednodušenom pŕıpade pre splajn S21(x) na sieti (∆x∆t) s ekvidǐstantnou sieťou uzlov,
tj. hi=h, i=0(1)n, s vǒlbou bodov interpolácie ti =

1
2
(xi+xi+1) a interpolovanými hodnotami

zodpovedajúcimi funkčnej hodnote funkcie g ∈ C1 ukážeme, že so zväčšovańım vzdialenosti
indexu i od j sa zmenšuje vplyv sj =g(tj) na hodnotu mi = S ′

21(xi).
Pre danú vǒlbu bodov interpolácie má sústava (2.12) na výpočet hodnôt mi pri predṕısańı

počiatočných podmienok m0 a mn+1 na krajoch siete a pri vǒlbe koeficientov (pre okrajovú
podmienku [P1]) b0 =bn+1 =6, c0 =an+1 =0, f0 =6m0, fn+1 =6mn+1 tento jednoduchý tvar

A =




6
1 6 1

. . . . . . . . .

1 6 1
6




.

Matica A je ostre diagonálne dominantná, takže je regulárna a existuje k nej matica inverzná
A−1=(ãij)

n+2
i,j=1. Označme m=(m0,m1, . . . ,mn,mn+1)

T , f=(f0, f1, . . . , fn, fn+1)
T . Sústavu (2.17)

potom môžeme zaṕısať
Am = f ,

odkiǎl môžeme vyjadrǐt m nasledovne

m = A−1f .

Pre zložky vektoru m dostávame

mi =
n+1∑

j=0

ãi+1,j+1fj pre i = 1(1)n; m0, mn+1, sú dané. (3.1)

21



Pre prvky matice A−1 = (ãij) existuje 0 < c <∞ (poďla Vety 7.0.3) také, že

|ãij| ≤ c

(
1

3

) |i−j|
2

pre i, j ∈ {1, . . . , n + 2} . (3.2)

Z Vety 7.0.4 plat́ı 8g′(yi) = 8 (si − si−1) /h = fi, i = 1(1)n, kde yi ∈ [ti, ti+1]. Potom pre max-
imovú normu priestoru R

n+2 prvku f a normu prvku g z priestoru C1[x0, xm+1] dostávame

‖f‖max ≤ max {8‖g′‖, |f0| , |fn+1|} ≤ 8 max {‖g′‖, |m0| , |mn+1|} . (3.3)

Položme G:=max {‖g′‖ , |m0| , |mn+1|}. Postupne použit́ım (3.1);
”
|∑ an|≤

∑ |an|“; |fi|≤G, ∀i;
(3.2); (3.3) môžeme pre i ∈ {1, . . . , n} ṕısať

∣∣∣∣∣mi −
i+k∑

j=i−k

ãi+1,j+1fj

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

j∈Ik

ãi+1,j+1fj

∣∣∣∣∣ ≤
∑

j∈Ik

|ãi+1,j+1fj| ≤ 8cG
∑

j∈Ik

(
1

3

) |i−j|
2

,

kde Ik = 0, 1, . . . , i− k − 1, i + k + 1, . . . , n + 1.

Hodnoty mi sú teda vzdialenými hodnotami fj (tiež môžeme povedať, že hodnotami sj, pre-
tože fj je funkciou sj) ovplyvňované vělmi málo. S väčšou vzdialenosťou klesá vplyv. V liter-
atúre sa uvádza, že podobné závery platia aj pre všeobecneǰsie siete.
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Obrázok 3.5: Dva kvadratické splajny interpolujúce hodnoty dané tabǔlkou 3.1. Interpolované
hodnoty pre oba kvadratické sa ĺı̌sia v dvoch hodnotách. Z obrázku je zrejmé, že ako sme
ukázali, tento rozdiel má

”
lokálny“ charakter–ovplyvňuje len čašt splajnu. Kvadratický splajn

interpolujúci hodnoty si je plnou čiarou, splajn intepolujúci hodnoty s̄i je čiarkovane. Uzly
splajnu sú volené nasledovne xi = i.0, 5 a body interpolácie ti = xi+xi+1

2
.
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si 1 2 3 4 2 1 6 8 9 8 5 0 -1 2 1 2 -3 0 1 2
s̄i 1 2 3 4 2 1 10 8 9 8 5 0 -1 2 1 -1 -3 0 1 2

Tabǔlka 3.1

3.3 Lokálny vplyv okrajových podmienok.

Teraz sa pozrieme na vplyv okrajových podmienok na interpolačný kvadratický splajn so zadanými
okrajovými podmienkami. Majme zadané dvojo okrajových podmienok m0, mn+1, m̃0, m̃n+1

pre tie isté interpolované hodnoty a pozrime sa, aký rozdiel bude v splajnoch. Buď S21(x) splajn
interpolujúci hodnoty s0, . . . , sn v bodoch interpolácie s okrajovými podmienkami m0, mn+1 a
podobne buď splajn S̃21(x) interpolujúci v bodoch interpolácie tie isté hodnoty s0, . . . , sn, ale
s okrajovými podmienkami m̃0, m̃n+1. Uvažujme ekvidǐstantnú sieť uzlov s rozložeńım bodov
interpolácie ti=

1
2
(xi+xi+1). Neznáme koeficienty mi, i=1(1)n určujúce splajn S21(x) (resp. m̃i,

i=1(1)n určujúce S̃21(x)) urč́ıme zo sústavy rovńıc (2.14) maticovo zaṕısanej Anmn = fn (resp.

Anm̃n=f̃n), kde

An =




6 1
1 6 1

. . . . . . . . .

1 6 1
1 6




, fn =




f1 −m0

f2
...

fn−1

fn −mn+1




, mn =




m1

m2
...

mn−1

mn




,

f̃n resp. m̃n sú definované podobne ako fn resp. mn. Položme

Ŝ21(x) := S̃21(x)− S21(x).

Je zrejmé, že Ŝ21(x) je kvadratický splajn, ktorý má v bodoch ti, i = 0(1)n funkčnú hodnotu
0 a sṕlňa okrajové podmienky

m̂0 = m̃0 −m0, m̂n+1 = m̃n+1 −mn+1.

Ostatné hodnoty m̂i, i = 1(1)n sṕlňajú m̂n = (m̃n −mn), tj. vyhovujú rovnici

Anm̂n = f̂n,

kde f̂n = f̃n− fn, tj. f̂n = (−m̃0, 0, . . . , 0,−m̃n+1)
T . Teraz odhadneme hodnotu Dn = det(An).

Použit́ım vety o rozvoji determinantu (Veta 7.0.6) na Dn dostaneme nasledujúci rekurentný
vzťah Dn+2 =6Dn+1−Dn. Implicitným vyjadreńım Dn dostaneme

Dn = a
(
3− 2

√
2
)n

+ b
(
3 + 2

√
2
)n

,

kde a, b určené zo sústavy pre n = 1, 2 (D1 = 6, D2 = 35) majú tvar

a =
−3 + 2

√
2

4
√

2
, b =

17 + 12
√

2

16 + 12
√

2
.
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Potom plat́ı Dn > 5n. Použit́ım Cramerovho pravidla (dosadeńım f̂n za i–ty st́lpec matice An,
i = 2(1)n − 1; Veta 7.0.5) a následne vety o rozvoji determinantu (poďla i–teho st́lpca; Ve-
ta 7.0.6), dostaneme ďaľśım vhodným použit́ım vety o rozvoji determinantu pre m̃i vyjadrenie

m̂i = m̃i −mi =
(−1)im̃0Dn−i − (−1)n+im̃n+1Di−1

Dn

, i = 1(1)n.

Vplyv okrajových podmienok na hodnoty mi slabne so zväčšujúcou sa vzdialenosťou uzlu
od okraja a zvyšovańım fixných bodov – predṕısańım vyššieho počtu interpolovaných hodnôt.
Je dobré si pripomenúť záver § 2.1, kde sme ukázali, že rozdiel v počiatočných podmienkach
sa na sieti (∆x) prenáša na všetky uzly v absolútnej hodnote rovnako.

Z reprezentácie (2.11) je vidno, že vplyv okrajových podmienok na sieti (∆x∆t) slabne aj
na funkčné hodnoty splajnu S21(x) na jednotlivých intervaloch.
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(b) Derivácie kvadratických splajnov S1 a S2.
Vid́ıme akým spôsobom sa prenáša rozdiel
v počiatočných podmienkach.

Obrázok 3.6: Vplyv okrajových podmienok na kvadratický splajn na sieti (∆x∆t).

3.4 Zachovanie monotónnosti a konvexnosti

Dá sa ukázať (viď [6]), že za určitých okolnost́ı kvadratický splajn zachováva monotónnošt
dát, ktoré interpoluje. Teda, ak interpolované hodnoty si, i = 0(1)n odpovedajú monotónnej
funkcii f , tj. si = f(ti), i = 0(1)n, tak splajn S21 túto vlastnosť zachová. Podobne je to aj
so zachovańım konvexity.

3.5 Odhad chyby interpolácie

Pre odhad chyby interpolácie kvadratickým splajnom sa v literatúre nachádza vělmi málo
výsledkov. Navyše výsledky, ktoré nájdeme sú v špeciálnych pŕıpadoch siete.
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(a) Kvadratické splajny S1, S2 a S3 na sieti
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(b) Derivácie kvadratických splajnov S1 a S2.
Vid́ıme akým spôsobom sa prenáša rozdiel
v počiatočných podmienkach.

Obrázok 3.7: Vplyv okrajových podmienok na kvadratický splajn na sieti (∆x∆t), náhodné
dáta.

Uvedieme si vetu s dôkazom, ktorá v špeciálnom pŕıpade udáva odhad chyby interpolácie
(spracované z [9]).

Veta 3.5.1. Majme pravidelnú sieť (∆x∆t) := {x0 = t0 <x1 <t1 <. . .<tn−1 <xn <tn =xn+1}
takú, že xi+1 = 1

2
(ti + ti+1), i = 0(1)n − 1. Buď funkcia f ∈ C3[x0, xn+1] a kvadratický splajn

S21 ∈ S (∆x) interpolujúci hodnoty f(ti) spĺňajúci S ′
21(x0) = f ′(x0) a S ′

xn+1
= f ′(xn+1). Potom

platia nasledujúce odhady:

max
x∈[x0,xn+1]

|f(x)− S21(x)| ≤ 5

12
Mh3,

max
x∈[x0,xn+1]

|f ′(x)− S ′
21(x)| ≤ 5

6
Mh2,

sup
x∈

Sn
i=0

(xi,xi+1)

|f ′′(x)− S ′′
21(x)| ≤ 5

3
Mh,

kde M = maxx∈[x0,xn+1]

∣∣f (3)(x)
∣∣.

Dôkaz. Budeme použ́ıvať nasledujúce značenie f
(k)
i =f (k)(xi), s

(k)
i =S

(k)
21 (xi). Na malý okamih

budeme rozdiel f(x)−S21(x) značǐt ako funkciu z(x). Z defińıcie kvadratického splajnu a
spojitosti funkcie f plynie, že z ∈ C1[x0, xn+1]. Z podmienok interpolácie dostávame z(ti) =
0, i=0(1)n. Vzȟladom na túto vlastnosť funkcie z(x) plat́ı nasledujúca rovnosť

z(x) =
1

2

(∫ x

ti

z′(t)dt−
∫ ti+1

x

z′(t)dt

)
.
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Odkiǎl pre x∈ [ti, ti+1] dostávame

|f(x)− s(x)| = |z(x)| =
∣∣∣∣
1

2

(∫ x

ti

z′(t)dt−
∫ ti+1

x

z′(t)dt

)∣∣∣∣ ≤
1

2

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

z′(t)dt

∣∣∣∣

≤ 1

2
|ti+1 − ti| max

x∈[ti,ti+1]
|z′(x)| = 1

2
|ti+1 − ti| max

x∈[ti,ti+1]
|f ′(x)− s′(x)|

=
1

2
h max

x∈[ti,ti+1]
|f ′(x)− s′(x)|. (3.4)

S ′
21(x) je na [xi, xi+1], i=0(1)n lineárna funkcia, preto, pre x∈ [xi, xi+1], i=0(1)n, plat́ı

S ′
21(xi+1)− S ′

21(x)

xi+1 − x
=

S ′
21(x)− S ′

21(xi)

x− xi

,

odkiǎl po úprave dostaneme

S ′
21(x) =

1

h
((x− xi)S

′
21(xi+1) + (xi+1 − x)S ′

21(xi)) . (3.5)

Z Taylorovho rozvoja funkcie f ′ na [xi, xi+1] v bode xi s Lagrangeovým tvarom zvyšku dostaneme

f ′(x) = f ′(xi) + (x− xi)f
′′(xi) + (x− xi)

2f
′′′
(ξ1)

2
, kde ξ1 ∈ (xi, x). (3.6)

Podobne pre rozvoj v bode xi+1 dostaneme

f ′(x) = f ′(xi+1) + (x− xi+1)f
′′(xi+1) + (x− xi+1)

2f
′′′
(ξ2)

2
, kde ξ2 ∈ (x, xi+1). (3.7)

Ak (3.6) vynásob́ıme (xi+1 − x) a (3.7) vynásob́ıme (x− xi), takto vzniknuté rovnice sč́ıtame
a uprav́ıme dostaneme pre x ∈ [xi, xi+1]

f ′(x) =
1

h
((x− xi)f

′(xi+1)− (xi+1 − x)f ′(xi)) + R, (3.8)

kde pre R = 1
2h

[
(xi+1 − x)(x− xi)

2f
′′′
(ξ1) + (x− xi)(x + xi+1)

2f
′′′
(ξ2)

]
plat́ı |R| ≤ 1

2
Mh2.

Z (3.5) a (3.8) dostaneme odhad

max
x∈[xi,xi+1]

|f ′(x)− S ′
21(x)| ≤ 1

h
max

x∈[xi,xi+1]

∣∣(x− xi)(f
′
i+1 − s′i+1) + (xi+1 − x)(f ′

i − s′i)
∣∣ + |R|

≤ Li +
1

2
h2M, Li = max {z′(xi), z

′(xi+1); z = f − S21} .(3.9)

Teraz odvod́ıme odhad pre L = maxi=0(1)n Li.
Skúmajme sústavu

ǫ = Aw, (3.10)
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kde

A =




6 1
1 6 1

. . . . . . . . .

1 6 1
1 6




, w =




f ′
1 − s′1

f ′
2 − s′2

...
f ′

n−1 − s′n−1

f ′
n − s′n




Vieme, že k matici A existuje matica inverzná A−1, preto môžeme ṕısať

L = max
i=0(1)n

Li = max
i=0(1)n

z′(xi) = ‖w‖ =
∥∥A−1ǫ

∥∥ ≤
∥∥A−1

∥∥ ‖ǫ‖ ≤ 1

4
‖ǫ‖ (3.11)

Posledná nerovnosť plynie z odhadu normy ‖A−1‖. Maticu A môžeme zaṕısať v tvare A=6I+B,
kde I je jednotková matica. Odhadom maticovej normy B indukovanej maximovou normou
vektoru dostaneme

‖B‖ = max
i=1(1)n

n∑

j=1

|bij| ≤ 2.

Preto pre x ∈ Rn plat́ı, že ‖Ax‖=‖6x+Bx‖≥‖6x‖−‖Bx‖≥(6−‖B‖) ‖x‖ ≥ 4 ‖x‖, odkiǎl

∥∥A−1
∥∥ ≤ 1

4
.

Odhadnúť L v tomto okamihu znamená urobǐt odhad na ‖ǫ‖. Z (3.10) dostaneme (pre i=2(1)n−1)

ǫi =
(
f ′

i−1 − s′i−1

)
)+6(f ′

i − s′i)+(f ′
i+1−s′i+1)=

(
f ′

i−1+6f ′
i +f ′

i+1

)
−

(
s′i−1+6s′i+s′i+1

)

=
(
f ′

i−1+6f ′
i +f ′

i+1

)
− 8

h
(s(ti+1)−s(ti))=

(
f ′

i−1+6f ′
i +f ′

i+1

)
− 8

h
(f(ti+1)−f(ti)) , (3.12)

kde sme v predposlednom kroku použili vyjadrenie podmienok spojitosti (2.14) a v poslednom
podmienky interpolácie. Identitu (3.12) sme odvodili, pre i = 2(1)n− 1. Z predpokladov vety
plat́ı, že s′0 = f ′

0 a s′n+1 = f ′
n+1, preto môžeme ṕısať ǫ1 = ǫ1 + (f ′

0 − s′0) a ǫn = ǫn + (f ′
n+1 − s′0).

Takže vzťah (3.12) plat́ı pre i = 1(1)n.

Teraz odhadneme ‖ǫ‖. Z Taylorovho rozvoja funkcie f(x) na okoĺı bodu xi s Langrangeovým
tvarom zvyšku dostaneme po dosadeńı ti (rozvoj pre x ∈ [xi−1, xi]) a ti+1 (rozvoj pre x ∈
[xi, xi+1]), pŕıslušnom odč́ıtańı a úprave

f(ti+1)− f(ti) = hf ′
i +

h3

48

(
f (3)(ξ1) + f (3)(ξ2)

)
, kde ξ1 ∈ (x, xi), ξ2 ∈ (xi, x). (3.13)

Podobne pre Taylorov rozvoj f ′(x) na okoĺı bodu xi po dosadeńı xi−1, xi, xi+1 a úprave
dostaneme dostaneme tento vzťah

f ′
i−1 + 6f ′

i + f ′
i+1 = 8f ′

i +
h2

2

(
f (3)(ξ3) + f (3)(ξ4)

)
, kde ξ3 ∈ (xi−1, xi), ξ4 ∈ (xi, xi+1). (3.14)

Dosadeńım (3.13) a (3.14) do vyjadrenia ǫi z (3.12) dostávame

max
i=1(1)n

|ǫi| ≤
4

3
h2M,
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preto dostaneme

‖ǫ‖ ≤ 4

3
h2M. (3.15)

Z (3.11) a práve odvodeného odhadu normy pre ǫ v (3.15) dostávame

L = max
i=0(1)n

Li ≤
1

3
h2M. (3.16)

Teraz už môžeme odvodǐt chybu interpolácie a jej prvej derivácie. Z (3.9) plynie

max
x∈[x0,xn+1]

|f ′(x)− s′(x)| = max
i=0(1)n

{
max

x∈[xi,xi+1]
|f ′(x)− s′(x)|

}
≤ max

i=0(1)n
Li +

1

2
h2M ≤ 5

6
h2M.

Z odhadu (3.4) a práve odvodeného, plynie odhad pre interpolácie

max
x∈[x0,xn+1]

|f(x)− s(x)| =≤ 5

12
h3M.

Nakoniec ostáva určǐt chybu interpolácie druhej derivácie. Druhá derivácia S21(x) je po častiach
konštantná funkcia, preto pre x ∈ (xi, xi+1) plat́ı

S ′′
21(x) =

s′i+1 − s′i
h

. (3.17)

Z Taylorovho rozvoja funkcie f ′ v bode x s Lagrangeovym tvarom zbytku, dosadeńım xi a xi+1

do źıskaných formúl, odč́ıtańı a úprave dostaneme

f ′′(x) =
1

h

(
f ′

i+1 − f ′
i

)
+ R, (3.18)

kde

|R| =
1

h

∣∣∣∣
(xi+1 − x)2f (3)(ξ1)− (xi − x)2f (3)(ξ2)

2

∣∣∣∣ ≤
1

h

∣∣∣∣
(xi+1 − x)2M − (xi − x)2M

2

∣∣∣∣

=
1

2h
M |2(xi+1 − x)(xi+1 − xi)| ≤Mh.

Z (3.17), (3.18) a odhadu (3.16) dostávame pre každé x ∈ (xi, xi+1), i = 0(1)n

|f ′′(x)− s′′(x)| ≤ 1

h
|Li+1 − Li|+ |R| ≤

5

3
hM.

Nasledujúca veta pojednáva o interpolačných odhadoch funkcíı z rôznych tried (prevzaté z [6]).
Sieť nie je rovnomerná, ale uzly splajnu sú špeciálne volené.

Veta 3.5.2. Nech je daná sieť (∆x∆t) na [a, b] s uzlami splajnu xi+1 = 1
2
(ti+ti+1), i=0(1)n−1

a funkcia g(x). Buď S21, g∈S21 (∆x) kvadratický splajn interpolujúci v bodoch ti hodnoty funkcie

g(x), tj. g(ti) = S21, g(ti), i = 0(1)n, spĺňajúci rovnaké okrajové podmienky ako funkcia g(x).
Potom plat́ı ∥∥∥(g − S21,g)

(j)
∥∥∥
∞
≤ Rj, j = 0, 1, 2,

kde vyjadrenie hodnoty Rj pre funkcie g(x) z niektorých tried je uvedené v nasledujúcej tabuľke
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trieda funkcíı R0 R1 R2

C[a, b]
(
1 + 1

2
r
)
ω(g)

C1[a, b] 7
8
Kω (g′) 4ω (g′)

C3[a, b] 0, 022681K3
∥∥g

′′′
∥∥
∞

1
8
K2

∥∥g
′′′
∥∥
∞

2
3
K

∥∥g
′′′
∥∥
∞

+ 1
96

K3ω
(
g

′′′)
+ 1

48
K2ω

(
g

′′′)
+ 5

48
Kω

(
g

′′′)

C1C2
∆[a, b]1 11

64
K2ω (g′′) 11

16
Kω (g′′) 3ω (g′′)

W 1
∞[a, b]2 K ‖g′‖∞

W 2
∞[a, b] 7

32
K2 ‖g′′‖∞ 7

8
K ‖g′′‖∞

C1[a, b] ∩W 3
∞[a, b] 1

24
K3

∥∥g
′′′
∥∥
∞

1
6
K2 ‖g′′′‖∞ 7

8
K ‖g′′′‖∞

K=max
0≤i≤n

{ti+1 − ti} , r=
K

mini {ti+1 − ti}
, ωi(f)= max

x,y∈[xi,xi+1]
{|f(x)− f(y)|} , ω(f)=max

0≤i≤n
{ωi(f)}

1CkCm
∆ [a, b] =

{
f

∣∣ f ∈ Ck[a, b], f ∈ Cm[xi, xi+1], i = 0(1)n, k ≤ m
}

2W k
p [a, b] =

{
f

∣∣ f (k−1) je absolútne spojitá, fk ∈ Lp[a, b]
}
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Kapitola 4

Interpolácia prvých derivácíı

Doteraz sme skúmali kvadratické splajny, ktoré interpolovali nejaké predṕısané hodnoty. Odvod-
zovali sme ich rôzne reprezentácie a ȟladali dodatočné podmienky na ich jednoznačné určenie.
Teraz sa pozrieme na kvadratický splajn, ktorý nebude interpolovať funkčné hodnoty, ale hod-
noty prvých derivácíı. Zvláš̌t si rozoberieme pŕıpad pre interpoláciu v uzloch splajnu siete (∆x)
a zvlášť pre interpoláciu v bodoch interpolácie na sieti (∆x∆t).

4.1 Interpolácia prvých derivácii na sieti (∆x)

Defińıcia 4.1.1. Buď daná sieť uzlov (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1} a reálne hodnoty
mi, i=0(1)n+1. Splajn S21(x)∈S21 (∆x), ktorý spĺňa

S ′
21(xi) = mi, i = 0(1)n+1,

nazveme kvadratickým splajnom interpolujúcim hodnoty prvých derivácii.

Vieme (viď § 2.1), že interpolačný kvadratický splajn S21(x) na sieti (∆x) je určený 3(n + 1)
parametrami. Pri splneńı podmienok spojitosti a interpolácie máme (3n+2) podmienok, ktoré
však splajn neurčujú jednoznačne. Preto muśıme zadať jednu počiatočnú podmienku. Vhodné
je predṕısať funkčnú hodnotu v nejakom uzle.

Veta 4.1.2. Nech je daná sieť (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1}, hodnoty mi, i = 0(1)n+1,
k ∈ {0, 1, . . . , n + 1} a podmienky

a) S ′
21(xi) = mi, i = 0(1)n + 1,

b) S21(xk) = sk.

Potom existuje práve jeden kvadratický splajn interpolujúci hodnoty derivácii spĺňajúci počiatočnú
podmienku b).

Dôkaz. Použijeme nasledujúce značenie:

pi =
S21(xi+1)− S21(xi)

hi

, i=0(1)n + 1 a lokálnu premennú q=
x− xi

hi

, x ∈ [xi, xi+1].
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Pripomeňme si závery ukázané v § 2.1. Ukázali sme, že reprezentácia (2.2), pripomeňme:

S21(x) = S21(xi + qhi) = (1− q2)qi + q2qi+1 + hiq(1− q)S ′
21(xi), x ∈ [xi, xi+1], i=0(1)n,

sṕlňa podmienky spojitosti vo vnútorných uzloch, tj. plat́ı S21, i−1(xi) = S21, i(xi), i = 1(1)n.
Pre spojitosť prvých derivácii vo vnútorných uzloch sme dostali podmienky (2.4), pripomeňme:

2
S21(xi+1)− S21(xi)

hi

= S ′
21(xi) + S ′

21(xi+1), i = 0(1)n,

odkiǎl po úprave dostávame

S21(xi+1)− S21(xi) =
1

2
hi (S

′
21(xi) + S ′

21(xi+1)) . (4.1)

Z predpokladov poznáme hodnoty S ′
21(xi), i = 0(1)n+1 a hodnotu S21(xk). Z týchto hodnôt

a (4.1) však vieme jednoznačne určǐt hodnoty S21(xi), i = 0(1)n+1, pretože na ich určenie
máme z (4.1) tieto rekurentné vzťahy

S21(xi) = S21(xi+1)− 1
2
hi (S

′
21(xi) + S ′

21(xi+1)) pre 0 ≤ i < k,
S21(xi) = S21(xi−1) + 1

2
hi−1 (S ′

21(xi−1) + S ′
21(xi)) pre k < i ≤ n + 1.

(4.2)

Z reprezentácie (2.2) je zrejmé, že splajn je určený jednoznačne.

4.2 Interpolácia prvých derivácii na sieti (∆x∆t)

V predošlom odstavci, sme skúmali kvadratický splajn s predṕısanými hodnotami prvých
derivácii v uzloch siete. Teraz budeme skúmať pŕıpad, keď hodnoty prvej derivácie nebudú
predṕısané v uzloch siete, ale v bodoch interpolácie ti ∈ [xi, xi+1], i = 1(1)n − 1, t0 = x0,
tn = xn+1. Kvadratický splajn na sieti (∆x∆t) má 3(n + 1) parametrov. Pri splneńı interpo-
lačných podmienok

S ′
21(ti) = ni, i = 0(1)n (4.3)

ostávajú 2 stupne vǒlnosti, pretože (4.3) určuje (n + 1) podmienok a spojitosť S21(x) a S ′
21(x)

vo vnútorných uzloch siete dáva (2n) podmienok, spolu to však je len (3n+1). Budeme použ́ıvať
značenie z predošlého odstavca a navyše zadefinujeme

di =
ti − xi

hi

, i = 0(1)n.

a) Najprv preskúmame pŕıpad di = 1
2
, i=0(1)n. Pretože S ′

21(x) je na každom intervale

polynóm stupňa nanajvýš 1 (lineárna funkcia), v tomto špeciálnom pŕıpade vǒlby bodov
interpolácie plat́ı medzi prvými deriváciami v uzloch a bodmi interpolácie vzťah

ni = S ′
21(ti) =

1

2
(S ′

21(xi) + S ′
21(xi+1)) . (4.4)

Podmienky spojitosti (4.1) s použit́ım (4.4) môžeme ṕısať v tvare

S21(xi+1)− S21(xi) =
1

2
(S ′

21(xi) + S ′
21(xi+1)) = hiS

′
21(ti) = hini. (4.5)
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Z (4.5) nevieme pri známych hodnotách S21(xi), i=0(1)n+1 a S ′
21(ti)=ni, i=0(1)n určǐt

hodnoty S ′(xi), i = 0(1)n. Predṕısańım jednej hodnoty S ′
21(xk), k ∈ {0, 1, . . . , n+1} sa

zrejme tento problém vyrieši, pretože z (4.4) máme tieto rekurentné vzťahy:

S ′
21(xi) = 2S ′

21(ti)− S ′
21(xi) pre 0 ≤ i < k, (4.6)

S ′
21(xi) = 2S ′

21(ti−1)− S ′
21(xi−1) pre k < i ≤ n + 1.

b) V pŕıpade di 6= 1
2

použijeme na zápis splajnu S21(x) ∈ S21 (∆x) nasledujúcu reprezentáciu,
s lokálnymi premennými A, B, C

S21(x) = AS21(xi) + BS21(xi+1) + hiCS ′
21(ti), (4.7)

kde

A =
1 + q(q − 2di)

2di − 1
, B = −q(q − 2di)

2di − 1
, C =

q(q − 1)

2di − 1
.

Derivovańım (4.7) dostaneme

S ′
21(x) =

2

hi

q − di

2di − 1
S21(xi)−

2

hi

q − di

2di − 1
S21(xi+1) +

2q − 1

2di − 1
S ′

21(ti). (4.8)

Z podmienok spojitosti prvej derivácie vo vnútorných uzloch siete xi, i=1(1)n dostaneme
sústavu rovńıc

−aiS21(xi−1) + (ai − bi)S21(xi) + biS21(xi+1) = fi, i = 1(1)n, (4.9)

kde

ai =
1− di−1

1− 2di−1

, bi =
di−1di

hi (1− 2di)
, fi =

hi−1

2

[
S21(ti−1)

1− 2di−1

+
S ′

21(ti)

1− 2di

]
.

Takže máme sústavu n rovńıc na určenie n + 2 parametrov si = S(xi), i = 0(1)n + 1.
Sústava má dva stupne vǒlnosti. Dodańım okrajových podmienok

S21(x0) = s0, S21(xn+1) = sn+1,

dostaneme úpravou (4.9) sústavu n rovńıc pre n neznámych si, i = 1(1)n, ktorá má
takýto maticový zápis




a1−b1 b1

−a2 a2−b2 b2

. . . . . . . . .

−an−1 an−1−bn−1 bn−1

−an an−bn







s1

s2
...

sn−1

sn




=




f1 − a1s0

f2
...

fn−1

fn − bnsn+1




(4.10)
Matica sústavy je zrejme tridiagonálna a ako sa tvrd́ı v [6], regulárna pri splneńı pod-
mienok

(ai − bi) aibi−1 > 0, i = 3(1)n

(a1 − b1) [(a1 − b1) (a2 − b2) + a2b1] > 0. (4.11)

Je dobré si všimnúť, že podmienky (4.11) pre pŕıpad ekvidǐstantného delenia sú auto-
maticky splnené.
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Zhrňme, čo sme vlastne všetko dostali. Ukázali sme, že ak na danej sieti (∆x∆t) predṕı̌seme
v bodoch ti, i=0(1)n hodnoty ni a navyše:

a) na obecnej sieti sú splnené podmienky (4.11) a predṕısané hodnoty S21(x0), S21(xn+1),
alebo

b) na ekvidǐstantnej sieti s di = d 6= 1
2
, i= 0(1)n sú predṕısané hodnoty S21(x0), S21(xn+1),

alebo

c) na ekvidǐstantnej sieti s di =
1
2
, i=0(1)n sú predṕısané hodnoty S21(xk), S ′(xk),

potom existuje jediný kvadratický splajn S21(x) ∈ S21 (∆x) sṕlňajúci S ′
21(ti)=ni, i=0(1)n.
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Kapitola 5

Interpolácia stredných hodnôt

5.1 Kvadratický splajn interpolujúci stredné hodnoty

Majme danú sieť uzlov (∆x) :={x0 <x1 <. . .<xn <xn+1} s krokom hi =xi+1−xi. Majme zadané
dáta gi, i=0(1)n. Budeme riešǐt úlohu zostrojǐt kvadratický splajn S21(x)∈S21(∆x) tak, aby

∫ xi+1

xi

S21(x)dx = higi pre i = 0(1)n. (5.1)

Defińıcia 5.1.1. Dáta gi, i=0(1)n pre úlohu (5.1) sa nazývajú stredné hodnoty. Kvadratický
splajn S21(x) ∈ S21(∆x), riešiaci úlohu (5.1) sa nazýva kvadratický splajn interpolujúci stredné
hodnoty gi.

Už vieme, že kvadratický splajn je jednoznačne určený 3(n+1) parametrami. Ale počet pod-
mienok, ktoré nám úloha (5.1) dáva splňǐt je len (3n+1) (2n pre spojitosť S21(x), S ′

21(x)
v uzloch splajnu a (n+1) podmienok interpolácie dát). Takže je potrebné zadať ešte ďaľsie dve
podmienky, najlepšie v krajných bodoch siete. Okrajové podmienky je možné zadať jedným
zo spôsobov podrobneǰsie poṕısanými pre reprezentáciu s prvými deriváciami (viď § 2.2),
stručne pripomeňme:

a) predṕısanie hodnôt v krajných bodoch siete: S21(x0) = s0, S21(xn+1) = sn+1,

b) predṕısanie prvých derivácíı v krajných bodoch siete: S ′
21(x0)=s′0, S ′

21(xn+1)=s′n+1,

c) predṕısanie druhých derivácíı v krajných bodoch siete: S ′′
21(x0+)=s′′0, S ′′

21(xn+1−)=s′′n+1,

d) periodické okrajové podmienky: S21(x0)=S21(xn+1), S ′
21(x0)=S ′

21(xn+1),

e) zadať koeficienty a0, b0, an+1, bn+1, f0, fn+1 pre obecneǰsie okrajové podmienky sṕlňajúce
|b0|> |a0| a |an+1| < |bn+1|.

O existencii a jednoznačnosti riešenia úlohy (5.1) hovoŕı nasledujúca veta.

Veta 5.1.2. Buď (∆x) := {x0 <x1 <. . .<xn <xn+1}. Nech gi, i = 0(1)n sú zadané dáta. Po-
tom existuje práve jeden kvadratický splajn S21(x)∈S21 (∆x) interpolujúci stredné hodnoty gi

a spĺňajúci jednu z podmienok a)–e) uvedených vyššie.
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Dôkaz. Z Taylorovej reprezentácie (2.23) máme pre x ∈ [xi, xi+1]

S21(x) = si + mi(x− xi) +
1

2

mi+1 −mi

hi

(x− xi)
2,

S21(x) = si+1 + mi+1(x− xi+1) +
1

2

mi+1 −mi

hi

(x− xi+1)
2. (5.2)

Integrovańım vzťahov (5.2) na [xi, xi+1] dostaneme pre x ∈ [xi, xi+1], i=0(1)n
∫ xi+1

xi

S21(x) dx = sihi +
1

6
h2

i (mi+1 + 2mi) ,

∫ xi+1

xi

S21(x) dx = si+1hi +
1

6
h2

i (−mi − 2mi+1) . (5.3)

Ukázali sme, že sústava (2.4) vyjadruje podmienky spojitosti kvadratického splajnu vo vnú-
torných uzloch xi, i=1(1)n, pripomeňme:

1

2
(mi + mi+1) =

si+1 − si

hi

, i = 0(1)n.

Podmienky spojitosti prvej derivácie vo vnútorných uzloch sú reprezentáciou (5.2) splnené,
dostaneme dosadeńım. Podmienky interpolácie stredných hodnôt vyjadrené pomocou (5.3)
majú tvar (pre i=0(1)n)

si +
1

6
hi(mi+1 + 2mi) = gi, (5.4)

si+1 +
1

6
hi(−mi − 2mi+1) = gi. (5.5)

Odč́ıtańım vyjadrenia gi−1 z (5.4) od vyjadrenia gi z (5.5) dostaneme sústavu n rovńıc pre (n+2)
neznámych mi, i = 0(1)n + 1

hi−1mi−1 + 2 (hi−1 + hi) mi + himi+1 = 6 (gi − gi−1) , i = 1(1)n. (5.6)

Teraz sa pozrieme ako je to s jednoznačnosťou riešenia sústavy (5.6) za podmienok a)–e).
Diskusia sa urob́ı podobne, ako v odstavci § 2.1, preto len stručne zhrnieme.

a) Predṕısańım hodnoty S21(x0) = s0 pŕıp. S21(xn+1) = sn+1 dostaneme z (5.4) pŕıp. (5.5)
rovnicu 2h0m0 +h0m1 = 6 (g0−s0) pŕıp. hnmn +2hnmn+1 = 6 (sn+1−gn), ktoré doplnia
sústavu (5.6) na sústavu s tridiagonálnou, ostre diagonálne dominantnou maticou. Takže
sústava má jediné riešenie (viď Veta 7.0.2).

b) Predṕısańım hodnôt S ′
21(x0)=m0 a S ′

21(xn+1)=mn+1 umožńı v sústave (5.6) previesť m0,
mn+1 na pravú stranu a vyrovnať tak počet neznámych hodnôt s počtom rovńıc. Matica
sústavy bude regulárna, máme jednoznačnošt.

c) Predṕısanú hodnotu S ′
21i(x0+)=M0 pŕıp. S ′′

21(xn+1−)=Mn+1 môžeme preṕısať do tvaru
m0−m1 =−h0M0 pŕıp. mn+1−mn =hnMn, ktoré doplnia sústavu (5.6) na sústavu s tridi-
agonálnou, prevládajúcou diagonálnou (viď Defińıcia 7.0.1). Takže sústava má poďla
Vety 7.0.2 jediné riešenie.
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d) Podmienky periodičnosti s0 =sn+1 a m0 =mn+1 doplnia sústavu (5.6) na sústavu s mati-
cou, ktorá je: cyklická, tridiagonálna, ostre diagonálne dominantná. Takže opäť máme
jednoznačnosť.

e) Okrajové podmienky a0m0+b0m1 = f0, an+1mn+bn+1mn+1 =fn+1 s predṕısanými koefi-
cientami a0, b0, f0, an+1, bn+1, fn+1 doplnia sústavu (5.6) tak, že matica takto vzniknutej
sústavy bude tridiagonálna a pri splneńı podmienok |b0| ≤ |a0|, |an+1| ≤ |bn+1| pôjde
o maticu s prevládajúcou diagonálou, tým pádom regulárnu a opäť máme jednoznačnosť.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

7

Obrázok 5.1: Kvadratický splajn interpolujúci stredné hodnoty. Čiarkovane je zobrazená funk-
cia g(x), definovaná predpisom g(x) = gi ∀x ∈ [xi, xi+1]. Hodnoty sú zaṕısané v tabǔlke 5.1.
Okrajové podmienky boli volené S21(x0) = S21(xn+1) = 0.

xi 1 2 3.5 4 5 7 7.5 9
gi 1 5 -1 2 5 0 4

Tabǔlka 5.1

5.2 Minimalizujúca vlastnošt kvadratických splajnov

Veta 5.2.1. Buď daná sieť (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1} s krokom hi =xi+1−xi a hod-

noty gi, i=0(1)n. Definujme množinu Ω=
{

w ∈W 1
2 [x0, xn+1]

∣∣ ∫ xi+1

xi
w(x)dx = higi, i = 0(1)n

}

a na nej funkcionál J : Ω→ R, predpisom

J(w) = ‖w′‖2 =

∫ xn+1

x0

(w′(x))
2
dx. (5.7)

V splajne S21, interpolujúcom stredné hodnoty gi nadobúda funkcionál J svoje jediné minimum:

a) na množine Ω a S21 je prirodzený splajn, tj. S ′
21(x0) = S ′

21(xn+1) = 0,
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b) na množine Ω̃ = {w ∈ Ω | w(x0) = w(xn+1)} a S21(x0)=S21(xn+1), S ′
21(x0)=S ′

21(xn+1)
1,

c) na množine Ω̃ = {w ∈ Ω | w(x0) = S21(x0), w(xn+1) = S21(xn+1)}.

Dôkaz. Buď w ∈ Ω. Zo vzťahu

0 ≤ ‖w′ − S ′
21‖

2
= ‖w′ − S ′

21‖
2 − ‖S ′

21‖
2
+ ‖S ′

21‖
2

= ‖w′‖2 − 2 (w′ − S ′
21, S

′
21)− ‖S ′

21‖
2
,

dostaneme pre (w′ − S ′
21, S

′
21)=0 nerovnosť ‖S ′

21‖2≤‖w′‖2, tj. J(S21) ≤ J(w). Nerovnosť hov-
oŕı, že S21 minimalizuje funkcionál J . V nasledujúcom postupe ukážeme, že za predpokladov a),
b) alebo c) skutočne plat́ı (w′ − S ′

21, S
′
21)=0. Použit́ım per partes dostávame

xi+1∫

xi

(w − S21)
′ (x).S ′

21(x) dx = [(w − S21) (x).S ′
21(x)]

xi+1

x=xi
−

xi+1∫

xi

(w − S21) (x).S ′′
21(x) dx. (5.8)

Buď f ∈ {w, S21}, potom použit́ım per partes dostávame

xi+1∫

xi

f(x)S ′′
21(x) dx =

[(∫
f(x)dx

)
S ′′

21(x)

]xi+1

x=xi

−
xi+1∫

xi

f(x)S ′′′
21(x) dx. (5.9)

Pretože kvadratický splajn S21 je na [xi, xi+1] polynomická funkcia nanajvýš druhého stupňa,
druhý člen na pravej strane v rovnici (5.9) je rovný 0. Z interpolačných vlastnost́ı S21 a defińıcie
funkcie w pre prvý člen na pravej strane plat́ı

ci

xi+1∫

xi

f(x) dx = cihigi, (5.10)

kde ci = S ′′
21(x) pre x ∈ (xi, xi+1), lebo S ′′

21(x) je po častiach konštantná funkcia. Takže z (5.10)
dostávame, že druhý člen na pravej strane v rovnici (5.8) je rovný 0, preto z doteraz odvodených
výsledkov môžeme ṕısať

(w′ − S ′
21, S

′
21) =

xn+1∫

x0

(w − S21)
′ (x)S ′

21(x) dx =
n+1∑

i=0

[(w − S21) (x)S ′
21(x)]

xi+1

x=xi
=

= S ′
21(xn+1) [w(xn+1)− S21(xn+1)]− S ′

21(x0) [w(x0)− S21(x0)] .

Je zrejmé, že posledný výraz je rovný 0 pri splneńı podmienok a), b) resp. c). Teraz ukážeme
jednoznačnosť minimálneho prvku pre funkcionál J . Majme dva prvky S a P , ktoré minimal-
izujú funkcionál J , tj.

‖S ′‖2 = J(S) = J(P ) = ‖P ′‖2 .

1podmienky periodičnosti: S21(x0)=S21(xn+1), S′

21(x0)=S′

21(xn+1)
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Jednoznačnosť minimalizujúceho prvku, potom plynie z nasledujúceho

0 ≤ ‖S ′ − P ′‖2 = (S ′ − P ′, S ′ − P ′) = ‖S ′‖2 − 2 (P ′, S ′) + ‖P ′‖2 =

= −‖S ′‖2 + 2 ‖S ′‖2 − 2 (P ′, S ′) + ‖P ′‖2 =

= −‖S ′‖2 + 2 (S ′ − P ′, S ′) + ‖P ′‖2 = 0

Odkiǎl z defińıcie normy plat́ı S ′ = P ′. Poďla [6], z absolútnej spojitosti S ′, P ′ dostávame
jednoznačnosť S = P .

5.3 Chyba interpolácie stredných integrálnych hodnôt

funkcie strednými integrálnými hodnotami kvadrat-

ického splajnu

Veta 5.3.1. Buď g ∈ Cj[a, b], j ∈ 0, 1, 2, 3, (∆x)={a=x0 <x1 <. . .<xn <xn+1 =b} s krokom
hi =xi+1−xi. Nech gi = 1

hi

∫ xi+1

xi
g(x) dx, i = 0(1)n. Buď S21 kvadratický splajn interpolujúci

stredné hodnoty gi na sieti (∆x) a spĺňajúci okrajovú podmienku S
(k)
21 (xi)=g(k)(xi), i=0, n+1.

Potom plat́ı ∥∥∥S
(k)
21 − g(k)

∥∥∥ = CjkH
j−k

∥∥g(j)
∥∥ , k ≤ j − 1, j ∈ {1, 2, 3} ,

kde H = max1≤i≤n {hi}, Cjk sú nasledujúcou tabuľkou zadané hodnoty

j \ k 0 1 2
1 0,86
2 4/27 1/27
3 1/24 1/6 1/r+r/2

r = max1≤i≤n {hi/hi−1}.

Dôkaz. Dôkaz sa rob́ı pomocou aplikácie vlastnost́ı kubických splajnov S32, pretože na to ne-
máme rozvinutú teóriu, dôkaz nebudeme uvádzať. Možno ho nájsť v [3], strana 195.

5.4 Zhladzujúci kvadratický splajn

Doteraz sme riešili úlohy, ako čo
”
najlepšie“ interpolovať dáta úlohy. Otázkou však je, nakǒlko

je nutné a žiadúce dáta interpolovať čo najlepšie. Zoberme si situáciu, keď sú dáta zaťažené
chybou. Interpolácia, ako sme sa na ňu pozerali doteraz, je

”
presná“ pre zadané dáta, ale

pre
”
nepresné“ dáta je to nepotrebné. Spôsob akým zmenšǐt vplyv nepresných dát, je metóda

najmenš́ıch štvorcov. Rieši úlohu
”
vyhladǐt“ chybou zaťaženené dáta. Istým kompromisom

medzi
”
presnou“ interpoláciou a vyhladeńım dát sú zhladzujúce splajny. Úloha sa obecne for-

muluje v tomto zneńı, viď [6]: Na danej sieti (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1} s predṕısanými
hodnotami yi a váhami (váhovými koeficientami) ωi ≥ 0 v uzloch xi, i = 0(1)n + 1 ȟladáme
minimum funkcionálu

J(f) =

∫ xn+1

x0

[
f (m)

]2
dx +

n+1∑

i=0

ωi [yi − f(xi)]
2 ,
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na triede funkcíı f ∈Wm
2 ([x0, xn+1]).

Podrobneǰsie sa pozrieme na kvadratické zhladzujúce splajny. Odvodili sme extremálnu vlast-
nosť kvadratického splajnu § 5.2, z ktorej bude plynúť konštrukcia zhladzujúceho kvadratického
splajnu.

Veta 5.4.1. Nech je daná sieť (∆x) = {x0 < x1 < . . . < xn < xn+1} s krokom hi = xi+1−xi,
hodnoty gi, ωi > 0 i = 0(1)n, α > 0. Potom funkcionál

J(f) =

∫ xn+1

x0

[f ′(x)]
2

dx + α
n∑

i=0

ωi

[
higi −

∫ xi+1

xi

f(x) dx

]2

(5.11)

nadobúda na triede funkcíı W 1
2 [x0, xn+1] minimum v jedinom kvadratický splajne interpolujúcom

stredné hodnoty, ktorý spĺňa prirodzené okrajové podmienky.

Dôkaz. Nech sa minima nadobúda v nejakej inej, ako prirodzenom kvadratickom splajne in-
terpolujúcom stredné hodnoty, funkcii f ∈ W 1

2 [x0, xn+1]. Buď S21(x) prirodzený kvadratický
splajn interpolujúci stredné hodnoty funkcie2f(x) na sieti (∆x). Hodnota sumy na pravej
strane v (5.11) má rovnakú hodnotu tak pre funkciu f(x) ako i pre kvadratický splajn S21(x)
interpolujúci jej stredné hodnoty (z defińıcie). Avšak prvý člen v (5.11) je poďla Vety 5.2.1
pre kvadratický splajn menš́ı. Takže máme spor a minima sa nadobúda v nejakom prirodzenom
kvadratickom splajne interpolujúcom stredné hodnoty na sieti (∆x).

Už vieme, že zhladzujúci kvadratický splajn existuje, ale nevieme, ako
”
vyzerá“. Budeme

vychádzať z toho, čo o splajnoch vieme a postupne určovať parametre na jeho určenie z to-
ho, čo o zhladzujúcom splajne poznáme. Buď S21(x) kvadratický splajn, v ktorom funkcionál
nadobúda minimum. Vieme, že tento splajn interpoluje stredné hodnoty (na sieti (∆x)) a sṕlňa
prirodzené okrajové podmienky S ′

21(x0) = S ′
21(xn+1) = 0. My však nevieme, aké stredné hod-

noty sú interpolované. Označme ich pi, i=0(1)n. Takže plat́ı
∫ xi+1

xi
S21(x) dx=hipi, i=0(1)n.

Z (5.6) pre m0 =mn+1 =0 dostaneme




2 (h0 + h1) h1

h1 2 (h1 + h2) h2

. . . . . . . . .

hn−2 2 (hn−2 + hn−1) hn−1

hn−1 2 (hn−1 + hn)







m1

m2
...

mn−1

mn




=




p1 − p0

p2 − p1
...

pn−1 − pm−2

pn − pn+1




(5.12)
Všimnime si, že matica sústavy je symetrická, tridiagonálna a ostre diagonálne dominantná.
Pre ďaľśı postup, je výhodneǰsie si (5.12) zaṕısať v tvare

Am = 6Qp, (5.13)

kde A je matica sústavy, m = (m1,m2, . . . , ,mn)T , p = (p0, p1, . . . , pn)T a Q je matica ty-
pu (n, n + 1) s (−1) na diagonále a 1 nad diagonálou. S ′

21(x) je po častiach lineárna funkcia,

2Strednými hodnotami funkcie f(x) na (∆x) rozumieme hodnoty 1
xi+1−xi

∫ xi+1

xi

f(x) dx, i=0(1)n.
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lineárna na [xi, xi+1], takže pre x̄i =
1
2
(xi+xi+1) plat́ı S ′

21(x̄i) = 1
2
(S ′

21(xi) + S ′
21(xi+1)). Budeme

použ́ıvať označenie mi+ 1

2

= S ′
21(x̄i), S ′

21(xi) = mi. Pri tomto značeńı môžeme ṕısať

∫ xn+1

x0

[S ′
21(x)]

2
dx =

n∑

i=0

∫ xi+1

xi

[S ′
21(x)]

2
dx =

n∑

i=0

1

6
hi

[
m2

i + 4m2
i+ 1

2

+ m2
i+1

]
=

=
1

6

n∑

i=0

2hi

[
m2

i + mimi+1 + m2
i+1

]
=

=
1

6

n∑

i=1

m(i) [hi−1mi−1 + 2(hi−1 + hi)mi + himi+1] =

=
1

6
mTAm, (5.14)

kde sme postupne použili aditivitu integrálu, Simpsonovo pravidlo3, identitu mi+ 1

2

= 1
2
(mi+mi+1)

a
”
šikovnú“ úpravu. Z (5.14) pri značeńı D = diag4) (

(hi

√
ωi)

n
i=0

)
, g = (g1, g2, . . . , g)n)T

môžeme ṕısať

∫ xn+1

x0

[S ′
21(x)]

2
dx+α

n∑

i=0

ωi [higi − hipi]
2 =

1

6
mTAm+α(g−p)TD2(g−p)

= 6pTQTR−1Qp+α(g−p)TD2(g−p). (5.15)

V poslednej rovnosti sme využili symetriu matice A (A = AT ) a jej regularitu (z (5.13)

m=6A−1Qp; (A−1)
T

=
(
AT

)−1
). Na výraz v (5.15) sa môžeme pozerať ako na funkciu pre-

mennej p ∈ R
n, teda zobrazenie z R

ndo R. Označme ju ako f . Nutnou podmienkou extrému
tejto funkcie v bode p je f ′(p) = 0. Použit́ım retiazkového pravidla na určenie f ′(p) dostaneme

f ′(p) = 12QTR−1Qp− 2αD2(g − p) = 0,

odkiǎl použit́ım m = 6A−1Qp dostaneme

2QTm− 2αD2(q− p) = 0. (5.16)

Prenásobeńım (5.16) maticou 6QD−2 5) žlava a použit́ım (5.13) dostaneme po úprave

[
R+

6

α
QD−2QT

]
m=6Qg.

Odkiǎl už vieme spoč́ıtať parametre splajnu mi, i=0(1)n. Zo vzťahu (5.16) môžeme v pŕıpade
potreby určǐt aj hodnoty stredných hodnôt

p=g− 1

α
D−2QTm. (5.17)

3
∫ b

a
f(x) dx ≈ b−a

6

[
f(a) + 4f(a+b

2 ) + f(b)
]
. Pre [S′

21(x)]
2

plat́ı rovnosť. Podrobneǰsie viď [10] strana 64.
4notácia z MATLABu, diag(x) – matica so zložkami vektora x na diagonále, inde 0.
5
D

−2 def
=

(
D

−1
)2
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Z (5.4), (5.5), (2.4) môžeme určǐt ďaľśı paramater kvadratického splajnu si =S21(xxi
), i=0(1)n+1,

opäť využijeme m0 =mn+1 =0 a dostaneme

s0 = p0 −
1

6
h0m1, sn+1 = pn +

1

6
hnmn, si = si−1 +

1

2
hi−1 (mi−1 + mi) , i = 1(1)n.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

α
1
=1

α
2
=10

α
3
=100

α
4
=∞

Obrázok 5.2: Zhladzovanie dat pre ωi =1, i=0(1)6 a αi. Hodnoty dát sú dané tabǔlkou 5.2

xi 1 2 3.5 4 5 7 7.5 9
stredná hodnota gi 1 5 -1 2 6 0 4

Tabǔlka 5.2
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Kapitola 6

Aplikácie kvadratických splajnov

v numerickej matematike

6.1 Numerická derivácia

Numerickou deriváciou sa nazývajú
”
rozumné“ vzorce, ktoré nahrádzajú hodnotu

”
skutočnej“

derivácie.
”
Rozumné“ v tom zmysle, že na dostatočne presné určenie hodnoty derivácie funkcie

f (j)(x) budú potrebovať len funkčné hodnoty, hodnoty nižš́ıch derivácii, pŕıpadne hodno-
ty derivácii v nejakých bodoch v okoĺı bodu x. Pri konštrukcii kvadratických splajnov sme
často použ́ıvali ako parametre hodnoty derivácii (prvej resp. druhej). Zderivovańım

”
vhodnej“

reprezentácie môžeme dospieť ku vzorcu numerickej derivácie. V § 2.1 sme pri konštrukcii
reprezentácie pracovne nazvanej vhodná v istom okamihu pracovali s výrazom (2.6), pripomeňme

S ′
21(x) = mi +

(x− xi(mi+1 −mi))

hi

, x ∈ [xi, xi+1], mi = S ′
21(xi).

Zderivovańım dostaneme

S ′′
21(x) =

mi+1 −mi

hi

, x ∈ [xi, xi+1].

Tieto vzorce môžeme chápať ako vyjadrenie prvej a druhej numerickej derivácie. Predstavu
o chovańı sa chyby, akej sa dopúšťame pri vyjadreńı derivácie vzorcom pre numerickú deriváciu
namiesto presnej hodnoty nám môže dať Veta 3.5.2. V [6] sú pre dostatočne hladkú funkciu
g(x) na pravidelnej sieti (∆x∆t) uvedené nasledujúce vzťahy pre derivácie. Použité značenie:

gi = S21(ti) = g(ti), ni = S ′
21(ti), Ni = S ′′

21(ti).

V pŕıpade siete (∆x∆t) s uzlami xi+1 = 1
2
(ti+ti+1), ki = ti+1−ti pre hodnoty prvej derivácie

v bodoch interpolácie plat́ı

ni = S ′
21(ti) =

gi+1 + gi

ki

− 1

8
ki(3Ni + Ni+1).
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Pre periodickú a dostatočne hladkú funkciu g na pravidelnej sieti (∆x∆t) plat́ı

Ni = g′′
i −

1

24
h2g

(4)
i −

7

2880
h4g

(6)
i −

23

53760
h6g

(8)
i +O(h8);

ni = g′
i +

1

24
h2g

(3)
i −

7

960
h4g

(5)
i +

53

161280
h6g

(7)
i +O(h8). (6.1)

Pre dostatočne hladkú funkciu g plat́ı

g′
i =

gi+1 − gi

2h
− 1

12
h (Ni+1 −Ni−1) +O(h4);

g′′
i =

1

3

[
2Ni +

gi+1 − 2gi + gi−1

h2

]
+O(h4);

g
′′′

i =
Ni+1 −Ni−1

h
− gi+2 − 2gi+1 + 2gi−1 − gi−2

2h3
+O(h4);

g
(4)
i =

1

3

[
4
Ni+1 − 2Ni + Ni−1

h2
− gi+2 − 4gi+1 + 6gi − 4gi−1 + gi−2

h2

]
+O(h4);

g′(xi+1) =
gi+1 − gi

h
− 1

24
h (Ni+1 −Ni) +O(h4); (6.2)

g′′′(xi+1) =
Ni+1 −Ni

h
+O(h2).

6.2 Numerická integrácia

Tak ako pri numerickej derivácii ǐslo o nahradenie hodnoty derivácie v bode hodnotou źıskanou
nejakým predpisom, podobne je tomu aj pri numerickej integrácii. Namiesto výpočtu hodnoty
určitého integrálu spoč́ıtame jeho hodnotu približne. Všeobecný postup je ten, že funkciu defi-
novanú na intervale [x0, xn+1] aproximujeme nejakou jednoduchšou funkciou (v našom pŕıpade
kvadratickým splajnom). Namiesto poč́ıtania určitého integrálu spoč́ıtame hodnotu určitého
integrálu z tejto aproximácie. Chyby akej sa dopúš̌tame pri nahradeńı presnej hodnoty určitého
integrálu hodnotou źıskanou z aproximácie môžeme vyjadrǐt z identity

∫ xn+1

x0

f(x)dx =

∫ xn+1

x0

g(x)dx +

∫ xn+1

x0

(f − g) (x) dx,

kde f(x) je pôvodná funkcia, g(x) jej aproximácia.
Z prvého integrálu na pravej strane vyjadŕıme vzorec pre numerickú integráciu. Druhý

integrál vyjadruje akej chyby sa pri numerickej integrácii dopúšťame. Hrubý odhad je
∣∣∣∣
∫ xn+1

x0

f(x)dx−
∫ xn+1

x0

g(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ xn+1

x0

(f − g) (x)dx

∣∣∣∣ ≤ (xn+1 − x0) ‖f − g‖sup .

Podrobneǰśım vyšetreńım integrálu môžeme odhad spresnǐt.
Pre splajny nižš́ıch stupňov je numerická integrácia výhodná z toho ȟladiska, že integrál

z nich sa dá spravidla analytický spoč́ıtať. Takže dostaneme priamo vzorec. Zoberme si kvadrat-
ický splajn S21(x) aproximujúci funkciu f(x). Za ‖f − S21‖ môžeme dosadǐt pŕıslušnú hodnotu
z Vety 3.5.2.
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Odvod́ıme si nejaké vzorce pre numerickú integráciu odvodené z aproximácie kvadratickými
splajnami.

Uvažujme na intervale [x0, xn+1] sieť (∆x∆t). Z reprezentácie (2.9) kvadratického spla-
jnu S21(x) dostaneme

∫ xi

xi+1

S21(x)dx =

∫ xi

xi+1

si + hi(q − di)

[
mi +

1

2
(q + di)(mi+1 −mi)

]
dx =

= sihi +
1

2
h2

i mi (1− 2di) +
1

6
h2

i (mi+1 −mi)
(
1− 3d2

i

)
, i = 0(1)n.

Odkiǎl dostávame tento vzorec pre numerickú integráciu

∫ xm+1

x0

S21(x) dx =
n∑

i=0

sihi +
1

2

n∑

i=0

h2
i mi (1− 2di) +

1

6

n∑

i=0

h2
i (mi+1 −mi)

(
1− 3d2

i

)
,

kde di = ti−xi

hi
. V špeciálnom pŕıpade di = 1

2
, i = 0(1)n, v ktorom sme ukázali, že výpočet

sa zjednodušuje, vypadne druhý člen na pravej strane.

V [6] sa pre funkciu g ∈ C4 ([x0, xn+1]) a kvadratický splajn, ktorý ju aproximuje na pravidelnej
sieti uvádza tento odhad

∣∣∣∣
∫ xn+1

x0

(g − S21) (x)dx

∣∣∣∣ ≤ 5, 54.10−3(xn+1 − x0)h
4
∥∥g(4)

∥∥ <
1

180
(xn+1 − x0) h4

∥∥g(4)
∥∥ .

6.3 Numerické riešenie ODR

Eulerova metóda je najjednoduchšou numerickou metódou na riešenie ODR prvého stupňa

y′ (x) = f (x, y (x)) , y (x0) = y0, na [x0, xn+1]. (6.3)

Algoritmus tejto metódy je odvodený z Taylorovho rozvoja funkcie y (x) a je vyjadrený nasle-
dujúcim algoritmom (explicitná Eulerova metóda)

[algoritmus 1]

y0 ← y (x0) [počiatočná podmienka]

for i=1(1)n [výpočet][
yi+1 = yi + hif (xi, yi)

Podobne však môžeme postupovať aj pri kvadratickom splajne a ȟladańı riešenia ODR druhého
stupňa

y′′ (x) = f (x, y (x) , y′ (x) , ) , y(x0) = y0, y′(x0) = y′
0, na [x0, xn+1]. (6.4)

Lenže vo vzorci, ktorý źıskame, potrebujeme pri určeńı hodnoty yi+1 poznať vyjadrenie yi, y′
i

a y′′
i . yi poznáme z predošlého kroku (na začiatku z počiatočnej podmienky). y′′

i urč́ıme z (6.4)

a nakoniec y′
i urč́ıme z y′′

i =
y′

i+1
−y′

i

hi
.
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V správnom porad́ı krokov dostaneme tento algoritmus

[algoritmus 2]

y0 ← y (x0) [počiatočná podmienka]

y′0 ← y′ (x0) [počiatočná podmienka]

for i=1(1)n [výpočet]


y′′i ← f (xi, yi.y
′
i)

y′i+1 ← y′i + hiy
′′
i

yi+1 ← yi + hiy
′
i + 1

2
h2iy

′′
i

Kvadratické splajny sa môžu použǐt aj na výpočet (6.3). Na sieti (∆x) :={x0 <x1 <. . . < xn <xn+1}
môžeme pre x∈[xi, xi−1], si=S21(xi), mi=S ′

21(xi) reprezentovať splajn Taylorovým rozvojom
v tvare

S21(x) = si + mi (x− xi) +
(mi+1 −mi)

hi

(x− xi)
2

2
. (6.5)

Odkiǎl po dosadeńı xi+1, pri našom značeńı, dostaneme

si+1 = si +
hi

2
(mi + mi+1) . (6.6)

Z (6.3) a (6.6) dostaneme

mi+1 = f(xi+1, si+1) = f(xi+1, si +
hi

2
(mi + mi+1)). (6.7)

Táto rovnica je nelineárna a jej aproximat́ıvne riešenie mi+1 je možné ȟladať iterat́ıvne. Ako po-
čiatočnú podmienku, ktorou

”
naštartujeme“ iterácie, môžeme vziať m0

i+1 = si−si−1

hi−1
. V literatúre

sa uvádza, že pre lipschitzovskú funkciu f(x, y) vzȟladom k premennej y s konštantou L1)

je postačujúcou podmienkou konvergencie hi < 2L.

V nasledujúcom algoritme sú algoritmicky sṕısané predošlé závery.

[algoritmus 3]

y0 ← y (x0) [počiatočná podmienka]

y′0 ← f (x0, y0) [ (6.3) ]

y1 ← y0 + h0f (x0, y0) [jeden krok explicitnej Eulerovej metódy]

for j=1(1)n [výpočet]


m0j ← (yj − yj−1) /hj−1

repeat[
mk+1
j+1 ←

(
xj+1 + 1

2
hj

(
y′j + mkj+1

))

until [konvergencia]
’’
mk+1
j+1

k→∞→ mj+1‘‘

y′j+1 ← mj+1

yj+1 ← yj + 1

2
hj

(
y′j + y′j+1

)

1lipschitzovská funkcia f(x, y)vzȟladom k y s konštantou L
def⇔∀[x, y], [x, z]∈D(f); |f(x, y)−f(x, z)|≤L |y−z|.
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Poznámka 2. Dostali sme algoritmus konvergentnej lichobežńıkovej metódy.

Pre kvadratický splajn na sieti (∆x∆t) := {x0 ≤ tn < x1 < . . . < xn < tn ≤ xn+1} bol v § 2.2
odvodený vzťah (2.6)

S ′
21(x) = mi + (x− xi)(mi+1 −mi)/hi, kde mi = S ′

21(xi),

z ktorého, pri značeńı di = ti − xi, dostaneme

S ′
21(ti) =

dimi+1 + (hi − di) mi

hi

. (6.8)

Po dosadeńı (6.8) do (6.3) a úprave, dostaneme pri značeńı si = S21(ti), mi = S ′
21(xi)

dimi+1 + (hi − di) mi = hif (xi + di, si) . (6.9)

Z podmienok spojitosti (2.12), pripomeňme

aimi−1 + bimi + cimi+1 = 2(si − si−1),

ktoré sme dostali pri reprezentácii splajnu pomocou prvých derivácii § 2.2, s koeficientami
(2.13) vyjadreńım si dostaneme vzťah

si = si−1 +
aimi−1 + bimi + cimi

2hi

. (6.10)

Na ekvidǐstantnej sieti uzlov s vǒlbou bodov interpolácie ti = 1
2
(xi + xi+1) sa tento vzťah

zjednoduš́ı (viď (2.14)) na tvar

si = si−1 +
1

8
h (mi−1 + 6mi + mi+1)

a vzťah (6.9) bude vyzerať

mi+1 = 2f

(
xi +

1

2
h, si

)
−mi = 2f (ti, si)−mi.

Tieto vzťahy sa v algoritmoch použ́ıvajú na iterat́ıvne spresňovanie hodnôt si, mi.

Pre funkciu y ∈ C4 ([x0, xn+1]), ktorej funkčné hodnoty v bodoch interpolácie sú interpolo-
vané kvadratickým splajnom S21 plat́ı (6.2), pripomeňme:

y′(xi+1) =
S21(ti+1)− S21(ti)

h
− 1

24
h [S ′′

21(ti+1)− S ′′
21(ti)] +O(h4).

Použit́ım tohoto vzťahu môžeme dostať metódu na riešenie (6.3) štvrtého rádu presnosti.
Uvažujme ekvidǐstantnú sieť (∆x∆t) s bodmi interpolácie ti uprostred [xi, xi+1], i = 0(1)n
tj. ti =

1
2
(xi+xi+1). Použijeme niektoré vzťahy pre lokálne parametre na tejto sieti. Na danej

sieti má sústava (2.24) vyjadrujúca podmienky spojitosti nasledujúci tvar

S ′′
21(ti−1) + 6S ′′

21(ti) + S ′′
21(ti+1) = 8

1

h2
(S21(ti−1)− 2S21(ti) + S21(ti+1)) . (6.11)
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Vyjadreńım hodnoty S21(xi+1) pomocou Taylorovej reprezentácie (2.23) pre intervaly [xi, xi+1]
a [xi+1, xi+2], sč́ıtańım a úprav ou dostaneme

S21(xi+1) =
1

2
[S21(ti) + S21(ti+1)]−

1

16
h2 [S ′′

21(ti)− S ′′
21(ti+1)] . (6.12)

Využit́ım týchto vzťahov dostaneme algoritmus na riesenie (6.3). Pre ti = 1
2
(xi +xi+1) a známe

hodnoty y(ti), y(ti), y
′′(ti−1), y

′′(ti) môžeme algoritmus zaṕısať v tvare s iteráciami v [1]–[3]:

y(ti+1)← y(ti) + hf(ti, y(ti))
[1]y′′(ti+1)← −6y′′(ti)− y′′(ti−1) + 8[y(ti−1) + 2y(ti) + y(ti+1)]/h

2

[2]y(xi+1)← 1

2
[y(ti) + y(ti+1)]− 1

16
h2(2y′′(ti+1)− y′′(ti))

[3]y(ti+1)← y(ti) + 1

24
h2(y′′(ti+1)− y′′(ti)) + hf(xi+1, y(xi+1))
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Kapitola 7

Dodatok

Táto kapitola je dodatkom k predošlému celku. Obsahuje niektoré vety a defińıcie, ktoré boli
v predošlom texte v istých okamihoch došt podstatné a pre poriadok sú tu uvedené.

Defińıcia 7.0.1. Povieme, že štvorcová matica A (reálna či komplexná) rádu n má pre-
vládajúcu diagonálu alebo že matica A je s prevládajúcou diagonálou práve vtedy, keď existujú
kladné celé č́ısla d1, d2, . . . , dn tak, že

|aii| di >
∑

k 6=i

|aik| dk pre i = 1(1)n. (7.1)

V špeciálnom pŕıpade di = 1, i = 1(1)n hovoŕıme, že matica je ostre diagonálne dominantná.

Poznámka 3. V [2] sa matica A pre pŕıpad di = 1, i = 1(1)n, nazýva matica s rovnomerne
prevládajúcou diagonálou.

Veta 7.0.2. Štvorcová matica s prevládajúcou diagonálou je regulárna.

Dôkaz. viď [2], strana 117.

Veta 7.0.3. Pre (2p+1)–pásovú maticu A=(aij) (aij =0 pre |i− j|>p>0) tvaru A=I−B,

kde ‖B‖ = q < 1, prvky inverznej matice A−1 =(ãij) spĺňajú nerovnosť

|ãij| < q
|i−j|

p /(1− q). (7.2)

Ak je matica A ostre diagonálne dominantná, potom

|ãij| ≤
1

|ajj|
max

k

{ |akk|
rk

} [
1−min

k

{
rk

|akk|

}] |i−j|
p

, kde rk = |aii| −
∑

j 6=i

|aij|. (7.3)

Veta 7.0.4 (1. veta o strednej hodnote). Nech je funkcia f spojitá v [a, b] a nech v každom x∈(a, b)
existuje f ′(x). Potom exituje ξ∈(a, b) tak, že

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.
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Veta 7.0.5 (Cramerovo pravidlo). Buď A = (aij) regulárna štvorcová matica stupňa n a buď
b=(b1, b2, . . . , bn) ľubovoľný vektor. Označme Aj maticu, ktorá vznikne z matice A nahradeńım

j-tého st́lpca vektorom b, položme xj =
det(Aj)
det(A)

, j = 1(1)n. Potom vektor x = (x1, x2, . . . , xn)
je jediným riešeńım sústavy Ax=b.

Dôkaz. viď [1], strana 60.

Veta 7.0.6 (o rozvoji determinantu). Buď A = (aij) štvorcová matica rádu n. Označme Mij

štvorcovú maticu rádu n−1, ktorá vznikne z matice A vynechańım i–teho riadku a j–teho st́lpca.
Potom plat́ı

n∑

k=1

aik (−1)i+k det (Mik) = det (A)
[
rozvoj podľa riadku

]
, (7.4)

n∑

k=1

akj (−1)k+j det (Mkj) = det (A)
[
rozvoj podľa st́lpca

]
.

Dôkaz. viď [1], strana 49.

Vělmi často sme sa stretávali so slovným spojeńım
”
matica sústavy je triadiagonálna“. Tridi-

agonálne matice sú výhodne, pretože manipulácia s nimi nie je priliž
”
drahá“. Sústavy s tridi-

agonálnou maticou možeme riešǐt LU rozkladom. LU rozklad spoč́ıva v tom, že štvorcová
matica A sa rozlož́ı na hornú trojuholńıkovu U a dolnú trojuholńıkovú maticu L. Pozname-
najme, že pre silne regulárne matice existuje práve jeden LU rozklad (dôkaz viď napr. [11]).
Problém riešǐt sústavu Ax=d, kde

A =




b1 c1

a2 b2 c2

. . . . . . . . .

an−1 bn−1 cn−1

an bn




(7.5)

sa redukuje na riešenie dvoch sústav Ly = d a Ux = y (v tomto porad́ı), ktorých riešenie
vieme vělmi ľahko vyč́ıtať, pretože matice sú trojuholńıkové. Z LU rozkladu dostaneme, že
plat́ı y1 =d1/l1, yj =(dj−ajyj−1)/lj pre j =2(1)n a xn =yn, xi =yi−uixi+1, pre i=n− 1(−1)1,
kde l1 = b1, lk = bk − akuk−1 pre k = 2(1)n a uk = ck/lk pre k = 1(1)n. Sústavy s cyklickou
tridiagonálnou maticou je tiež vhodné riešǐt pomocou LU rozkladu. Podrobneǰsie o LU rozklade
je pojednané napr. v [10] alebo [11].
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