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Uvod

Prvé tlohy vedice ku splajnom mali charakter, ktory viedol ku kubickym splajnom. Stidium
kvadratickych splajnov sa zac¢ina neskor. Uz v pociatkoch sa vyskytli problémy, ktoré sa len
postupne darilo uspokojivo riesit tak, ako pri kubickych splajnoch.

Kvadratické splajny sd svojou konstrukciou velmi jednoduché a preto zo splajnov parneho
stupna najpouzivanejSie. Svoje uplatnenie nasli v pocitacovej grafike a v problémoch za-
chovavania monotonosti a konvexity dét.

V tejto praci su skimané otazky existencie a jednoznacnosti interpolacnych kvadratickych
splajnov, niektoré vlastnosti kvadratickych splajnov a ich vyuzitie.

Prv4 kapitola mé prehladovy charakter. Uvddza do vzniku tedrie splajnov a st tu zavedené
zakladné pojmy pre polynomické splajny.

V druhej kapitole si studované kvadratické splajny. Je vychddzané najme z préc [4], [6].
Najprv skimame interpola¢ny kvadraticky splajn interpolujuci predpisané hodnoty v uzloch
splajnu. Je predlozené preco sa v tedrii kvadratickych splajnov touto cestou nedala konstruovat
vhodna tedria, tak ako je tomu pri kvadratickych splajnoch. Nasledne je ukazany iny pristup,
ktory umoznil rozvijat tedriu kvadratickych splajnov. St skiimané vhodné reprezentécie a pod-
mienky nutné na jednoznacne urcenie splajnu.

V tretej kapitole sme v Specialnych pripadoch ukazali lokalne vlastnosti kvadratickych spla-
jnov — vplyv okrajovych podmienok a interpolovanych hodnét na splajn. Mézeme si v§imnut
rozdiel medzi pristupom interpolovania dat v uzloch splajnu a interpolovania dat mimo tieto
uzly.

Vo stvrtej kapitole skimame kvadraticky splajn interpolujici hodnoty prvej derivacie.

Piata kapitola pojednava o kvadratickom splajne interpolujicom stredné hodnoty. Je tu
vychddzané najmi z préac [3], [6], [9]. Dokdzeme existenciu a jednoznacnost tohto objektu.
Je dokézand jeho minimalizacné vlastnot, na zéklade ktorej ukdZeme existenciu a jednoz-
nacnost zhladzujiceho kvadratického splajnu. Odvodime konstrukciu tohto objektu.

V siestej kapitole je pojednané o vyuziti kvadratickych splajnov v numerickej matematike
- numericka derivacia a integracia. V zavere su odvodené algoritmy na rieSenie obycajnych
diferencidlnych rovnic vychadzajice z kvadratickych splajnov. Bolo ¢erpané z prac [6] a [7].



Kapitola 1

Splajny

1.1 Splajn

V minulosti sa pojem ,,spline® spajal s konstrukciou lodi, neskor lietadiel. Presnejsie povedané,
stavitelia lodi pri stavbe trupu lodi pouzivali Specidlne drevené pravitko (anglicky vyraz —
spline). Toto pravitko upevnené v bodoch sa svojou vlastnou pruznostou prehlo a vytvorilo tak
pre konstrukciu ,,vhodnia“ hladku krivku. Pripadny tvar krivky sa este ,, vylepsoval® pouzitim
zavazi posobiacich na pravitko v urc¢itych bodoch.

Zjednodusenou matematickou formuléciou sa dospelo k tomu, ze takato krivka je matem-
aticky popisana po castiach polynomom tretiecho stupna, ktory ma nespojitosti v tretich de-
rivaciach v spojoch jednotlivych tsekov.

Do matematiky priniesol tento pojem I. J. Schoenberg (1901-1990) v roku 1946. Niektoré
vlastnosti splajnov boli zname uz skor.

Prvé 1ilohy rieSené pomocou splajnov mali vlastnosti, ktoré viedli k neparnemu stupnu poly-
nomického splajnu. K studiu splajnov parneho stupna dochddza neskor. Navyse pri skimani
polynomickych splajnov parneho stupna sa od zaciatku vyskytovali problémy, ktoré sa len pos-
tupne darilo uspokojivo riesit tak, ako pri splajnoch neparneho stupia.

Teéria splajnov sa prudko rozvijala vdaka ich dobrému uplatneniu v aplikdciach. Majui vela
,vhodnych“ vlastnosti, si dobré na aproximovanie funkcif, lahké na vypocet a spracovanie
na pocitaci. Prinos splajnov v numerickej matematike je znaény. Stale je to aktivna téma.

1.2 Polynomické splajny

Definicia 1.2.1. Na deleni (Azx):={a=x¢<z1<...<Z, <Tpy1=0b} uzavretého intervalu [a, b]
budeme polynomickym splajnom stupria m s defektom d (m > d > 0, celé éisla) rozumiet
funkciu S, 4(x) s nasledujicimi vlastnostami:

1. Sp.a(z) je na kazZdom intervale [x;, x;11], © = 0(1)n polynom stupria nanajvys m,
2. Sp.a(z) € C™4a,b], tj. v uzloch x; md Sp.a(x) spojité derivdicie az do rddu (m — d).

Mnozinu (Ax), potom budeme nazjval siet uzlov splajnu (niekedy skrdtene — siet uzlov, siet).
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Prave definovany pojem siet uzlov splajnu, budeme v dalsom texte strucnejsie zapisovat v tvare
(Ar) a budeme tym rozumiet mnozinu (Az):={a=12¢ <1 < ... <2, < Tpy1 = b}.

Je zrejmé, ze pre dva polynomické splajny Sy, 4(7) a Sm.a(z) na sieti (Az) plati, Ze objek-
ty Sm.a(z) + Sma(x) a aSy (), kde « je redlne ¢islo, s tiez polynomické splajny stupna m
s defektom d na sieti (Az). Preto zavedieme nasledujicu definiciu.

Definicia 1.2.2. Symbolom S, 4 (Az) budeme oznacéovat linedrny priestor splajnov Sy, ()
na sieti uzlov (Azx).

Definicia 1.2.3. Ak st v uzloch x; (resp. ingjch bodoch t;) predpisané hodnoty s;, i1=0(1)n+1,
potom splajn Sy, () spl/ﬁajdci Sm,a(x;) = s; (resp. Spm a(ti) = s;) nazgvame interpolacnym
splagnom alebo presnejsie splajgnom interpolujicim hodnoty s; v bodoch x; (resp. t;). Body,
v ktorych je predpisand hodnota sa nazyvaji body interpoldacie.

Poznamka 1. Sy (Ax) je linedrny priestor kvadratickych splajnov. Z vyssie uvedengch definicii
vypljva, Ze kazdy Sa1(x) € Sa1 (Ax) je prvkom priestoru Czg, xpy1] a Sa1(x) je na [z, xi]
polynom. stupria najviac 2, i = 0(1)n.

kvadraticky splajn
prva derivacia

3r — — —druha derivacia

Obrazok 1.1: Kvadraticky splajn, jeho prvd a druhd derivacia. Uzly splajnu z;, i = 0(1)7,
su znacené symbolgm »0% a body interpolacie t;, i = 0(1)6 symbolom ,,+“. Prislusné hodnoty
su zapisané v tabulke 1.1.

T 01 3 5 7 9 11 | 12

t; 0 2 4 6 8 10 12

S; = Sgl(tl) 2 0 2 -1 0 3 2
Tabulka 1.1



Kapitola 2

Reprezentacia kvadratickych splajnov

2.1 Reprezentacia na sieti (Ax)

V uzloch z; siete (Ax) predpiSeme hodnoty splajnu hodnotami s;, tj. Sa(2;)=s;, i=0(1)n+1
a hladdme interpolacny kvadraticky splajn Sp;(x) € Soy (Az) (interpolujici hodnoty s;).

Definicia kvadratického splajnu je ndvodom, ako mozeme reprezentovat interpolaény kvadrat-
icky splajn. Na prislusnych intervaloch potrebujeme néjst polynémy stupiia nanajvys 2, ktoré
v uzloch budd interpolovat dané hodnoty a budu v nich mat spojiti prvi derivéciu. V podstate
presne z definicie je odvodena tzv. polynomicka reprezentacia.

Polynomicka reprezentacia

Je zrejmé, ze funkcia splnajuica

So1(z) = dya®+alx +af naintervale [z, 1], i = 0(1)n, (2.1)
521<33'i> = S, 1= O(l)n + 1,

je pri splneni (2n) podmienok spojitosti Sy (), S5, (x) vo vnutornych uzloch siete (Ax) a (n+2)
podmienok interpolécie interpola¢ny kvadraticky splajn. Jeho predpis je urceny 3(n+1) pa-
rametrami az'., i = 0(1)n, j = 0,1,2. Takze spolu mame (3n + 2) podmienok na urcenie
3(n + 1) parametrov. Preto je na jednoznaéné urcenie splajnu nutné dodat este jednu pod-

mienku (napr. S, (zo)).
Pre nezname koeficienty aé z (2.1) dostaneme z podmienok spojitosti, interpoldcie a poc¢iatocne;

podmienky ststavu so zlozitou maticou, ¢o je pre pracu velmi nevyhodné.

Vhodnejsia reprezentacia

Ukazeme si inu reprezentaciu, nie tak intuitivnu ako bola predosla, ktora je zato z praktického
hladiska vyhodnejsia (uvidime neskor).



Na sieti (Az) s krokom h; = ;41 — x; a s predpisanymi hodnotami s; v uzloch ozna¢me
m; = Sy (i),  pi = (Siv1 — 55)/ P
Na intervale [z;, z;41] zavedieme lokalnu premenni
q=(x—x;)/hiy, € [z xi11].

Potom na intervale [x;, z;41] sa Sa1(x) d4 zapisat v tvare

So1(x) = Sor(w; + qhi) = (1 — ¢*)si + ¢*siv1 + hig(1 — @)my, i = 0(1)n. (2.2)
Derivovanim vztahu (2.2) na kazdom prislusnom intervale dostaneme

51() = 2qpi + (1 — 2q)my, pre @ € [1;, T41]. (2.3)

Dosadenim sa presvedéime, ze Sy (z) dany (2.2) splita na [z, xi11], @ = 0(1)n podmienky in-
terpolacie So1(x;) = s, So1(ziy1) = sip1 a plati Shy(x;) = my, Shy(xip1) = 2p; — my.

Podmienky spojitosti si pre Sg;(z) vo vnutornych uzloch splnené, pretoze st splnené pod-
mienky interpoldcie. Zavedieme si znacenie Sy ;(z) := Sa1(2z) pre € [z;,zi41], ¢ = 0(1)n.
Pre spojitost Sh,(z) vo vntitornych uzloch siete pozadujeme

So1i(@iz1) = Shy i1 (iga) , i =0(1)n — 1,

¢o po tuprave z (2.3) ddva m; + mir1 = 2p;, @ = 0(1)n — 1. Z identity Sh(Tpi1) = Mpt1
po uprave z (2.3) dostaneme m,, + m, 1 = 2p,. Celkom teda méme

Podmienky (2.4) predstavuju ststavu (n + 1) rovnic o (n + 2) neznamych m;, i=0(1)n+1.
K jednoznacnému riegeniu ststavy (2.4) je potrebné urcit este jednu podmienku a splajn bude
z reprezentécie (2.2) urceny jednoznacne.

Veta 2.1.1. Nech je dand siet (Azx):={xo <z < ...< T, < Tpy1}, hodnoty s;, i=0(1)n+1
a jedna z podmienok

a) Sh(zx) =my, pre k € {0,...,n+ 1}
b) SY(xx) = My, pre k € {0,n+1} prislusné jednostranné derivicie

Potom existuje prdve jeden kvadraticky splajn Sa(x) interpolujici hodnoty s; v bodoch x;
spliiagici zvoleni podmienku a) alebo b).

Dékaz. 7 tvaru (2.2) plynie, Ze pri jednoznacne danych hodnotéch m;, i = 0(1)n+1 je kvadrat-
icky splajn interpolujici hodnoty s; urceny jednoznacne. Preto ukdzeme, Ze vieme jednoznacne
urcit vietky m; a tym bude ukdzana existencia a jednoznacnost plyntice z (2.2).



a) Podmienky spojitosti pre kvadraticky splajn sa daji vyjadrit v tvare (2.4). Pri zadan{
pociatotnej podmienky S5, (z3) = my vieme jednozna¢ne urcit vsetky hodnoty m;, pre-
toze na ich urc¢enie méame z (2.4) tento rekurentny predpis

m; = 2p; — My
m; = 2pj—1 — M;_1

pre 0 <i <k,

pre k <i<mn+1. (2.5)

b) Z (2.3) mdme S5, (z) = 2(“;—@), x € (24, 71), i = 0(1)n. Odkial pre pociatoéni pod-
mienku SY, (zx) = My, k € {0,n+1}, dostévamg mozpo—%hoMo resp. mn:pn—%hnMnH.
Ostatné hodnoty m; jednoznac¢ne uréime zo vztahov (2.5).

O

Nevyhoda reprezentacie na sieti (Az) spociva v tom, Ze na jednoznaé¢né urcenie splajnu zaddvame
»iba“ jednu pociatoéni podmienku. Menej v tomto pripade nie je viac. Volba pociatoénej pod-
mienky v lubovolnom uzle siete sa prejavi na celom splajne.

Zoberme si dva kvadratické splajny Sa1, Ss; interpolujice v uzloch siete (Az) tie isté hod-

noty s;. PredpiSeme pociatotni podmienku v uzle xy takto: S (z¢) =

Z (2.4) dostaneme

mo, Sél(.xo) = 7710.

01 (15) = Sy () = (=1)7 (mo — o) -

Takze rozdiel v pociatocnej podmienke sa prejavi aj v ostatnych uzloch (a nezoslabuje sal).
V literature sa tvrdi, ze podobny vplyv ma aj chybné zadanie niektorej z interpolovanych
hodnét s;. Je to sposobené tym, ze matica sistavy (2.4) nie je ostre diagonalne dominantnsé.

201

- - -5,
O uzly splajnu

15¢

10F

-10
0

Kvadratické

(a)

splajny S;

a52

na sieti

(Az) interpolujice rovnaké hodnoty v uzloch
splajnu, pri réznych okrajovych podmienkach:

Si(l‘o) _ s(2)—s(1

= z@)—=z(

§, Sh(x0) = 10,

601

- -5,
40r- O uzly splajnu

20- )

-60
0

(b) Derivécie kvadratickych splajnov S; a Ss.
Vidime akym sposobom sa prendsa rozdiel
v pociatoénych podmienkach. Vplyv sa vobec
netlmi! V kazdom uzle sa prejavi rovnakou mie-
rou!

Obrazok 2.1: Vplyv okrajovych podmienok na kvadraticky splajn na sieti (Ax).
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V pripade existencie periodického splajnu na sieti (Ax) za predpokladu sop=s,,11 s po¢iatotnou
podmienkou my=m,, 1 v sistave (2.4) rovnicu m,, +m,,1=2p,, prepiSeme na rovnicu m, +my=2p,,.
Dostaneme tak stistavu (n+1) rovnic o (n+1) nezndmych. Z vety o rozvoji determinantu zistime,
ze determinant matice tejto stustavy je rovny 14 (—1)". Takze pre n neparne je matica sustavy
singularna. Teda riesenie nie je jednoznacné alebo neexistuje vobec. V [6] (str. 61) sa tvrdi, ze
v takomto pripade sa d4 ukézat existencia jediného splajnu, ktory spiﬁa podmienku antiperi-
odickosti S%, (x,11) = —Sh (o).

Volny parameter pre kvadraticky splajn na sieti (Ar) je mozné volit nielen ako podmienku
lokélneho charakteru (okrajové, pociatoéné alebo interpolaéné podmienky), ale aj pomocou
globalnej podmienky. Napriklad riesenim nasledujiicej tlohy: Ur¢it parameter my tak, aby bol
minimalizovany funkcional

n Tjt1
f(S21) = ij/ [ §/1($)]2d:c, w; > 0 (dané),
j=0 o

na triede vsetkych kvadratickych splajnov interpolujicich na sieti (Az) zadané hodnoty s;,
i =0(1)n+1. Vid [6], strana 62.

2.2 Reprezentacia na sieti (AzAt)

V predoslom pohlade na kvadratické splajny boli stotoznené mnoziny wuzly splajnu (prvky
mnoziny (Ax); body v ktorych sa ”spédjaji”’polynomické casti splajnu) a body interpoldcie
(body, v ktorych je predpisand funkénd hodnota, alebo hodnota derivécii splajnu). Poukazali
sme na problémy s existenciou kvadratickych splajnov a splajny nemali lokalne vlastnosti —
rozdiel v pociatocnej podmienke sa prejavil na celom splajne v ,,rovnakej miere“. Toto splynutie
bolo prirodzené v historicky prvych tlohach, ktoré boli riesené pomocou splajnov. Oddelenim
tychto mnozin sa podarilo v teérii kvadratickych splajnov (vSeobecne splajnov parneho stupna)
vyriesit mnoho problémov, ktoré sa vyskytli v predoslom pristupe. Dosiahli sa vlastnosti ana-
logické vlastnostiam kubickych splajnov.

Definicia 2.2.1. Bud [a,b] uzavrety interval na redlnej ose, magme zadané mnoziny

(Az) = {a=x9o<a1<...<Tp < Tpy = b},
(At) == {t;, i=01)n; xo<tog<mx, x; <t; <xiy1, i =11)n, z, <t, < xpi1}.

Mnozinu (Ax) nazveme siet uzlov (splajnu), jej proky uzly splajnu a proky mnoziny (At)
body interpoldcie. Interpolujicim kvadratickym splajnom na sieti (AzAt) = (Ax)U (At)
s predpisanymi hodnotami s; v bodoch interpoldcie t;, i = 0(1)n, nazgvame funkciu s tymito
vlastnostami:

1. SQl € C’l[a, b},
2. So1(x) je na kazZdom intervale [x;,x;41], © = 0(1)n polyndm stupria nanajvys 2;

3. Szl(tz) = Sy, 1= 0(1)n

11



Interpolaény kvadraticky splajn na sieti (AzAt) je prvok priestoru Sio (Ax), len interpoluje
iné hodnoty ako v predoslom pripade (kvadraticky splajn na sieti (Az)). Opiit mozeme pouzit
rozne typy reprezentdcii tohoto objektu. Pozrime sa na tento objekt z pohladu parametrov
potrebnych na jeho urcenie a podmienok nutnych na jeho jednoznacne urcenie.

Odvodili sme, ze celkovy pocet parametrov splajnu Sy (z) je 3(n + 1). Vézbové podmienky
urcujuce splajn pozostavaji z 2n podmienok spojitosti So1, S5y a (n+1) podmienok interpolécie
v bodoch t;, i = 0(1)n. Ostavaji tak este 2 volné parametre. Oproti pripadu pre siet (Az)
je to o jednu potrebni podmienku viac na jednozna¢né urcenie. V nasledujucich odstavcoch
odvodime niektoré reprezentacie splajnu na sieti (AzAt).

Reprezentacia s prvymi derivaciami
Pre dant siet (AzAt) s krokom h; =z, —x;, So1(t;)=s;, i=0(1)n oznacme

ti—l’i

m; = Sy (w;) pre i=0(L)n+1, d; = pre i=0(1)n.

Na kazdom intervale [z;, z;11], ¢ = 0(1)n je Sai(x) polyném stupna nanajvys 2, takze S5, (x)
je polyném stupna nanajvys 1, teda linedrna funkcia a na intervale [z;, x;11] preto plati

o1 () = my + (2 — 23) (M1 — mi) /by (2.6)

Integrovanim vztahu (2.6) dostaneme
2

821(17) = m;T + (% - ZEZZL‘) w, x € [in,ZL‘Z‘+1 . (27)

Dosadenim bodu interpolacie t; € [x;, x;41] do (2.7) mame

t7 i+1 — My
2 h;
Z (2.7), (2.8) a dohodnutého znacenia mézeme pisat
Sor(x) = Soi(t;) + Sar(x) — Sa1(t;) =
217 it1 — My
= sz—i—mz(a:—tl)#— 37 Z—xi(:v—ti) M:
2 h;
li i1 — My
Zavedieme lokalnu premennt ¢ = % a pouzijeme:
rT—z; ti—xm T
—d;, = i Y i z;
! h h h
L4 = r—x ti—x T+t 2
R T T
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odkial

— s+ hilg—dy) [mi 4 ((ﬁdi)hi) M1 _mZ} .

2 h;

Co mozeme pre x € [x;, T;41] zapisat

Sule) = st hila—d) [mi+ 3+ d)ms —m)| 29)
= s+ hi(g—di) [(2—q—di)m; + (g + di)miga] /2 (2.10)
= s +ui(x)m; + us(x)mgyq. (2.11)

Kde uy(z) = w au(r) =x—t; —uz(x). O platnosti (2.10) a (2.11) sa presvedéime

upravenim vyrazov.

Tieto reprezentacie ((2.9), (2.10), (2.11)) ndm umoznuji pri zndmych hodnotéch z;, t; a pred-
pisani S (t;)=s;, Sh (x;) =m; urcit hodnotu Sy (x) v lubovolnom bode z € [xg, T, 11].

Pozrime sa vsak, ako je to so splnenim podmienok pre interpola¢ny kvadraticky splajn. Pod-

mienky interpoldcie st zabezpecené konstrukciou. Spojitost prvych derivdcii vo vmitornych

uzloch siete (Az) je splnend, pretoze v tychto bodoch si predpisané spolotnou hodnotou
%1 (z;)=m; v kazdom vnutornom uzle z;, i=1(1)n.

Teraz odvodime podmienky spojitosti kvadratického splajnu vo vnutornych uzloch siete (Ax).
Pre spojitost kvadratického splajnu S (z) pozadujeme So1 ;1(z;) = Sa1,i(;), i=1(1)n. Po iprave
(najvhodnejsie z (2.11)) dostaneme sustavu rovnic vyjadrujicu podmienky spojitosti v tomto
tvare

a;m;_1 + blml + CiMiy1 = fi, 1= 1(1)n. (2.12)

Pre koeficienty a;, b;, ¢;, f; plati

ai =hi_1(1 —d;i_1)* >0, bi = hi1 (1 —d; ) + hidi(2 — d;) > 0,

ci = hid? > 0, fi=2(s; — si_1). (2.13)

Vsimnime si, Ze v $pecidlnom pripade ekvidistantného kroku siete (Az) tj. h;=h, i=0(1)n
a volby bodov interpolacie t; = % je d;=1/2 m4 sustava (2.12) velmi jednoduchy tvar

Mot + 6m; +mu = 82771 = 1(1)n. (2.14)
Ststava (2.12) resp. (2.14) predstavuje stistavu (n) rovnic o (n+2) neznadmych m;, i=0(1)n+1.
Takze k jednoznaénému uréeniu hodnodt m,; potrebujeme poznat este dalsie 2 podmienky.

7 dovodu stability algoritmu vypoctu a symetrie problému sa najcastejsie volia niektoré z okra-
jovych podmienok uvedenych v nasledujicej casti (tvrdi [6]).
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Vseobecny typ okrajovej podmienky

Za dodatoéné podmienky mozeme volit

bomo + coma1 = fo,

2.15
Apy1My + anrlanrl = fn+1- ( )

Kde bo, co, ani1, bui, fo, far1 st dané hodnoty. Tieto podmienky v sebe zahfnaju nasledujice
Specialne pripady:
[P1] predpisanie hodnét splajnu v krajnych bodoch siete (AxAt)
Sél(l’o) =My,
So1 (Tnt1) =M1,
¢o odpovedd napr. hodnotam cy = a1 =0, by = b1 =1, fo =mo, forr = Mpi1.

[P2] aproximovanie hodnot Sh,(xg), Sh; (2n41) pomocou dat tlohy s;
(napriklad pomocou vzorcov pre numericki derivéciu)

[P3] predpisanie hodnét %) (xo,) (druha derivécia funkcie Sy (x) v bode x sprava) a S5, (zp41_)
(druhd derivécia funkcie Sy (x) v bode z,,41 zlava). Pripomenme, ze S%, (x) je na prislusnych
intervaloch konstantna funkcia, takze plati

myip — My
21 (T04) = N
0
Mpt1 — My,
o1 (Tng1_) = —21 : (2.16)
n+1
Potom pre koeficienty v (2.15) dostaneme
b[) = bn+1 = ]_, Co = Ap+1 = —1,
fO = _hOSé/1($O+)> fn+1 = hnSé/1<xn+1_)'

Podmienky spojitosti splajnu Spi(x) (2.12) spolu s okrajovymi podmienkami (2.15) tvoria
ststavu linedrnych rovnic s tridiagondlnou maticou (v matici st zapisané len obecne nenulové
prvky).

bo <o mo Jo

ap b my fi
= : (2.17)

a, b, Cn My, fn

Unt1 byt M1 Jnt1

Za predpokladov, ktoré boli pouzité do tohoto okamihu a za dodatocnych podmienok

’b0| Z ‘60’7 ‘anrl‘ Z ’an+1’
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na okrajové podmienky, mé matica sustavy prevladajicu diagonalu (Via Definicia 7.0.1), pre-
toze z (2.13) dostavame:
b; —a; — ¢; = 2h;d; (1 — d1> + h;_1d;—q (1 — dz) > 0
b, > a;+¢
|b;| > |a;| + |ci|, pretoze a;, ¢; su kladné.
Pre predpisané hodnoty s; a okrajové podmienky (2.15) mé sistava (2.17), podla Vety 7.0.2

prave jedno riesenie. To znamena, ze data urcuju jediny kvadraticky splajn interpolujici hod-
noty s; splnajuci vSeobecny typ okrajovej podmienky (2.15).

Periodické okrajové podmienky

Pre kvadraticky splajn mozeme zadat aj tzv. periodické okrajové podmienky a to pre pripad
to=wxg, t, =T,1 nasledovne:

[P4]
a) pre zadané interpolované hodnoty s; plati: Sa;(t9) = so = $p = So1(tnt1);
b) pre prvé derivécie plati: Sh,(zo) = mo = Mpy1 = Shy(Tpt1);
c¢) pre druhé derivécie plati: S%, (zoy) = S (Xpns1 ).
Pozrime sa, ¢o takéto podmienky od nas pozaduji a ¢o nam poskytuji. Podmienka a) udava

predpoklady na data tlohy — interpolované hodnoty s;. Podmienka b) nam redukuje pocet
neznamych v (2.12). Z podmienky ¢), pretoze S%,(x) je na prislusnych intervaloch konstantna

funkcia, plati S5, (xo,) = Sél(ml)h_osél(mo) = ML= podobne Sy, (wn41_) = =5 —"", takZe mame
identitu
mp —Mmg Myl — My
ho  h,
odkial po tprave a pouzit{ b) dostaneme
hn, hy,
——my—my+ | 1+ — | myu =0. (2.18)
ho ho

Podmienky spojitosti splajnu So;(x) (2.12) spolu s podmienkou (2.18) plyntcej z periodickych
okrajovych podmienok [P4] tvoria sustavu (n+1) linedrnych rovnic pre (n+1) neznamych m,,
i=1(1)n+1. Maticovo zapisané

by 1 a1 ma f 1
a2 by ¢ mo f 2
= : (2.19)
Cn+1 Unt1 bni1 Mp+1 frt1

Ako sme odvodili v (218), platl’ Ani1= —1, bn+1 =1+ hn/ho, Cnt+1=— —hn/ho, f@Jrl =0a a;, bl', Ci,
fiprei = 1(1)n st dané (2.13). Matica stustavy md prevladajicu diagondlu (vid Definicia 7.0.1).
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Prislusné nerovnosti v prvych n riadkoch matice sme uz odvodili pri matici ststavy (2.17).
Pre nerovnost v poslednom riadku si sta¢f uvedomit, ze existuju kladné éisla dy, da, ds tak, ze
plati

bpr1l di > |ansa] da + |cnia| ds.

Takze matica sistavy je podla Vety 7.0.2 reguldrna a preto ma sustava (2.19) jediné riesenie
pre lubovolné hodnoty interpolovanych dét splnaJuce podmienku periodicnosti [P4].

Podmienky typu not—a—knot
Podmienka typu not—a—knot v tvare
[P5]
Sy (z1-) = 83y (z14), resp. S5 (zn_) = S5y (¥ny) (2.20)

vyjadruje, ze na intervale [z, 23] resp. [T, 1, Tn11] je splajn Sy () predpisany jednym polynémom
nanajvys druhého stupiia. Podmienky (2.20) sa daju prepisat do tvaru

mi; — Mo mo — My My — Mp—1 o Mpy1 — My

= = . 2.21

h() hl ’ hn—l hn ( )

Ak o podmienky (2.21) doplnime sustavu (2.12), vyrovname pocet nezndmych a pocet rovnic.
Upravami sa dopracujeme k sistave s neznamymi my, ..., m, s regularnou maticou. 7 regular-

ity dostaneme jednoznac¢né riesenie. Hodnoty mg, m,1 urc¢ime po vypocitani my, mo, m,_1,
z (2.21).

Celkovo teda plati, ze na danej sieti (AxAt), pri zadanych hodnotéch s; a pri splneni jed-
nej z pociatoénych podmienok [P1]-[P5] je mozné jednoznaé¢ne uréit hodnoty parametrov m,
i=0(1)n+1, tj. existuje jediny kvadraticky splajn Ssi(x) interpolujici hodnoty s; splitajici
jednu z podmienok [P1]-[P5].

Reprezentacia s druhymi derivaciami

Podobne ako sme pouzili hodnoty prvych derivacii v uzloch na reprezentovanie splajnu na si-
eti (AxAt), mozeme postupovat aj s druhymi derivaciami. Problém je vak v tom, Ze v uzloch
splajnu spojitost druhej derivacie nemusi byt splnené. Preto si nebudeme viimat uzly splajnu,
ale body leziace medzi nimi. Dals{ postup presne kopiruje postup pri reprezentécii s prvymi de-
rivaciami, preto si len struc¢ne popiseme jednotlivé kroky. Podrobnejsie spracovanie je napriklad
v [6], odkial sti prevzaté niektoré vysledky tejto kapitoly.

Majme dani siet (AzA) s krokmi h; = 2,11 —;, k; =t;11 —t;, na ktorej mame interpolacny
kvadraticky splajn Sg;(z) interpolujici hodnoty s;, i=0(1)n). Ozna¢me
n; = Sy (t:), M; = Sy, (t:).

Na kazdom intervale [z;, z;11], 1=0(1)n mozeme So;(x) v bode t; rozvintit do Taylorovej rady
(uvedomme si, Ze S91(x) je polynomickd funkcia nanajvys druhého stupna)

! 1 14
Sor(z) = Sa1(ts) + 95, (t:) (x — t;) + 55

S S (t:) (@ — ). (2.22)
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Takze kvadraticky splajn mézeme reprezentovat, tzv. Taylorovou reprezentaciou

1
521(1’) =5S; + nl(x — tz) + §MZ<$ — ti)Q, S [xi, xi+1], z:O(l)n (223)
Z podmienok spojitosti Sa1 (S214(it1) = Saviv1(@ie1)) a Sy (99,:(iv1) = 551444(ig1))
mozeme pri zndmych hodnotach s;, M;, i=0(1)n uréit vsetky hodnoty n;. Podmienky spoji-
tosti tvoria ststavu (n—1) linedrnych rovnic pre (n+1) neznamych M;, i=0(1)n, ktord mozeme
vyjadrit v tvare

CLZ'MZ'_l + szz + Cz‘Mi—H == fi; 1= 1(1)n - 1, (224)
kde ) )
ity (bi=6) (14 Z5 0 ) (g —ty) (14 L
a’i — k( 17.(]:1—11—22) > O’ bz — * ( ki—1 )k T—:kl ( ki ) > 0’
o b ¢ Si41—8;  Si—Si—1 " ¢ (225)

ci—M>0

—_ ki ki1
T kilki ki) =

ki—1+k;

V $pecidlnom pripade uzlov x;,, :% (t; + ti+1) ma sustava (2.24) jednoduchsi tvar
M 8M N a, =8 f (2.26)
ki_l + kz i—1 7 ki_l + kz i+1 — i .

Pociatocné podmienky

Situacia je podobna ako v § 2.2, preto len zmienime zavery, ktoré sa odvodia analogicky ako
v predoslom pripade pre reprezentaciu s prvymi deriviaciami. Podrobnejsie vid [6].

Obecny typ okrajovej podmienky
Obecny typ okrajovej podmienky je dany tymito rovnicami

boMO + C()M1 = fo, anMn,1 -+ bnMn = fn, (227)

so zadanymi koeficientami by, co, fo, @n, bn, fn. Rozsiruju sistavu (2.24) prip. (2.26)
a doplnaju ju na ststavu s (n+1) rovnicami pre (n+ 1) nezndmych. Ako Specidlny pripad
okrajovych podmienok sem patri:

[P1y] predpisanie hodndt Sy, (to) =ng, Sy (tn) =nn,
[P2)/] aproximovanie prvych alebo druhych derivécii (napr. numerickou derivaciou),

[P3)] predpisanie hodnot druhej derivacie S%,(to) =My, S5, (t,) = M,

Regularitu matice tejto sustavy dostaneme pri splneni podmienok

[bo| > [col, [bn] < lanl, 2 .
2 2 .
i(t,-f1+4ti+t,-ﬂ)>xi+%[%er;g_tl]_ (2.28)

Takze pre lubovolné interpolované hodnoty, bude mat jediné riesenie a kvadraticky splajn
bude z (2.23) urceny jednoznacne.

[P4,/] Periodické okrajové podmienky (pripad to=1zq, t,=x,.1)
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a) sgp = s, (vlastnost interpolovanych dat)
b) ng = n, (periodickost podmienok)

¢) My = M, (periodickost podmienok, znizuje pocet nezndmych v (2.24) resp. (2.26))

Periodické okrajové podmienky pre ststavu znamenaji vyrovnanie poctu neznamych
a pocCtu rovnic. Pri splneni podmienok (2.28) a

|b0| > |a0| + |CO| y |bn—1| > |Cn—1| + |a/n—1|
dostaneme jednoznacnost.

[P55;] Podmienky typu not-a-knot
Podmienky typu not—a—knot pre splajn Sy;(x) znamenaju nasledujice identity My= M,
M,, = M, 1, ktoré zjednodusia stistavu a matica sistavy bude reguldrna. Opit tak mame
jednoznaénost.

Celkovo teda plati, ze na danej sieti (AzAt), pri zadanych hodnotach s; a pri splneni jednej
7 pociatoénych podmienok [P1,/]-[P5y/] je mozné jednozna¢ne urcit hodnoty parametrov M;,
i=0(1)n, tj. existuje jediny kvadraticky splajn Sa;(z) interpolujici hodnoty s; splitajici jednu
z podmienok [P1y|-[P5u].

10 200 R .
kvadraticky splajn kvadraticky splajn
prva derivacia 15} prva derivacia

— — —druha derivacia — — — druhé derivacia

2

-6 . . 5 . . , _25
0

Obrézok 2.2: Kvadraticky splajn na sieti (AzAt) splnajici podmienky typu not-a-knot.
Mozeme si véimnit spojitost druhej derivacie v uzloch z; a x,,. Uzly st znac¢ené symbolom 'o’,
body interpoldcie '+’ a interpolovand hodnota *’.
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Kapitola 3

Lokalne vlastnosti kvadratickych
splajnov

Do tohto okamihu sme skiimali, ako mozno jednoznaéne uréit kvadraticky splajn, aké pociatocné
podmienky st nutné, aby bol splajn jednoznacne urceny, aké moznosti su pri jeho reprezentacii.
Pri skimani sme vSak predpokladali, ze mame dané nejaké data ilohy — uzly siete, body inter-
polécie, interpolované hodnoty, atd. Teraz sa pozrieme, aky vplyv maju tieto ddta na kvadrat-
icky splajn, ako ho ovplyvnuja.

3.1 Vyber uzlov, bodov interpolacie, okrajovych pod-
mienok

Body interpolacie t; a k nim prislusné interpolované hodnoty s; ur¢uji body, ktorymi prechadza
graf splajnu. V tychto bodoch je graf ,fixovany“. Preto ich volba odpovedd bud bodom,
v ktorych pozname funkéni hodnotu (interpolovani hodnotu) s dostatoénou presnostou, alebo
zvolime také body, v ktorych chceme splajn ,,fixovat*.

Uzly splajnu s body, v ktorych sa ,napajaji“ jednotlivé polynomické ¢asti splajnu. Casto
su to body nespojitosti druhej derivacie splajnu (od kvadratického splajnu pozadujeme v uzloch
len spojitost do prvej derivdcie). Volfme ich teda tak, aby ddta mali odpovedajici charakter.
Ak uzly takto uréit nevieme, potom vhodna volba je xip = %(tl +tig1)-

Okrajové podmienky bud plyni zo zadanych dét, alebo ich zvolime ako aproximéciu prvych
(resp. druhych) derivacii pomocou interpolovanych hodnot.

Na nasledujiicich obrézkoch je zobrazend interpolécia funkénych hodnot funkeie exp(x) sin(rz).
Uzly splajnu si volené ako ekvidistantné delenie intervalu [—3;0.5] s krokom h, body inter-
poldcie st volené t; = i(z; + x;41). Pociatotnd podmienka je pocitand z dét. Vidime, ze
kvadraticky splajn sice interpoluje hodnoty, ale pri malom pocte fixnych bodov nie je schopny
»kopirovat® tvar krivky dostatoéne dobre. Nie je to prekvapujice, ale je dobre si to uvedomit.
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Obréazok 3.3: r=5
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Obrazok 3.4: r=8

3.2 Vplyv interpolovanych hodnét na kvadraticky spla-
jn
V zjednodusenom pripade pre splajn Soi(z) na sieti (AzAt) s ekvidistantnou sietou uzlov,
tj. hi=h, i=0(1)n, s volbou bodov interpolécie t; = % (x;+x;41) a interpolovanymi hodnotami
zodpovedajicimi funkénej hodnote funkcie g € C' ukdzeme, ze so zvécsovanim vzdialenosti
indexu i od j sa zmensuje vplyv s;=g(t;) na hodnotu m; = Sy, (z;).
Pre dant volbu bodov interpolacie mé ststava (2.12) na vypocet hodnot m; pri predpisani

pociatoénych podmienok mg a m,,1 na krajoch siete a pri volbe koeficientov (pre okrajovi
podmienku [P1]) by=b,411=6, co=a,11=0, fo=06myg, fri1=6m, 1 tento jednoduchy tvar

6
1 6 1
1 6 1
6
Matica A je ostre diagonalne dominantna, takze je reguldrna a existuje k nej matica inverzna
A~1=(a;;)1' 2, Oznacme m=(mq, ma, ..., My, mni1)", £=(fo, f1, .., fa, fasr)”. Stistavu (2.17)
potom mozeme zapisat
Am =f,
odkial mo6zeme vyjadrit m nasledovne
m = A~'f.
Pre zlozky vektoru m dostdavame
n+1
m; = Z’diﬂ,jﬂfj pre i=1(1)n; mo, Muy1, si dané. (3.1)
j=0
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Pre prvky matice A~ = (a;;) existuje 0 < ¢ < 00 (podla Vety 7.0.3) také, ze
li=gl

~ 1Y\ 2 .
|a¢j’§C(§) pre i, j € {1,...,n+2}. (3:2)

Z Vety 7.0.4 plati 8¢'(y;) = 8 (s; — si—1) /h = fi, i = 1(1)n, kde y; € [t;, t;iy1]. Potom pre max-
imovii normu priestoru R"*2 prvku f a normu prvku g z priestoru C*[zg, ¥,,41] dostdvame

€100 < max{8]lg'll, | ol , [fasr]} < 8max {[lg"ll, [mol, [manssl}- (3.3)

Polozme G:=max {||¢’|| , |mo|, |[mns1|}. Postupne pouzitim (3.1); ,,|>° an|<> |an|; | fil <G, Vi;
(3.2); (3.3) mozeme pre i € {1,...,n} pisat

li—jl

i+ N5
m; — E Ait1,j+115) = g @it1,5+1f5) < E |@it1,541f5] < 8cG E (5) :
=ik jEl JEl jEl

kde I, =0,1,...,i—k—1,i+ k+1,...,n+ 1.
Hodnoty m; st teda vzdialenymi hodnotami f; (tiez mozeme povedat, ze hodnotami s;, pre-

toze f; je funkciou s;) ovplyviované velmi mélo. S vicsou vzdialenostou klesa vplyv. V liter-
ature sa uvadza, ze podobné zavery platia aj pre vSeobecnejsie siete.
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Obrézok 3.5: Dva kvadratické splajny interpolujice hodnoty dané tabulkou 3.1. Interpolované
hodnoty pre oba kvadratické sa lisia v dvoch hodnotach. Z obrazku je zrejmé, ze ako sme
ukézali, tento rozdiel mé ,lokdlny* charakter—ovplyviiuje len ¢ast splajnu. Kvadraticky splajn
interpolujuici hodnoty s; je plnou ciarou, splajn intepolujici hodnoty §; je ¢iarkovane. Uzly
splajnu si volené nasledovne z; = ¢.0,5 a body interpolacie t; = L;““
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Tabulka 3.1

3.3 Lokalny vplyv okrajovych podmienok.

Teraz sa pozrieme na vplyv okrajovych podmienok na interpolacny kvadraticky splajn so zadanymi
okrajovymi podmienkami. Majme zadané dvojo okrajovych podmienok mq, my,i1, Mo, Mpi1
pre tie isté interpolované hodnoty a pozrime sa, aky rozdiel bude v splajnoch. Bud S (x) splajn
interpolujici hodnoty sg, ..., s, v bodoch interpolacie s okrajovymi podmienkami mg, my 1 a
podobne bud splajn Ss (x) interpolujici v bodoch interpoldcie tie isté hodnoty s, ..., s,, ale
s okrajovymi podmienkami mg, m,41. Uvazujme ekvidistantni siet uzlov s rozlozenim bodov
interpolécie t;=% (z;+;41). Nezndme koeficienty m;, i=1(1)n uréujice splajn Sa;(z) (resp. m;,
i=1(1)n uréujiice Sy (x)) uréime zo ststavy rovnic (2.14) maticovo zapisanej Aym, ="£, (resp.

Anf,=f,), kde

6 1 J1—mg ma
1 6 1 f2 Mo
A, = o , fh= : , my = : ,
1 6 1 fn1 Mp—1
1 6 Jn — M my

f,, resp. m, si definované podobne ako f,, resp. m,. Polozme
§21(ZE> = §21(ZE) — Sgl(x).

Je zrejmé, ze §21(3:) je kvadraticky splajn, ktory ma v bodoch ¢;, i = 0(1)n funkéni hodnotu
0 a splna okrajové podmienky

mo = Mo — Mo, Mpt1 = Mp41 — Mp41-
Ostatné hodnoty m;, i = 1(1)n splnaji m, = (m, — my), tj. vyhovuji rovnici
Anmn = fn»

kde Eﬂ :fn—fn, t]. ?n = (=mo,0,...,0, =M, 41)T. Teraz odhadneme hodnotu D,, = det(A,,).
Pouzitim vety o rozvoji determinantu (Veta 7.0.6) na D,, dostaneme nasledujiici rekurentny
vztah D, 5=6D, 1 —D,. Implicitnym vyjadrenim D,, dostaneme

Dn:a<3—2\/§) +b(3+2\/§) ,
kde a, b uréené zo sistavy pre n = 1,2 (D; = 6, Dy = 35) majui tvar

 —3+2V2 b_17+12\/§
42 16+ 12v2°
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Potom plati D,, > 5". Pouzitim Cramerovho pravidla (dosadenim /fn za i-ty stipec matice A,
i =2(1)n — 1; Veta 7.0.5) a nasledne vety o rozvoji determinantu (podla i-teho stlpca; Ve-
ta 7.0.6), dostaneme dalsim vhodnym pouzitim vety o rozvoji determinantu pre m; vyjadrenie

~ —1)'moDy_; — (=1)""'m, 1 D,
mi:mi_mi:( S l() S 1,2':1(1)71.

Vplyv okrajovych podmienok na hodnoty m; slabne so zviiésujiicou sa vzdialenostou uzlu
od okraja a zvySovanim fixnych bodov — predpisanim vyssiecho poc¢tu interpolovanych hodnot.
Je dobré si pripomentit zaver § 2.1, kde sme ukézali, Ze rozdiel v pociatoénych podmienkach
sa na sieti (Ax) prenasa na vsetky uzly v absolitnej hodnote rovnako.

Z reprezentacie (2.11) je vidno, ze vplyv okrajovych podmienok na sieti (AzAt) slabne aj
na funkéné hodnoty splajnu Ss;(x) na jednotlivych intervaloch.

. . . . . .
2 4 6 8 10 12

(a) Kvadratické splajny S; a Sy na sieti (b) Derivécie kvadratickych splajnov S; a Ss.
(AzAt) interpolujice tie isté hodnoty v bodoch Vidime akym sp6sobom sa prendsa rozdiel
interpoldcie (symbol ,0%“), pri roéznych okra- v pociatoénych podmienkach.

jovych podmienkach: S (x¢), Si(x7) uréené z dat
a Sh(xg) = Sh(xr) = 1.

Obréazok 3.6: Vplyv okrajovych podmienok na kvadraticky splajn na sieti (AzAt).

3.4 Zachovanie monoténnosti a konvexnosti
D4 sa ukazat (vid [6]), Ze za urcitych okolnost! kvadraticky splajn zachoviva monoténnost
dat, ktoré interpoluje. Teda, ak interpolované hodnoty s;, i =0(1)n odpovedaji monoténne;

funkcii f, tj. s; = f(t;), i = 0(1)n, tak splajn So; tito vlastnost zachova. Podobne je to aj
so zachovanim konvexity.

3.5 Odhad chyby interpolacie

Pre odhad chyby interpoldcie kvadratickym splajnom sa v literatire nachddza velmi mdlo
vysledkov. Navyse vysledky, ktoré nédjdeme si v Specidlnych pripadoch siete.
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731 75‘1
o
o
Al
al
N 2r
2/\ /\ L R
0o+ + + o+ L/;//
0+ + + \1—/ + + ol \/ /
S ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
(a) Kvadratické splajny S;, Sy a S3 na sieti (b) Derivécie kvadratickych splajnov S; a Ss.
(AzAt) interpolujice tie isté hodnoty, kde S (zo), Vidime akym sp6sobom sa prendsa rozdiel
S} (z7) uréené z dat, S5(xo) = S4(z7) = 1 a trochu v pociatotnych podmienkach.

prehnand podmienka S5(zo) = S5(z7) = 10.

Obrazok 3.7: Vplyv okrajovych podmienok na kvadraticky splajn na sieti (AzAt), ndhodné
déta.

Uvedieme si vetu s dokazom, ktora v Specialnom pripade udava odhad chyby interpolacie
(spracované z [9]).

Veta 3.5.1. Majme pravidelni siel (AzAt) := {zo=to<m1<t1<...<tp 1 <Tp<tpn=Tpi1}
taki, Ze w1 = 5(t; + ti1), i = 0(1)n — 1. Bud funkcia f € C®[xg, ny1] a kvadraticky splajn
Sy € S (Az) interpolujici hodnoty f(t;) spliiajici S}, (x0) = f'(z0) a Stner = ['(Tny1). Potom
platia nasledujice odhady:

5

max | f(z) — Sy (z)] < -—=Mh?,
TE[T0,Tn+1] 12
5)

max |f'(r) = Sy (z)] < ZM~?,
ZE€[T0,Tn+1] 6
5)

wp [f'(e) - Shix)| < DM

zelUlo(zi,@it1)
kde M = maxxe[:co,wn+1] ‘f(?’) ((L’) ‘ :

Doékaz. Budeme pouzivat nasledujiice znacenie fi(k) = f® (2y), sl(-k) =S (2;). Na maly okamih
budeme rozdiel f(x)— Soi(z) znacit ako funkciu z(z). Z definicie kvadratického splajnu a
spojitosti funkcie f plynie, Ze z € C'[zg, ¥py1]. Z podmienok interpoldcie dostdvame z(t;) =

0, i=0(1)n. Vzhladom na tiito vlastnost funkcie z(x) plati nasledujiica rovnost

o) = % ( /t "t — / o z’(t)dt) |
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Odkial pre z € [ti, ti11] dostdvame

o) =) = [+t = |5 ([ 0~ [ o) <3

ti+1/ 4
t)at
|

1 1
< Sl — b ()] = 5 [tiss — ti "(x) — ¢
< gl =l max [(z)] =St — | max [f(z) = s(z)]

— lh max ’f’(m)—sl(l'”. (3'4>

2 Z‘G[ti,ti+1]

Sy, () je na [, z41], 1=0(1)n linedrna funkcia, preto, pre x € [x;, x;11], i=0(1)n, plati

Sy (iyr) = Sy (x) S (@) — Sy (i)

)
Tip1 — T r—1x;

odkial po tprave dostaneme

St0(a) = 1 (2 = 7S (es1) + (s — )0 (). (35)

7 Taylorovho rozvoja funkcie f' na [z;, x;.1] v bode z; s Lagrangeovym tvarom zvysku dostaneme
Jr

Fia) = £ + (- ) )+ - ke € @on). 3
Podobne pre rozvoj v bode z;,; dostaneme
Fa) = faen) + @ - 2 ) + @ - 2?2 ey € rnn). 67)

Ak (3.6) vyndsobime (2,41 — ) a (3.7) vyndsobime (z — x;), takto vzniknuté rovnice s¢itame
a upravime dostaneme pre x € [1;, T4 1]

f'(@) == (@ = 2:) f'(win1) — (@1 — 2) f'(2:)) + R, (3-8)

SRS

kde pre R = 3t [(zi41 — 2)(x — )% f" (&) + (z — ;) (x + 2i1)2f " (&2)] plati |R| < MR

Z (3.5) a (3.8) dostaneme odhad

1
max |f'(z) = Sp(@)] < + max |(z—2:)(fl — sipn) + (@ = 2)(ff = s)| + R
$6[$i7$i+1} h $E[$i,$i+1}
1
< L,L -+ §h,2]\47 Lz = Imax {Z/(Q?i), Z/(fﬂlqu); z = f — 521} (39)

Teraz odvodime odhad pre L = max;_o(1)n L;.

Sktimajme sustavu
€= Aw, (3.10)
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kde

6 1 fi— s,
1 6 1 A
1 6 1 ne1 = Sp_1

16 fo— s,

Vieme, Ze k matici A existuje matica inverznd A~!, preto moZeme pisat

. ) 1
L= max L = max 2(z;) = [wl = [A7 [ < [AT[llell < 7 [l (3.11)

Posledna nerovnost plynie z odhadu normy || A~1||. Maticu A moZzeme zapisat v tvare A=61+B,
kde I je jednotkovad matica. Odhadom maticovej normy B indukovanej maximovou normou
vektoru dostaneme

1Bl = max Doyl <2
i=1(1)n ]
Preto pre x € R™ plati, 7e || Ax]| = [6x-+ Bx| > x| - [ Bx|| > (6~ [BI) x]| = 4 x|, odkial
1
A= < 3
4
Odhadntit L v tomto okamihu znamend urobit odhad na ||e]|. Z (3.10) dostaneme (pre i =2(1)n—1)

€ = (fz',—l - 3&—1))"’6(,](1‘, - S;)+(f{+1_52+1) = (fi,—1+6fi,+fz'/+1) - (32—1+632+3;+1)
= (FahBF Flan) = (s(ter)=5() = (F 4654 Fl) — 2 (Fltin) = (1), (312)

kde sme v predposlednom kroku pouzili vyjadrenie podmienok spojitosti (2.14) a v poslednom
podmienky interpoldcie. Identitu (3.12) sme odvodili, pre i = 2(1)n — 1. Z predpokladov vety
plati, ze sf = f a s,,; = fh.1, preto mozeme pisat e = e + (f§ — s() a €, = €, + (fh 1 — sp).

Takze vztah (3.12) plati pre i = 1(1)n.

Teraz odhadneme ||¢||. Z Taylorovho rozvoja funkcie f(z) na okoli bodu z; s Langrangeovym
tvarom zvysku dostaneme po dosadeni ¢; (rozvoj pre x € [x;_1,x;]) a t;41 (rozvoj pre z €
[;, xi11]), prislusnom odéitani a tdprave

3

ftiyr) = f(ti) = hfi + 2_8 (F9E) + f9(&)), kde & € (z,2:), & € (31, 2). (3.13)

Podobne pre Taylorov rozvoj f’'(z) na okoli bodu z; po dosadeni z;_y, x;, x;1; a uprave
dostaneme dostaneme tento vztah

h2
Fia + 6+ flo =811+ 7 (FP() + P (&), kde & € (wi1,21),61 € (3, m141)- (3.14)
Dosadenim (3.13) a (3.14) do vyjadrenia ¢; z (3.12) dostavame

4
max |e;| < —h*M,
i=1(1)n 3
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preto dostaneme
4
el < gh2M. (3.15)
Z (3.11) a prave odvodeného odhadu normy pre € v (3.15) dostavame
1
L= max L; < =h*M. (3.16)
i=0(1)n 3
Teraz uz mozeme odvodit chybu interpoldcie a jej prvej derivécie. Z (3.9) plynie
max | f'(z) — §'(z)| = max { max |f'(z) —§'(z )|} < max L; + = h2M< h2
€0, Tn+1] i=0(1)n | z€[xs,Tit1] i=0(1)n
Z odhadu (3.4) a préave odvodeného, plynie odhad pre interpolacie
max |f(r) — s(a)] =< KM
TE[T0,Tn+1]

Nakoniec ostéva uréit chybu interpolécie druhej derivdcie. Druhd derivacia Sa; (z) je po ¢astiach
konstantné funkcia, preto pre x € (z;, x;11) plati

R,
Sé’l(x)z—s”lh i3 (3.17)

7 Taylorovho rozvoja funkcie f’ v bode x s Lagrangeovym tvarom zbytku, dosadenim x; a x;,1
do ziskanych formul, odé¢itani a dprave dostaneme

1
P =1 (s~ ) + R (3.18)
kde
R — 1| (w1 —2)* fO(&) = (a5 — 2)* FP (&) o @i — o)’ M — (2 —2)*M
~h 2 ~h 2
1

= op M[2(zin = 2)(@in — 2i)| < M.

Z (3.17), (3.18) a odhadu (3.16) dostavame pre kazdé z € (x;,x;41), i = 0(1)n

1 5
|f(z) = s"(x)] < 7 |Liy1 — Lil + |R| < ghM'

]

Nasledujiica veta pojednéva o interpolaénych odhadoch funkcii z roznych tried (prevzaté z [6]).
Siet nie je rovnomern4, ale uzly splajnu si §pecidlne volené.
Veta 3.5.2. Nech je dand siet (AzAt) na [a,b] s uzlami splagnu x4 =3 (t+t41), i=0(1)n—1
a funkcia g(x). Bud So1, 4 € So1 (Ax) kvadraticky splajn interpolugiici v bodoch t; hodnoty funkcie
g(x), tj. g(t;) = San4(t;), i =0(1)n, spliajici rovnaké okrajové podmienky ako funkcia g(x).
Potom plati

H(g - 521,9)0)

kde vyjadrenie hodnoty R; pre funkcie g(x) z niektoryjch tried je uvedené v nasledujicej tabulke

SR]7 j2071727
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trieda funkcit Ry R, R,
Cla, 0] (1 + %T) w(g)
C'a,b] IKw(q) 4w (g")
C3[a, b] 0,022681 K3 || q" . L K? H q" . K || q" .
_|_9_16K3w (g///) _i_%sz (gll/) +45_8Kw (g///)
C'Cx[a,b]! K% (9" wEw(g") 3w (g")
Wi la,b]? Kg'|l
W2 la,b] =K [|g" K 9"
Cila, b)) N W3 [a, b] K3 |97 | K2 9"l | EK 9" |l
K= t t) = K = =
=max {ti — i}, T i f — ] wilf=, max {If(@) = fW)l}, w(f)=max {wi(f)}

1CkCRla,b) = {f J f € Ckla,b], feC™x;, ziy],i=01)n,k<m}
2W§[a,b] ={f ’ %=1 je absolitne spojitd, f* e LP[a,b]}
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Kapitola 4
Interpolacia prvych derivacii

Doteraz sme skimali kvadratické splajny, ktoré interpolovali nejaké predpisané hodnoty. Odvod-
zovali sme ich rozne reprezentécie a hladali dodatoéné podmienky na ich jednoznaéné urcenie.
Teraz sa pozrieme na kvadraticky splajn, ktory nebude interpolovat funkéné hodnoty, ale hod-
noty prvych derivacii. Zv1ast si rozoberieme pripad pre interpolciu v uzloch splajnu siete (Az)
a zvl4ast pre interpolaciu v bodoch interpoldcie na sieti (AzAt).

4.1 Interpolacia prvych derivacii na sieti (Ax)
Definicia 4.1.1. Bud dand siet uzlov (Az) = {xg <y <...<Ty < Tpy1} a redlne hodnoty
m;, 1=0(1)n+1. Splajn So1(x) € So1 (Ax), ktory splria
() =m;, i=0(1)n+1,
nazveme kvadratickym splajnom interpolujicim hodnoty prvych derivdcii.

Vieme (vid § 2.1), Ze interpolaény kvadraticky splajn Sy (z) na sieti (Az) je uréeny 3(n + 1)
parametrami. Pri splneni podmienok spojitosti a interpoldcie mame (3n+2) podmienok, ktoré
viak splajn neurcuji jednoznaéne. Preto musime zadat jednu poé¢iatoént podmienku. Vhodné
je predpisat funkéni hodnotu v nejakom uzle.

Veta 4.1.2. Nech je dand siet (Ax) = {zg < 71 < ... < T, < Tpi1}, hodnotym;, i = 0(1)n+1,
ke {0,1,...,n+ 1} a podmienky

a) Sy (x;)) =m;, i=0(1)n+1,
b) Sgl(l’k) = Sk.

Potom existuje prdve jeden kvadraticky splajn interpolujici hodnoty derivdcii spl/ﬁaju/cz' pociatocni
podmienku b).

Dokaz. Pouzijeme nasledujice znacenie:

S i - S 7 . ’ ,
p;= 2(® +1)h 2 (@ ), i=0(1)n + 1 a lokdlnu premenni ¢=

r — T
hi

, T E [T, Tiga).
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Pripomenme si zavery ukdzané v § 2.1. Ukazali sme, Ze reprezentacia (2.2), pripomenme:
Sor(x) = Sar (i 4+ qhi) = (1 — ¢*)gi + i1 + hig(1 — q) Sy (x:), € w3, zi11], i=0(1)n,

spiﬁa podmienky spojitosti vo vndtornych uzloch, tj. plati Say ;—1(z;) = Sa1,i(x;), i = 1(1)n.
Pre spojitost prvych derivécii vo vntitornych uzloch sme dostali podmienky (2.4), pripomeiime:

9 Soy (Ii+1) — 59 (%)

B = é1($z) + Sél(xi+1)v i =0(1)n,

odkial po tprave dostdvame
1
Sa1(@iv1) = Sm(i) = Shi( 51 (%) + Sa1(ig1)) - (4.1)

Z predpokladov pozndme hodnoty S%(x;), i =0(1)n+1 a hodnotu Sy (zx). Z tychto hodnot
a (4.1) vsak vieme jednoznacne uréit hodnoty Ssi(z;), i = 0(1)n+1, pretoZe na ich uréenie
mdme z (4.1) tieto rekurentné vztahy

So1(w;) = Sor(wir1) — 5hi (S5 (2:) + Shy (i41)) pre 0 <i <k, (4.2)
Sgl(xi) = 521(1'1;1) + %hifl (Sél(.ibifl) + Sél(l'l)) pre k<1 <n-+ 1. ’
Z reprezentacie (2.2) je zrejmé, ze splajn je urceny jednoznacne. [

4.2 Interpolacia prvych derivacii na sieti (AzAt)

V predoslom odstavci, sme skuimali kvadraticky splajn s predpisanymi hodnotami prvych
derivécii v uzloch siete. Teraz budeme skimat pripad, ked hodnoty prvej derivécie nebudi
predpisané v uzloch siete, ale v bodoch interpolécie t; € [x;,x;41], @ = 1(1)n — 1, to = o,
tn = ZTny1. Kvadraticky splajn na sieti (AzAt) ma 3(n + 1) parametrov. Pri splneni interpo-
laénych podmienok

ostavaji 2 stupne volnosti, pretoze (4.3) uréuje (n 4 1) podmienok a spojitost Sy () a Sh, (x
vo vnutornych uzloch siete dava (2n) podmienok, spolu to vsak je len (3n+1). Budeme pouziva
znacenie z predoslého odstavca a navysSe zadefinujeme

)
)
{

i —x;
d; = hix’ i=0(1)n.

a) Najprv preskimame pripad d; = %7

polyném stupna nanajvys 1 (linedrna funkcia), v tomto $pecidlnom pripade volby bodov
interpoldcie plati medzi prvymi derividciami v uzloch a bodmi interpoldcie vztah

i=0(1)n. Pretoze S (x) je na kazdom intervale

1
i = Sy (t:) = 5 (S (@) + 53 (2i1)) - (4.4)
Podmienky spojitosti (4.1) s pouzitim (4.4) mozeme pisat v tvare

1 ! ! !
So1(wiq1) — Sor () = 5( 51(i) + S5y (ig1)) = hiSy, (t:) = hing. (4.5)
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Z (4.5) nevieme pri znamych hodnotdch Sy (z;), i=0(1)n+1 a Sh, (t;) =n;, i=0(1)n urcit
hodnoty S'(x;), i = 0(1)n. Predpisanim jednej hodnoty S%,(xy), k € {0,1,...,n+1} sa
zrejme tento problém vyriesi, pretoze z (4.4) mdme tieto rekurentné vztahy:
8/21($i) = 23&1 (tl) — Sél (xl) pre 0<i< k, (46)
S'o1(x;) = 255, (tim1) — Soy(wi—1) pre k<i<n+ 1.

V pripade d; # % pouzijeme na zapis splajnu Sy () € Sg1 (Ax) nasledujicu reprezentéciu,
s lokalnymi premennymi A, B, C

521 (l’) = ASQl(./L‘rL) + BSQl (xi—&-l) + hzOSél (ti), (47)
kde 1+ qlq — 2d;) (¢ — 2d,) (q—1)
L +qlqg—2d; _4\g — 2a; _q\q—
A= 2d;, —1 B= 2d; — 1’ C_de-—l'
Derivovanim (4.7) dostaneme
’ 2 q— 2 q— 2q—-1,
521( ) h 2d _1521( ) h 2d _1S21( 1+1) 2d _1S21( ) (48)

Z podmienok spojitosti prvej derivécie vo vnutornych uzloch siete x;, i=1(1)n dostaneme
stustavu rovnic

—az’521($i—1) + (ai - bi)Szl(ll?i) + bi521($i+1) = fz’, 1= 1(1)7% (4-9)
kde /
a; = 1_—di71’ bz — di*ldi , fz _ 521( i— 1) + SQl(tl)
1—2d;,_4 h; (1 — 2di) 1—2d;,_4 1 —2d,;

Takze méme stustavu n rovnic na urCenie n + 2 parametrov s; = S(x;), ¢ = 0(1)n + 1.
Sustava ma dva stupne volnosti. Dodanim okrajovych podmienok

521(370) = S0, 521(33n+1) = Sn+1,

dostaneme upravou (4.9) sustavu n rovnic pre n neznamych s;, i = 1(1)n, ktord ma
takyto maticovy zapis

a;—b b S1 J1—aiso
—a2 az—by by S2 fa
—Qp—1 Ap—1 _bnfl bnfl Sn—1 fnfl
—Qp an_bn Sn fn - bnsn+1

(4.10)
Matica sustavy je zrejme tridiagonalna a ako sa tvrdi v [6], reguldrna pri splneni pod-
mienok

(CL,‘ — bz) aibi_l >0, 7= 3(1)n
(CL1 — bl) [(a1 — bl) (ag — b2) + CLle] > 0. (411)

Je dobré si vSimnut, ze podmienky (4.11) pre pripad ekvidistantného delenia si auto-
maticky splnené.
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Zhrime, ¢o sme vlastne vsetko dostali. Ukazali sme, ze ak na danej sieti (AzAt) predpiseme
v bodoch ¢;, i=0(1)n hodnoty n; a navyse:

a) na obecnej sieti si splnené podmienky (4.11) a predpisané hodnoty Sa; (o), So1(Tn+1),
alebo

b) na ekvidistantnej sieti s d; =d# 3, i=0(1)n st predpisané hodnoty Sy (o), Sa1(Zn+1),
alebo

¢) na ckvidistantnej sieti s d; =2, i=0(1)n st predpisané hodnoty Sa;(z), S'(z),

potom existuje jediny kvadraticky splajn Sy (z) € Sy (Aw) splnajici Sy (t;) =n;, i=0(1)n.

33



Kapitola 5

Interpolacia strednych hodnot

5.1 Kvadraticky splajn interpolujtici stredné hodnoty

Majme danti sief uzlov (Az):={zo<z1<...<Z, <Tpy1} s krokom h;=x;1—x;. Majme zadané
data g;, i=0(1)n. Budeme riesit tilohu zostrojit kvadraticky splajn Sy () € So1(Ax) tak, aby

Tit1
/ So1(x)dx = h;g; pre i =0(1)n. (5.1)

Definicia 5.1.1. Ddta g;, i=0(1)n pre dlohu (5.1) sa nazgvaji stredné hodnoty. Kvadratickyj
splagn So1(x) € So1(Ax), riesiaci dlohu (5.1) sa nazgva kvadraticky splajn interpolugici stredné
hodnoty g;.

Uz vieme, ze kvadraticky splajn je jednoznacne uréeny 3(n+1) parametrami. Ale pocet pod-
mienok, ktoré ndm tloha (5.1) ddva spliif je len (3n+1) (2n pre spojitost Soi(z), Sh, ()
v uzloch splajnu a (n+1) podmienok interpoldcie dat). Takze je potrebné zadaf este dalsie dve
podmienky, najlepsie v krajnych bodoch siete. Okrajové podmienky je mozné zadat jednym
z0 sposobov podrobnejsie popisanymi pre reprezentaciu s prvymi derivaciami (Vi& § 2.2),
struc¢ne pripomenme:

a) predpisanie hodnot v krajnych bodoch siete: So;(z0) = S0, So1(Tni1) = Sni1,

b) predpisanie prvych derivacii v krajnych bodoch siete: Sy, (xo) =54, Sy (Tnt1) =541,

oL

)
)
c¢) predpisanie druhych derivécii v krajnych bodoch siete: S5, (2o, ) =55, S5 (Tnt1_) =501,
) periodické okrajové podmienky: Soq (o) =591 (nt1), Shy(20) =55 (Tni1),

)

zadat koeficienty ag, bo, @ni1, bnt1, fo, far1 Pre obecnejsie okrajové podmienky spiﬁajﬁce
|bo] > |ao| a |ani1| < [bpial.

(S

O existencii a jednoznacnosti riesenia tlohy (5.1) hovori nasledujica veta.

Veta 5.1.2. Bud (Az):= {ro<z1<...<wp<xpi1}. Nech g;, i =0(1)n su zadané ddta. Po-
tom existuje prdve jeden kvadraticky splajn So1(x) € So1 (Az) interpolujici stredné hodnoty g;
a spliagict jednu z podmienok a)—e) uvedengjch vyssie.
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Dokaz. 7 Taylorovej reprezentacie (2.23) méme pre x € [x;, Ti41]

Tmipr —my

821(17) = §; -+ mz(x — I’Z) + ET(ZE — l’i)2,
1 m; — m;
821 (l‘) = Si+1 + mi+1 (ZE — xz‘—i—l) + 5%(.1‘ — $i+1)2. (52)

Integrovanim vztahov (5.2) na [z, z;11] dostaneme pre z € [z;, 7;41], i=0(1)n

Tit1 1
/ 521($) dr = Sihi -+ éhf (mHl + Zml) s

T

Ti41 1
/ 321(1[‘) de = Si-l—lhi + ah? (-77’1Z - 2mi+1) . (53)
Ukazali sme, ze ststava (2.4) vyjadruje podmienky spojitosti kvadratického splajnu vo vnu-
tornych uzloch z;, i=1(1)n, pripomenme:

1 i1 =S
5(77%‘ +mig1) = ¥7 i=0(1)n.
Podmienky spojitosti prvej derivacie vo vnutornych uzloch su reprezentaciou (5.2) splnené,
dostaneme dosadenim. Podmienky interpolédcie strednych hodnét vyjadrené pomocou (5.3)
maju tvar (pre i=0(1)n)

1
1
Si+1 -+ éhz(—mz — 2mi+1) = G- (55)

Odéitanim vyjadrenia ¢g;—1 z (5.4) od vyjadrenia g; z (5.5) dostaneme stistavu n rovnic pre (n+2)
neznamych m;, 1 =0(1)n +1

hi,lmi,l -+ 2 (hifl + hl) m; + himi+1 =6 (gl — gi,l) , 7= 1(1)n (56)

Teraz sa pozrieme ako je to s jednozna¢nostou riesenia ststavy (5.6) za podmienok a)—e).
Diskusia sa urobi podobne, ako v odstavci § 2.1, preto len struéne zhrnieme.

a) Predpisanim hodnoty Su;(z) = so prip. So1(Zn+1) = Sp41 dostaneme z (5.4) prip. (5.5)
rovnicu 2hgmo+ homi = 6 (go—So) prip. hnmp+2h,my 1 = 6 (Sp41—9gn), ktoré doplnia
sustavu (5.6) na sustavu s tridiagonalnou, ostre diagonédlne dominantnou maticou. Takze
ststava ma jediné riesenie (vid Veta 7.0.2).

b) Predpisanim hodnot Sy, (xg) =mg a Sh; (Tn11) =m, 11 umozni v sistave (5.6) previest my,
my41 na pravd stranu a vyrovnat tak pocet neznamych hodndt s poctom rovnic. Matica
stustavy bude regularna, mame jednoznacnost.

¢) Predpisant hodnotu Shy;(zo, )= My prip. S, (xns1_ )= M, modzeme prepisat do tvaru
mo—my = —hoMy prip. m,1—m, = h, M, ktoré doplnia ststavu (5.6) na sustavu s tridi-
agonalnou, prevladajicou diagonalnou (Via Definicia 7.0.1). Takze ststava ma podla
Vety 7.0.2 jediné riesenie.
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d) Podmienky periodi¢nosti sg=s,11 a mo=m,;1 doplnia sustavu (5.6) na sistavu s mati-
cou, ktord je: cyklickd, tridiagonalna, ostre diagondlne dominantna. TakZe opit mame
jednoznaénost.

e) Okrajové podmienky agmo+bomi = fo, Gny1mMp+bpi1mpi1=fnr1 s predpisanymi koefi-
cientami ag, by, fo, @ni1, bni1, fnir1 doplnia sustavu (5.6) tak, ze matica takto vzniknutej
ststavy bude tridiagondlna a pri splneni podmienok |bo| < |ao|, |ani1]| < |bus1| pOjde
o maticu s prevladajicou diagondlou, tym padom reguldrnu a opit méme jednoznaénost.

]

Obrazok 5.1: Kvadraticky splajn interpolujici stredné hodnoty. Ciarkovane je zobrazena funk-
cia g(x), definovand predpisom g(z) = g; V& € [x;, x;41]. Hodnoty st zapisané v tabulke 5.1.
Okrajové podmienky boli volené Sp;(xg) = Sa1(zny1) = 0.

7 [ 1 2 35 4 5 7 75 9
gi 1 5 1 2 5 0 4

Tabulka 5.1

5.2 Minimalizujica vlastnost kvadratickych splajnov

Veta 5.2.1. Bud dand siet (Az) ={zo < x1 < ... < Ty < Tyy1} s krokom h;=x;.1—x; a hod-
noty g;, i=0(1)n. Definujme mnoZinu Q= {w € Wilzo, xnia] | [T wlz)de = hig;, i = 0(1)n}

a na nej funkciondl J : Q — R, predpisom

sw) =o'l = [ @) d 1)

Zo

V splagne So1, interpolujicom stredné hodnoty g; nadobida funkcional J svoje jediné minimum:

a) na mnozine 2 a Sy je prirodzeny splagn, tj. Sh (xo) = Shy (Tni1) =0,
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b) na mnozine 0= {we Q| w(xg) = w(Tpi1)} a So1(x0) =521 (Tnr1), Shy(x0)=5%(Tni1),

¢) na mnozine Q = {w € Q| w(zo) = Sa1(20), w(@ns1) = So1(Tns1)}.

Dékaz. Bud w € Q. Zo vztahu
2 2 2 2 2 2
0 <flw' =Syull” = llw =Syl = [195lI" + 19501 = lw'l]” = 2 (w" = S5, %) = 155",
dostaneme pre (w’ — S, 5%, ) =0 nerovnost || S, ||> < ||w'||?, tj. J(S21) < J(w). Nerovnost hov-

ori, ze S9; minimalizuje funkcional J. V nasledujicom postupe ukdzeme, ze za predpokladov a),
b) alebo ¢) skutocne plati (w' — Sh;, S%,)=0. Pouzitim per partes dostavame

/(w — 8a1)' (2).5 (z) dr = [(w — S1) (2). S5 ()2, — /(w — ) (2).55, () dz. (5.8)

Bud f € {w, S51}, potom pouzitim per partes dostdvame

71f(x)S§’1(:c) dx = [( / f(:c)d:c) S;’l(x)] : — / f(2)S(z) da. (5.9)

Pretoze kvadraticky splajn So; je na [z;, z;41] polynomické funkcia nanajvys druhého stupna,
druhy ¢len na pravej strane v rovnici (5.9) je rovny 0. Z interpolaénych vlastnosti So; a definicie
funkcie w pre prvy ¢len na pravej strane plati

Ti+1
¢ / f(z)dx = ¢;hig, (5.10)
kde ¢; = S%,(x) pre x € (x4, z;41), lebo SY, (x) je po castiach konstantna funkcia. Takze z (5.10)

dostdvame, Ze druhy ¢clen na pravej strane v rovnici (5.8) je rovny 0, preto z doteraz odvodenych
vysledkov mozeme pisat

(0 = $3,8) = [ (0= Sa) (0)Sp () do = Y [fw = So) (@) Sy ()2, =

o

= Sy (Tny1) [W(Tni1) — Sar(Tni1)] — So (w0) [w(wo) — Sa1(wo)] -

Je zrejmé, ze posledny vyraz je rovny 0 pri splneni podmienok a), b) resp. ¢). Teraz ukdzeme
jednoznaénost minimalneho prvku pre funkcional J. Majme dva prvky S a P, ktoré minimal-
izuju funkcional J, tj.

15" = J(S) = J(P) = || P'||*.

!podmienky periodi¢nosti: Sa1(z0)=S21(2n+1), Sh(z0)=55 (1)
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Jednoznac¢nost minimalizujiceho prvku, potom plynie z nasledujiiceho

0S8 - PP = (8- P8 = P)=[ISIP ~2(P,8) + [P =
12 1112 /ol 1112
= =[S+ 215" =2(P,S) + [ P" =
= — ISP +2(S' =P, +[IP|*=0

Odkial z definicie normy plati S’ = P’. Podla [6], z absoltitnej spojitosti S, P’ dostévame
jednoznaé¢nost S = P. O

5.3 Chyba interpolacie strednych integralnych hodnot
funkcie strednymi integralnymi hodnotami kvadrat-
ického splajnu

Veta 5.3.1. Bud g € C’[a,b], j €0,1,2,3, (Az)={a=zo<x1<...<Tp <Tpy1=b} s krokom
hi=xi41—x;. Nech g; = [T g(x)dz, i = 0(1)n. Bud Ss; kvadraticky splajn interpolujiici
stredné hodnoty g; na sieti (Az) a spliiajici okrajovi podmienku ng)(xz) =g®)(2), i=0,n+1.
Potom plati

|58 = 9| = conkr g9, k< —1, j€{1,2,3},

kde H = maxi<;<n {h;}, Cji st nasledujicou tabulkou zadané hodnoty

i\k| 0 1 2

1 1086

2 | 4/27 1/27

3 | 1/24 1/6 1/r+r/2

Dokaz. Dokaz sa robi pomocou aplikécie vlastnosti kubickych splajnov Ss3y, pretoze na to ne-
méame rozvinutt teériu, dokaz nebudeme uvadzat. Mozno ho néjst v [3], strana 195. O

T = maxi<i<n {Ni/hi—1}.

5.4 Zhladzujuci kvadraticky splajn

Doteraz sme riesili tlohy, ako ¢o ,najlepsie“ interpolovat déta tlohy. Otdzkou vsak je, nakolko
je nutné a ziaddce ddta interpolovaf ¢o najlepsie. Zoberme si situdciu, ked si déta zatazené
chybou. Interpolacia, ako sme sa na nu pozerali doteraz, je ,,presna“ pre zadané data, ale
pre ,nepresné“ data je to nepotrebné. Sposob akym zmensit vplyv nepresnych dét, je metéda
najmensich stvorcov. Riesi tlohu ,vyhladit“ chybou zataZenené déta. Istym kompromisom
medzi ,presnou” interpoléciou a vyhladenim dat su zhladzujice splajny. Uloha sa obecne for-
muluje v tomto znenf, vid [6]: Na danej sieti (Az) = {zg < 21 < ... < &, < T4} s predpisanymi
hodnotami y; a vahami (vdhovymi koeficientami) w; > 0 v uzloch z;, i = 0(1)n + 1 hladdme
minimum funkcionalu

n+1

J(f) = / ) 3l S
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na triede funkcii f € WJ" ([xo, Tpi1])-

Podrobnejsie sa pozrieme na kvadratické zhladzujice splajny. Odvodili sme extreméalnu vlast-
nost kvadratického splajnu § 5.2, z ktorej bude plyniit konstrukcia zhladzujiceho kvadratického
splajnu.

Veta 5.4.1. Nech je dand siet (Azx) = {xg <21 < ... <2, < Tpi1} 8 krokom h;y =11 —;,
hodnoty g;, w; >0 i =0(1)n,a > 0. Potom funkciondl

J(f) = / @) do+ aif;wi {hg - / /(@) dxr (5.11)

nadobida na triede funkcii W} zo, T,y 1] minimum v jedinom kvadraticky splajne interpolujicom
stredné hodnoty, ktory splrna prirodzené okrajové podmienky.

Dokaz. Nech sa minima nadobida v nejakej inej, ako prirodzenom kvadratickom splajne in-
terpolujiicom stredné hodnoty, funkcii f € W[z, 2p41]. Bud So(z) prirodzeny kvadraticky
splajn interpolujtci stredné hodnoty funkcie?f(x) na sieti (Az). Hodnota sumy na pravej
strane v (5.11) m4a rovnaki hodnotu tak pre funkciu f(x) ako i pre kvadraticky splajn So(x)
interpolujiici jej stredné hodnoty (z definicie). Aviak prvy clen v (5.11) je podla Vety 5.2.1
pre kvadraticky splajn mensi. Takze mame spor a minima sa nadobida v nejakom prirodzenom
kvadratickom splajne interpolujicom stredné hodnoty na sieti (Azx). O

Uz vieme, ze zhladzujuci kvadraticky splajn existuje, ale nevieme, ako ,vyzera“. Budeme
vychadzat z toho, ¢o o splajnoch vieme a postupne uréovat parametre na jeho urcenie z to-
ho, ¢o o zhladzujicom splajne poznédme. Bud Sa1(x) kvadraticky splajn, v ktorom funkciondal
nadobida minimum. Vieme, Ze tento splajn interpoluje stredné hodnoty (na sieti (Az)) a spina
prirodzené okrajové podmienky Sy, (zo) =S5 (ny1) = 0. My v8ak nevieme, aké stredné hod-
noty s interpolované. Oznacme ich p;, i=0(1)n. Takze plati [ Sy (x) dz = hip;, i=0(1)n.
Z (5.6) pre mo=m,+1 =0 dostaneme Z

2 (ho + h1) hy mp P1— Do
hy 2 (hy + hs) ha ma P2 — P1
hn—Z 2 (hn—Q + hn—l) hn—l mMp—1 Prn—1 — Pm—2
hnfl 2 (hnfl + hn) my DPn — pn+1
(5.12)

Vsimnime si, ze matica sustavy je symetrickd, tridiagonalna a ostre diagonalne dominantna.
Pre dalsf postup, je vyhodnejsie si (5.12) zapisat v tvare

Am = 6Qp, (5.13)

kde A je matica ststavy, m = (my,ma,...,,mu)T, P = (po,p1,--.,pn)’ a Q je matica ty-
pu (n,n+ 1) s (—1) na diagondle a 1 nad diagondlou. Sy, (z) je po ¢astiach linedrna funkcia,

2Strednymi hodnotami funkcie f(z) na (Az) rozumieme hodnoty —— [*"* f(z)dx, i=0(1)n.

Tit1—Tq JITy4
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linedrna na [z;, 7;4+1], takze pre Z; =1 (z;+x;11) plati S}, (%;) = 3 (5% (2;) + S% (2441)). Budeme
pouzivat oznacenie M1 = S (Z4), Shy(x;) = m;. Pri tomto znacen{ mozeme pisat

/mn+1[ él(‘r)]z dr = Z/%H dx_z —h; [m +4m 1—|—m2+1 =
To

= G Z 2h; [mf +mymi1 + mfﬂ] =
i=0

1 n
= 6 Z m(z) [hi,lmi,l + Q(hifl + hl)ml + himi+1] =

= émTAm, (5.14)

kde sme postupne pouzili aditivitu integrdlu, Simpsonovo pravidlo®, identitu m, 1= %(mi—kmiﬂ)

a ,Sikovnd“ dpravu. Z (5.14) pri znaceni D = diag® ((hiv/wi)y), & = (91,92,-..,9)n)"
mozeme pisat

Tyl ) 9 n ) 1 . S
(S5 ()] da+a )y wilhig — hipi)* = e Am+a(g—p) D*(g—p)
zo i=0

= 6p"Q"R'Qp+a(g—p)'D*(g—p). (5.15)

V poslednej rovnosti sme vyuzili symetriu matice A (A = AT) a jej regularitu (z (5.13)
m=6A"'Qp; (A1) = (AT)_I). Na vyraz v (5.15) sa mozeme pozerat ako na funkciu pre-
mennej p € R”, teda zobrazenie z R"do R. Ozna¢me ju ako f. Nutnou podmienkou extrému
tejto funkcie v bode p je f'(p) = 0. Pouzitim retiazkového pravidla na uréenie f’'(p) dostaneme

f'(p) = 12Q"R™'Qp — 2aD*(g — p) = 0,
odkial pouzitim m = 6A~'Qp dostaneme
2Q"m — 2aD?*(q — p) = 0. (5.16)

Prenasobenim (5.16) maticou 6QD 2% zlava a pouzitim (5.13) dostaneme po tiprave
6
{R+EQD‘2QT} m=6Qg.

Odkial uz vieme spocitat parametre splajnu my, i=0(1)n. Zo vztahu (5.16) mézeme v pripade
potreby uréit aj hodnoty strednych hodnot

1
p:g—aD*QTm. (5.17)

3f fz) do ~ 252 [f(a) + 4f (<L) + f(b)]. Pre [Shy(x)]? plati rovnost. Podrobnejsie vid [10] strana 64.
notama z MATLABu diag(x) — matica so zlozkami vektora x na diagondle, inde 0.

sp—2 ef (D_1)2
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7 (5.4), (5.5), (2.4) mbdzeme uréit dalsi paramater kvadratického splajnu s; = So; (2, ), i=0(1)n+1,
opit vyuzijeme my=m,+1 =0 a dostaneme
1

1 1 )
50 = po — ghoml, Sp41 = Pn + ghnmna Si = Si—1 + §hi—1 (mi—1 +m;), i = 1(1)n.

Obrézok 5.2: Zhladzovanie dat pre w; =1, i=0(1)6 a a;. Hodnoty dat st dané tabulkou 5.2

T 1 2 3.5 4 5 7 7.5 9
strednd hodnota g; 1 5 -1 2 6 0 4

Tabulka 5.2
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Kapitola 6

Aplikacie kvadratickych splajnov
v numericke] matematike

6.1 Numericka derivacia

Numerickou derivaciou sa nazyvaju ,,rozumné‘ vzorce, ktoré nahradzaji hodnotu ,skutoc¢nej*
derivacie. ,,Rozumné* v tom zmysle, ze na dostatocne presné urcenie hodnoty derivécie funkcie
fY(z) budi potrebovat len funkéné hodnoty, hodnoty nizsich derivécii, pripadne hodno-
ty derivacii v nejakych bodoch v okoli bodu z. Pri konstrukcii kvadratickych splajnov sme
¢asto pouzivali ako parametre hodnoty derivécii (prvej resp. druhej). Zderivovanim ,,vhodnej*
reprezentacie mozeme dospiet ku vzorcu numerickej derivécie. V § 2.1 sme pri konstrukeii
reprezentacie pracovne nazvanej vhodnd v istom okamihu pracovali s vyrazom (2.6), pripomenme

(r — xi(Mmigr —my))
h;

, T € [%‘@Hl], m; = 551(%‘)-

;1(@ =m; +

Zderivovanim dostaneme

n(z) = wa T € [, Tita].
i
Tieto vzorce mozeme chépat ako vyjadrenie prvej a druhej numerickej derivacie. Predstavu
o chovani sa chyby, akej sa dopistame pri vyjadreni derivacie vzorcom pre numericku derivéciu
namiesto presnej hodnoty ndm moéze dat Veta 3.5.2. V [6] st pre dostatoéne hladki funkciu
g(z) na pravidelnej sieti (AzAt) uvedené nasledujtice vztahy pre derivdcie. Pouzité znacenie:

gi = Sa1(t;) = g(t:), i = Sy (t:), N; =55, (t;).

V pripade siete (AzAt) s uzlami x; 1 = %(ti—l—tiﬂ), k; =t;11 —t; pre hodnoty prvej derivécie
v bodoch interpoléacie plati

_ Gin1 + i

n; = Sy (1) i

1
— éki(gNi + Niy1).
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Pre periodicki a dostatoéne hladku funkciu g na pravidelnej sieti (AxAt) plati

1 7 23
N, =g — B2 4) _ B © _ X (8) O(hd):
9 =59~z 9~ ggmge 9 T O
1 7 53
=g+ =020 — ——htg® + —— S 1+ O(hY). 6.1

Pre dostatoc¢ne hladkid funkciu g plati

g = TS S (Nows = Noa) + O();
g/ % [2Ni + I 3192 RS TR
g;” Nip ; Ni-1  giv2 — 29i+12—|};32gi1 — gio + o0,
o @ é |:4Ni+1 — Qgi +Niei gir2 —4g9i1 + (2921 —4gi-1+ gi2 +O0):
J ) = LTI (N — N + O, (62)
9" (wiy1) —Niﬂh_ al +O(h?).

6.2 Numericka integracia

Tak ako pri numerickej derivacii islo o nahradenie hodnoty derivacie v bode hodnotou ziskanou
nejakym predpisom, podobne je tomu aj pri numerickej integracii. Namiesto vypoctu hodnoty
urcitého integralu spocitame jeho hodnotu priblizne. VSeobecny postup je ten, ze funkciu defi-
novanu na intervale [z, z, 1] aproximujeme nejakou jednoduchsou funkciou (v nasom pripade
kvadratickym splajnom). Namiesto pocitania urcitého integrélu spocitame hodnotu urcitého
integralu z tejto aproximacie. Chyby akej sa doptistame pri nahradeni presnej hodnoty uréitého
integralu hodnotou ziskanou z aproximéacie mézeme vyjadrit z identity

[ @ = [ @ [ -9 @),

s xo o

kde f(z) je povodna funkcia, g(x) jej aproximécia.
Z prvého integralu na pravej strane vyjadrime vzorec pre numericki integraciu. Druhy
integral vyjadruje akej chyby sa pri numerickej integracii doptistame. Hruby odhad je

/g:nﬂ f(z)dx — /m:nH g(x)dx

Podrobnejsim vysetrenim integralu mozeme odhad spresnit.

Pre splajny nizsich stupniov je numerickd integrécia vyhodnd z toho hladiska, ze integral
z nich sa d4 spravidla analyticky spocitat. Takze dostaneme priamo vzorec. Zoberme si kvadrat-
icky splajn Sy () aproximujuci funkciu f(z). Za || f — So1|| mozeme dosadit prislusnti hodnotu
z Vety 3.5.2.

< ($n+1 — -TO) Hf - gHsup'

[ -9 @

Zo
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Odvodime si nejaké vzorce pre numericki integraciu odvodené z aproximacie kvadratickymi
splajnami.

Uvazujme na intervale [zg,T,.1] siet (AzAt). Z reprezentdcie (2.9) kvadratického spla-
jnu So (x) dostaneme

T

521 (ZL’)d$ = / S; —+ hl(q — dz) |:m1 + §(q + di)<mi+1 — ml):| dr =

Tit+1 Ti+1

1 1

Odkial dostavame tento vzorec pre numericku integraciu

n n

mtt 1 1

xo =0 1=0

kde d; = tg—x V $pecidlnom pripade d; = %, i = 0(1)n, v ktorom sme ukézali, ze vypocet

sa zjednoduézuje, vypadne druhy ¢len na pravej strane.

V [6] sa pre funkciu g € C* ([xg, 2,11]) a kvadraticky splajn, ktory ju aproximuje na pravidelnej
sieti uvadza tento odhad

Tn+1 1
/ (9 — Sa1) (z)dx| < 5,54.10 (241 — 20)h* || g™ || < 755 (@1 — 20) 0t ||g@)| -
o

6.3 Numerické riesenie ODR

Eulerova metdda je najjednoduchsou numerickou metédou na riesenie ODR prvého stupna

Y () = f(z,y (), y(wo) =yo, nalro,Tnsl (6.3)

Algoritmus tejto metddy je odvodeny z Taylorovho rozvoja funkcie y (z) a je vyjadreny nasle-
dujtcim algoritmom (explicitnd Eulerova metéda)

[algoritmus 1]

Yo < ¥ (%o0) [potiatolnd podmienkal
for i=1(1)n [vipocet]
| yirr = ys T hif (x4, 73)

Podobne vsak moézeme postupovat aj pri kvadratickom splajne a hladan{ riesenia ODR druhého
stupna

y' (@) =f(zy @),y (2),), yl@)=y0 ¥(x0) =1 nalreTnsl (6.4)

Lenze vo vzorci, ktory ziskame, potrebujeme pri uréeni hodnoty ;.1 poznat vyjadrenie y;, ¥/
a y,. y; pozndme z predoslého kroku (na zaciatku z pociato¢nej podmienky). y uréime z (6.4)
Yi1—Yi

a nakoniec y; urcéime z y;' = =5
7
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V spravnom poradi krokov dostaneme tento algoritmus

[algoritmus 2]

Yo < ¥ (%o) [potiatoZnd podmienka]
Yo < ¥ (%o) [potiatoZnd podmienkal
for i=1(1)n [vypocet]

vy £ (x5, 5:1.5%)
Vis1 < ¥i T hiyi
Vit1 — ¥i +hiyi + shiy!

Kvadratické splajny sa mozu pouzit aj na vypocet (6.3). Nasieti (Az):={ro<z1<... < 2, <Tpy1}
mozeme pre T€ [z, T; 1], ;=952 (x;), m;=Sh,(x;) reprezentovat splajn Taylorovym rozvojom

v tvare

(M1 —mi) (z — mz‘)2

Sor(x) = s; +m; (x —x;) + W 5 (6.5)
Odkial po dosaden{ z;41, pri nasom znaceni, dostaneme
Sit1 = 8; + EZ (my; +miyq) . (6.6)
Z (6.3) a (6.6) dostaneme
Mit1 = f(Tit1, 8i01) = [(@ig1, 80+ _i(mz' +mMit1)). (6.7)

2

T4to rovnica je nelinedrna a jej aproximativne rieSenie m,, 1 je mozné hladaf iterativne. Ako po-
¢iatoentt podmienku, ktorou ,nastartujeme* iterdcie, mozeme vziat my = % V literature
sa uvéddza, ze pre lipschitzovski funkciu f(z,y) vzhladom k premennej y s konstantou LY
je postacujicou podmienkou konvergencie h; < 2L.

V nasledujicom algoritme si algoritmicky spisané predoslé zavery.

[algoritmus 3]

Yo < ¥ (%o) [potiatoZnd podmienka]
Yo < £ (%0, ¥0) [ (6.3) ]
V1 < Yo + hof (%o, ¥o) [jeden krok explicitnej Eulerovej metédy]
for j=1(1n [vypocet]

m§ — (y3 = ¥3-1) /By

repeat

[ w5l (gen + 30y () + )

k+1 k—00 ¢

until [konvergencial , myy; — mjy
/
Yij+1 ¢ My
1 / /
| Vi e ¥y 5hy (V) + Vi)

Uipschitzovska funkcia f(z,y)vzhladom k y s konstantou L gV[:r, yl, [z, 2]e D(f); | f(z,y)—f(z,2)| <L|y—=z|.
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Poznamka 2. Dostali sme algoritmus konvergentnej lichobeznikovej metody.

Pre kvadraticky splajn na sieti (AzAt) := {xg <t, <21 < ... <z <tp, <xpi1} bolv§ 2.2
odvodeny vztah (2.6)

o1(2) = myi + (v — x3) (M —my) /by, kde my; = Sy (),
z ktorého, pri znaceni d; = t; — x;, dostaneme

_dimigy 4 (hy — di) my

b (t 6.8
L) . (©5)

Po dosadeni (6.8) do (6.3) a uprave, dostaneme pri znaceni s; = So1(t;), m; = Sh, (x;)
dimit1 + (hi — di) my = hi f (2 + di, ;) - (6.9)

Z podmienok spojitosti (2.12), pripomernme
aimi_1 + bim; + cimiyy = 2(s; — 8i-1),

ktoré sme dostali pri reprezentacii splajnu pomocou prvych derivacii § 2.2, s koeficientami
(2.13) vyjadrenim s; dostaneme vztah

;M —1 + bzm, + C;my;

2h;

(6.10)

Si = Si—1

Na ekvidistantnej sieti uzlov s volbou bodov interpolacie t; = %(mz + x;41) sa tento vztah
zjednodusi (vid (2.14)) na tvar

1
S; = 8;_1+ gh (mi,l + 6ml + mi+1)

a vztah (6.9) bude vyzerat
1
miy1 = 2f | o + §h, s; | —m; =2f (t;,5) — m,.
Tieto vztahy sa v algoritmoch pouzivaji na iterativne spresiiovanie hodnoét s;, m;.

Pre funkciu y € C*([xg, Zn11]), ktorej funkéné hodnoty v bodoch interpolécie st interpolo-
vané kvadratickym splajnom Sp; plati (6.2), pripomernime:

i) = 2 =IO L1 1) — st 0]+ 0)

Pouzitim tohoto vztahu mozeme dostat metédu na riesenie (6.3) Stvrtého rddu presnosti.
Uvazujme ekvidistantni siet (AxAt) s bodmi interpoldcie t; uprostred [z;,x;11], i = 0(1)n
tj. ti:%(mmtxiﬂ). Pouzijeme niektoré vztahy pre lokalne parametre na tejto sieti. Na danej
sieti m4 sustava (2.24) vyjadrujica podmienky spojitosti nasledujiici tvar

1 1 1 1
21(ti1) + 655 (ti) + Sy (tiv1) = 875 (Smu(tia) = 25m(t:) + S (tin)) - (6.11)
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Vyjadrenim hodnoty Sa;(x;11) pomocou Taylorovej reprezenticie (2.23) pre intervaly [x;, ;1]
a [Ti11, Tiyol, sCitanim a dprav ou dostaneme

1 1
Sa1(Tiv1) = 5 [So (i) + S (tin)] — Efﬂ [S51(ti) — S5y (tivn)] - (6.12)
Vyuzitim tychto vztahov dostaneme algoritmus na riesenie (6.3). Pre ¢; = 3(z;+x41) a zndme
hodnoty y(t;), y(t1), y"(ti_1), ¥'(t:) mozeme algoritmus zapisat v tvare s iterdciami v [1]-[3]:

Y(tit1) < y(ts) +hf(ts, y(ts1))

[11y"(ti41) = —6y"(ts) — y"(ti1) +8[y(ti1) + 2y(ts) + y(tis4)]/h?
[21y(xi41) — 3 [y(ts) + y(tiy1)] — 350%(2y" (t141) — ¥ (1))
[31y(tis1) < y(t1) + 550% (¥ (ti41) — ¥"(t1)) + hf (X511, y(X141))
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Kapitola 7

Dodatok

Tato kapitola je dodatkom k predoslému celku. Obsahuje niektoré vety a definicie, ktoré boli
v predoslom texte v istych okamihoch dost podstatné a pre poriadok st tu uvedené.

Definicia 7.0.1. Povieme, Ze $tvorcovd matica A (redlna ¢éi komplexnd) rddu n md pre-
vladajucu diagondlu alebo Ze matica A je s previddajicou diagondlou prdve vtedy, ked existuju
kladné celé cisla dq, do, ..., d, tak, Ze

laii| d; > Z || d pre 1= 1(1)n. (7.1)
ki

V $pecidlnom pripade d; = 1, i = 1(1)n hovorime, Ze matica je ostre diagondlne dominantnd.

Poznamka 3. V [2] sa matica A pre pripad d; = 1, i = 1(1)n, nazgva matica s rovnomerne
previadajicou diagondlou.

Veta 7.0.2. Stvorcovd matica s previddajicou diagondlou je requldrna.

Dékaz. vid [2], strana 117. O
Veta 7.0.3. Pre (2p+1)-pdsovi maticu A= (a;;) (a;;=0 pre |i — j|>p>0) tvaru A=I-B,
kde |B|| = q < 1, proky inverznej matice A=* = (a;;) spliiaji nerovnost

~ li—jl

la| <q 7 /(1= q). (7.2)

Ak je matica A ostre diagondlne dominantnd, potom

li—jl

- 1 |akk| . Tk P
la;;] < —max{ } [1 — mkln{ H , kde ry = |ay| — Z lag;]|. (7.3)

|aj;| & Tk | i

Veta 7.0.4 (1. veta o strednej hodnote). Nech je funkcia f spojitd v |a,b] a nech v kazdom x € (a, b)
existuje f'(x). Potom ezituje & € (a,b) tak, Ze



Veta 7.0.5 (Cramerovo pravidlo). Bud A = (ay;) reguldrna stvorcovd matica stupria n a bud

b=(b1,bs,...,by) lubovolny vektor. Oznacme A; maticu, ktord vznikne z matice A nahradenim
j-tého stlpca vektorom b, polozme T = %, j = 1(1)n. Potom vektor x = (x1,%2,...,T,)
je jedinym riesenim sustavy Ax=Db.

Dékaz. vid [1], strana 60. O

Veta 7.0.6 (o rozvoji determinantu). Bud A = (a;;) §tvorcovd matica rddu n. Oznacme Mj;
Stvorcovii maticu radu n—1, ktord vznikne z matice A vynechanim i—teho riadku a j—teho stlpca.
Potom plati

Zai’“ (=) *det My) = det (A) [rozvoj podla riadku] , (7.4)
k=1

Z ar; (—1)"7 det (Myg) = det (A) [mzvoj podia stl})ca} :

k=1

Dékaz. vid [1], strana 49. O

Velmi ¢asto sme sa stretdvali so slovnym spojenim ,,matica sistavy je triadiagondlna®. Tridi-
agonalne matice si vyhodne, pretoze manipuldcia s nimi nie je priliz ,,draha“. Ststavy s tridi-
agonalnou maticou mozeme riesit LU rozkladom. LU rozklad spociva v tom, Ze §tvorcova
matica A sa rozlozi na horni trojuholnikovu U a dolnt trojuholnikovii maticu L. Pozname-
najme, ze pre silne reguldrne matice existuje prave jeden LU rozklad (dokaz vid napr. [11]).
Problém riesit stustavu Ax=d, kde

A= (7.5)
Apn—1 bn—l Cn—1
Qn bn

sa redukuje na rieSenie dvoch sustav Ly =d a Ux =y (v tomto poradi), ktorych riesenie
vieme velmi lahko vyéitaf, pretoze matice si trojuholnikové. Z LU rozkladu dostaneme, ze
plati y1=di/li, y;=(d;j — ajy;-1)/l; pre j=2(1)n a T, =Ypn, T;=Yy; — W;iTir1, pre i=n—1(—1)1,
kde Iy = by, Iy = by — agug—1 pre k =2(1)n a uy = ¢ /Iy pre k= 1(1)n. Sustavy s cyklickou
tridiagondlnou maticou je tiez vhodné riesit pomocou LU rozkladu. Podrobnejsie o LU rozklade
je pojednané napr. v [10] alebo [11].
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