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1 Uvod

Pii vybéru tématu své bakalaiské prace jsem se fidila hlavné svym zijmem
o geometrii a rizné zajimavé konstrukéni ulohy. Téma mi doporucila ptivodni vedouci
mé prace — Mgr. Marie Holikova, Ph.D. Mascheroniho konstrukce jsou zatim ne velmi
publikovanym tématem, vétSina zdroji je proto také v anglicting€, Casto jej ostatni
geometii a matematici ptehlizeji, protoze podava ,,jen* dal$i moznosti a nastroje, jak
provést dosud znamé konstrukce jinak, v tomto pfipad¢ pouze za pomoci kruzitka, a v co
nejméné krocich. To je vSak dle mého ndzoru to, o¢ bychom se méli pii vyuce geometrie
snazit. Proto mé toto téma nadchlo a za cil své prace jsem si urcila podat uceleny piehled
o Mascheroniho konstrukcich a predvést nékolik riznorodych uloh vyieSenych pouze za
pomoci kruzitka.

Druha kapitola této bakaldiské prace je vénovand Eukleidovskym konstrukcim,
které jsou zakladnim stavebnim kamenem pro konstrukce Macheroniho. Nejprve se
podivame do historie, poté zde stanovim zakladni pojmy a definice, z kterych budu
vychazet v dalSich castech.

Tteti kapitola je jiz v€novana vyhradné¢ Mascheroniho konstrukcim. Nejprve
historicky navazeme na Eukleidovské konstrukce tam, kde zacaly prvni wvahy
o konstrukcich pouze za pomoci kruzitka, a ukaZzeme si prvni jednoduché konstrukce
ztéto doby. Dalsi cast bude vénovand dvéma nejvétSim prikopnikiim konstrukci
pomoci kruzitka, kterymi byli Lorenzo Mascheroni a Georg Mohr. Poté se zaméfim na
tfi nejslavnéjsi Mascheroniho konstrukéni problémy a dva méné znamé, piedvedu
jejich feSeni a konstrukci. Pro porovnani u nékterych piikladd uvedu fteSeni
1 Mascheroniho nastupct, ktefi se pokusili piijit s elegantnéj$im feSenim s méné kroky
vedoucimi ke stejnému vysledku. Nakonec ukazi alespon zéklad dikazu véty, ze kazda
Eukleidovska konstrukce je zarovenn Mascheroniho.

V posledni ¢asti své bakalatské prace predvedu sérii nékolika riznorodych tloh
fesenych pouze za pomoci kruzitka. Reseni bude obsahovat poéet kruznic nutnych pro
sestrojeni jednotlivych konstrukei, samotnou konstrukci a dikaz pravdivosti této

konstrukce. Pfeji si, aby byla tato prace srozumitelnd a piistupné kazdému, kdo o toto



téma projevi zdjem, proto se budu snazit diikkazy vzdy vystavét co nejjednoduseji
a nejsrozumitelngji.

Doufam, Ze tato prace pfinese kazdému Ctenafi zékladni piehled o Mascheroniho
konstrukcich, Ze ho podniti k vlastnimu zkoumani a vzbudi jeho zajem, a Zze bude

vyuzitelna i pro ucitele jako nastroj pii vyuce.



2 Eukleidovské konstrukce
Nejprve se v této praci budu vénovat Eukleidovskym konstrukcim. Jak jiz z ndzvu
vyplyva, jsou tyto konstrukce spojeny hlavné se jménem Eukleida z Alexandrie, ktery
jepovazovan za jednoho z vibec nejvétSich matematikii a za zakladatele geometrie
jako takové. Zil zhruba v letech 325260 pinl Vétsinu Zivota stravil
Eukleidovym dilem pro geometrii jsou Zaklady [11] — sbirka tfinacti knih, kde mimo
jiné stanovi zékladnich deset postulatli a axioml geometrie.
Pravé pomoci tfech z téchto postulati definujeme pojem Eukleidovska
konstrukce.
Témito postulaty jsou [5]:

1. Sestrojeni tsecky, kterd spojuje dva dané body.
2. Danou usecku Ize na obou stranach libovolné prodlouzit.

3. Sestrojeni kruznice o daném stfedu tak, aby prochazela zvolenym bodem.

Pro Eukleidovské konstrukce si nejprve musime vymezit pojem zakladni kiivka.
Zakladni kiivkou rozumime v Eukleidovské geometrii pfimku, kruznici a dvojice
pfimek. Obecné lze vSak fici, ze zakladnimi kfivkami jsou pouze ptfimka a kruznice,
uvazime-li, ze kazdou Eukleidovskou konstrukci lze provést kombinaci téchto dvou
ktivek. [5]

Pro tyto konstrukce si tak vystacime pouze s kruzitkem a pravitkem [6].

Pravitko — je libovolna rovna hrana, kterd neni nijak oznacend; neslouzi tedy ke
zméteni délky, ale pouze k propojeni dvou sestrojenych bodt, k prodlouzeni piimky
nebotusecky. Teoreticky predpokladdame, Ze ma nekonecnou délku.

Kruzitko — klasicky néstroj, ktery ndm pomoci rozeviratelnych ramen umoziuje
narysovat kruznici o libovolném poloméru (tim je zde vzdalenost dvou sestrojenych
dobach pouzivali dokonce kruzitko, které nebylo posuvné, tedy mélo staly polomér,
kterynebylo mozné zménit — to nazyvame pevnym kruzitkem [5]. V této préaci budu

takové kruzitko pfi nékterych konstrukcich taktéz vyuzivat.



Pod pojmem sestrojeni geometrického tvaru (= zakladni kfivky) rozumime urcity

zpusob, kterym lze pfesné popsat a vymezit danou konstrukci pomoci nékolika umluv

[5].

Definice 1. Geometricky utvar (=mnozina bodit) pokladame za sestrojeny (nebo

Fikame,ze jej lze sestrojit), pokud je sestrojeny kazdy jeho bod.

Definice 2. Bod pokladame za sestrojeny, jestlize vyhovuje alespor jedné z techto umluv:
a) nalezi do konecné mnoziny bodii, o nichz je rFeceno, Ze jsou libovolne zvolenéa
rizné;

b) je libovolné zvolenym bodem na sestrojené zakladni kiivce nebo mimo ni;
¢) je spolecnym bodem dvou sestrojenych zdakladnich krivek;

d) jelibovolné zvolenym bodem lezicim mezi dvema sestrojenymi body.

Definice 3. Kruznici povazujeme za sestrojenou, jestlize plati Definice 1., Definice
2.(b), jeji stred je sestrojenym bodem a jestlize je jeji polomér dan dvojici riznych
sestrojenychbodii. Rikame, Ze primku lze sestrojit, plati-li Definice 2.(a),(b),(c) a jsou-

li sestrojené dva body, které ji urcuji.

Jak jiz bylo feceno vySe, Eukleidovskymi konstrukcemi rozumime takové
konstrukce, které lze sestrojit pomoci kruzitka a pravitka, tedy takové, které se
sestavaji z kruznic a primek. Pokud vypustime vSechny kruznice az na jedinou
a ponechame vSechny pfimky, nazveme tyto konstrukce Steinerovymi. Konstrukce, ve
kterych vyuzivame pouze kruznice, nazveme Mascheroniovymi [6]. Pomoci takovych
konstrukci samoziejmé nemlzeme sestrojit kazdy geometricky tutvar, dle Definice

2.(d) vSak budeme takovy ttvar povazovat za sestrojeny.
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3 Mascheroniho konstrukce

3.1 Pocatky

Pocatky konstrukce geometrickych utvarG pomoci kruzitka a pravitka sahaji
az do starovékého Recka, kde vznikaly prvni $koly a kde se rozvijelo zkoumani
geometrie jako védy. Do té doby se geometrické konstrukce vyuzivaly predevsim
ve stavebnictvia zeméd¢€lstvi k praktickym uceliim. TehdejSimi prikopniky byli
napt. Thales z Milétu, Pythagoras ze Samu, Platon nebo Eukleidés. Tito i ostatni
védci ze starovékého Recka polozili zaklady matematiky takové, jak ji zname dnes,
véetné ustanoveni zakladnich definic a postulati. Z této doby pochazi i série
nevyfesenych problému, které zname jakoTti klasické problémy antické matematiky
— trisekce thlu (rozdéleni libovolného uhlu nati shodné casti), kvadratura kruhu
(sestrojeni Ctverce o stejném obsahu, jako mé zadany kruh) a duplikace krychle
(také zdvojeni krychle, sestrojeni hrany krychle, kterd méa dvojnasobny objem nez
krychle dand). Je dokdzano, ze ani jeden z téchto problémil nelze v eukleidovské

geometrii vytesit [12].

V pozdéjsich staletich se konstrukce geometrickych utvarti dale vyvijeji a s tim,
jak zaCind byt geometrie jasnéj$i, se zaCind objevovat i snaha o nalezeni
elegantnéjsSich feSeni jiz zndmych konstrukei, pii kterych bude tfeba pouzit méné
nastrojii a samoziejme i mensi pocet krokl. Prvni takovéa systematickd snaha se
objevuje v 10. stoleti v Persii, kde matematik Abul Wefa popsal konstrukce
pomoci pravitka a takzvaného pevného kruzitka, které nemeénilo své rozpéti, a bylo
tedy mozné rysovat pouze kruznice o témze polomécru. Dilkazy spravnosti
nékterych jeho konstrukci jsou vSak naroc¢né, ackoli genidlni, proto je zde nebudu

uvadét.[3]

Pevné kruzitko se vSak objevuje v konstrukcich i v pozdé¢jSich letech. Pro
predstavu zde uvedu dvé takové konstrukce pomoci pevného kruzitka. Prvni z nich
bude jednoduchakonstrukce stiedu usecky o libovolné délce. Pokud je usecka delsi

nez polomér kruzitka, postupnym vynasenim polomért ji zkracujeme do bodu, kdy
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se nam kruznicové obloukyprotnou. Poté tyto pruseciky spojime, ¢imz nam vznikne

stied tsecky. Stale vSak v této konstrukci vyuzivame ptimek.

—

——t

_—t
L]

Obrazek 1: Sestrojent stredu usecky

Druhou konstrukci bude sestrojeni rovnobézné piimky libovolnym bodem P.
Nejprve sestrojime kruznici se stfedem v bodé P, kterd nam protne danou
pfimku v bodé¢ A.V tomto bod¢ sestrojime dal$i kruznici, jenz protne danou
pfimku v bod€¢ B. Nasledné¢ zabodneme kruZzitko do bodu B, kruZznicovy oblouk
protne prvni kruznici v bod¢é C. Tentobod spolecné s bodem P jednoznaéné urcuje

rovnobéznou piimku s ptimkou zadanou [3].

Diikaz.

Diikaz je zjevny: AP || BC,|AP| = |BC| = AB || PC (kosocCtverec).

Obrazek 2: Sestrojeni rovnobézné primky
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Tato metoda sahd az do roku 1574, ale v prabéhu historie je stile

znovuobjevovanaa povazovana za novou [3].

DalSimi, ktefi experimentovali s pevnym kruzitkem, byli renesan¢ni matematici,

jakonapftiklad i Leonardo da Vinci [3].

Vyjimecné pojednédni o konstrukcich za pomoci pravitka a pevného kruZzitka vSak
pochazi az z roku 1673, kdy dansky geometr Georg Mohr vydava nejprve
anonymné¢ v Amsterodamu dilo Compendium Euclidis Curiosi, které¢ jako prvni
ptelozil anglicky hydrograf Joseph Moxon. V roce 1694 publikuje Anglican William
Leybourn knihu nazvanou Pleasure with Profit, kde uvadi konstrukce pomoci

pevného kruzitka jako formu matematické hry [3].

V 19. stoleti francouzsky matematik Jean Victor Poncelet vydava tvrzeni o tom, Ze
kazda geometrickd konstrukce sestrojitelna pomoci kruzitka a neoznaceného pravitka
je uskutecnitelnd pouze s pevnym kruzitkem a pravitkem. Pozd¢ji toto tvrzeni pevné
stanovi Svycar Jacob Steiner. Tento zavér vyplyvé z jejich zajimavé ukazky, ze kazda
konstrukce pomoci kruzitka a pravitka je téz sestrojitelnd pouze pravitkem, pokud je
v rovin€ dana kruznice a jeji stfed — takové kruznici se pak podle jejich objevitelt fika
Poncelet-Steinerova kruznice. Pozdéji ve 20. stoleti bylo dokdzano, ze ani tato
kruzniceneni potieba, sta¢i pouze libovoln¢ maly kruznicovy oblouk spolu se stfedem

puvodni kruznice [3].

Mnoho matematikii poté zkoumalo konstrukce pomoci pravitka v rlznych

obménach.

Svét geometrie vSak obohatil v roce 1797 az Lorenzo Mascheroni, italsky geometr,
ktery ve svém dile La Geometria del compasso dokézal, Zze kazdou konstrukci
pomoci kruzitka a pravitka Ize provést pouze pohyblivym kruzitkem. Samoziejmé az
na rovné linie, jako je pfimka nebo uUsecka, které ale povazujeme za sestrojené, pokud
jsou sestrojené jako pruseciky dvou kruznicovych oblouk alespont dva jejich body.
Jak se pozdéji (1928) zjistilo, to samé jiz v roce 1672 dokazal Mohr ve svém dile

Euclides Danicus, které bylo znovuobjeveno danskym studentem v antikvaridtu [3].
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3.2 Lorenzo Mascheroni

Narodil se roku 1750 rodin¢ bohatého sedldka v Bergamu (Italie). Plivodni zdmér
byl,ze se stane knézem, na kterého byl také ve svych 17 letech vysvécen, od roku 1778
vSak za€ina ucit, a to nejprve rétoriku, nasleduje fyzika a matematika. Roku 1786 se
stava profesorem na univerzit€ v Pavii, kde vyucuje algebru a geometrii. Pozdéji zde
dosdahne na post rektora univerzity. Jednim z jeho prvnich uspéchlii byl vypocet
Eulerova c¢isla na 32 desetinnych mist, které publikoval v dile Adnotationes ad
dilem se stala roku 1797 kniha La Geometria del compasso, ve které publikoval své
nejznaméjsi tvrzeni o konstrukcichpomoci kruzitka. Za svij ptinos ziskal Mascheroni i

spoustu ¢estnych ocenéni a ve své dobé byl velice uznavanym [13].

3.3 Georg Mohr

Narodil se roku 1640 v Copenhagenu (Dansko). Ackoli byl jeho otec
obchodnikem, byl Mohr vychovavan pravé ke studiu matematiky. Roku 1662 tak
vyrazi na studia matematiky, nejprve do Nizozemska, nasledné do Francie, Anglie, ale
nakonec se vraci zpét do rodného Danska. Ve své dobé nebyl pfili§ znamy, a to také
proto, ze se jeho knihaEuclides Danicus (1672) ztratila a svého uznani dosahla az roku
1928, kdy byla znovuobjevena v antikvariatu a pielozena do némciny. Pravé v tomto
dile Mohr dokazuje, ze kazda konstrukce sestrojitelna pomoci kruzitka a pravitka je
sestrojitelna pouze za pomoci kruzitka. Jeho dikaz je tak o 125 let starSi nez

Mascheroniho [14].

Otazkou zlstava, zda Mascheroni mohl pfi svém vyzkumu narazit na Mohriv
dikaz a zda se jim mohl inspirovat. Oba se ale vydavali jinym smérem, tudiz je
pravdépodobné,ze oba tyto poznatky vyvodili nezévisle na sob¢. Jelikoz se Mohrovo
dilo objevilo azv pozd¢jsi dobé¢, vétsinu zasluh si pripsal pravé Mascheroni a jsou po
ném tak konstrukce pomoci kruzitka pojmenovany. Protoze jsou vSak vysledky obou

geometrl nezavislé, nazyvame je nékdy Mohr-Mascheroniho.
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3.4 Mascheroniho konstruk¢ni problémy

Lorenzo Mascheroni pfiSel s péti pozoruhodnymi konstrukcemi, kterym se
buduv této kapitole v€novat [3]. Prvni tfi jsou povazovany za vyznamnéjsi, proto je

uvadim oddélené.

Nékteré z téchto konstrukei 1ze sestrojit jednoduseji neboli miizeme pii nich pouzit

mensi pocet krokti. Takovym feSenim ddm ptfednost pfed Mascheroniho.

Slavnymi problémy, kterymi se Mascheroni zabyval, bylo nalezeni stfedu mezi
dvéma zvolenymi body, nalezeni stfedu zadané kruznice a tzv. Napoleoniv problém,
ktery spoCivd v nalezeni vepsané¢ho Ctverce do zvolené kruznice. DalSimi dvéma
zajimavymi konstrukcemi jsou pak sestrojeni ctverce, ktery je zaddn jednou jeho

stranou, nebo Ctverce, ktery je zadan jednou jeho thloptickou.

3.4.1 Problém — nalezeni stfedu mezi dvéma zvolenymi body

Reseni.

Nejprve narysujeme dvé kruznice o poloméru A4, které budou mit stfedy v bodech
A (kruznice k) a B (kruznice [). Jeden z téchto prasecikli oznacme C.
Ponechamev kruzitku stejny polomér a narysujeme nejprve kruznici se sttedem v bodé
C, prusecik této kruznice s kruznici [ oznaéme D; poté se stftedem v bod¢ D, prusecik
této kruznices kruznici [ oznaéme E. Bod E naleZi poloptimce AB. Usetka AE je
dvojnésobkem tusecky AB. Vezmeme nyni do kruzitka vzdalenost AE a sestrojime
kruhovy oblouk se sttedemv bod¢ E. Ten nam protne kruznici k v bodech F a G.
Nyni vezméme do kruzitka vzdalenost AB a narysujme dvé kruznice se stredy
v bodech F a G. Tyto oblouky se protnou v zadaném bodé A a v bodé¢ H, ktery je
hledanym sttedem mezi body A a B.
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Obrazek 3: Nalezeni stiedu mezi dvema zvolenymi body

Diikaz.

Dtikaz mtizeme provést pomoci dvou rovnoramennych trojuhelnikl tvofenych vrcholy
AFH a AFE, které maji spoleCny thel pii zédkladné¢ FAE, a proto jsou podobné.
Vzdélenost AF je polovinou AE, z toho vyplyva, ze AH je tedy polovinou AB.

3.4.2 Problém — nalezeni stredu zadané KruZnice

Mascheroniho feSeni je prilis komplikované, nicméne v mnoha starsich publikacich

se objevuje snazs$i feSeni neznamého autora, které zde uvedu.

Resen.

Necht' A je jakymkoli zvolenym bodem leZicim na zadané kruznici. Narysujme
nynilibovolny kruznicovy oblouk se sttedem v bod€¢ A (kruznice k), ktery ndm protne

zadanou kruznici ve dvou bodech — B a C. Vezméme do kruzitka polomér AB

a sestrojme kruznicese stiedy v bodech B a C. Ty se protnou v bod¢ D. Nyni se
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sttedem v tomto bod¢ narysujeme kruznici, ktera prochézi bodem A a protne
kruznici k v bodech E a F.Vezméme do kruzitka polomér AE a sestrojme dvé
kruznice postupné se stfedy v bodech E a F. Ty se protnou uvniti zadané kruznice

v bod¢ G, ktery je zaroven jejim stfedem.

Obrazek 4: Nalezeni stiedu zadané kruznice

Diikaz.

Diikaz je obdobny jako u ptredchoziho ptikladu. Mame zde dva rovnoramenné
trojuhelniky s vrcholy v bodech DEA a GEA, které maji spoleény uhel EAG, a proto
jsou podobné. Také trojuhelniky AGB a ABD jsou jisté podobné, nebot’ maji

spole¢ny uhel u vrcholu A a jsou rovnoramenné. Musi tedy platit:
AG : AB = AB : AD.

Predpokladejme nyni stied kruznice O. Trojuhelniky AOB a ABD jsou
rovnoramenné se spole¢nym uhlem u vrcholu 4, tedy jsou podobné. Obdobné musi

platit nasledujici:
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A0 : AB = AB : AD.

Aby ziistal pomér zachovan, musi platit, ze AG = A0, G je tedy stfedem zadané

kruznice.

Uvedu zde jesté jeden zajimavy dikaz, a to s vyuzitim kruhové inverze. Pro tento typ
dikazu budu uvazovat stejny postup konstrukce, jako u ptredchazejiciho, s tim
rozdilem, ze prvni narysovana kruznice ma mensi polomér nez zadana. (Dukaz je

vSak pro oba pfipady totozny, tento obrazek vyuzivam pouze pro vétsi piehlednost.)

Definice. Kruhova inverze urcena kruznici k(S;r) je zobrazeni roviny do téze

roviny, které kazdému bodu X + S priradi X' timto zpiisobem:

1. X e— SX,

2. ISX|-ISX’| = r2.[15]

Obrazek 5: Nalezeni stiedu kruznice — kruhova inverze
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M¢jme tedy kruhovou inverzi urenou kruznici se sttedem v bodé¢ A. Budeme se

snazit dokézat, ze bod G je v této kruhové inverzi obrazem bodu A.

V obrazku vidime dva rovnoramenné trojihelniky: ADB a BAG. Uhel DAB je
shodnys uhlem GAB, a protoze jsou trojuhelniky rovnoramenné, musi se shodovat
i s thly ABGa ADB. Proto jsou tyto trojuhelniky podobné. Na zéklad¢ podobnosti
téchto trojuhelnikd musi platit vztah:

|AD| _ |AB|
|AB| ~ |AG|”

Po tprave (roznasobeni rovnice jmenovateli) vyplyva:
|AD| - |AG| = |AB|? = r2.

Proto je bod D inverznim k bodu G, ktery je stfedem hledané kruznice.

3.4.3 Problém — také znam jako Napoleoniiv problém - rozdéleni
kruznices danym stfedem na ¢tyri shodné ¢asti neboli najit vrcholy vepsaného

¢tverce

Resent.

Zvolme bod A nalezici zadané kruznici se stfedem O. Vezmeme do kruzitka
polomér zadané kruznice a zabodneme kruzitko nejprve do bodu A, jeden priisecik
obou kruznic ve zvoleném sméru ozna¢ime B. Stejny postup opakujeme postupné
se stfedy v bodechB a C, sestrojime tak body C a D. Se stiedy v bodech A a D
nyni sestrojme kruznice o poloméru AC, jejich prisecik vné kruznice oznacme
E. Déale vezmeme do kruzitka polomér OF a zabodneme do bodu A. Vznikla

kruznice nam protne plvodni v bodech F a G. Body A,F,D a G tvoii vrcholy

vepsaného Ctverce [16].
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Obrazek 6: Napoleoniiv problém

Diikaz.

Dtikaz provedeme numericky. Ozna¢me r polomér zadané kruznice. Z Euklidovy

véty o odvésné pro trojuhelnik ACD plyne:

|AC| = Er - 2r = /3 = |AE|.

Z Pythagorovy véty pak pro trojuhelnik AOE vyplyva:
|OE| = V3r2 —r2 = r\2 = |AF|.

Body A, F, D, G tvoti vrcholy vepsaného c¢tverce.

Napoleon Bonaparte zadal tuto tlohu Mascheronimu, nebot’ byl fascinovan
geometrii, coz mélo vyznam i pro jeho vojenské uspéchy. Ve své dobé velice
obdivoval a podporoval francouzské matematiky. Jednim z jeho velice dobrych
ptatel byl i GaspardMonge (otec deskriptivni geometrie). Zaslouzil se také o rozvoj
vzdélani v oblasti matematiky. Napoleon a Mascheroni se stali piateli v roce 1796,
kdy obsadil severni Italii. O rok pozd€ji Mascheroni publikuje své dilo o

konstrukcich pouze kruzitkem. Traduje se, Ze roku 1797 Napoleon ptedvedl
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Mascheroniho konstrukéni feSeni dvémavyznamnym matematikim, kterymi byli
Joseph Louis Lagrange a Pierre Simon de Laplace (oba se ftadi mezi
nejvyznamnéjsi matematiky viibec, zvIasté pak v oblasti matematické analyzy). Ti

byli pry tak ohromeni, Ze prohlasili:

»Generale, cekali jsme od Vas vse kromé lekce v geometrii.* [3]

Napoleontv problém pozdé&ji vytesil i jisty Fitch Cheney, ktery pfisel s feSenim

zahrnujicim pouze pét krokt namisto Mascheroniho Sesti.

Cheneyeho reseni. [17]

Zvolme bod A na dané kruznici se sttedem v bod¢ O. Nejprve sestrojime
kruZznici sestfedem v bod¢ A, kterd bude prochazet bodem O. Jeden z priisecikl
obou kruznic ozna¢me B. Dale sestrojime kruznici se stfedem v tomto bod¢,
ktera bude prochazet bodem A. Priusecik této a dané kruZznice oznacime C,
prusecik s kruznici, kterou jsmesestrojili v predchozim kroku, oznac¢ime D. Nyni
sestrojime kruZznici se stfedem v bod¢ C prochazejici bodem A, kterd ndm protne
danou kruznici v bod¢€ E. Dale sestrojime kruznici se sttedem v bod€ D, ktera
prochdzi bodem O. Prusecik s ptfedchozi kruznici oznaéme F. Nakonec
sestrojime kruznici se stfedem v bodé B prochéazejici bodem F. Priseciky
s danou kruznici ozna¢ime G,H. Body B,H,E,G tvofi vrcholy vepsaného

Ctverce.
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Obrazek 7: Cheneyeho reseni — Napoleoniiv problém

Diikaz.

Diikaz vedeme dvéma sméry. Nejprve bod E, ten lezi na piimce OB, Gsecka BE

tedy tvoii thlopficku hledaného ¢tverce. Pokud oznac¢ime polomér kruznice 7,

plati, Ze:

|BE| = 2r.
Dale budeme vychazet z rovnoramenného trojuhelniku CDF, ve kterém plati:
IDF| = 0D| = |CF| =13,

to plyne naptiklad z toho, ze AC je dvojnasobkem vysky rovnostranného
trojuhelniku AOB o stran¢ délky r. V trojuhelniku CDF je usecka BF vyskou,

kterou tedy z Pythagorovyvéty mizeme vypocist nasledovné:

|BF| = \/IDF|? — |BD|? = y/3r? —r2 = r/2 = |BH| = |BG|
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Pokud tedy toto plati v trojihelniku BHG a zaroven je piepona rovna 2r, plati
Pythagorovavéta a tento trojuhelnik je pravouhly s pravym uhlem u vrcholu B,
abody G a H tvotipramér kruznice (Thaletova véta). Jelikoz bod E lezi na piimce

BO, je i trojuhelnik EGH pravouhly, a tedy body B, H, E, G tvoii ¢tverec.

3.5 DalSi Mascheroniho konstruk¢ni problémy

3.5.1 Sestrojeni ¢tverce, pokud je zadana jedna jeho strana. [3]

Resent.

Necht’ jsou dany body A4, B, které tvoii jednu stranu ¢tverce. Nejprve sestrojime
kruznicese stiedy v bodech A (kruznice k) a B (kruznice ) a polomérem AB,
pruseciky téchto kruznic oznacme C,D. Déle sestrojime kruznici se stiedem v
bod¢ C o poloméru AB, prisecik s kruznici | oznaéme E, obdobné sestrojime
kruznici se stfedem v bodé¢ E o poloméru AB a prisecik s kruznici [
oznacime F. Nyni sestrojime dvé kruznicese stiedy v bodech 4 a F o poloméru
AE, jeden z jejich prasecikli oznaCime G. Nakonec vezmeme do kruzitka
vzdalenost BG a sestrojime postupné dvé kruznice, se sttedem v bodé B, jeji
prisecik s kruznici k oznacime H, se stiedem v bod¢ A, jeji prisecik s kruznici [

oznacime I. Body 4, B, H, I tvoii vrcholy hledaného ctverce.

Obrazek 8: Konstrukce ctverce o strané dané délky
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Diikaz.

Oznacme S stied useCky AB a r polomér kruznice k a [ neboli velikost usecky
AB. Trojuhelnik ABC je jist¢ rovnostranny, nebot' délky jeho stran jsou poloméry
kruznic k,l. Pak vzdalenost CS je rovna velikosti vysky tohoto trojuhelniku, tedy
z Pythagorovyvéty plati:

2
|CS|=\/|BC|2—(|AZ—B|) = 2=y

4 2

Dale plati:

ICF| = \ICSE +[FSI? = 2=+ = V3 = |FG].

BG je vyskou rovnoramenného trojuhelniku AFG, tedy:

IBG| = /IFGIZ — |BFIZ = V3rZ — 12 = V2 = |BH| = |Al|,

¢imz je dokazano, Zze BH i Al maji skute¢né velikost thlopficky ¢tverce. Navic

vime,ze |AB| = |AH| = |BI|, tedy i |HI| = |AB|. ABIH je &tverec.
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3.5.2 Necht’ jsou v roviné dany dva body A a B. Naleznéte body C,D a

wrw

sestrojte ¢tverec A BCD tak, aby tiseCka A B byla tihlopfickou tohoto ¢tverce.

3]

Resent.

Nejprve sestrojime vychozi kruznici k se sttedem v bod¢ B prochézejici bodem A.
Déle na tuto kruznici vynaSime kruhové oblouky o poloméru AB postupné se
sttedy v bodé¢ A (kruznice 1), prusecik ozna¢me C, poté se stiedem v bod¢ C,
pruse¢ik oznac¢me D, nakonec se sttedem v bod¢ D, prusecik oznaéme E. V
dal$im kroku sestrojime dvé kruznice se sttedy v bodech A a E o poloméru AD.
Jeden jejich prasecikii oznacme F. Nyni vezmeme do kruzitka polomér BF
a sestrojime kruznici se sttedem v bod¢ F. Prisecik této kruznice s kruznici [
oznac¢me G. Nakonec sestrojime dvé kruznice se sttedyv bodech A, B o poloméru
BG. Jejich pruseciky oznaéme H,I. Spolu s body A a B tvoii vrcholy hledaného
Ctverce, AIBH.

Obrazek 9: Konstrukce ctverce o uhlopricce dané délky
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Diikaz.

V tomto diikazu vyuzijeme Apolloniovu vétu, kterd ma toto znéni:
Definice. Necht je dan trojuhelnik ABC, ve kterém pro délky stran plati:
|AB| = c, |BC| = a, |AC| = b.

Dale necht't. je téznice na stranu c. Pak plati:

2b? + 2b% — ¢?
t, = 7 .

Oznaéme |AB| = aV/2. Trojuhelnik AEC je pravouhly s pravym uhlem u vrcholu

C (z Thaletovy véty). Plati:

ICE| = \/TAE|Z — JAC|Z = \/(Za\/i)z — (av2)" = a6 = |EF|.

Trojihelnik AEF je rovnoramenny s rameny |AF| = |EF|, pro délku vysky FB tak
plati:

IFB| = \/[EFI? — |BE|? = \/(ax/é)z —(av2)" = 2a = |GE].

Nyni mame trojuhelnik AEG, ve kterém zndme délky vSech stran, GB je

téznici, z Apolloniovy véty tedy vyplyva:

2 2_ 2
|GB| = \/w = a = |BH| = |BI| = |AH| = |Al|.

Navic thlopticka AB spliiuje jakozto pfepona Pythagorovu vétu pro oba trojithelniky

AIB a ABH, tedy AIBH je Ctverec.
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3.6 Dulezité konstrukce

3.6.1 Je dina usecka AB a bod C, ktery na ni neleZi. Sestrojte bod D tak, aby

byl obrazem bodu C v osové soumérnosti podle pfimky AB. [1]

Reseni.
Nejprve sestrojime kruznici se sttedem v bodé A, kterd prochézi bodem C. Nyni

sestrojime kruZznici se sttedem v bod¢ B opét tak, aby protinala bod C. Nové vznikly

prusecik ozna¢ime C'. Bod C' je obrazem bodu C v osové soumérnosti podle AB.

Obrazek 10: Osova soumérnost

Diikaz.

|AC| = |AC'|,|BC| = |BC'|. Usetka CC' je kolma na piimku AB. Bod C’ je tedy

obrazem bodu C.
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3.6.2 Jedana usecka AB. Najdéte bod C tak, aby piimka AC byla kolma na AB. [7]

Reseni.

Sestrojime dvé kruznice postupné se stfedy v bodech A a B o poloméru rovném
vzdalenosti bodit A a B. Jeden z priisecikli téchto kruznic ozna¢me O. Nyni vezmeme
do kruzitka stejny polomér a sestrojime kruznici se stfedem v bodé 0. Dale postupné
sestrojime dva kruhové oblouky, které protnou tuto kruznici s opét stejnym
polomérem, nejprve se sttedem v bod¢ A, prusecik oznaéme X, poté se stiedem v bode

X, prusecik ozna¢me C. Pfimka AC je kolma na piimku AB.

Obrazek 11: Konstrukce kolmice v daném bodé
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Diikaz.

Bod C je obrazem bodu B ve stitedové soumérnosti se sttedem O. Zaroven je obrazem
bodu A v osové soumérnosti s osou danou body X0; X0 je rovnobézna s ptimkou

AB.Ptimka AC je tedy kolma na piimku AB.

3.6.3 Je dana libovolna kruzZnice se stfedem v bodé O a polomérem r. Zvolte

bod A a zobrazte ho v této kruhové inverzi. [19]

Reseni.
Nejprve sestrojime kruznici se stfedem v bod€ A prochézejici bodem O. Ta ndm protne
danou kruznici ve dvou bodech, E a E’. Nyni se stfedy v téchto bodech sestrojime dvé

kruznice prochézejici bodem O. Druhy z priisecikii oznacme B. Bod B je obrazem

bodu A v této kruhové inverzi.

Obrazek 12: Kruhova inverze

29



Diikaz.

JelikoZ body E a E' maji stejnou vzdalenost od bodu A, maji i stejnou vzdalenost od
boduB a 0, tedy body A4,B a O lezi v jedné piimce. V této konstrukci vznikly dva
rovnoramenné trojuhelniky: OE'A a BOE'. Velikost uhlu AOE’ je rovna velikosti
uhlu BOE', proto jsou tyto trojahelniky podobné a miizeme fict, Ze plati:

|A0|  |OE’|

|0E"| — |BOI'
Po roznasobeni rovnice jmenovateli ziskame tuto rovnost:

|AO| - |BO| = |OE’|? = r?,

coz je definice kruhové inverze. Proto je bod B obrazem bodu A v této kruhové inverzi.

3.7 Mascheroniho tvrzeni (nékdy také Mascheroniho véta)

Véta 1. Kazdou Eukleidovskou konstrukci, tedy konstrukci sestrojitelnou za pomoci
pravitka a kruzitka, lze sestrojit pouze kruzitkem. Neboli kazda Eukleidovska

konstrukceje zaroven Mascheroniovska. [5]

Zkusme se nyni podivat na dikaz této véty. Samoziejmé nemizeme ukazat kazdou
Eukleidovskou konstrukei, nebot’” takovych konstrukei je nekone¢né€ mnoho. Miizeme
vsak fici, ze kazdd Mascheroniovska konstrukce vyhovuje Definici 1, 2 a 3. Problém

nastava u bodu c¢), Definice 2. Ten si nyni rozdélime na tii ptipady [5]:
1. Bod poklddame za sestrojeny, jestlize nélezi pruseciku dvou sestrojenych
kruznic.
2. Bod poklddame za sestrojeny, jestlize nalezi pruseciku kruznice a piimky
jednoznacéné uréené dvéma sestrojenymi body.
3. Bod poklddame za sestrojeny, jestlize nalezi praseCiku dvou piimek

jednoznaénéurcenych dvéma dvojicemi sestrojenych bodd.
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Prvni bod je evidentni, takze se budeme zabyvat jenom body dva a tfi, pfi¢emz
bod dva si rozdélime na dva ptipady: pfimku mame ur¢enou dvéma libovolnymi body,
pficemz ani jeden nesplyva se sttedem kruznice; a ptipad, kdy je pfimka uréena

sttedemkruznice a libovolnym bodem.

Nyni se mizeme vrhnout na jiz vySe zminéné dilkkazy toho, Ze bod muizeme

pokladatza sestrojeny za danych podminek.

3.7.1 Bod je priseikem kruzZnice k se stifedem S a primky p, ktera je

jednozna¢néurcena dvéma body — 4, B.

Resent.

Vyuzijeme osové soumérnosti podle piimky p. Nejprve sestrojime kruznici se
sttedem v bodé¢ A a polomérem SA, dale pak kruznici se stiedem v bod¢ B
a polomérem SB. Prisec¢ik téchto kruznic oznaéme S'. Bod S’ je obrazem bodu S v
osové soumérnosti s osou p. Nyni zvolime na ptvodni kruznici k libovolny bod F.
Podobné jako stfed S, zobrazime tento bod v osové soumérnosti s osou p —
sestrojime kruznici se stfedem v bodé¢ A prochéazejici bodem F, dale pak
sestrojime kruZznici se stfedem v bodé Bprochézejici bodem F. Tyto kruznice se
protnou pravé v bodé F, druhy priseéik oznaéme F'. Pokudnyni sestrojime kruZnici se
sttedem v bodé S’ prochazejici bodem F’, vznikne nam kruznice, ktera je obrazem
kruZnice k v osové soumérnosti s osou p. Ozna¢me ji k'. Pruse¢iky kruznic k a k'

oznac¢me K, L. Tyto body jsou praseciky ptimky p s kruznici k.
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Obrazek 13: Pruseciky kruznice a primky dané dvema body

Diikaz.

Jak jiz bylo zminéno na zaCatku, celd konstrukce je vlastné vyuzitim osové
soumérnosti podle ptimky AB. Body K, L jsou pak v této soumérnosti samodruzné,

tedy lezi na ptimce AB.

3.7.2 Bod je prusecikem kruZnice k se stftedem S a pfimky p, ktera prochazi

zaroven body Bi S, B + S.

Reseni.
Nejprve sestrojime kruznici se sttedem v bodé B tak, aby protnula danou kruznici ve
dvoubodech, které oznacime A4, A’. Body A a A’ netvoii polokruznici. Déle sestrojme

kruznice se stiedy v bodech A a A’ a polomérem SA. V dalsim kroku sestrojime kruznici

se sttedemv bodé S a polomérem AA’, kterd nam tyto dvé kruZnice protne v bodech C,
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C'. Se stiedy v téchto bodech opiSeme kruznice o poloméru CA’. Pruseéik téchto
kruznic ozna¢me D. Nakonec sestrojime kruznici se sttedem v bodé¢ C o poloméru
SD. Vznikl¢ prisecikys ptivodni kruznici jsou hledané praseciky kruznice k a ptimky

p, oznatme M, N.

N

Obrazek 14: Priseciky kruznice a primky dané bodem a stredem kruznice

Diikaz.
K dikazu vyuzijeme lichobéZniku CC'A’A. Oznatme H stied usecky SC'.
Dvojitym pouzitim Pythagorovy véty pro trojuhelniky CHA' a SHA' dostavame tuto
rovnost:
|CA'|1?2 = |CH|? + |HA'|?> = |CH|* + |SA'|?> — |SH|?.
Ozna¢me dale |SA| = |SA'| =r, |AA'| = |SC| = |SC’| = a. Chceme tedy dokazat, Ze:
|CM|? = r? + a? (z trojihelniku CSM).
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Vime, Ze plati:

ISH| = 2, |CH| = >
2% 2%

tedy Ze:
|CD|? = |CA'|? = 1% + 2a2.
|SD|? = |CD|? — |CS|?> =% + 2a? — a? =r? + a?.
Jelikoz |SD| = |CM|, je konstrukce dokazana.

3.7.3 Je priise¢ikem dvou ruznobéZnych primek p a q, které jsou jednoznac¢né

urcéeny dvojicemi bodi AB a CD.

Resent.

konstrukce obrazu bodu v kruhové inverzi a Mascheroniho nalezeni stfedu dané
kruznice.Méjme tedy v rovin€ body A, B, C, D. Nejprve sestrojime kruznici se sttedem
v bodé¢ 0, kterd bude mit libovolny polomér. Bod 0 volime tak, aby nelezel na zadné z
danych pfimek. Dale zobrazime body A,B,C i D v kruhové inverzi s kruZnici se
sttedem v bod¢ 0. Vzniknou nam tak obrazy téchto bodt A’,B’,C’, D'. Piimka AB
se tedy zobrazi na kruZnici prochazejici body A" a B’ a stfedem kruznice O,
analogicky se pfimka CD zobrazina kruZnici prochazejici body C' a D' a stfedem
kruznice 0. Dle Mascheroniho konstrukcesestrojime stfedy téchto kruznic a oznacime
je E, F. Nyni sestrojime kruznice se stfedyv téchto bodech tak, aby prochézely bodem
0. Kruznice se protnou pravé v tomto bod¢ O, druhy prisecik obou kruznic
ozna¢me Y. Nyni uz zbyva jen sestrojit obraz boduY v kruhové inverzi s pivodni
kruznici se stfedem v bodé¢ O. Vznikly obraz oznaéme X. Bod X je hledanym

prisecikem ptimek AB a CD.
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Obrazek 15: Prisecik primek danych dvema dvojicemi bodi

Diikaz.

Tato konstrukce znacné vyuzivala kruhové inverze — té vyuzijeme i v tomto dikazu.
Oznac¢me nejprve praseCiky fidici kruznice s kruznicemi prochdzejicimi body
A'B'0O a C'D'0 v tomto pofadi S, T, Q, R. V kruhové inverzi se body naleZici priseéiku

fidici kruznice se zobrazovanou piimkou zobrazi samy na sebe — neboli jsou

samodruzné. To vyplyva z definice kruhové inverze: |SX| - |SX’| = 2, pokud tedy
bod X nalezi fidici kruznici, plati: |SX| =r, pak r-|SX’| = r2, z toho|SX'| =r.
Zaroven definice fika, Zze body X a X' lezi v jedné pfimce, neboli X = X'. Z toho
plyne, ze body Q, R nélezi ptimce C,D, stejné tak i body S, T nalezi ptimce AB.
Bod Y je prisecikem kruznic inverznich k piimkam AB a CD, tedy je inverznim
bodem k pruseciku obou pivodnich ptfimek. Pokudho tedy znovu zobrazime ve stejné
kruhové inverzi zpét na svlij puvodni vzor, bude tento obraz hledanym prusecikem
obou pfimek, plati:

|oY|-|0X| =|0Q|?> = |0S|?> = |OR|? = |OT|? = r2.
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4 Priklady

V této ¢asti uvedu nékolik piikladi fesenych pomoci kruzZitka. Ulohy jsou vybrany
tak, aby byly co nejriiznorodé¢jsi, tedy aby piispély k porozuméni Mascheroniho
tvrzeni. Ke kazdé uloze proto pfipojim také dikaz. Pokud neni uveden zdroj, je

konstrukce 1 dukaz autorska.

4.1  Na KkruZnici se stiredem O leZi body A a B. Rozdélte kruhovy oblouk A B na

polovinu. [7]

Reseni. (7 kruznic)

Nejprve sestrojime dve kruznice se stfedy v bodech 4 a B prochézejici sttedem kruznice
0. Dale sestrojime kruznici se stiedem v bodé O o poloméru AB. Priseciky téchto
kruznic oznaéme C, D. Nyni sestrojime kruznici se stiedem v bod€ C prochézejici
bodem B, dale pak kruznici se stiedem v bod¢ D prochazejici bodem A. Priisecik téchto
kruznic ozna¢me E. Nakonec sestrojime dvé kruznice se stfedy v bodech C a D
o poloméru OF. Pruseciky téchto kruznic, ozna¢ime Fa G, lezi zaroven na dané kruznici

a jsou tak naSimi hledanymi body rozd¢lujicimi kruhové oblouky na poloviny.

Obrazek 16: Rozpiileni kruhového oblouku
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Diikaz.

Body COBA a ODBA tvoii dva rovnobézniky. Dale vime, Ze body €, Oa D lezi na jedné
pfimce, stejné tak i body F, G'a O. Navic plati, Ze ptfimka €D je kolma na ptimku OF.
Ozname polomér dané kruznice R. Pak sta¢i dokazat, ze vzdalenost OF je rovna R,
tedy bod Flezi na dané kruznici. Algebraicky: v trojihelnicich COB a OBA z kosinové

véty plynou dvé rovnosti:

|CB|? = |CO|* + |0OB|?> —2-|CO| - |OB| - cos|xCOB],
|0A|?> = |0B|* + |AB|* — 2 -|0OB| - |AB| - cos|<0BA]|.

Body ABOC tvoti vrcholy rovnobézniku, v némz plati: |CO| = |AB|. Navic pro vnitini
uhly plati: |*OBA| = 180° — |XCOB|. Z toho dale také plati:

cos|XOBA| = cos(180° — |xCOB|) = — cos|xCOB]|.

Nyni oba tyto poznatky dosadime do druhé rovnice:

|0A|?> = |OB|? +|0C|* + 2-|0B| - |0C| - cos|«COB|.

Seétenim téchto rovnic dostaneme:

|CB|? + |0A|? =2-|0C|*+ 2-|0B|>.

Po dosazeni R dostavame:

ICB|? = 2-]0C|? + R2.

Dale vime, ze |CB| = |CE|, a protoZe trojuhelnik COE je pravouhly, mizeme tento
vztahdosadit do Pythagorovy véty a dostdvame:

|CB|? = |0C|? + |OE|?,
opét dosadime R a vyuzijeme rovnosti [CB|? = 2 - |0C|? + R?, dostaneme:

|OE|? = |0C|* + RZ.
Trojuhelnik COF je pravouhly, a tak zde plati Pythagorova véta:

ICF| = |CO|? + |OF |

Po dosazeni |CF| = |OE| a vyjadieni dostavame:

|OF|? = |0E|? — |OC|2.
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Dosadime do této rovnice rovnost |OE|? = |0C|? + R? a ziskame:
|OF|? = |0C|?> + R? — |0C|?, pak |OF|? = R?.

Protoze velikost useCky musi byt kladné Cislo a polomér kruznice je rovnéz vétsi nez

nulovy, miZzeme upravit na: |OF| = R. CimZ mame dokazano.

4.2 Sestrojte pravidelny pétithelnik, pokud:

a) ma byt libovolny [18],

Reseni. (7 kruznic)

Zadani vypada velice jednoduse, avSak my mame k dispozici pouze kruzitko, tudiz bude
feSeni vyzadovat trochu vice usili. Nejprve sestrojime libovolnou kruznici a jeji stfed
ozna¢ime A. Ddéle na této kruznici vyneseme bod B, ktery bude stiedem kruznice
o stejném poloméru. Takto vzniklé kruznice se protnou v bodech Ca D. Poté sestrojime
kruznici se sttedem v bod¢ C takovou, aby prochézela bodem D, oznacme k. Tato
kruznice k protne dvé plivodni kruznice v bodech, které si oznacime £ a F. Nasledné
vyneseme dva kruznicové oblouky, jeden bude mit stied v bodé £ a bude prochazet
bodem £, druhy pak opacné, tedy bude mit stfed v bod¢ Fa bude prochézet bodem E:
Tyto oblouky se protnou ve dvou bodech, ozna¢me je Ga H. Bod G poté vyuzijeme jako
stied pfedposledni z kruznic, kterd bude prochazet bodem C. Pruseciky této kruznice
s kruznici k ozna¢me /, /. Posledni kruznice pak bude mit stfed v bod¢ H a bude rovnéz
prochazet bodem C. Jeji priseciky s kruznici k£ ozna¢me L, K. Body DKJIL tvoii vrcholy

pravidelného pétithelniku.
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Obrazek 17: Konstrukce pravidelného pétivhelniku

Diikaz.

Budeme se snazit dokazat, ze pokud rozdélime pétithelnik na pét trojuhelniki
s vrcholy v bod¢ C a se zakladnami na pfislusnych stranach, budou vSechny shodné
au vrcholu C budou mit vSechny uhly shodnou velikost, tedy 360°:5 = 72°. Pro
uleh¢eni si zvolme |AB| = 1. Body ABC tvoii rovnostranny trojihelnik, ve kterém
vime, ze je vyska rovna velikosti g Z toho plyne, 7e |CD| = v/3. Oznaéme si nyni
stied Gsecky 4B jako S. V pravothlém trojuhelniku AHS pak zndme délky dvou
stran, a to |AS]| =% a |AH| = 2. Snadno tak podle Pythagorovy véty dopocitame

1 tfeti stranu, a to nasledovné:

_ 2 _ 2 — _1_v15
|HS| = \/|AH|?2 — |AS|2 = /4 i

(CH| = |HS| + |cs| = 22,
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Trojuhelnik CHK je rovnoramenny se zakladnou |KC| = |CD| = /3. Pomoci vyiky na
stranu KC si rozdélime trojuihelnik na dva pravouhlé a dopocteme velikost thlu KCH

nasledovné:

cos(XKCH) = = 0,31 = |XKCH| = 72°.

Dale pak vyuzijeme rovnoramenného trojuhelniku CJG, ve kterém plati:

V15 -3

161 = 1G]] = |DH| =~

zaroven také:
ICJ] = IKC| = V3.
Opét za pouziti vysky tohoto trojuhelniku a funkce cosinus vypocitdme:
|2GCJ| = 36°,
|xIC]| = 72°.
Body G, C, Hlezi na jedné piimce, pak plati:
|*<JCK| = 180° — |2GCJ| — |*KCH| = 180° — 36° — 72° = 72°.

Totéz bude platit i pro zbylé uhly u vrcholu C, nebot’ jsou podle osy GH symetrické.
Tedy:

|«DCL| = |<DCK| = 72°, |<ICL| = |%JCK| = 72°.

Body DKJIL tvoii pravidelny pétitthelnik.
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b) je dana kruzZnice, do které ma byt vepsan [1].

Reseni. (11 kruznic)

Na dané kruznici se sttedem v bodé O zvolme libovolny bod 4. Do kruZzitka vezmeme
polomér ptvodni kruznice neboli vzdéalenost AO. Zabodneme kruzitko do bodu
A a vyneseme tento polomér na kruznicovy oblouk v jednom sméru. Vznikne ndm tak
jako prusecik bod B. Déle si ponechame v kruzitku stejnou vzdalenost, zabodneme do
bodu B a vyneseme na plvodni kruznici dal$i prisecik, ktery tentokrat pojmenujeme
C. Tento postup zopakujeme jest€¢ jednou, zabodneme do bodu C, vyneseme dany
polomér a novy prisecik ozna¢ime D. Body A, D tvofi primér dané kruznice. Nyni
vezmeme do kruzitka vzdalenost AC a postupné se stiedy v bodech 4, D vyneseme dva
kruznicové oblouky, které se protnou blize bodu B v bod¢ E. Déle vyneseme na danou
kruZznici vzdalenost OF tak, aby byl stfed v bod¢ 4. Takto vznikly prisecik ozna¢me F.
Tento bod zaroven lezi ve stfedu bodl B, C. Ted’ vezmeme do kruzitka opét vzdalenost
puvodni kruznice neboli OF a se sttedem v bodé¢ F vyneseme na kruznici dva
praseciky, které potradé pojmenujeme G, H. Nakonec vezmeme do kruzitka vzdalenost
OE, zabodneme postupné do bodlii G a H a vyneseme dva kruznicové oblouky tak, aby
lezely v opaéné poloroviné nez OE. Takto vznikly prasecik oznac¢ime X. Vzdalenost

bodl AX je zarovenirovna délce strany vepsaného pravidelného pétiuhelniku.
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Obrazek 18: Konstrukce pravidelného vepsaného pétivhelniku

Diikaz.

Pro svoji naro¢nost nebude dikaz uveden. [1]

4.3 Sestrojte pravidelny Sestitihelnik.

a) Je dana délka jedné jeho strany.

Reseni. (5 kruznic)

Necht' jsou dany body A a B, které ndm definuji délku jedné strany Sestiuhelniku.
Nejprve sestrojime kruznice se stiedy v bodech A a B o poloméru délky AB, oznacme je
po fad€ k1, k2. Jeden z jejich prisecikli oznaéme C. Se stfedem v tomto bod¢ sestrojime
kruZznici kz tak, aby prochdzela body A4 a B. Pruseciky s kruznicemi k7a k2 ozna¢ime po

fad¢ D a F. Dale sestrojime kruznici se stfedem v bod€¢ D, kterd protne kruZnici Az
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v bod¢ E. Obdobné sestrojime kruznici se stfedem v bod¢ F, ktera protne kruznici kz

v bod¢ G. Body ABFGED tvoti vrcholy hledaného Sestitthelniku.

Obrazek 19: Konstrukce pravidelného Sestivhelniku

Diikaz.
Sestitthelnik je vepsan do kruznice k3 o poloméru délky strany AB. Vrcholy 4, B, F, G,
E'a Dném rozd¢li Sestitthelnik na Sest stejné velkych rovnostrannych trojuhelnik, ¢imz

je dikaz zfejmy.

a) Je dana kruZnice, do které ma byt vepsan.

Reseni. (4 kruznice)

Pii feSeni vyuZijeme té znalosti, kterd ndm fik4, Ze délka strany pravidelného
Sestithelniku je rovna velikosti poloméru kruznice, do které je takovy pravidelny
Sestithelnik vepsan. Jediné uskali tak muze nastat v pfipad¢, Ze nezname stfed této

kruznice. To vSak fesi jeden z Mascheroniho problémd.
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Diikaz.

Dtkaz je zfejmy, pokud vime, Ze strany vepsané¢ho Sestithelniku tvoii poloméry

kruznice, viz priklad 4.3, a).

4.4  Necht’ je dana libovolna kruZnice a na ni bod A. Sestrojte pouze za pomoci
této kruznice bod A’ tak, aby byl obrazem bodu A ve stfedové soumérnosti se

stfredem dané kruZnice. Pfedpokladiame, Ze tento stied nezname. [2]

Pozn.
Ulohu lze studentim interpretovat tak, Ze vystfihneme z papiru libovolny kruh, ktery
obkreslime, a na jeho obvodu zvolime bod A. Bod A’ pak hleddme pouze za pomoci

obkreslovani tohoto kruhu.

Reseni. (5 kruznic)

Pokud bychom znali stfed kruznice, je konstrukce jednoducha. Pouze naneseme na
kruznicovy oblouk tiikrat polomér dané kruznice. Bod A’ je pak k bodu A protilehlym
vrcholem vepsaného Sestithelniku. Zajimava je vSak konstrukce, ve které nevyuzivame
sttedd kruznic. Ozna¢me prvni kruznici k;, nyni narysujeme kruznici k,, kterd nam k;
protne v bodech A a B. Déle narysujeme kruznici k; prochézejici bodem B, druhy
prasecik s k, oznacme C. Nyni sestrojime kruznici k, tak, aby prochéazela bodem C,
prasecik s k; ozna¢me D. Nakonec narysujeme kruznici ks, kterd prochazi bodem D,
druhy prisecik s k, oznacme E, prusecik s k; bodem F. Pravé tento bod F je hledanym

obrazem bodu A , tedy F = A'.
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Obrazek 20: Stredova soumérnost

Diikarz.

K tomuto dilkkazu vyuzijeme nasledujici vlastnost. Pokud se dvé kruznice se stiedy
v bodech S; a S, o stejném poloméru protinaji ve dvou bodech A a B, tvoii usecky S; A4,
AS,, S;B a BS; kosoctverec. Tudiz jsou protilehlé strany vzijemné rovnobézné

a vSechny strany jsou stejn¢ dlouhé.

Obrazek 1: Kosoctverec
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Nyni ptejdéme k dikazu samotnému: ozna¢me sttedy kruznic kq, k,, k3, k4, ks po fadé
S$1,82,83,84,85. Zptedchazejiciho poznatku vime, ze AS; je stejné¢ dlouhd a
rovnobézna s S, B, stejné tak S, B je stejn¢ dlouhd a rovnobéznd s CS3. Totéz plati pro
CS3 a S4E, rovnéz také pro S4E a DS5, a v neposledni fadé 1 pro dvojici DS5 a S1F.
Vsechny tyto tsecky jsou tak vzajemné rovnobézné. Pokud tedy i AS; a $1F maji byt
rovnobézné, splyvaji ptimky, na kterych lezi, v jednu a jsou souhlasné. Dale vime, ze
jsou vSechny usecky stejné dlouhé, tedy bod F musi lezet na k4 a je obrazem bodu A4 ve

sttedové soumérnosti se sttedem §;, tedy F = A'.

4.5 Sestrojte uhel o velikosti 30°.

Reseni. (4 kruznice)

Zvolme v roviné body A, B. Dale sestrojime dvé kruznice se stfedy v bodech A
(kruznice k) a B o poloméru AB. Priseciky téchto kruznic ozna¢me body C, D. Dale
sestrojime kruznici se stiedem v bodé¢ € o poloméru AB, jeji prusecik s kruznici k
ozna¢me E. Nakonec sestrojime kruznici se stfedem v bodé D o poloméru AB. Prisecik

s kruznici k ozna¢me F. Vznikly uhel AFD mé hledanou velikost.

Pozn.

Jak je patrné z feseni konstrukce, je mozné thel 30° sestrojit pouze za pomoci pevného
kruzitka. Na zacatku bychom jenom zvolili body A, B tak, aby jejich vzdalenost byla
rovna pravé poloméru pevného kruzitka, coz miizeme udélat tak, Ze nejprve sestrojime
jednu kruznici, jeji stied oznacime A a libovolny bod nalezici této kruznici oznacime

B.

46



Obrazek 2: Konstrukce uihlu o velikosti 30°

Diikaz.

Oznaéme |AB|=r. Vime, Ze bod E lezi na pfimce AB, zaroven také plati, Ze
trojuhelnik EBF je pravouhly a to s pravym thlem u vrcholu F (Thalletova véta).
|EB| = 2r, |BF| = r. Velikost uhlu BEG muZeme vypocitat pomoci funkce sinus

nasledovné:

. |BF| 1
sin(XBEF) = \EB| = % =3

Z toho vyplyva, ze |XBEF| = % = 30°.

4.6  Na kruznici k se stfedem S lezi bod A. Sestrojte v tomto bodé te¢nu

k dané kruznici.

Reseni. (2 kruznice)

Nejprve libovolné zvolime na kruznici k bod B. Poté sestrojime kruznici [; se stfedem
v bodé¢ B, ktera bude prochézet bodem A. Prisecik této kruznice s kruznici k oznacime
C. Nakonec sestrojime kruznici [, se sttedem v bod¢ A prochdzejici bodem C, druhy
prisecik této kruznice s kruznici l; oznac¢ime D. Body AD jednozna¢né definuji ptimku,

kterd je téznici k dané kruznici k.
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Obrazek 23: Tecna ke kruznici

Diikaz.
Necht’ |2ASC| = 2a. Jelikoz je trojuhelnik SAC rovnoramenny, plati, Ze thly pfi jeho

zakladné jsou shodné neboli:

(180° — 2a)
- _

|<SAC| = |<ACS| = 90°—a .

Dale ze znalosti obvodového a sttedového thlu vime, Zze |XABC| = a. I trojuhelnik

BAC je rovnoramenny se zdkladnou AC, tedy obdobné plati:
a
|*BAC| =90° — ok

Z konstrukce také vidime, Ze trojuhelniky BACa ABD jsou shodné, protoze se shoduji
ve vSech tfech stranach, proto plati, ze |¥BAC| = |«BAD]|. Nakonec pak jenom

dosadime:

a a
|«SAD| = |4BAC| + |4BAD| = [SAC| = 90° = + 90° — = = 90° + a = 90°.
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Body AD tedy skutecné jednozna¢né definuji te¢nu k dané kruznici.

Z konstrukce také vidime, ze trojuhelniky BAC a ABD jsou shodné, protoZe se shoduji
ve vSech tfech stranach, proto plati, ze |XBAC| = |XBAD|. Nakonec pak jenom

dosadime:

a a
|«SAD| = |4BAC| + |4BAD| — |4SAC| = 90° = — +90° = 5 = 90° + & = 90°.

Body AD tedy skute¢né jednoznacné definuji te¢nu k dané kruznici.

4.7 Sestrojte usecku, ktera bude mit dvakrat vétsi délku (trikrat, ¢tyrikrat,

atd.) nez zvolena usecka AB. [8]

Reseni. (4 kruznice)

Nejprve sestrojime kruznici k se stfedem v bodé¢ B prochdzejici bodem A. Dale
nand$imena kruznici k kruznicové oblouky, postupné se stiedy v bodech A4, C, D;
prasecikys kruznici k ozna¢ime po fadé C,D,E. Usetka AE ma dvakrat vétsi délku
nez usecka AB. Obdobné¢ muzeme postupovat pro Usecku trojndsobné délky s tim
rozdilem, ze vychozi kruznice bude nyni se stiedem v bodé E prochazejici bodem

B. Usecka AF ma pak trojnasobnou délku nez AB. Podobné pak pro ostatni.

Obrdzek 24: Usecka dvojndsobné délky
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Diikaz.

Body A a E jsou protilehlé vrcholy vepsaného Sestitthelniku do kruznice k. Lezi
tedy v jedné pfimce a jejich vzdalenost je rovna dvojnasobku poloméru kruznice AB.

Obdobné¢ pro dalsi nasobky.

4.8  Vroviné jsou dany body A4, B, C. Rozhodnéte, zda jsou tyto body kolinearni

(lezi na jedné primce). [7]

Reseni a zaroven diikaz. (3 kruznice)

Zvolme v roving libovolny bod D tak, aby zcela jednozna¢né nelezel na piimce AB.
Nyninarysujeme kruznici se sttedem v bod€ A, kterd bude prochazet bodem D. Déle
narysujeme kruznici se sttedem v bod¢ B, kterd bude taktéz prochézet bodem D, a
jejich druhy priseéik ozna¢ime D'. Bod D’ je obrazem bodu D v osové soumérnosti s
osou AB. Pro vSechny body ptimky AB tak musi platit, ze jsou od obou bodti D a D’
stejn¢ vzdalené. Pro bod C to pak jednoduSe ovéfime tak, ze narysujeme kruznici se
sttedem v tomto bodé,ktera bude prochazet bodem D. Pokud bude na této kruznici lezet

ibod D', je bod C bodempiimky AB.

Obrazek 25: Tri kolinearni body
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Pokud body A4, B, C nejsou kolinearni, mlize tato situace vypadat napiiklad nasledovné:

Obrazek 26: Tri nekolinearni body

4.9  Vroviné jsou dany tii nekolinearni body A, B, C. Najdéte bod D tak, aby
ABCD byl rovnobéznik. [10]

Reseni. (2 kruznice)

Tato konstrukce je velice jednoducha, sklada se pouze ze dvou krokil, nicméné jsem ji
do této prace zatadila pravé proto, Ze zvlast€é mladsi zaci nejsou zvykli pracovat s
neurcitymiobjekty. Mame zde jen tfi body, zadné isecky, nesméji je spojovat a jenom
pomoci kruzitka maji najit posledni hledany bod. Je to tudiz vhodnd uloha na
formovani predstavivosti, taktéZ mize byt zajimavé, Ze jsme bez pouziti pravitka
dokdzali sestrojit rovnobéznou piimku, jak uz AD k BC nebo CD k AB. Nakonec je to
pekné ukdzka rovnobézniku a jeho vlastnosti. Konstrukce je ziejma, vyuzili jsme délek

dvou stran.

Obrazek 27: Rovnobéznik
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5 Zavér

Cilem této prace bylo podat uceleny piehled o Mascheroniho konstrukcich a
ptedvést nekolik riznorodych uloh vyfeSenych pouze za pomoci kruzitka. Jsem

presvédcena o tom, ze se mi tento cil podafilo splnit.

Praci na toto téma nebylo v ¢eském jazyce prozatim publikovano mnoho, ze
kterych bych mohla cerpat. VétSinou jsem tak vyuzivala anglicky psanych ucebnic,
¢lankl a text(. Pii hledani feSeni, ktera by obsahovala co nejmensi pocet krok,
jsem s nadSenim zjist'ovala, ze 1idé po celém svététvoii komunity a diskuzni fora,
kde tuto problematiku rozebiraji a predbihaji se v lepsich postupech a jasné¢jSich

dukazech.

V uvodu této prace jsem pfislibila, ze budu dikazy stavét tak, aby byly co
nejjednodussi. Casto jsem tak k vysvétleni vyuZivala spie véty a souvéti, nez

znac¢kya symboly, aby je mohl pochopit opravdu kazdy, kdo o n¢ vyjadii zajem.

Doufam, Ze tato prace bude slouzit nejen geometrickym nadSenciim, ale také
ucitelim, ktefi zde mohou najit spoustu zajimavych uloh, kterymi mohou obohatit
vyuku. Dale muze slouZzit studentim, ktefi se radi v geometrii zamysleji. Znalostni
uroven této prace je v kazdém piipadé vhodna pro vSechny stiedosSkoléky, ale ani

Sikovny devatdk sev ni neztrati.
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