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ABSTRAKT

Diplomova prace Modely Lobacevského geometrie a Moznosti jejich vyuziti na stredni
Skole se zabyva jednou z neeukleidovskych geometrii, Bolyai — Lobacevského geometrii.
V prvni kapitole popisuje historicky vyvoj neeukleidovskych geometrii, ukazuje nepiistupnost
jedné z publikaci vénovanych této problematice soucasnému zakovi stiedni Skoly a stru¢né
nastiiiuje vybrané sméry v didaktice matematiky, zejména konstruktivismus. Druha kapitola
je vénovana zakladnim pojmim projektivni geometrie, Bolyai — Lobacevského geometrie a
ukazuje jeji zakladni modely. Dale rozebira specifika této geometrie v Beltrami — Kleinovu
modelu, pfedevSim vzdjemnou polohu ptimek. Tato teorie je doplnéna sérii gradovanych
uloh. Tteti kapitola je vénovéana experimentu, pii kterém S touto teorii byli seznameni Zaci
stiedni $koly, kteii fesili souvisejici tilohy. Zakovskd feSeni byla zapsana a naslednd

analyzovana z hlediska konstruktivismu v didaktice matematiky.
KLiICOVA SLOVA

Bolyai — Lobacevského geometrie, rovnobézky, polara bodu ke kuzelosecce, tlohy



ABSTRACT

This thesis Models of Lobachevskij's geometry and the possibilities of their use at
secondary school focuses on one kind of non-Euclidean geometries, the Bolyai —
Lobachevskij's geometry. The first chapter describes the history of non-Euclidean geometry,
shows difficulties of understanding of one publication dedicated to these problems by current
students of secondary schools and shows some chosen methods in the didactics of
mathematics, especialy the constructivist method. The second chapter is dedicated to
elemental concepts of projective geometry, Bolyai — Lobachevskij's geometry and it shows its
basic models. It further analyses the specific features of this kind of geometry in Beltrami —
Klein's model, especially mutual positions of straight lines. This theses further contains a set
of gradual tasks. The third chapter is dedicated to the description of a didactical experiment.
In this experiment were students of secondary school acquainted with this theory and tasks,
which they solved. Student's solution were writen down and than analysed in the
constructivist methodology term in the didactics of mathematics.
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Uvod

., Je treba, aby se kazdy ucitel matematiky na stredni Skole seznamil se zakladnimi pojmy
afakty Lobacevského geometrie; vzdyt teprve ve svétle neeukleidovské geometrie se mu
objasni logicka struktura geometrie Eukleidovské, které se vyucuje na stredni skole. Také
Zaka stredni Skoly budou principy Lobacevského geometrie nejen zajimat, ale mohou mu byt

I velmi uzitecné. ** (Kutuzov, 1953, s. 5).

Poznani jinych geometrickych svétl, nez Eukleidovského, se mi dostalo az v prubehu
magisterského studia. Velmi mé zaujala tvrzeni a zavéry, které protife¢i tomu, co chapeme
jako normalni a spravné. v prubéhu studia se mi pak dostala do rukou knizka Milana Hejného
alJana Gatiala, Stavba Lobacevského planimetrie. Tato kniha byla urCena feSitelim
matematické olympiddy ana svych vice nez sto stranach postupné zasvécuje Citatele do
geometrického svéta, ktery se od toho naseho, Eukleidovského, velmi odlisuje. Milan Hejny
je sice jednim z autort Konstruktivistického pfistupu k vyucovani matematiky, ale kniha

Stavba Lobacevského planimetrie je pro soucasné zaky sttedni skoly nepfistupna.

Kniha autorti Gatial a Hejny sestava ze tii kapitol, prvni z nich obsahuje velké mnozstvi
teorie auloh, které maji pripravny charakter, nicméné se je$té nevztahuji k Bolyai—
Lobacevského geometrii. Ve druha kapitole je ¢tenafi ptiblizen historicky vyvoj geometrie.
Ve tieti kapitole jsou pak ¢tenafi predstaveny, pomoci definic, vét a gradované série tuloh, dva
modely Bolyai — Lobacevského geometrie. Kniha ptedklada Ccitateli hotové znalosti, se
spoustou odborné terminologie, ktera se v nékterych okamzicich stava nepiechlednou. v mnoha
mistech je krok mezi ulohami velmi vyrazny a K jeho pochopeni je tedy potieba delsiho

zamysleni a studia dalsi literatury.

Pii ¢teni knihy Gatiala a Hejného jsem dosSel k zavéru, ze Vv soucasné dobé je tato
publikace pro stfedoskoldka nesrozumitelnd. Proto bych se chtél vtéto praci pokusit
0 piiblizeni Bolyai — Lobacevského geometrie stiedoskolakim, anejen jim, pomoci série
gradovanych tuloh ateorie, kterou by jiz méli ovladat, rozsitené¢ 0 nc¢kolik malo novych
pojmi. Prace ma tii cile:

1. Doplnit matematické ,,skoky* v publikaci Gatiala a Hejného, ptedevsim v teorii
dvojpoméru a polary.

2. Vytvotit sérii gradovanych uloh, ktera by takto doplnény vyklad umozZnila
zaklim samostatné objevit.

3. Vyzkouset tuto teorii spolu se sérii gradovanych tloh v praxi.



vvvvv

také nekolik uryvka z knizky Hejného a Gatiala, Stavba Lobacevského planimetrie. Déle se
zabyva vybranymi didaktickymi sméry a pistupy K vyuce, pfedev§im matematiky.

Druhd kapitola této prace je vénovana zakladnim pojmim projektivni a Bolyai—
Lobacéevského geometric. Dale se vénuje Beltrami — Kleinovu modelu. Celou druhou

kapitolu prostupuje gradovana série loh, jejichz feseni je nastinéno V jejim zavéru.

Tteti kapitolu této prace tvoii didakticka ¢ast nastinujici realizaci, pribéh a vyhodnoceni

experimentu.



1 Teoreticka cast
Prvni kapitola této prace pojednava 0 vyvoji geometrického védéni, o ptfechodu od
popisu a dokazovani konkrétnich a ziejmych jevu K abstraktnimu, teoretickému poznavani

novych geometrickych svétt. Priblizuje obtiznost studia knihy Gatiala a Hejného (1969).

1.1 Historicky vyvoj neeukleidovské geometrie

Ceskych prekladi ptinesl FrantiSek Servit, 1907. Eukleidés vtomto dile utiidil veSkeré
dosavadni znalosti 0 geometrii, teorii Cisel, teorii proporci spolu s jejich dikazy. Toto dilo
zalina tfiadvaceti definicemi, péti postulity a deviti axiomy'. Axiom je tvrzeni, které je

pokladano za platné, a proto se nedokazuje.
Znéni Eukleidovych postulatu (preklad Servit, 1907, s. 2):

|. Budiz ukolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti primku.
Il. A primku omezenou nepretrzité rovnée prodlouZiti.
1. A zjakéhokoli stiedu a jakymkoli polomérem narysovati kruh.
IV. A Ze vSecky praveé uhly sobé rovny jsou.
V. A kdyz primka protinajic dvé primky tvori na téze strane vnitrni (prilehlé) uhly mensi
nez dvou pravych, ty dvé primky prodlouzeny jsouce do nekonecna ze se sbihaji na té

strané, kde jsou uhly mensi dvou pravych.

Zamérné jsem vyuzil preklad z pocatku minulého stoleti, protoze je svym staifim blize
dobé, kdy teorie, ktera bude v této praci popisovana, zaznamenala nejvétsi rozkveét, tedy
devatenactému stoleti. V soucasnosti vétSinou nepouzivame paty postulat VvV pavodnim
Eukleidové znéni, ale nékteré tvrzeni, které je s nim ekvivalentni, napiiklad v Playfairové
znéni: ,, K libovolné primce p Ize libovolnym bodem P, ktery na ni nelezi, vést V roviné urcené

primkou p a bodem P prave jednu rovnobézku.

Jak je na prvni pohled zfejmé, je paty postulat, nebo také ,postuldt rovnobéznosti*,
oproti ostatnim formulovan slozitéji. Mnoha matematikim piipadalo, Ze je S patym
postulatem néco V nepofadku. Rozhotely se proto tivahy, zda je Eukleidiiv systém axiomu

nezavisly, tedy jestli by neslo paty postulat odvodit pomoci ostatnich postulati a axioma.

! v n&které literatufe jsou postulaty zahrnovany mezi axiomy.



Vice nez dva tisice let se matematikové snazili dokézat paty Eukleidiiv postulat,
nicméné neuspesné. Prvni vyznamny prilom pii dokazovani patého postulatu piinesl italsky
matematik Giorolamo Saccheri (1667 — 1733), ktery se jej snazil dokazat sporem. Tedy
dokazat, ze neplati vyrok, ktery vznikne negaci ptivodniho vyroku. Negace vyse uvedené¢ho
tvrzeni znt: ,,K libovolné primce p Ize libovolnym bodem P, ktery na ni nelezi, vést V roviné

urcené primkou p a bodem P asporn dve nebo Zadnou rovnobézku.

Saccheri ve svém dikazu napied uspésné piivedl ke sporu moznost, ze by zadna
rovnobézka neexistovala a poté se snazil dovést ke sporu tu ¢ast negace, ve které Ize k dané
piimce vést danym bodem aspont dvé rovnobézky. Timto tvrzenim nahradil paty postulat,
zacal obezietné¢ budovat novy geometricky svét a cekal, az se zhrouti. V té chvili by tedy

dokazal, Ze neplati negace, proto musi platit piivodni vyrok.

Podle Petra Vopénky prohlasil Saccheri tento svét za znieny jiz pti prvnich naznacich
hrouceni, nacez publikoval spis Eukleides vsi poskvrny zbaveny. Ve svych zavérech se ovSem
unahlil, nicméné svou mySlenkou dikazu sporem polozil zaklad objevu neeukleidovské
geometrie (Vopénka, 2001, 840). Saccheriho myslenka podnécovala dal$i matematiky ubirat
se stejnym smérem. Nejvetsi objev ucinili v prvni poloviné devatenactého stoleti nezavisle na
sobé némecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) mad’arsky matematik Janos
Bolyai (1802 — 1860) a rusky matematik Nikolaj Ivanovi¢ Lobaéevsky (1792 — 1856).

Bolyai v roce 1825 dokoncil spis, ktery vySel roku 1832 jako dodatek ke knize jeho
otce, pod nazvem Appendix. v Kazani, kolem roku 1826 dochazi ke stejnym zavérum
Lobacevsky a v letech 1829 — 1830 v univerzitnim ¢asopisu publikuje po ¢astech svou praci
0 nacalach geometrii. v téchto pracich jiz ovSem nejde 0 dikaz spravnosti patého Eukleidova
postulatu, ale 0 konstrukci naprosto nového geometrického svéta, ve kterém je paty postulat
nahrazen pravé tvrzenim, ze: ,, K libovolné primce p Ize libovolnym bodem P, ktery na ni
nelezi, vést Vroviné urcené primkou p abodem P aspoin dvé rovnobézky.” Bolyai
i Lobacevsky ve svych pracich vystavéli stejnym zpusobem jako Eukleidés geometrické
svety, které se nezhrouti. Pfi své praci postupné dosli k zavéru, ze teorie, které ovéfovali, jsou

bezesporné a pozdéji si pIné uvédomovali, ze tvofi novou geometrii.

Také vyznamny némecky matematik Carl Friedrich Gauss se touto myslenkou zabyval
a dosel ke stejnym zavérim jako Bolyai a Lobacevsky ato ziejmé dokonce diive. Z jeho

korespondence s mnoha evropskymi matematiky vyplyva, ze Bolyai a Lobacevsky nebyli
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zdaleka jedini, ktefi pfisli se stejnymi zavéry, nicméné ostatni své vyzkumy nepublikovali,

nejspise Z obavy, aby neztratili na seridoznosti.

Prvni reakce a posudky na nové objeveny geometricky svét byly vice nez odmitavé,
v posudku z roku 1834 stalo: ,, Pro¢ nenapsat misto titulu 0 nacalach geometrii napriklad
Satira na geometrii, Karikatura na geometrii nebo néco podobného? Potom by kazdy vidél,
0 jakou knihu jde, a autor by byl usetren mnoha nepriznivych usudkit @ minéni... Na konci
posudku akademika Ostrogradského stoji: 7 toho jsem ucinil zaver, Ze kniha pana
Lobacevského je poskvrnéna chybou, a nezasluhuje tudiz pozornost akademie (Vopénka,
1995, s. 64). Takovychto posudkd bylo mnoho, Lobacevsky ale vytrvale branil a obhajoval
své dilo, zatimco Bolyai od dalsiho zkoumani upustil po té, kdyz zjistil, Ze jej predesSel Gauss,

ktery se k déni okolo nijak nevyjadioval.

Nejen proto tuto geometrii v soucasnosti nazyvame Bolyai — Lobaceského geometrii,
ktera ovSem neni jedinou neeukleidovskou geometrii. Ve druhé poloviné devatendctého stoleti
objevil Bernhard Riemann (1826 — 1866), svymi ,,diferencidlné geometrickymi uvahami,
obecnou metrickou geometrii, jez zahrnovala tri typy geometrii: vedle Eukleidovy
a Lobacevského to byla geometrie, jez pozdéji byla nazvana jménem Riemannovym,*
(Pavlicek, 1953, s. 18). v Riemannové geometrii neexistuji rovnobézky, misto Eukleidova
patého postulatu zde tedy plati véta: ,, K Zadné primce p nelze Zadnym bodem P, ktery na ni
nelezi, vést V roviné urcené primkou p abodem P rovnobézku.” Dalsi zajimavosti je, ze
piimky vypadaji jako uzaviené ¢ary kone¢né délky. Riemannova geometric ma s Eukleidovou
geometrii mnohem méné spole¢nych tvrzeni, nez ta Bolyai — Lobaceského. Neplati zde
napiiklad ani prvni postuldt, protoze dvéma raznymi body neni vzdy jednoznacné zaddna

prave jedna primka.

Jesté v devatendctém stoleti byly obé¢ tyto neeukleidovské geometrie potvrzeny pomoci
modeld Vv projektivni geometrii. Projektivni geometrie pracuje s mnozinami nevlastnich boda
a zabyva se vlastnostmi geometrickych utvart, které se zachovavaji pti projekci. Zpocatku
nepracovala s metrickymi vlastnostmi, jako jsou délky usecek nebo velikosti thli. ,, Roku
1872 ukdzal Felix Klein®, Ze projektivné lze zavést metriku V podstaté trojim zpusobem,
a obdrzel tak vedle Eukleidovy a Lobacevského také geometrii Riemannovu, ** (Pavlicek, 1953,
s. 19). Klein zavedl pojmenovani pro vSechny tti druhy geometrie. Eukleidovska geometrie je

nazyvana parabolicka, Lobacevského hyperbolicka a Riemannova elipticka (Hlavaty, 1949,

? Celym jménem Felix Christian Klein (1849 — 1925), némecky matematik.
11



S. 24). Lze vybudovat fragment geometrie bez pouziti patého postulatu, takova geometrie se

pak nazyva absolutni geometrie. Jeji tvrzeni tedy plati ve vSech tiech klasicikych geometriich.

Objev neeukleidovské geometrie ma obrovsky vyznam hned z n¢kolika divodi. Podava
jasny dukaz, ze paty Eukleidiv postulat dokazat nelze, tudiz je mezi postulaty zarazen
spravné a Eukleidliv systém axiomt je tedy nezavisly. Dal$im jeho nespornym piinosem je, Ze
bylo osvétleno mnoho doposud nevyjasnénych pojmi geometrie adokazano mnoho
ekvivalentnich tvrzeni K patému postulatu, kterymi jej lze nahradit. Naptiklad: ,, Existuji

podobné trojuhelniky ““, nebo ,, Soucet vnitrnich whlii Vv trojuhelniku je roven dvéma pravym .

1.2 Gatial a Hejny: Stavba Lobacevského planimetrie

V ceskeé literatufe existuje nékolik publikaci vénujicich se neeukleidovskym
geometriim, jako napiiklad Hlavaty, Uvod do neeuklidovské geometrie, 1949, nebo Pavlicek,
Zaklady neeukleidovské geometrie Lobacevského, 1953. Tyto publikace ovSem nejsou piili§
ptistupné Zakovi stfedni Skoly. Vyznamné misto mezi takovymi publikacemi zaujima kniha
autord Gatial a Hejny, Stavba Lobacevského planimetrie, 1969, kterou vydal UV
Matematické olympiady Vv nakladatelstvi Mlada fronta. Sami autofi Vv uvodu fikaji:
., Citetalovi predkladdame  kniZku, ktord sa svojim zameranim mierne liSi od ostatnych
publikacii edicie MO. Spracovana latka — Lobacevského geometria — nezapada vobec do
ramca stredoskolskej vyuky. Situdcie, S ktorymi Ccitatela oboznamime, budu sa niekedy

¢

pravdepodobne zdat az paradoxné.

V této kapitole bych chtél, pomoci pfepisu nékolika uryvki textu a poznamek k nému,
nazorné ukazat, jak naro¢né je orientovat se Vterminologii asystému pojmu Gatiala
a Hejného (1969). Veskeré znaceni tloh, kapitol, podkapitol, atd. je pfevzato z této publikace

a nekoresponduje se znacenim oddili predkladané prace.

»Model B (Beltrami — Klein) 3

V dalsom texte budeme pracovat v eulidovskej rovine tj. vtedrii E abudeme tu
modelovat’ teoriu L. Tak vicsina geometrickych pojmov nadobudne dva rozne vyznamy,
pretoze sa vyskytnu ako v teorii E, tak aj v modeli teorie L. Napriklad body v zmysle L budu
len niektoré 7 bodov v zmysle E. Bolo by zdlhavé pisat ,,bod ve zmysle L*, ,, kolmica v zmysle

E*“ apod., preto budeme pisat strucne ,,I-bod “  e-kolmica“ a pod. Termin, kterého vyznam

® Prvni tryvek je piepis textu ze stran 32 — 34, kde je postupné zavadéna nové terminologie, ktera je pak
pouzivana v kapitolach vénujicich se Beltrami — Kleinovu modelu.
* Volba malého 1 misto L je ponékud matouci a vede k zaméng za Gislici 1.
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je ten isty vzmysle L, jako v zmysle E budeme pisat jako doteraz bez predsymbolu -, ¢i e-.

Napriklad ,,[-medzi“ a ,,e-medzi “ je to isté, preto piseme proste ,,medzi “.

Poddme popis modelu B (pozri model S, z prikladu 1.2.). Vsetky uvahy su previdzané

VvV e-rovine.

Dohovor 1. Nech je ve-rovine dand e-kruznica h. Oznacme symbolom A mnoZinu
vSetkych vnutornych a symbolem u mnozinu vsetkych jej vonkajsich e-bodov. Tdto symbolika
je zavdzna pre cely ¢lanok 3.2., 3.3. a 3.4.

Definicia 1. e-Bod X nazveme®

[ — bodom Xel
a — bodom ¢ praveked' je { X € h
i —bodom Xeu

MnozZinu A vsetkych |-bodov nazveme l-rovinou, mnoZinu vsetkych a-bodov resp. i-

bodov nazveme absolutom resp. idedlom I-roviny A.

Poznamka 1. v definicii 1. sme zaviedli 6 pojmov. Ku pojmom I-bod a I-rovina, ktoré
maju analogické pojmy Vv E teorii, pristupuji pojmy a-bod, i-bod, absolut a idedl I-roviny.
Posledné styri pojmy v E tedrii nemaju obdobu a aj my by sme sa bez nich vedeli zaobist.

Zavedenie uvedenych pojmov nam znacne ulahci vyjadrovanie.

Definicia 2. Nech U #V su dva [ubovol/né a-body. Potom otvorenu e-uisecku UV

nazveme I-priamkou. Okrem I-priamok takto popisanych Ziadné iné neexistuji.

Dohovor 2. L-Priamky budeme oznacovat dvojakym sposobom ato alebo malym
latinskym pismenom a,b,c,x, ... (tak znacime aj e-priamky), alebo dvojicou velkych
latinskych pismien AB,UX,YZ, ... pokial’ tieto pismend oznacuju dva rézné e-body, ktorych e-
spojnica pretina e-kruznicu h... Ak x je l-priamka, potom symbolom X oznacime e-priamku,

pre ktori x < x a symbolom x' mnozZinu X N h.*
,,Kolmos#’ v modeli B

Odteraz az do odvolania predpokladame, zZe vsetky objekty su euklidovské a preto
upustame od pisania predsymbolov e- ¢i I-; symboly S resp. r v dalsom znacia stred resp.

polomer kruznice h.

> Velikosti jednotlivych pismen jsou zachovany stejné, jako v piivodnim textu.
® Druhy tryvek je prepisem textu ze strany 37. Jedna se o zavedeni kolmosti v Beltrami — Kleinovu
modelu pomoci zobrazeni.
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Trochu neobvyklym spésobom budeme definovar mnozZinu s, ktorej prvky znacime
velkymi latinskymi pismenami — ako body. Symbolmi 7 resp. 7 oznacime mnozinu vsetkych

priamok resp. bodov. 0 zobrazeni hovorime v dodatku A.

Definicia 5. Nech s je mnozina dand zobrazenim o:7 — s S ndsledujucimi dvoma

vlastnostami:

(@) ku kazdému X € s existuje alespon jedna priamka y € 7 tak, ze o(y) = X,
(b) pre Ilubovolné priamky x £y plati o(x) =o(y) © x| y. Potom mnoZinu s
nazyvame mnozZina smerov ajej prvky nazyvame smery. Smer o(x) pre x € @

nazyvame smerom priamky x, alebo smerom incidentnym s priamkou x.

1.3 Vybrané sméry v didaktice matematiky
Slovo didaktika je odvozeno od feckého didaskein, které znamena ucit, vyucovat,

poucovat, jasné vykladat, dokazovat (Skalkova, 2007, s. 13).

V historickém kontextu lze pojem didaktika chapat také jako uméni vyucovat
(J. A. Komensky 1592 — 1670), teorii vyucovani (J. F. Herbart 1776 — 1841) nebo teorii
vzdélavani (O. Willman 1839 — 1920). V soucasnosti chapeme obecnou didaktiku jako teorii
vzdélavani a vyucovani. Z obecné didaktiky se pak vymezuje Skolni didaktika jako teoreticky

zaklad vyuky realizované piimo ve Skole (Kalhous, Obst a kol., 1995, s. 9).

1.3.1 Zakladni pFistupy K vyuéovani

Pasch M. akol. (1998, s.194 — 195) rozd¢luje piistup K vyuce do tii kategorii:
deduktivni, induktivni a socialni. Pti deduktivnim vyucovani, nebo také piimé vyuce, je zak
neustdle pod piimym vedenim ucitele, kdy jsou na zacatku vyucovani sdéleny cile, Zaci jsou
poté seznameni S novymi pojmy, které ucitel vysvétluje a predvadi na piikladech, kdy ukazuje
provazanost uciva S predchozim. Nasledné poskytne zaktm sérii tloh K procviceni, které
mohou posléze slouzit k hodnoceni zaki. Oproti tomu induktivai vyucovdni ma formu badani
a objevovani novych pojml a jejich zobectiovani, kdy jsou nejprve navozeny badatelské
¢innosti, pomoci nichZ se snazi Zaci sami objevit souvislosti a definovat novy pojem. Ovéfeni
spravnosti objevenych souvislosti probiha taktéz na sérii tloh, které jsou pak podkladem pro
vyhodnoceni miry dosazeni cili. Socidalni forma vyucovani pak je takova forma, kdy se Zaci
uci spole¢né a ucitel je zde pouze moderatorem usmériiujicim informace vychazejici pfimo od

zaka. Ucitel se tedy pohybuje mezi skupinkami zaku a sleduje vyvoj a pokrok jejich teorii.

14



ValiSova a Kasikova (2011, s. 122) vymezuji dva zékladni, protichidné pohledy na
Skolni vyucovani. Jedna se 0 transmisivni a konstruktivni vyucovani. Stejné rozdéleni pouziva
také Stehlikova (2004). Transmisivni forma vyucovani V podstaté koresponduje s deduktivnim
vyuc¢ovanim nebo piimou formou vyuky. Pfi transmisivnim vyucovani se tedy predpoklada,
ze zak nema zadné znalosti, jejichz vyhradnim nositelem je ucitel. Ve vyuce prevlada vyklad
ucitele, ktery je nezpochybnitelnou autoritou, a pasivni piijem jiz hotovych znalosti zdkem,
ktery si musi v§echny pfijaté informace ukladat do paméti bez dirazu na vzajemné propojeni
a jakoukoliv navaznost na ptedchozi znalosti. Jak jiZ bylo naznafeno, opacny protipol
K transmisivnimu vyucovani tvoii konstruktivisticky pristup K vyucovani. Konstruktivizmus
jako takovy je psychologicky smér rozvijeny piedev§im ve druhé poloving dvacétého stoleti.
Klade diraz na aktivni zapojeni zaka pii vyuce, na jeho vnitini ptedpoklady, interakci
s prostiedim a spole¢nosti. (Hartl, Hartlova, 2000, s. 271). Kosntruktivismus je rozdélovan do
tii zakladnich proudt, na tzv. radikdlni, kognitivni a socidlni konstruktivizmus. Metody
konstruktivistického vyucovani jsou znamé jiz minimalné dva tisice let, kdy je pii diskuzich
se svymi zaky pouzival jiz Sokratés, kdyz se je ndvodnymi otdzkami snazil dovést
k odpovédim na diskutované problémy. Pfi tomto vedeném objevovani vyuzival zakovych

drivéjsich zkuSenosti a poznatktl, ze kterych ho nechaval vyvozovat nové zavery.

Z pohledu radikdlniho konstruktivizmu se c¢lovék muze ucit pouze z vlastnich
zkuSenosti, ¢imZz si utvafi subjektivni obraz svéta. Objektivni obraz svéta je jakousi
spolecenskou timluvou, kterou tedy jedinec neni schopen naztit. ,,Socidlni konstruktivismus
vychazi 7 praci 0 socialni dimenzi uceni (A. Bandura, L. S. Vygotskij aj.) a zduraznuje
nezastupitelnou roli socidlni interakce a kultury v procesu konstrukce poznani. v didaktice se
jeho zasady realizuji zejména V kooperativnim uceni.” (Pracha, Walterova, Mares, 2001,
S. 106). Kognitivni konstruktivismus je zaloZen na spojovani ¢asti poznatku do vétSich celkd,
které jsou poté pouzivany pii feSenich probléml pfimétenych stupni kognitivniho vyvoje
zaka. v praxi se pak vétSinou vyuZziva propojeni socialniho a kognitivniho konstruktivismu.
Pfi vyuce jsou feSeny ulohy zalozené na problémech ze Zivota, je vyuzivano tvofivé mysleni

a skupinova forma vyuky.

Pamétni uceni a memorovani je odsuzovano, protoZe piindsi piedev§Sim formalni
poznatky anenuti zaka dostatecné pfemyslet nad problémem a snazit se prijit S vlastnim
feSenim. Vede ho Kkaplikovani jiz znamych feSeni nebo jejich vzorci a jakéhosi
algoritmického fteSeni problému. JelikoZ pti konstruktivistickém vyucovani nejsou zakiim

predkladany hotové znalosti, je tieba, aby Zaci vymysleli vlastni postup, jak problém vyfesit.
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Timto procesem vznikaji mnohem kvalitnéjsi pamétové stopy, které jsou dlouhodobéjsi,

a proto vyvolani informaci, které tyto stopy nesou, je poté mnohem snazsi.

1.3.2 Konstruktivismus ve vyuce matematiky

Konstruktivismus ve vyuce matematiky se vyznacuje navozenim zvysené miry vnitini
motivace zaka, kterda je stimulovana zvnéjSku otdzkami nebo problémy budovanymi na
redlném zakladu, které mu ucitel predklada. Bez dostatecné miry vnitini motivace nelze od
zaka ocekavat priliSnou aktivitu. Stehlikova (2004, s. 13) predklada deset zjednodusenych

zasad pristupu K vyucovani matematice, jak je formulovali M. Hejny a F. Kufina:

1. ,,Matematika je chapana jako specificka lidska aktivita, ne jen jako jeji vysledek.

2. Podstatnou slozkou matematické aktivity je hledani souvislosti, reseni uloh
aprobléemii, tvorba pojmu, zobeciiovani  tvrzeni, jejich  provérovani
a zdiivodnovani.

3. Poznatky jsou neprenosné, vznikaji v mysli poznavajiciho c¢loveka.

4. Tvorba poznatku se opira 0 zkuSenosti pozndvajiciho.

5. Zadkladem matematického vzdelani je vytvareni prostredi podnécujiciho
tvorivost.

6. K rozvoji konstrukce poznatkii prispiva socialni interakce ve tride.

7. Dulezitée je pouziti ruznych druhu prezentace a strukturalni budovani
matematického svéta.

8. Znacny vyznam ma komunikace ve tridé a péstovani ruznych jazykit matematiky.

9. Vzdelavaci proces je nutno hodnotit minimalné ze tii hledisek: porozumeéni
matematice, zvladnuti matematického remesla, aplikace matematiky.

10. Poznani zalozené na reprodukci informaci vede K pseudopoznani, K formalnimu

‘

poznani.
PtestoZe V pfedchozich odstavcich neni pfili§ zmifiovana osoba ucitele, je jeho uloha

zasadni a nepostradatelna. Pouze na ném zavisi, jakym zptsobem bude vyuka vedena. On je

moderatorem vSech situaci, otazek a problémt, které jsou zakovi predkladany.

1.3.3 Mechanizmus poznavaciho procesu podle Hejného

Milan Hejny zasvétil vyzkumu vénujicimu se problematice mechanizmu pozndvaciho
procesu vétsSinu svého, nejen profesniho, Zivota. Jiz vroce 1975 zapocal s dlouhodobym
experimentem, ktery si kladl za cil zkvalitnit proces vyuky matematiky, predevsim oslabit

formalismus pfi jeji vyuce. Pfi vyzkumu navazoval na myslenky svého otce V. Hejného, ktery
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byl také pedagogem. Jednou z téchto myslenek, ktera prostupuje celou jeho praci je pak
mySlenka, Ze ,, kvalitni pozndani nemiize ucitel Zdakovi predat, ale zik se K nemu musi dobrat
samostatne, “ Jiz na pocatku vyzkumu zjistil, ze ze kazdy zék uvazuje rozdilng, kazdy je na
jiné trovni matematického poznani, ale jedno maji spolecné. Tim je ,,ndhlé uzreni pravdy,
nabyti vhledu do nekolika do té doby nepropojenych zZakovych zkusenosti,” (Hejny, 2004,
s 23).

Po nékolika letech vyzkumu Hejny a jeho kolegové dospéli k modelu poznavaciho
procesu, ktery byl vyuzivan pfi rozboru myslenkovych procest jednotlivych zakd, pri
diagnostice pri¢in chyb zaka a jejich reedukaci zpisobem, ktery se snazi piedejit vzniku
formalnich poznatkd. Pfi svém vyzkumu se snazili najit odpoveédi na nekolik zasadnich
otazek: , Jak se clovek zmocnuje matematického poznatku? Které faktory jsou pro zrod
noveho poznatku rozhodujici? Které faktory naopak takovému procesu brani? “ (Hejny, 2004,
s 23). Samotny mechanizmus poznavaciho procesu je pak rozc¢lenén na né€kolik hladin, které

mezi sebou plynule pfechazi.
1. Hladina motivace

Pro ucelné vyucovani je nutné, aby nasel zdk vnitfni motivaci a chtél se vzdélavat.
Pokud bude chapat vyuku jako néco, co dé€lat musi, vypéstuje si K ni pravdépodobné spise

odpor, ktery povede pouze k povrchnimu, formalnimu poznani.
2. Hladina separovanych modeli

Na této hladiné dochazi Kk ziskavani zkuSenosti S konkrétnimi piipady budouciho

poznani. Kvalita nasledného pozndni koresponduje s mnozstvim takto nabitych jednotlivych
modeli. Velmi daleZité jsou nasledujici modely: PFekvapivé modely ,, Cislo /3 ++/8 —

m se tvari jako iraciondlni, ale je to cislo 2, (Hejny, 2004, s 28). Zddnlivé modely
Jedna se 0 modely, které vypadaji jako modely daného objektu, ale ve skute¢nosti jimi nejsou.
., Napriklad ctverec, jehoz uhlopricky jsou ve svislé a vodorovné poloze, se jevi mnoha zdkiim
jako kosoctverec,” (Hejny, 2004, s28). Ne-modely Pokud pfi zavadéni néjakého pojmu
ptedvedeme i piiklad pojmu, ktery jim neni. ,, Napriklad pri zavedeni pojmu konvexni utvar

ukazeme i utvar, ktery neni konvexni, “ (Hejny, 2004, s 28).
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3. Zobecnéni

Na této hladin¢ zacnou se jednotlivé separované modely seskupovat a organizovat, az
utvofii ucelenou strukturu. Tim dojde Kk hlubsimu nazfeni dosavadnich poznatkti. Obvykle

tento proces neni nikterak dlouhy. Nové vzniklou strukturu nazyvame genericky model.
4. Hladina generickych modeli

., Genericky model je prototypem bud’ vsech, nebo jiste skupiny separovanych modelii.
Miize zastupovat kterykoli ze separovanych modelii této skupiny a piisobi ve skupiné jako jeji
organizacni agent. Generickym modelem pro pocitani predmétii jsou zejména prsty
a pocitadlo. Pro poznavaci proces, \V jehoz jisté etapé se objevi vice generickych modelii, je
dulezité jejich vzajemné usporadani, *“ (Hejny, 2004, s 28).
5. Abstrakéni zdvih

,Soubor separovanych a generickych modelu je restrukturovan a novy vhled ma

abstraktnéjsi charakter — je casto provazen symbolickym zaznamem, ktery novou strukturu

reprezentuje, *“ (Hejny, 2004, s 28).
6. Hladina krystalizace

,,Nové poznani se propojuje na predchozi véedomosti. Nejdrive na urovni modelii, potom

na urovni abstraktniho poznani. Obvykle jde 0 dlouhodoby proces, “ (Hejny, 2004, s 29).

Poznavaci proces obvykle probiha v tomto pofadi, ale jednotlivé hladiny jsou provazany
a prolinaji se. Nova zkuSenost se ,,otiskuje* do n¢kolika hladin najednou. Pouze prvni hladina,

tedy hladina hladina motivace, prostupuje s riznou intenzitou celym poznavacim procesem.
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2 Matematicka cast

2.1 Zakladni pojmy projektivni geometrie

Pro snadngjsi porozuméni Bolyai — Lobacevského geometrii je nutné si nejprve osvojit
nékteré principy projektivni geometrie, které sni uzce souviseji. Jak jiz nazev napovida,
zabyva se projektivni geometrie zkoumanim projekci, tedy rovnobéznych nebo stiedovych
promitani raznych geometrickych utvari. PredevSim se vSak projektivni geometrie zabyva
studiem projektivnich invariantdi, tedy toho, co ziistava zachovéano pii projekci. Kofeny
projektivni geometrie sahaji hluboko do minulosti, ale jeji rozmach je spojen S obdobim
novych, zajimavych poznatkt, které se zpoc¢atku mohou zdat ziejmé a neinovativni. Pti jejich
del$im rozboru dochézi K hlub§imu poznani a porozuméni trivialnim geometrickym jeviim,

dochazi k nahledu doposud dogmaticky uznavanych tvrzeni z jiného uhlu pohledu.

2.1.1 Desarguova véta

Francouzsky matematik Girard Desargues (1591 — 1661) jiz roku 1639 dokazal jedno
Z prvnich tvrzeni projektivni geometrie, jez je V dneSni dobé znamo jako Desarguova véta.
Tato véta je platnd jak v roving, tak v prostoru. Zajimavosti je, ze Desargues toto tvrzeni sam

nepublikoval, az v roce 1648 jej uvefejnil jeho piitel Abraham Bosse (Trkovska, 2014, s. 26).

Desarguova véta Vv roving: ,, Necht jsou dany dva trojuhelniky ABC a A’'B'C’, pro které
plati, ze primky AA’,BB" a CC’ se protinaji V jediném bode 0. Oznacme priiseciky primek
ABaA'B’,ACaA’C’,BC a B’C’ poradé P,Q,R. Potom body P, Q, R jsou kolinedrni,

Obrazek 1: Desarguova véta vV roviné
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Desarguova véta v prostoru: ,,Jestlize trojuhelniky ABC a A'B'C” lezi ve dvou
riiznobéznych rovindach a primky AA°,BB" a CC’ se protinaji V jediném bode O, pak primky
AB a A’B’ lezi V jedné rovine a protinaji se V bode Q, primky AC a A'C" lezi V jedné roviné
a protinaji se V bodé R také primky BC a B'C’ lezi V jedné roviné a protinaji se V bode P. Bod
0 je pak priisecik rovin AA'B, AA’C a BB'C (viz obrazek 2).

Obrazek 2: Desarguesova véta v prostoru

2.1.2 Dualita a nevlastni body

V projektivni geometrii existuji takzvana dualni tvrzeni, ktera vznikaji jednoduchou
zaménou vyrazi ve vétadch, ale maji dalekosahlé¢ duasledky. Vv téchto tvrzenich dochazi
k zaméné dvojic pojmu bod, piimka a spojovat, protinat. Pro piiklad je mozno uvést jedno ze
znéni prvniho Eukleidova postulatu: ,,Jsou-li A, B dva libovolné riizné body, pak existuje
praveé jedna primka, kterd je spojuje.” knému dudalni tvrzeni: ,,Jsou-li a, b, dvé libovolné
riizné primky, pak existuje prave jeden bod, ve kterém se protnou.“ Na prvni pohled nemusi
byt ziejmé, zda vibec vznikl n&jaky novy pojem, protoze si automaticky predstavime dveé
riznobézné piimky, pro které takové tvrzeni samoziejmé plati. Pokud ovSem touto dvojici
riznych pfimek budou rovnobézky, pak se dostdvame do sporu s vieobecnou piedstavou, Ze

se rovnob&zné piimky nikdy neprotnou.

V projektivni geometrii tedy plati, Ze se rovnobézné rizné piimky protinaji v jednom

bodé, ten pak nazyvame nevlastni bod (respektive smer) téchto piimek. Ve zbytku této prace
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budu uzivat pojem nevlastni bod, protoze 1épe koresponduje s predstavou pruseciku dvou
ptimek. Vyvstava otazka, kolik takovych nevlastnich boda existuje. Vezmeme-li v uvahu dvé
dvojice rovnobéznych piimek (jejich ¢asti ohranicuji rovnobéznik), pak pokud by existoval
jeden nevlastni bod, musely by byt vSechny Ctyfi piimky rovnob&zné, coz ziejmé nejsou.
Musi tedy existovat pro kazdy smér jeden nevlastni bod. Aby platil prvni Eukleidiv postulat
I pro nevlastni body, musi také existovat nevlastni pfimka. Aby platil také dualni postulat
k prvnimu Eukleidovu postulatu, protne kazda pfimka nevlastni pfimku v pravé jednom bodg,

svém nevlastnim bodé.

Sjednocenim klasické eukleidovské roviny S nevlastni pfimkou zavadime pojem
projektivni rovina nebo také rozsifena eukleidovska rovina. Tyto pojmy a tvrzeni se zdaji byt
velice abstraktni a bez realného vyuziti. Opak je pravdou, naptiklad v malifstvi je projektivni
geometrie vyuzivana jiz od vzniku potieby perspektivy, kterou k dokonalosti dovedli takovi

velikani jako Leonardo da Vinci (1452 — 1519) nebo Albrecht Diirer (1471 — 1528).
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Obrazek 3: Albrecht Diirer — vyuZiti projekce v malirstvi

Obrazek 37 ukazuje, jakym zptsobem Albrecht Diirer vyuzival k vérnému zachyceni
malovaného predmétu stfedové promitani, jehoz stfedem je hacek na zdi. Podobné pak na

obrazku 4 je zachycen dal$i zptsob, kterym Albrecht Diirer tvofil sva mistrovska dila.

" Obrazky 3 a4 dostupné z http://laperspective.canalblog.com/archives/2009/02/20/12635500.html
16.4.2016.
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Obrazek 4: Albrecht Diirer — vyuziti projekce v malifstvi (stied projekce — 0ko)

Jedna se opét 0 stiedové promitani, tentokrat je ovSem stfedem promitani oko umélce.
Pii takovéto malbé samoziejmé dochazi ke zkresleni délek usecek i velikosti uhli. Toto
zkresleni zavisi na pozici a vzdalenosti daného objektu vici malifi. Piesto je namalovany
objekt pro lidsky mozek natolik vérohodny a velmi dobfe rozpoznatelny, protoze existuji jisté
zakonitosti, které zlstavaji zachovany i pii projekci. Tyto zakonitosti se nazyvaji projektivni

invarianty (Courant a Robbins, 1996, s. 167).

Jako prvni pracoval pfimo S nevlastnimi body astronom a matematik Johannes Kepler
(1571 - 1630) v knize Aestronomiae pars optika publikované roku 1604, v kapitole
0 kuzeloseckdch, kde kladl druhé ohnisko paraboly do nekone¢na (Trkovska, 2014, s. 21).
Soucasny nahled na kuZeloseCky pohledem projektivni geometrie podal vyznamny
francouzsky matematik Girard Desargues. Za zakladatele projektivni geometrie je ovsem
povazovan Jean Victor Poncelet (1788 —1867), ktery svou praci Traité des propriétés
projectives des figures napsal roku 1813 v ruském zajeti. V devatenactém stoleti se stala

projektivni geometrie jednim z hlavnich sméri matematického vyzkumu.

2.1.3 Projektivni invarianty — incidence a dvojpomér

Zakladnim projektivnim invariantem je incidence bodu a piimky. Pokud bod A lezi na
ptimce p, pak ijeho obraz A” bude leZet na obrazu této piimky p’. Mezi tfemi kolinearnimi
body Ize zavést algebraicky vztah, ktery se nazyva délici pomér (jednoho bodu vici zbylym
dvéma). Aby jej bylo mozné zavést, je tieba nejprve zavést pojem orientovana piimka. Tento
pojem by mé¢l byt vSem zndmy, protoZe je instinktivné vyuzivan jiz od prvniho stupné

zakladni Skoly, kde je vyuzivan pfi zavadéni ¢isel a operaci S nimi, jako ¢iselna osa.

Na orientované piimce p je pak analogicky zaveden pojem orientovana usecka AB.

u takové usecky rozliSujeme pocate¢ni bod A a koncovy bod B. Pokud je usecka orientovana
smérem shodnym jako piimka, pak ma kladnou délku (|AB| = d), pokud je orientovana
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opatnym smérem, pak ma zapornou délku (|AB| = —d). Tyto délky se pak nazyvaji

orientovana vzdalenost bodu. Plati tedy |AB| = —|BA]|.

Mg¢jme tfi kolinearni body A, B,C. Délici poméer (ABC) pak dava do vztahu délky

AC . o v s
u. Vv literatufe je mozné setkat se

orientovanych useéek AC,BC. Zapisujeme (ABC) = 5C]

s riznymi druhy zapist: (ABC), (4, B; C), (AB, C) a podobné.

Uloha 1:  Necht je bod C stiedem orientované tsedky AB. Spoditejte hodnoty
délicich poméri (ABC), (BAC),(CAB),(CBA), (ACB), (BCA).

Uloha 2:  Na ¢em zavisi znaménko dé¢liciho poméru?

Uloha 3:  Necht jsou na orientované useéce dany body A, B. Najdéte bod C tak, aby
platilo (ABC) = 3, (BCA) = 3.

Délici pomér se zachovava pii rovnobézném promitani, ale ne pii sttedovém. Nejedna
se tedy o projektivni invariant obecné. Jiz Pappos z Alexandrie (asi 290 — 350) v sedmé knize
svého dila Synagoge mathematike, ve kterém navazoval na Eukleidovo ztracené dilo
Porismata, vylozil projektivni invariant, dvojpomér Ctyi kolinearnich bodt (Trkovska, 2014,
s 17). Pappos si byl védom toho, ze dvojpomér zustava pii promitani zachovan, ze je tedy

projektivnim invariantem (Havlicek, 1956, s. 20).
M¢jme c¢tyfi kolinearni body A, B, C, D, pak, jak jiz nazev napovida, dava dvojpomér

t&chto ¢tyi kolinedrnich bodi do poméru dva délici poméry (ABC) a (ABD). Ve zbytku textu

bude pojmem dvojpomér oznacovan dvojpomér Ctyf ruznych kolinedrnich bodl, pokud

|AC|

ABC AC BD

nebude uvedeno jinak. Zapisujeme (ABCD) = EABD; = lligl = ||BC: . ||AD:'
|BD|

Zapisy |AC|,|BC|,|AD|,|BD| vtomto vzorci znamenaji vzdalenost bodt V pfislu$né

absolutni hodnoté, tedy délku tsecky jimi urcené.

K dilkazu jeho invariantnosti je vyuZito vzorcl pro vypocet obsahu trojihelnika:
S = % -z - v, kde z je délka libovolné strany trojihelnika a v vyska ptislusejici této strang,

S= % ~a-b-siny, kde a, b jsou délky stran trojuhelnika a y uhel jimi sevieny.

Obrazek 5 ukazuje, ze trojuhelniky ACV, BCV, ADV, BDV maji shodnou vysku v.
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Obrazek 5: Dvojpomér ¢tyi kolinearnich bodi

Diikaz invariantnosti dvojpoméru:
|AC]
(4BC) _ BC| _ |AC||BD

(ABD) ~ |AD| ~ |BC||AD|
|BD|

ac| v % |BD| - v
(ABCD) =

N|RIN|-

1
-|Bc| v E-|AD|-17

- |av| - |cv] - sin|zave| =-|Bv| - |pV| - sin|«BVD|

-|Bv| - |cv]| - sin|«BVC| =-|av|- |DV] - sin|24vD|

NN =
NN -
|

sin|«AvC| sin|«BVD|

sin|2BVC| sin|«AVD|

Z uvedenych uprav je ziejmé, Ze dvojpomér kolinedrnich boda A, B, C, D neni zavisly
na délkach jednotlivych usecek, ale pouze na thlech pii stiedu promitani S, které samoziejmé

koresponduji s jednotlivymi tiseCkami. Proto musi platit vztah

(ABCD) = (A'B’C'D’).
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Jelikoz pracujeme V projektivni roving, existuje také dualni vztah, tedy dvojpomér
ptimek (abcd). Pfimky a, b, c,d jsou riznob&zné pifimky prochdzejici vlastnim bodem V
a dvojpomér (abcd) definujeme jako dvojpomér bodu A, B, C, D, které jsou pruseciky piimek

a, b, c,d s vlastni pfimkou g, ktera neprochazi bodem V (viz obrazek 5).

2.1.4 Harmonicka ¢tverice bodi a jeji konstrukce

Plati-li vztah (ABCD) = —1, tikame, Ze body A,B,C,D tvoii harmonickou dtveiici
nebo také, Ze bod D je harmonicky sdruzen s bodem C vzhledem k bodim A, B nebo také, ze
body C, D déli harmonicky body 4, B.

Mnozina bodl A, B,C,D projektivni roviny, z nichz Zadné tfi nejsou kolinearni, se
nazyva uplny étyiroh ABCD. Body A, B, C, D se nazyvaji vrcholy uplného ¢tyfrohu a ptimky
spojujici tyto vrcholy se nazyvaji jeho strany. Prusecik stran AC, BD je bod P, prasecik stran
AB,CD je bod Q, prisecik stran AD, BC je bod R, prusecik strany AB a ptimky PR je bod W.
Pak (ABWQ) = —1. Body P,Q,R se nazyvaji diagondlni body tplného Ctyfrohu a tvofi
vrcholy diagondlniho trojuhelniku. Strany diagonalniho trojuhelnika se nazyvaji diagondlni

strany uplného ctyirohu ABCD.

Obriazek 6: Uplny étyiroh

Mnozina ctyt pfimek a,b,c,d projektivni roviny, zZ nichz se zadné tfi neprotinaji
Vv jediném bodé¢, tvoii aplny Ctyistran abcd. Primky a,b,c,d se nazyvaji strany Uplného
Ctyfstranu, Sest bodi, ve kterych se protinaji, se nazyva vrcholy Gplného Etyistranu.

Dvojice vrcholll 1ze spojit dal$imi tfemi ptfimkami p, q,r, které se nazyvaji diagonadlni

strany Uplného Ctyistranu, trojihelnik jimi ureny se nazyva diagonalni trojuhelnik uplného
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Ctyistranu abcd. Vrcholy diagonalniho trojihelnika se nazyvaji diagondlni vrcholy uplného

Ctyfstranu abcd.

Obrizek 7% Uplny &ty¥stran

Dv¢ strany uplného ¢tyfrohu nazyvame protejsi, pokud jedna z nich prochazi vrcholy,
kterymi neprochazi ta druha. Dva vrcholy Gplného Ctyistranu nazyvame protéjsi, pokud jeden

Z nich lezi na stranach, na nichz nelezi druhy.

Jak uvadi Havli¢ek (1956, s. 33), na kazdé strané uplného CEtyfrohu tvoii jeho vrcholy
spolu s diagonalnim bodem abodem, ktery je pruseCikem S prot&jsi diagonalni stranou,
harmonickou ¢tvetici bodd. Podobné: ,, V kazdém vrcholu uplného ctyrstranu tvori obé jeho
strany a par primek, z nichz jedna je diagonalni strana a druha je incidentni S jejim protéjsim
diagondlnim vrcholem, dvé dvojice primek, jez se navzdjem oddéluji harmonicky, * (Havli¢ek

1956, s. 33).

Ptedchozi dvojice dualnich tvrzeni davaji nastroje ke konstrukci ¢tvetice harmonicky
sdruzenych bodu, respektive K nalezeni ¢tvrtého bodu, harmonicky sdruzeného, S trojici
kolinearnich bodt. Existuje né€kolik zpisobi, jak zkonstruovat harmonickou ctvetici bodl

(ABCD) = —1, zde budou piedvedeny dva z nich.

Prvni zpisob vyuziva ke konstrukci aplny ¢tyfroh (viz obrazek 8). Necht’ jsou dany tii
kolinearni body A4,B,C. Zvolime bod X, neleZici na pifimce AB, ktery spojime pifimkami
sbody A, B, C. Na tseéce AX zvolime bod E, ktery spojime s body B, C. Prisecik BX a EC
ozna¢ime F. PriseCik AF a EB oznac¢ime G. Pak prisec¢ik AB a XG je hledany bod D.
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Obrazek 8: Konstrukce harmonické ¢tverice bodi pomoci uplného ¢tyFrohu
Druhy zptsob vyuziva podobnosti trojuhelnikti (Viz obrazek 9). Necht' jsou dany tfi
kolinearni body A, B, C. Narysujeme polopiimku s poc¢ate€nim bodem A, na ni zvolime bod
B;. Sestrojime piimku BB; a sni rovnobéznou piimku bodem C, tato piimka protne
polopiimku AB; vbodé C;. Bod B, vznikne zobrazenim bodu B; se stiedem C;

a koeficientem » = —1. Body BB, vedeme piimku, K ni sestrojime rovnobézku bodem C;.

Jeji prusecik s ptimkou AB je hledany bod D.

Obriazek 9: Konstrukce harmonické ¢tverice bodi pomoci podobnych trojuhelniki

Nasledujici tlohy lze vyfesit pomérné jednoduSe druhym zplsobem, tedy pomoci

podobnych trojahelnik.

Uloha 4:  Necht jsou dany tfi kolinearni body A, B, C. Zkonstruujte bod D tak, aby
platilo (ABCD) = 3.
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Uloha 5:  Necht jsou dany tfi kolinearni body A, B, C. Zkonstruujte bod D tak, aby
5

platilo (ABCD) = 2

2.1.5 Polara bodu ke kuzelosecce

Pfi studiu kuzelosecek hledal Girard Desargues mnozinu vSech bodi C, které jsou
harmonicky sdruzené s pevné zvolenym bodem D vzhledem k bodiim 4, B, ve kterych se¢na t
vedena bodem D protina kuzeloseCku k (viz obrazek 10). Desargues dosel ke zjisténi, ze
mnozina takovych bodu tvoifi piimku p, kterou dnes nazyvame poldrou bodu D ke
kuzeloseCce k, bod D nazyvame pdlem této piimky. Toto pojmenovani ovSem nezavedl

Desargues, ale nezdvisle na sob€ 0 témét dvé stoleti pozdéji francouzsti matematici Frangois

Joseph Servois (1767 — 1847) a Joseph Diaz Gergonne (1771 — 1859) (Trkovska, 2014, s. 26).

Obrazek 10: Polara bodu ke kruznici

Uloha 6:  Co se stane, jestlize seéna t piejde do krajni polohy a stane se z ni te¢na

kruznice k? Co z toho plyne pro konstrukei polary?

Uloha 7:  Narysujte poldru p bodu P, ktery lezi vné kruhu uréeného k. Jaka je
vzéjemna poloha polary p a ptfimky SP?
Uloha 8a:  Lze najit poldru p bodu P, ktery lezi uvnitt kruhu uréeného k? (Reste

pomoci dvou piimek prochdzejicich bodem P).
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Uloha 8b:  Lze najit polaru p bodu P, ktery lezi uvnité kruhu uréeného k? (Reste

pomoci znalosti 0 pifimce SP a polafe p.)

2.2 Zakladni pojmy Bolyai — Lobacevského geometrie

Jak jiz bylo popsano, je Bolyai — Lobacevského geometrie né¢im novym, neobvyklym
a jen velmi tézko predstavitelnym. Jedna se 0 geometrii, kterou lze zkoumat na obrovskych
prostorech vesmiru. Polomér Zemé je stale jesté velmi malé métitko, ¢ehoz si byl védom
i Gauss. Sam Lobacevsky si byl védom, Ze v pozemskych podminkach nelze novou geometrii
dostatecné¢ dobfe zkoumat. Proto zkoumal dasledky své teorie na trojihelniku tvofeném
hvézdami Riegel — Sirius — 29Eridani. Jeho méteni potvrzovalo spravnost teorie, ale odchylky
I v takto obrovském trojuhelniku byly tak nepatrné, Ze by mohly byt zplisobeny nepiesnosti
méfeni (Pavlicek, 1953, s. 182).

Jelikoz se tato prace zabyva Bolyai — Lobacevského geometrii, je potfeba nazorné
ukazat, jak v ni vypadaji rovinné Utvary jako pfimky, thly, trojihelniky, atp. k tomuto ucelu
bylo vystavéno mnoho modeli. N¢které z nich, spolu s jejich vznikem, budou v této kapitole
predstaveny. Bolyai — Lobacevského geometrie se nazyva téz hyperbolicka. Jeji modely je
mozné zkonstruovat na jednodilném nebo dvojdilném hyperboloidu (viz obrazek 11). Tyto
modely vSak nemaji konstantni kiivost plochy. Konstantni kladnou kiivost ma naptiklad sféra.
Konstantni zdpornou kiivost ma Beltramiho pseudosféra (viz obrazek 11)8, kterd je tedy

nejvhodnéjsim modelem (Thurston, 1997, s 47).

Obriazek 11: Jednodilny hyperboloid, dvojdilny hyperboloid, pseudosféra

Po jisté idealizaci 1ze model reprezentovany dvojdilnym hyperboloidem zaménit za

polokulovy model, kvili lepsi moznosti piedstavit si jej. Pro lepSi ndzornost se v§ak mnohem

& Obrazek 11 dostupny z http://mathworld.wolfram.com 10.4.2016.
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vice vyuzivaji modely, které¢ vznikly projekci n€kterého z téchto trojrozmérnych modelli do

roviny. Nejznaméj$imi a zaroven nejvice vyuzivanymi modely jsou:

1. Poincaré¢ho kruhovy model
2. Poincarého polorovinovy model

3. Beltrami — Kleiniv model

2.2.1 Polokulovy model

Protne-li sféru rovina m prochazejici sttedem sféry, vzniknou dvé polosféry. Polokulovy

model vychazi pravé z jedné z téchto polosfér bez hrani¢ni (hlavni) kruznice k. Pfimkou se

zde rozumi prinik polosféry s rovinou kolmou k roviné 7, jedna se tedy 0 polokruznici bez

krajnich bodli. Pomérn¢ jednoduse 1ze naziit, ze 1ze najit dvé riznobézné piimky, které ovSem

neprotnou néjakou tieti piimku (Pavlicek, 1953, s. 90).

2.2.2 Poincarého kruhovy model

Tento model vznikl projekci polokulového modelu do roviny m se stfedem promitani

vbod¢ S, ktery je pélem opacné polosféry (viz obrazek 12). Z obrazku 13° je zfeymé, ze

piimky Vv tomto modelu vypadaji bud’ jako eukleidovské usecky bez krajnich boda nebo jako

kruZznicové oblouky bez krajnich bodu (Pavli¢ek, 1953, s. 90 — 91).

O

i
I
I
I
|
|
I
s

hCY P
.,

Obrazek 12: Vznik Poincarého kruhového modelu

% Obrazky 12 — 17 jsou prevzaty z Pavligek, 1953, s. 91.
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Obrazek 13: Poincarého kruhovy model

2.2.3 Poincarého polorovinovy model

Projekei polokulového modelu do roviny a kolmé K roviné m, ktera polosféru neprotina,
se sttedem promitani v bod¢ S, ktery je vzdalenéjS§im bodem priméru kruznice K, kolmého
kroviné a (viz obrazek 14), vznikne Poincarého polorovinovy model. Z obrazku 15 je
ziejmé, ze piimky Vv tomto modelu jsou bud’ polopiimky kolmé K prise¢nici p rovin a am,

bez pocate¢niho bodu, nebo pulkruznice bez krajnich bodi (Pavlicek, 1953, s. 90 — 91).
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Obrazek 14: Vznik Poincarého polorovinového modelu

p

Obrazek 15: Poincarého polorovinovy model

2.2.4 Beltrami — Kleiniiv model

Tento model je opét kruhovy, vznikl projekei polokulového modelu kolmo do roviny
(viz obrazek 16). Z obrazku 17 je zfejmé, ze piimky Vv tomto modelu vypadaji jako tétivy
kruznice Kk, bez krajnich bodt (Pavli¢ek, 1953, s. 90).
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Obrazek 16: Vznik Beltrami — Kleinova modelu

Obrazek 17: Beltrami — Kleintiv model

2.3 Bolyai — Lobacevského geometrie v Beltrami — Kleinovu modelu

Tato préace se bude dale zaobirat pouze Beltrami — Kleinovym modelem, protoze se mi
zdad byt nejvhodnéj§i pro prvni sezndmeni S Lobalevského geometrii. Pro ziky by
pravdépodobné bylo velmi slozité piedstavit si, jak vypadaji pfimky na hyperboloidu. Proto je
mozné jim nazorn€ ukazat, Ze projekci do roviny vznikne Beltrami — Kleiniiv model, ktery
pak lze v pozemskych podminkach ptiblizit napfiklad tak, Ze si ptredstavi rozhled do kraje
z vysoké vé€ze, rozhledny nebo z balonu ukotveného pevné nad krajinou. Pokud by byla

krajina okolo minimaln¢ zvInéna, pak by ze své pozorovatelny vidéli kruhovou plochu. Vse,
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co vidi, je ,,nas svét“, ktery se rozklada uvnitt kruhu. Vse, co se nachazi na jeho hranici nebo

za ni, vn¢ kruhu, jiz do ,,naseho svéta“ nepatfi.

Nyni lze pfistoupit K samotnému Beltrami — Kleinovu modelu. Veskeré konstrukce
probihaji klasickym, eukleidovskym zpisobem. Dalo by se fici, ze pomoci objektt
eukleidovského svéta jako jsou papir, tuzka nebo nase o¢i popisujeme ,,novy svét“. Jak bylo
feCeno vyse, pouze objekty nachazejici se uvniti kruhu jsou lobac¢evského objekty. VSechny
body lezici na jeho hranici, tedy na kruznici k nebo vné, jsou zvlastnimi ptipady nevlastnich
bodii. Lze je vyuzivat pii1 feSeni problémi pomoci klasickych eukleidovskych konstrukei,

nicméné nejsou soucasti vysledného feseni.

Uloha 9: Vyslovte negaci patého Eukleidova postulatu: ,,K libovolné primce p lze

libovolnym bodem P, ktery na ni nelezi, vést pravé jednu rovnobézku. “

Jelikoz je negace patého eukleidova postulatu slozeny vyrok, zvolime nyni prave tu ¢ast
negace, ktera vede Kk lobacevského geometrii. Na zaklad¢ znalosti planimetrie a projektivni
geometrie uvedenych vyse by mél byt zak nyni schopen rozpoznat, jak vypadaji rovnob&zky

V lobacevského geometrii.

Uloha 10:  V Beltrami — Kleinovu modelu je dana ptimka p abod P, ktery na ni

nelezi. Narysujte aspon tii rovnobézky K pfimce p bodem P.

Obrazek 18 ukazuje rozdil mezi eukleidovskou a Lobacevského rovinou v Beltrami —
Kleinovu modelu. Na levém obrazku je vidét kruznice k, body C,D,E,F,G,H a piimky
a,b,c,d, e, f, g tak, jak vypadaji v eukleidovské roviné. Na obrazku vlevo je vyobrazeno, jak
vypadaji body a piimky v Lobac¢evského roving, pficemz body C, D, H do této roviny patfi, ale
body F, G jiz ne. Body C, D, H tedy budeme nazyvat viastni body a body F, G nevlastni body

Lobacevského roviny.
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Obrazek 18: Body a primky Vv eukleidovské a Lobacevského roviné

Uloha 11:  Obrazek 18 ukazuje $est piimek v Lobagevského roving. Vypiste viechny

rovnobézky s ptimkou a bodem C.

Také v Lobacevského geometrii existuji Casti pfimek. Proto naprosto intuitivné
zavedeme pojmy poloprimka a usecka stejné jako Vv eukleidovské geometrii. Poloprimka DF
pak tedy bude mnozina vSech bodi lezicich mezi zvolenym vlastnim bodem D piimky a

a jejim nevlastnim bodem F (viz obrazek 18). Useckou CH pak budeme nazyvat prinik

polopiimek CH a HC.

2.3.1 Vzajemna poloha primek

Stejné jako V eukleidovské roving, tak i v lobaevského roviné existuji tfi vzajemné
polohy dvou piimek: totozné, rovnobézné (n€kdy také rovnobézné totozné, rovnobézné rizné)
a riiznobezné. Nicméné z Obrazek 19 je ziejmé, Zze Vv LobaCevského roviné lze nalézt dva
druhy rovnobéZnych piimek. K piimce a zde lze nalézt dvojice rovnobéznych piimek
d,f ab,c. Kazda z ptimek d, f se s pitimkou a protne v nevlastnim bod¢ leZicim na kruZnici
k, takové rovnobézky nazyvame soubézky. Analogicky s tim se kazda z piimek b, ¢ s pfimkou
a protne V nevlastnim bod¢ lezicim vné kruznice k, takové rovnob&zky nazyvame rozbezky

(viz obrazek 19).
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Obrazek 19: Soubézky a rozbézky

Na obrazku 18 je také vyobrazena pifimka rtznobézna S piimkou a. Jednd se

0 pfimku e. Jejich prisecik lezi uvnité kruhu uréeného kruznici k, proto se jedna o bod

Lobacevského roviny.

Uloha 12:

Uloha 13:

Uloha 14:

Uloha 15:

Uloha 16:

Uloha 17:

Uloha 18:

Necht je ddno n riznych ptimek a4, a,, ..., a,, pak vzdy existuje ptimka p

rovnob&Zzna se vSemi z nich. Dokazte.

Pfimky a, b jsou rovnobézné, pak existuje piimka p rovnobézna s obéma

Z nich.

Narysujte rovnobézné piimky a, b, ¢ takové, ze zadna piimka p neprotne
vSechny tii.

Ptimky a, b jsou rovnobézné, na kruznici k najdéte mnozinu dvojic boda,
jimiz lze vést ptimku rovnobéznou S a a zaroven riznobéznou S b.
Narysujte tfi razné, po dvou soubézné piimky a, b, c.

Narysujte ti1 riizné, po dvou soubézné piimky a, b, ¢ tak, Zze a prochazi
sttedem kruznice k.

Narysujte pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C, dale
najdéte body D,E tak, aby platilo: D € AC,|AD|:|DC|=3:1,
E € BC,|BE|: |[EC| = 1:3. Body D,E,C také tvoii vrcholy pravouhlého
trojihelniku. Nad pfeponami obou trojuhelnikti zkonstruujte Thaletovy

kruZnice. Maji tyto kruZnice néjaky spolecny bod? Jaky?
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Uloha 19: Necht A,B,C jsou tfi razné body, pfitemz A je stied kruZnice k.
Zkonstruujte ptimky a, b,c tak, aby kazdé dvé znich byly soubézky

a navic platilo A € a, B € b, C € c. Proved'te rozbor a diskuzi.'

Zvlastnim a velmi dilezitym ptipadem riznobéznych piimek jsou kolmé ptimky nebo
také kolmice. Jelikoz nebyl definovan pojem thel, nemize byt tedy vyuzit pfi definovani
kolmych ptfimek. Mechanismus nalezeni kolmych pfimek lze nicméné odvodit z jinych
znalosti, které¢ onich jiz mame. Kdané piimce p existuje nekoneéné mnoho kolmic
a,, a,, ..., a,. VSechny tyto pfimky jsou navzajem rovnobézné. Piedpokladejme, Ze se jedna
0 rozbéZky prochdzejici nevlastnim bodem P. Kolmice pifimky p V nevlastnich bodech
U,V € k jsou tecny kruznice k, které se protnou opét v bod¢ P. Pak je ptimka p polarou bodu

P vzhledem ke kruznici k.

Obrazek 20: Kolmice k pfimce p v Beltrami — Kleinovu modelu

V Lobacevského roviné tedy fekneme, ze jsou pfimky a,b navzdjem kolmé prave

tehdy, kdyZ po6l A ptimky a lezi na ptimce b a zadroven p6l B piimky b leZi na piimce a.

% Ulohy 12, 13, 14 a 18 jsou pievzaty z Gatial a Hejny (1969).
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Uloha 20:
Uloha 21:

Uloha 22:

Uloha 23:

Obrazek 21: Kolmice k pfimce danym bodem

Jak vypadaji kolmice K piimce p, ktera prochazi sttedem kruznice k?
Kolik spole¢nych kolmic maji dvé rizné ptimky?

Dokazte, Ze neexistuje Ctyiuhelnik, jehoZz vSechny vnitini thly jsou

prave.
Necht' jsou piimky m,n soubézky akazdd znich je rozbézna
s pifimkou q. Zjistéte vzajemnou polohu ptimek a, b definovanych vztahy

mlalqglbln!

1 Ulohy 20, 21, 22 a 23 jsou pievzaty z Gatial a Hejny (1969) v piivodnim znéni, jsou pouze pielozeny ze
slovenského do ¢eského jazyka.
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2.4 ReSeni uloh

Uloha 1:  (4BC) = —1,(BAC) = —1,(CAB) = % (CBA) = % (ACB) = 2,(BCA) = 2.

Uloha 2:  Pokud bod C lezi na tseéce AB, pak ma délici pomér (ABC) zapornou

hodnotu.

Uloha 3:  Vyuzitim podobnych trojuhelnikd viz obrazek 22.

Obrazek 22: Konstrukce délicich poméra (ABC) = 3,(BCA) =3

Uloha 4:  Bod B, je obrazem bodu B; ve stejnolehlosti se stiedem v bodé C;

a koeficientem podobnosti » = —3 (viz obrazek 23).

e VA

Obriazek 23: Konstrukce harmonické étverice bodi(ABCD) = —3

Uloha5: Bod B, je obrazem bodu B, ve stejnolehlosti se stiedem Vv bodé C;

a koeficientem podobnosti » = g (viz obrazek 24).
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Obrazek 24: Konstrukce harmonické ¢tverice bodi(ABCD) = g

Uloha 6:  Body 4, B, C splynou Vv jeden bod, bod dotyku te¢ny a kruznice. Polaru pak
lze narysovat jako spojnici bodi dotyku tecen vedenych bodem P

nelezicim na kruznici k.

Uloha 7: Pomoci Thaletovy kruznice zkonstruujte body dotyku tecen, kterymi je

urcena polara. Pfimka SP a poléara p jsou navzajem kolmé.

Uloha 8a: Bodem P vedeme dvé polary, jejichz poly musi leZet na polafe p bodu P
(viz obrazek 25).

Obrazek 25: Konstrukce polary k bodu leZicimu uvnitf kruhu uréeného kruznici
k pomoci dvou primek
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Uloha 8b:  Bodem P sestrojime jinou polaru, kolmou k piimce SP, jejiz pol musi lezet
na polafe bodu P. Jelikoz je tato polara kolma K ptimce SP, musi tento pol

lezet rovnéz této primce.

Obrazek 26: Konstrukce polary k bodu leZicimu uvniti kruhu uréeného kruznici
k pomoci kolmice k pfimce SP

Uloha 9: ., K libovolné primce p lze libovolnym bodem P, ktery na ni nelezi, vést

aspon dve nebo zZadnou rovnobézku. “

Uloha 10:  Viz obrazek 27.

Obrazek 27: Priklady rovnobézek s piimkou p bodem P

Uloha 11:  Jsou to ptimky b, ¢, d, f.
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Uloha 12:  Piimka p je rovnobézna se viemi ostatnimi (viz obrazek 28).

Obrizek 28: Reseni iilohy 12

Uloha 13:  ReSenim je jakakoliv pfimka, kterd se sa ani b neprotind Vv zadném

vlastnim bodé.

Uloha 14:  Resenim jsou soub&zky, & rozbézky tvotici eukleidovsky trojuhelnik (viz

obrazek 29).

N4

b

Obriazek 29: ReSeni tlohy 14
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Uloha 15:  Pfimky a a b jsou rozb&zky, viz obrazek 30. P¥imka p = {P,P,}.

Pak P; lezi na mensim oblouku A; B; bez krajnich bodt nebo je to bod A;

a zaroven bod P, lezi na mensim oblouku B; B, bez krajnich bod.

Nebo P; lezi na mensim oblouku A, B, nebo je to bod A, a zaroven bod P,

lezi na men$im oblouku By B, bez krajnich bodii.

Obrazek 30: Reseni dlohy 15 — rozb&zky

Piimky a a b jsou soub&zky, viz obrazek 31. Pfimka p = {P,P,}.

Pak P; lezi na men$im oblouku A, B, bez krajnich bodu nebo je to bod A,

a zaroven bod P, lezi na menSim oblouku B; B, bez krajnich bodi.

Obriazek 31: ReSeni tlohy 15 — soubgzky
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Uloha 16:  Viz obrazek 32.

Obrizek 32: ReSeni tilohy 16

Uloha 17:  Viz obrazek 33.

Obriazek 33: ReSeni tlohy 17

Uloha 18:  V tomto ptipadé se kruznice protinaji ve dvou bodech, kterymi jsou C a F
(viz obrazek 34).
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Uloha 19:

Obrazek 34: Reseni ulohy 18

Necht’ jsou pfimky a,b,c, a ={X,Y},b={Y,Z},c ={X,Z}, X,Y,Z€k.
Potom jsou body X, Y, Z vrcholy eukleidovského pravotihlého trojuhelniku
s pravym uhlem pii vrcholu Z. Stejn¢ tak body B,C,Z tvoii vrcholy

eukleidovského pravouhlého trojahelniku S pravym thlem pfti vrcholu Z.

Pokud tedy nad primérem B,C sestrojime Thaletovu kruznici
m (0,|B0|),0 = Sg., pak m N k = Z (viz obrazek 35).
mnk=49

Pocet feSeni mnk=127
mnk={Z,Z,}
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Uloha 20:

Uloha 21:

Uloha 22:

Obrazek 35: Reseni tlohy 19

Vsechny kolmice k takové ptimce jsou K ni dokonce eukleidovsky kolmé,
takze jsou také navzajem eukleidovsky rovnobézné.

Dvé rozbézky maji pravé jednu spolecnou kolmici, kterou je polara jejich
pruseciku (nevlastni bod).

Dvé soubéZzky nemaji spolecnou kolmici, protoze jejich prusecik lezi na
kruznici k a polara k nému je tedy te¢nou kruznice k v tomto bodé.

Dvé rliznobézky nemaji spolec¢nou kolmici, protoZe poldra jejich praseciku
je vnéjsi ptimkou kruznice k.

Dvé rozbézky a,b maji pravé jednu spole¢nou kolmici ¢, na nich tedy
mohou leZzet tfi strany zamySleného ctyfuhelniku. Neexistuje dalsi

spole¢na kolmice a, b, proto neexistuje ani tento ctyfuhelnik.
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Uloha 23: Piimka a prochazi pély ptimek maq, pfimka b prochazi poly piimek

n a q. Protoze ptimky a, b prochéazi poélem ptimky q, coz je nevlastni bod,

musi byt rozbézné (viz obrazek 36).

Obrazek 36: Reseni ulohy 23
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3 Didakticka cast
Tato kapitola je vénovana prizkumu vybranych stfedoskolskych ucebnic geometrie,
dale pak objasiuje, jakym zptisobem byl pfipravovan a realizovan experiment. Zavérecna cast

I~

této kapitoly pfinasi vyhodnoceni experimentu.

3.1 Projektivni a Bolyai — Lobacevského geometrie v u¢ebnicich

Jelikoz jsem se s Bolyai — Lobacevského geometrii setkal poprvé az na vysoké skole,
zajimalo mé¢, z jakého ditvodu tomu bylo tak pozdé€. Proto jsem se snazil zjistit, kolik prostoru
je vénovano tomuto tématu V nejbéznéji pouzivanych ucebnicich geometrie na ceskych
sttednich Skolach, z tohoto divodu jsem prostudoval pfedevsim ucebnice z fady Matematika

pro gymnazia vydavatelstvi Prometheus.
Matematika pro gymnazia — Planimetrie (Pomykalova)

Tato ucebnice je pravdépodobné nejcastéji pouzivanou stiedoskolskou ucebnici
planimetrie u nas. Jedna se 0 ucebnici eukleidovské geometrie, nicméné se V ni, stejné jako
Vv dalSich u€ebnicich z fady Matematika pro gymnéazia, nachazi fada poznamek. v této knize se
nazyvaji ,,Vylety do historie geometrie. v téchto poznamkach je zakovi piiblizena motivace
rozvoje planimetrie, historicky vyvoj, klasické llohy antické matematiky a dal$i zajimavosti.
V poznamce ,, Tteti vylet do historie geometrie je odstavec vénovany hyperbolické geometrii,
ve kterém je stru¢né shrnuta motivace objevu, jsou jmenovani jeho autofi, Lobacesky, Bolyai
a Gauss a je teceno, ze Eukleidiiv paty postulat nahradili jednou z jeho negaci, kde bodem
nelezicim na dané piimce prochazi v rovin€ vice piimek, které s danou piimkou nemaji

spole¢ny bod.
Matematika pro gymnazia — Stereometrie (Pomykalova)

Dalsi velmi vyuzivana u€ebnice geometrie, se zabyva eukleidovskou geometrii. Opé&t se
V ni nachazi pét poznamek ,,Vylet do historie geometrie®, ale v Zadné z nich jiz neni zddna
zminka 0 hyperbolické geometrie, potazmo 0 jakékoliv jiné neeukleidovské geometrii.
V Gvodu této ucebnice je podkapitola vénovand volnému rovnob&znému promitani. Po

zavedeni metriky je také vyuZzivano pravouthlého primétu bodu, nebo ptimky do roviny.
Matematika pro gymnazia — Analyticka geometrie (Koc¢andrle, Bocek)

V této ucebnici je podle mé velmi zdatile a prfehledné vyloZzena analyticka geometrie.

Jelikoz je tato ucebnice jedinou ucebnici z fady matematika pro gymnazia, ktera se zabyva
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kuzeloseckami a jejich vzdjemnymi polohami S ptimkou, ocekdval jsem, ze se Vni bude
pojednavat 0 polafe bodu vzhledem ke kuzelosecce. Pojem polara bodu ke kuzelosecce se zde
ovSem vyuziva pouze jako nastroj K nalezeni teCen kruznice bodem, ktery na ni nelezi. Pojem
polara je redukovan na proud logickych argumenti vedoucich Kk rovnici, 0 niz je fe¢eno:
., Primka dand rovnici (3) se nazyva polara bodu X, vzhledem ke kruznici k. Lezi na ni body

dotyku tecen vedenych bodem X, ke krucnici k.* (Kocandrle, Bocek, 2008, s. 152).

3.2 Navrh experimentalni vyuky geometrie

Experiment byl provadén na soukromém ¢tyfletém gymnaziu v Praze, kde pusobim
ctvrtym rokem jako ucitel matematiky. Na gymnaziu studuje vysoké procento zakl cizincu,
priCemz nejvyssi zastoupeni cizincl je ve Ctvrtém ro¢niku a postupné se snizuje smérem
k niz§im ro¢niktiim. Vyuka ovSem probiha zcela v Ceském jazyce. Experiment neprobihal ve
standardnich hodindch matematiky, ale ve volnych hodindch jako doplikové, rozsitujici
uivo. Ucast 7ak® na experimentu byla dobrovolna, nebyla podminéna jakymikoliv benefity
promitajicimi se do vyuky, natozpak klasifikace, matematiky. S dobrovolnosti a s tim, ze se
jednalo, v podstaté, 0 volnocasovou aktivitu také souvisela ucast jednotlivych zaku. ProtoZe
se V soucasné dob¢ vénuji témet vSichni zaci néjakym volnocasovym aktivitam, at’ uz se jedna
0 sport, umélecky orientované krouzky nebo jiné aktivity, z tohoto divodu nebylo snadné
najit kompromis pii stanoveni ¢asového harmonogramu experimentu tak, aby vyhovoval

veétsing zaka, ktefi projevili zajem se ho zcastnit.

3.3 Priibéh experimentu

V hodinach matematiky, zejména na konci Skolniho roku, kdy je jiz latka probrana
a znamky uzaviené, jsem byl n¢kolikrat zaky osloven, jestli bychom mohli vénovat hodinu
n¢jaké ,,nestandardni, zajimavé matematice®. vV prvni chvili jsem byl zaskoCen, protoze tato
zadost vétSinou vysSla z Gst zakd, ktefi na hodindch nikdy neoplyvali pfiliSnou aktivitou,
¢emuz odpovidaly také jejich studijni vysledky. Improvizoval jsem tedy tuto hodinu na téma
neeukleidovské geometrie. Seznamil jsem zéky s Eukleidovymi postulaty, nechal jsem je
vyslovit negaci patého postulatu asdélil jim, Ze existuji geometrické svéty, V nichz je
vyuzivana jedna nebo druhd ¢ast negace namisto patého Eukleidova postulatu. Poté jsem
nastinil nékteré disledky téchto tvrzeni Vv ,,nové vzniklych* geometrickych svétech, zejména
pak tvrzeni tykajici se souctu vnitfnich Ghla Vv trojihelnicich. Tato tvrzeni vétSinou zaujala
vétsinu tiidy, takze jsem po zbytek hodiny odpovidal na dotazy a ukazoval ptiklady. Timto

jsem v podstaté motivoval zaky K Gcasti na pozdéjsim experimentu.
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Samotny experiment probihal formou série sedmi piednasek po dobu ¢ty tydnt, kazdé
pondéli a Ctvrtek mezi 27. fijnem a 21. listopadem 2016. Na piednaskadch byla zakim
promitana prezentace doprovazena vykladem. Rozsah kazdé prednasky odpovidal rozsahem
jedné vyulovaci hoding, tedy zhruba 45 minut. Ukolem Zakd bylo reagovat na podndtné
otazky, feSit samostatné nebo V menSich skupinkach gradovanou sérii Gloh souvisejici
svykladem anésledné doprovodit své feSeni komentafem. Cislovani twloh piimo

korespondovalo s jejich ¢islovanim v této praci.

Experimentu se zac¢astnilo 25 zaku (12 chlapct a 13 divek) prvniho (14 zaka) a ¢tvrtého
ro¢niku (11 Zak®). Pavodni zdmér byl realizovat experiment pfedevSim se Zaky tfetiho
a ¢tvrtého rocniku, protoze jiz Vv pribé¢hu svého stfedoskolského studia absolvovali vyuku
planimetrie. Nicméné bylo velmi zajimavé, Ze se experimentu UcCastnila pomérné pocetna
skupina zakd prvniho ro¢niku, jejichz nahled na problematiku a ochota sdilet své postoje
a nazory byly velmi ptinosné. Dale bylo zamérem realizovat experiment na rozmanité skupiné
ve smyslu dosahovanych studijnich vysledk a s tim souvisejici o¢ekdvané urovni znalosti. To
se podafilo jednak diky dobrovolné ucasti zaki v experimentu, tak diky rozdilnému véku,

respektive ro¢nikové piislusnosti, jednotlivych zakda.

Jak bylo popsano vySe, néktefi zaci se zruznych divodt nemohli Gc¢astnit kazdé
pirednasky. Tento fakt jsem se snazil kompenzovat strunym zopakovanim posledniho
probiran¢ho tématu a zavért, ke kterym jsme spoleéné dospéli, vzdy Vv tvodu nasledujici
prednasky. Z prednasek byl pofizovan audio zdznam pomoci diktafonu s externim
mikrofonem. Tento zaznam byl jesté tentyz den prepsan. V nasledujicim textu 0 sobé&, kvili
zachovani jistého odstupu pti pfepisu rozhovorti mezi mnou a zaky, mluvim jako o uciteli.
Kiestni jména zakl uzivana V nasledujicim textu jsou smySlend a nekoresponduji se

skute¢nymi jmény zaka Gcastnicich se experimentu.
a) Objev neeukleidovské geometrie (27. 10. 2016, 20 Zaki)

Na prvni pfednasce byli zaci sezndmeni S vystavbou eukleidovské geometrie, jak ji
ptinesl Eukleidés ve svych Zdkladech. Déle se vénovala historickému vyvoji problému patého
postulatu. Poté, co dospéla prednaska k dikazu Giorolama Saccheriho, méli zaci za tkol
vyslovit negaci patého Eukleidova postulatu: ,, K libovolné primce p Ize libovolnym bodem P,

ktery na ni nelezi, vést V roviné urcené primkou p a bodem P pravé jednu rovnobézku. *

Prepis komunikace ucitele a zak:
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Iv€a (1. ro¢nik): ,,K libovolné primce p nelze libovolnym bodem P, ktery na ni nelezi,

vést zadnou rovnobézku. “

Z4ci prvniho roéniku tyden posledni hodiny pied touto prednaskou probirali jednoduché

vyroky a jejich negace.

Ucitel: ,, To je pravda, ale vzpominds si, jak jsme si rikali, Ze negace néjakého vyroku
musi byt uplny opak? Ze nesmi zbyt Zadna jind moznost, ani se nemiizZe stdt, ze se
néjaka cast vyskytne Vv piivodnim vyroku i V negaci? “

I3

Ivca: ,, Ano.

Ucitel: ,, Co tedy znamenda prave jednu rovnobézku? “

I3

Iv¢a: ,, No, jako Ze presné jednu.

Ucitel: ,, Vyborne. “ PiSe na tabuli V. = 1, komentuje: ,, V piivodnim vyroku se tedy rikd,
Ze existuje presné jedna rovnobézka. Ty jsi vySlovila negaci, kde plati, “ piSe na

tabuli =V = 0, ,,jedna se tedy 0 negaci piivodniho vyroku? *
Lukas (1. ro¢nik), Nikolai (4. ro¢nik): ,, Ne... Dvé a vice rovnobézek... "

Ucitel: ,, Spravné, kluci. Ivco, chapes jak, jak to kluci mysleli? Dokdazala bys ted vyslovit
celou negaci tohoto vyroku? “ ukazuje na zed’, kde je pravé promitdn ptivodni

vyrok.

Ivéa: ,,K libovolné primce p nelze libovolnym bodem P, ktery na ni nelezi, vést Zadnou

rovnobézku, nebo existuji dve a vice rovnobézek.
Komentar

Na predchozich hodinach matematiky Iv€a bez potizi negovala vyroky kvantifikované
pomoci ,aspoil anejvySe®, navic nema problém prezentovat své postoje anazory pied
ostatnimi, ziejmé iproto se ujala slova a pokusila se negovat paty postulat. Ztejmé si hned
neuvédomila, co znamena ,,pravé jedna rovnobézka“. Po navodnych otazkach ucitele a reakci

spoluzak si jiz vSe uvédomila a byla schopna sestavit kompletni negaci.

Poté byli zaci seznameni S principem Saccheriho dikazu aobjevem, se kterym
V podstaté soucasné pfisli Bolyai a Lobacevsky. Zarovenl S tim byli sezndmeni, Ze tito dva
matematici nebyli jedini, ktefi si byli jisti, Ze takovato geometrie mize existovat a Ze pozdé¢ji
byly Felixem Kleinem potvrzeny tii druhy geometrie. Na zavér probéhla diskuze 0 pfinosu

objevu neeukleidovskych geometrii, kdy zaci sami pfisli na n¢kolik dulezitych ptinost, tieba
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na objasnéni nékterych, do té doby nevyjasnénych pojmi geometrie. Zaky predevsim zaujala
tvrzeni 0 rozdilném souctu vnitinich Ghli V trojuhelnicich, nebo 0 neexistenci podobnych
trojuhelnika v neeukleidovskych geometriich.

b) Zakladni pojmy projektivni geometrie (31. 10. 2016, 20 zakii)

Nasledujici tifi prednasky byly vénovany seznameni z4aki se zékladnimi pojmy
projektivni geometrie. Nejprve bylo vysvétleno, co si maji zaci predstavit pod pojmem
projekce aze se Sni bézné setkavaji. Byl objasnén pojem projektivni invariant, ktery je
predmétem zkoumani projektivni geometrie, jako néco, co zistava pti projekci zachovano.
Jako priklad projektivni véty byla zakiim pifedlozena Desarguova véta. Poté byli Zaci
seznameni S pojmem dualita pouze jako spojmem, ktery zaménuje dvojice pojmi bod,
pfimka a spojovat, protinat. Bez vétSich probléma vytvofili Zzaci K prvnimu Eukleidovu
postulatu: ,,Jsou-li A, B dva libovolné riizné body, pak existuje pravé jedna primka, kterd je
spojuje, “ dudlni tvrzeni: ,,Jsou-li a, b, dvé libovolné rizné primky, pak existuje pravé jeden

I3

bod, ve kterém se protnou.
Poté nasledovala uéitelem navozena a moderovana diskuze.
Ucitel: ,,Jedna se viibec 0 néco nového nebo je to jen hrani se slovy?

Radek, Lukas (1. ro¢nik) se mezi sebou radi a pak prohlasi: ,, Treba dvé totozné primky

se prece neprotnou Vv jednom bode... “
Ucitel: (ukazuje do prezentace) ,,Jednd se 0 dvé rizné primky.
Véra (1. ro¢nik): ,, Rovnobezky se nikdy neprotnou! “

Ucitel: ,, Vyborné. Do ted’ jsme se ucili, Ze dvé riizné rovnobézné primky se neprotnou.
V projektivni geometrii ovsem Pplati dualita, proto se 1rovnobéiné primky
protnou. Takovy bod budeme nazyvat neviastni bod téchto rovnobézek a budeme

ho znacit oo, “

Nésleduje dalsi slide prezentace S nadpisem ,Nevlastni body“, na kterém je fotka

zdanlivé se sbihajicich koleji a otdzka: ,, Kolik jich je? .
Ucitel opakuje otazku: ,, Kolik tech nevlastnich bodui asi bude?
Radek a nékolik dalsich zaka: ,, Nekonecné mnoho. “

Ucitel: ,, Zkus nam vysvetlit, proc by jich mélo byt nekonecneé mnoho? “
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Radek: ,, Protoze kdyz vezmu dvé rovnobézky, tak se protnou V jednom nekonecnu, teda
nevlastnim bodu... Kdyz pridam dalsi rovnobézku, tak se protnou V dalsim

neviastnim bodu atd. “

Ucitel: ,, Takze kdyz budu pridavat rovnobezky, tak budu dostivat nové nevlastni
body?“
Ivéa: ,,Ano, protoze muzou byt od sebe rizné daleko, takze se pak protnou V riznych

vzdalenostech.

Ucitel ¢rta navrhované feSeni na tabuli: Ctyfi ,,rovnobézky* rtizné vzdalené od sebe,

protinajici se V riznych nevlastnich bodech.

Olina (1. ro¢nik): ,,Jd si myslim, Ze se vSechny tyhle rovnobézky protnou Vv jednom
bode.

Ucitel: ,, Proc? “

Olina: ,, Protoze jsou vSechny nekonecné, takzZe se prosté vSechny protnou tam nekde

I3

V tom jednom nekonecnu. *

Ostatni zéaci pfijimaji jeji argument a souhlasi. UCcitel potvrzuje, ze se vSechny
rovnobézky nacrtnuté na tabuli protinaji v jednom nevlastnim bod¢. Nicméné znovu vyslovi

otazku: ,, Kolik tedy existuje nevlastnich bodii? “
Vanda (1. ro¢nik): ,, No prece jeden, ted jsme to rekli.
Ucitel odkryva dalsi odrazku ,,rovnobéznik* a pté se: ,, Co je to rovnobéznik? “
Nikolai: ,, Ctyihelnik, ktery ma rovnobézné protéjsi strany.

Ucitel vyuziva nacrtu na tabuli a ¢rta dalsi dvé rovnobézky jinym smérem, nez pivodni.
a ptitom se pta: ,, Takze tyto dvé stramy, kdyz je prodlouzim, tak se protnou ve stejném
nevlastnim bodé jako tyhle ostatni rovnobézky? “

¢

Radek: ,,Je jich nekonecné mnoho, pro kazdé jinak natocené rovnobezky je jeden.
Komentar

V prvni Casti této prednasky je ziejmé, ze si Radek spolu s Lukasem neuvédomili
vyznam slova rizné v kontextu. Naopak Véra, mozna i S pfispénim omylu chlapct, se
zamyslela nad dal$imi vzajemnymi polohami dvou pifimek Vrovin¢ a dosla k zavéru, ze

piinos bude Vv oblasti rovnobéZznych piimek.
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Ve druhé casti bylo zajimavé, jak Radkova nahlas pronesena hypotéza ovlivnila zbytek
zakl. VétSina mlcela, abud’ dal pfemyslela nad svou teorii anebo se rychle pftiklonili
k Radkovu nazoru, zejména zaci prvniho ro¢niku. Dale pak hypotéza Iv¢i, kterd ziejmé
koresponduje s predstavou né€kolika navzajem rovnobéznych pitimek protatych s nimi
riznob&znou pitimkou, kde vzdalenosti mezi pruseciky skuteéné koresponduji se vzdalenosti
rovnobézek (viz obrazek 37). Toto si vysvétluji z divodu niz$i schopnosti abstrakce
a odhlédnuti od dosavadnich znalosti tykajicich se vyhradné eukleidovské geometrie. Oproti
tomu Olina ukazala, Ze ji neCini problém oprostit se od znalosti, které do té doby povazovala
za béZné a samoziejmé. Mozna, Ze ji utvrdilo takeé, jak reagoval ucitel, kdyz ¢rtal na tabuli

navrhované hypotézy a zadnou z nich stéle nepotvrdil jako spravnou.

Obrazek 37: Vzdalenost rovnobézZek a jejich priseciki s primkou s nimi
riznobéZnou

V zévérecné Casti pak bylo tieba, aby zaci vidéli problém na tabuli, az pak byli schopni

spravné zodpoveédet prostou, ale slozitou otazku.
c) Délici pomér (3. 11. 2016, 18 Zakii)

Druha piednaska tykajici se projektivni geometriec se jiz zabyvala projektivnimi
invarianty. Nejdiive byli zaci obeznameni se ziejmé nejjednodussim invariantem, incidenci.
Nésledné byl zaveden pojem orientovand piimka a orientovand usecka. Pro zdky ctvrtého
ro¢niku se nejednalo o Gplné novy pojem, protoze jiz absolvovali vyuku analytické geometrie.
Nicméné Zaci prvniho ro¢niku také neméli Zadny problém pochopit, zvlasté kdyz jim bylo
pfipomenuto, Ze S orientovanou piimkou jiz davno pracuji, protoze jednu z jejich forem,
¢iselnou osu, pouZzivaji snad jiz od prvni tfidy. Zavedeni pojmil délka orientované usecky

a jeji znaménko byly doprovazeny nartem na tabuli. Nasledné byl zaveden pojem délici
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pomér jako algebraicky vztah mezi délkami orientovanych usecek. Poté ptisly na fadu prvni
téi ulohy.
Uloha 1:  Necht je bod C stiedem orientované usecky AB. Spoéitejte hodnoty
délicich poméri (ABC), (BAC), (CAB), (CBA), (ACB), (BCA).

Na zacich byly patrné rozpaky, nesnazili se mezi sebou konzultovat své postupy
a feSeni, ziejmé se projevil také rychly sled novych informaci a proto si s tlohou nevédéli
rady, z toho divodu byl prvni délici pomér (ABC) rozebran s zaky, kdy napovidali uéiteli,
jaké hodnoty by mél dosazovat. Po ivodnich rozpacich stanovili v§ichni Zaci hodnoty zbylych
délicich pomérti béhem necelych péti minut bez obtizi. Jen Erik (4. ro¢nik) pti kontrole jiz
prvniho samostatné¢ feSen¢ho dclictho poméru zjistil, ze Spatné sestavil pomér usecek
Z ptedpisu, proto mu vSechny délici poméry vySly Spatné. Svou chybu si uvédomil ihned

a princip pochopil bez problému.

Po nékolika dnech od této prednasky ptiSel VaSek (4. rocnik) a svétil se: ,, Pane uciteli,
ja jsem mél vsechny ty délici pomery taky Spatné. Ja to chapu, ale jak jsem ten dis — vsechno,
tak se mi to popletlo a spatné jsem sestavil ten délici pomér. Nechtél jsem to Fikat ve tiide,
aby si 0 mé nerikali... Vzdyt vite... " O této diagnoze vim, protoze jej u¢im a také vim, ze jeho
forma zapisu ma do idedlu velmi daleko, mnohdy se jednd prosté¢ 0 vypocty rozeseté po
strance, vyuzivani stejného symbolu pti substituci (naptiklad substituce: vVx — 2 = x). Ale
zaroven je znat, ze nad kazdou ulohou uvazuje jinak nez vétSina jeho spoluzakil, nesnazi se
hledat v feSeni pouze algoritmy, pomoci nichz by bylo moZzné pouzit vzorec, ale snazi se
pochopit principy. Je vidét, ze jako jeden z mala zakid je skutecné schopen abstrakce
a pozd¢jsi krystalizace tak, jak tyto pojmy zavadi Hejny. Toho, Ze se mi své&fil, si vazim i
z hlediska moralniho, protoZe to znamena, ze ve mné¢ ma dostatek divéry, aby mi svéfil

i takto osobni a duvérné pocity.
Uloha 2:  Na &em zavisi znaménko délictho poméru?
Po chvili ticha se zaci osmélili a zacali prezentovat své napady.
Erik: ,, Na rozmisténi téch bodii. “
Iv¢a: ,, Na téch useckach. “

Ucitel: ,, Reknéme, Ze ty dve usecky jiz jsou pevné dané. *
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Lukas: ,,Zaporny znaminko maji, kdyz jedna ma stejny smeér jako primka a druha
opacny smer. A kladny znaminko ma, kdyz maji obé usecky stejny smer jako

«

primka, ne, bude to fungovat i kdyz maji obé opacny smer.
Komentar

Na Erikové reakci je ziejmé, Ze fekl nahlas prvni rozumné vypadajici mySlenku. M¢l
svym zpusobem samoziejmé pravdu, nicméné Lukas byl ve svych uvahach rychlejsi a nedal
mu jiz prostor mySlenku rozvinout. Stejné tak Iv¢a by nejspis dosla ke spravné odpovédi.
Nicméné Lukas byl prvni, kdo doséahl abstrakce a propojil pojmy pomér délek orientovanych

usecek a diivejsi znalosti ohledné podilu dvou nenulovych celych ¢isel.
Uloha 3:  Necht jsou na orientované useéce dany body A, B. Najdéte bod C tak, aby
platilo (ABC) = 3, (BCA) = 3.
Zaci dostali asi tii minuty na rozmyslenou, poté opét napovidali uditeli, ktery
zaznamenaval jejich feSeni na tabuli. Na tabuli byla pfipravena orientovana piimka AB, Zaci

museli popsat, na kolik ¢asti je tfeba rozdélit usecku AB a dale popsat, jaké je pfesna poloha

bodu C vuci pevné zvolenym bodim 4, B.

Jako prvni prezentovala své feSeni Olina a bylo naprosto spravné (viz obrazek 38).

Obrazek 38: Zakovské FeSeni tilohy 3 (Olina 1)
Aby prezentovali sva feSeni také ostatni Zaci, vznesl ucitel dotaz: ,Je to jediné feSeni?*

Nikolai poté prezentoval své feSeni, nicméné jiz Vv priab&hu prezentace dosel k zavéru,
ze nemuze byt spravné (viz obrazek 39). Byl tedy pozadan, aby i ostatnim sdélil, pro¢ je jeho

uvaha $patné. Rozebral tedy, Ze se jedna 0 délici pomér (ABC) = % = :—i = %
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Obrizek 39: Zakovské FeSeni ilohy 3 (Nikolai)
Poté prezentovala Olina jesté jedno feseni, kterym si ovSem nebyla jiz tak jista jako tim

prvnim, které nasla (viz obrazek 40).

—_— -
o o o a o o o
C A E

Obrizek 40: Zakovské FeSeni uilohy 3 (Olina 2)
Komentar

Olina si byla dobie védoma, ze pokud bod C bude leZet mimo usecku AB, bude mit
hledany délici pomér stale kladné znaménko. Také si spravné uvédomila, Ze absolutni délky

usecek budou 3 a 1, ale pozd¢ si uvédomila, ze v tomto piipadé bude mit délici pomér tvar

Acl _-1_ 1 ., . , S C s VR
ﬁ =5 =7 Zajimavé bylo také pozorovat, jak I ostatni zaci postupné ziskavaji

(ABC) =
vhled do problematiky a reaguji zpo¢atku souhlasné na navrhy Nikolaje a Oliny, ale postupné
si uvédomuji chyby, kterych se ve svych tivahach dopustili a spravné argumentuji proti témto
navrhiim feSeni.

Pii feSeni druhé ¢asti této ulohy projevilo svou invenci a ochotu prezentovat své feseni

vice zakl. Jako prvni své feSeni prezentovala Liza (4. ro¢nik). Toto feSeni bylo opét spravné

(viz obrazek 41).

—
o o o a - o o
A [ B

Obriazek 41: Zakovské FeSeni uilohy 3 (Liza)
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Nikolai hlasil, Ze ma stejné feSeni, ale ze nasel jesté jedno (viz obrazek 42). Hned, jak se
toto feSeni objevilo na tabuli, zacali Luka$ s Radkem bouflivé debatovat, pak pfisli se

|BA|] _ -3

zavérem, Ze to neni spravné feSeni, protoze vychazi (BCA) = i -3.
—
. 2 . 2 L 4 u] @ . 2 .
c A B

Obriazek 42: Zakovské FeSeni iilohy 3 (Nikolai)

Komentar

Pii tomto feSeni si Nikolai neuvédomil, Ze usecky BA a CA maji opa¢nou orientaci,

ktera zapfti€ini zdporné znaménko vysledného déliciho poméru.

Posledni feseni nabidla Beata (4. ro¢nik). Jiz pti jeho prezentaci (viz obrazek 43) znéla
velmi nejisteé, proto byla vyzvana, aby zkusila provéfit, jestli je jeji feSeni spravné. Zkusila

tedy dosadit apies n&kolik zavahani dospéla kieSeni (BCA) =%=:—i=%. To pak

komentovala slovy: ,,Jd se v tom pordad néjak Spatné orientuji, vV téch smérech. “

Obrazek 43: Zakovské FeSeni ilohy 3 (Beata)
Komentar

V uvaze Beata nastalo nékolik chyb. Prvni z nich byla, Ze si neuvédomila, Ze Vv této
uloze se nepracuje suse¢kou BC. Tou druhou by byla, jak sama okomentovala, opa¢na
orientace Usecky BC vuci useCce BA, kterd by zapfiCinila zadporné znaménko vysledného
déliciho poméru.

d) Dvojpomér (7. 11. 2016, 10 zaki)

Nasledujici pfednaska byla zcela vénovana dvojpoméru. Na tvod bylo zakim
vysvétleno, ze délici pomér zlstava zachovan pouze pii rovnob&€Zném promitani, proto je
diilezité najit invariant, ktery bude zachovan obecné. Zaci byli také seznameni s tim, Ze
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dvojpomér znal jiz Pappos z Alexandrie (asi 290 — 350), takZze se nejedna 0 objev moderni

doby. Nasledn¢ byl zaktiim ptedloZen dvojpomér jako algebraicky vztah, pomér, dvou dé€licich

pomera
(ABC) _ {aq _ lAc] |BD]
__ (ABC) _ 1Bg __ lAc|IBD
(ABCD) = (ABD) % " |Bc| |AD|

Po predlozeni dikazu invariantnosti dvojpoméru byli Zaci seznameni S pojmy
harmonicka ctvefice bodi a uplny ¢tyfroh, ktery jim byl pfedstaven jako mozny zplsob
konstrukce harmonické Etvefice bodd. Byli seznameni také S dudlnim pojmem K uplnému
Ctyirohu, tedy uplnym Ctyfstranem. Nasledné byl zaktiim predstaven dalsi zptsob konstrukce
harmonické ctvetfice bodl vyuzivajici stejnolehlosti. Popis konstrukce byl nékolikrat

zopakovan a Zaci provedli konstrukci samostatné do sesiti.
Poté bylo ptistoupeno K feseni tloh.

Uloha 4:  Necht jsou dany tfi kolinearni body A, B, C. Zkonstruujte bod D tak, aby
platilo (ABCD) = —3.

Jelikoz Zaci tapali @ nebyli si jisti, jak postupovat, snazil se je ucitel vést K feSeni.

Ucitel: ,, Zacatek je stejny, jako kdyz jste pred chvilkou rysovali harmonickou ctverici.
Narysujeme poloprimku S pocdtecnim bodem V A, zvolime bod B, anajdeme
bod C;.

Jelikoz i v tomto bod¢ nasledovalo tapani a nikdo nerysoval, ani nechtél prezentovat své

napady, musel ucitel pokracovat s napovédou.

Ucitel: ,,Jestlize jsme pri hledani harmonické ctverice zobrazovali bod B, Ve
stejnolehlosti se stiedem C; a koeficientem ¢ = —1, jak to bude vypadat v této

uloze?
Beata: ,, Ted’ budeme mit koeficient » = —3.“
Ucitel: ,, Ano, presné tak. Jak tedy bude vypadat reseni? *
Beata: ,, Bod B; se zobrazi za bod C trikrat dal. “

‘

Ucitel: ,, Ano, spravné. *
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Komentar

Tato pfednaska byla velmi ovlivnéna tim, Zze na ni byli pfitomni pievazné zaci prvniho
rocniku a ¢tvrty ro¢nik zastupovala pouze Beata. Jelikoz se zaci prvniho ro¢niku doposud se

stejnolehlosti nesetkali, bylo pro né v podstaté nemozné vyiesit tuto tlohu.

Uloha 5:  Necht jsou dany tfi kolinearni body A, B, C. Zkonstruujte bod D tak, aby

platilo (ABCD) = g

Bohuzel feSeni této ulohy velmi ptipominalo feSeni pfedchozi. Protoze jediny, kdo byl
schopen se aktivné zapojit do feseni, byla Beata. Vzapéti poté dorazilo z obéda nékolik zakt
tvrtého roéniku, pravé véas pro zavedeni pojmu polira bodu ke kruznici. Zakim byl
vysvétlen historicky vyvoj pojmu, kdy Girard Desargues hledal mnozinu vSech harmonicky
sdruzenych bodi C s bodem nelezicim na kuzelosecce D vzhledem k pruseé¢ikiim A, B piimky
prochézejici timto bodem s kuzeloseckou. Pro lepsi piedstavu byla celd situace ilustrovana
v piedem ptipravené konstrukei Vv programu Geogebra. Zaroveil zde byl v tabulce napocitan
ptisluSny dvojpomér, aby Zaci vidéli, Ze se skute€né neméni pii ,orozpohybovani® celé
konstrukce. Nasledoval dotaz ucitele: ,, Jak vypada mnozina vsech bodii C? “

3

Liza a n¢kolik dalSich Septem: ,, Primka.

Po zapnuti stopy bodu C jiz vSichni nahlas hlasili, ze se jednd 0 piimku. Poté byla
v Geogebie zobrazena polara, kterd byla do té doby skrytd. Zakim byla sdélena také
zajimavost, ze Desargues nezavedl pojmenovani, které bylo zavedeno 0 asi dvé sté let
pozdéji. Zakam &tvrtého roéniku bylo rovnéZ pfipomenuto, Ze se S pojmem polara bodu ke
kuzelosecce setkali jiz v analytické geometrii, kdy pomoci ni hledali tecny ke kuzelosecce

vedené bodem leZicim mimo ni.
Nasledovala op¢t série uloh.

Uloha 6:  Co se stane, jestlize seéna t piejde do krajni polohy a stane se z ni teéna

kruznice k? Co z toho plyne pro konstrukei polary?

Pro lep$i ptedstavu byl opét vyuzit ilustraéni ptiklad v programu Geogebra, iproto

ptisla odpoveéd okamzité a témét sborove: ,, Splynou V jeden bod. *

Nasledovalo né€kolik dopliujicich otazek uditele: ,, O jaky bod se jednd, z hlediska

primky t a kruznice k?*

Po chvilce reaguje Vasek: ,, Bod dotyku tecny. "
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Ucitel: ,, Dobre. Dokazeme zkonstruovat tecny ke kruznici K bodem lezicim mimo ni

a kruh ji urceny?*
Vasek: ,, Sestrojit kruznici prochdzejici stredem S kruznice k. *
Ucitel: ,, 4 kde by byl stred té nové kruznice? *
Vasek: ,, V bode D. *

Liza: ,,Ne, ... “

I3

Ucitel: ,, To by nefungovalo. *
Vasek: ,, Tak uprostied mezi S a D. “

Liza: ,, To bude kruznice... Thaletova kruznice. “ Nasledn¢ byla ucitelem za dopliovani

zaky shrnuta uloha 6.
Komentar

Nové prichozi zaci ¢tvrtého roéniku byli znacnym piinosem pro hodinu. Z jejich
odpovédi bylo ziejmé, Ze si vzpominaji na mnohé pojmy. Vasek citil, Ze ma spravné feSeni na
dosah, i proto se ziejmé snazil prezentovat vSechny své mySlenky. Oproti tomu Liza ¢ekala se
svou odpovédi, az do chvile, kdy si vzpomene na ten spravny pojem a bude si jista, ze odpovi

spravng.

Uloha 7:  Narysujte polaru p bodu P, ktery lezi vné kruhu uréeného k. Jaka je
vzajemna poloha polary p a piimky SP?

Po zadani ulohy dostali zaci prostor na rozmyslenou a provedeni nacrti. Poté byli
pozadani, aby opét prezentovali své mySlenky. Jelikoz vSichni jevili zna¢né rozpaky a nikdo
sam prezentovat nechtél, byl zvolen piistup, kdy ucitel v programu Geogebra rysoval feSeni
podle zakovskych navrhi a poznamek. Pii tomto zpuisobu prezentace se zapojila vétsina zaku,
protoze citili v&tsi bezpeci a jistou anonymitu v ramci skupiny. Odpovéd’ na otazku pak jiz
necinila zadny problém. Zaci byli schopni Vv feeni objevit podobné pravouhlé trojithelniky a

S jejich pomoci okomentovat, Ze: ,, Polara p a primka SP jsou navzdjem kolmé. “

Nasledné byli Zaci postaveni pied dvé ulohy, které maji stejné zadéani, ale jinou

,napovédu®, tudiz jiny ocekdvany postup feseni.

Uloha 8a:  Lze najit poldru p bodu P, ktery lezi uvnitt kruhu uréeného k? (Reste

pomoci dvou piimek prochdzejicich bodem P).
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Uloha 8b:  Lze najit polaru p bodu P, ktery lezi uvnité kruhu uréeného k? (Reste

pomoci znalosti 0 pifimce SP a polafe p.)

Jelikoz byly opét znat rozpaky a nikdo se neodhodlal pustit se do feseni, bylo tfeba klast

opét otazky.
Ucitel: ,, Kterou z techto uloh byste chteéli zacit? Obé jsou podobné narocné. *
Z4ci se shodli, Ze by chté&li za&it alohou 8b.

Ucitel: ,, Dobre, tady v té zdavorce vidite, jaké znalosti byste pri FeSeni méli vyuzivat, tak
si pojdme pripomenout, co uz vime 0 primce SP a 0 polare p bodu P, ktery lezi
vné kruhu urceného kruznici k. *

Erik: ,,Jsou na sebe kolmé. *

Ucitel opét rysuje zadani v programu Geogebra.

Ucitel: ,, Dobre. Ziejmé predpokldddame, Ze kdyz budeme hledat polaru p bodu P, ktery
lezi uvniti kruhu urceného k, tak pro ni platit to samé, tedy Ze bude kolma

K primce SP. “
Z4ci souhlasi, nicméné stale nevyviji vlastni aktivitu a invenci.

Ucitel: ,, Co kdybychom vedli bodem P primku q kolmou k SP a rekli, zZe je to polara
nejakého jineho bodu Q. Dokdzali bychom najit ten bod? “

Vasek: ,, No, asi dokazali.

Ucitel: ,, Tak to zkuste. *

Zatimco zaci Crtaji do seSiti mozné postupy feSeni, rysuje ucitel do zadani
piimky SP a q. Kdyz zéci zacali konzultovat mezi sebou, byli pozadani, aby prezentovali sva
feSeni.

Vasek: ,, V priisecicich primky q S tou kruznici k sestrojime tecny a tam, kde se protnou

jebod Q. “

Ucitel: ,,Je potieba rysovat obé tecny? “

Liza: ,, Ne. “

Ucitel: ,, Proc¢ ne? “

Liza: ,, No protoze ten bod Q bude leZet zase na primce SP. *
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Ucitel: ,, Vyborne, dokazala bys rict, proc lezi prave na SP?*

Liza: ,, Protoze kdyz jsem si nacrtla obé tecny, tak to tak vyslo. A kazdy bod je priisecik

dvou primek a tady se protinaji tri, vV bode Q. “
Ucitel: ,, To je pravda. Dokadzal by nekdo najit jeste jiné vysvetleni?
Vasek: ,, Mné pripada, zZe kdyz je q kolmd K SP, tak by mél jeji pol lezet taky na SP.

Ucitel: ,, Vyborne, Vv tom pripadé ziskavame néjakou souvislost mezi poldarou q, na které

lezi bod P a ziejmé | poldarou p, kdyz bod Q lezi na primce SP. *

Vasek: ,, V tom pripadé by bod Q mél lezet na polare p. “

Ucitel: ,, Ano, je to presné tak.” Ucitel dorysoval piimku p a shrnul spolu s pomoci
obrazku: ,, Pokud primka q prochdzim polem P primky p, pak i pol Q primky q
lezi na primce p.

Komentar

Podle oc¢ekavani byli aktivni opét predevsim zaci ¢tvrtého ro¢niku. Reagovali podle

ocekavani az do reakce Lizy, kdy komentovala, pro¢ by mél bod Q lezet na piimce SP.

Mrw e

zdivodnéni bylo samoziejmé pravdivé. Vasek pak jiz reagoval tak, jak jsem ocekaval
a prinesl spravné feseni.
Pti teSeni Glohy 8a dostali zaci opét nejprve ¢as na rozmyslenou, poté byli vyzvani
K prezentaci navrhi feSeni.
Liza: ,,Kdyz ty dvé primky prochdzeji bodem P, tak jejich poly musi leZet na polare
bodu P. aprotoze potiebujeme zndt dva body, abychom mohli narysovat
primku, tak poldara p prochdzi poly téch dvou primek. *
Po tomto komentafi odkryva ucitel slide s tfeSenim ulohy 8a a pomoci n¢j potvrzuje

spravnost feSeni, které prezentovala Liza.

Ucitel: ,, Presné tak, pokud bodem prochazi dvé primky, pak polara tohoto bodu musi

prochazet poly obou téchto primek.
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e) Lobacevského geometrie — motivace (10. 11. 2016, 17 zaki)

Zavérecné tti prednasky byly vénovany Lobacevského geometrii. Prvni z nich ptiblizila,
na jak obrovskych prostorech lze tuto geometrii aplikovat, kdy si vSichni jeji objevitelé byli
védomi, Ze ipolomér Zemé by byl stile jeitd velmi malou jednotkou. Zaci byli také
seznameni S problémem, ktery vyvstaval pii snaze dokazat experimentalné spravnost
teoretickych zaveéra. Kdy Lobacevsky méfil velikosti vnitinich uhli trojihelniku tvoteného

hvézdami Riegel — Sirius — 29Eridani.

Nasledné byli Zaci obeznameni S prostorovymi modely a modely, které vznikly jejich
projekci do roviny. Byly jim tedy postupné ptedstaveny Poincarého kruhovy model,
Poincarého polorovinovy model aBeltrami — Kleiniv model. Pro Zzadky bylo velmi
problematické pteorientovat se z eukleidovského vnimani pojmu pfimka jak Vv prostorovych
modelech, tak zejména v Poincarého modelech, kde diky projekci mize byt ptimka
reprezentovana eukleidovskym kruznicovym obloukem nebo eukleidovskou polopfimkou.

Tyto dva reprezentanty bychom mohli povazovat za piekvapivé modely podle Hejného.

f) Beltrami — Kleiniv model — vzajemna poloha piimek (14. 11. 2016,

18 74ki)

Na zacatku druhé prednasky byl pfipomenut vznik jednotlivych rovinnych modeli. Poté
byl namotivovan Beltrami — Kleiniiv model. K tomu bylo vyuzito piedstavy velmi vysoké
véze, nebo horkovzdusného balonu ukotvené¢ho vysoko nad mirn¢ zvinénou krajinou, ze které
se by zaci mohli pozorovat kruhovou plochu. Tato plocha byla nazvana ,Nas svét®, do
kterého patii pouze to, co lze vidét z tohoto vyvySeného mista. VSe, co se naopak nachazi na
horizontu nebo za nim, je jiz mimo ,,Nas svét™, jedna se tedy 0 jakési nevlastni body. Tyto
body lze vyuzivat pii konstrukcich, ale nepatii do vysledného feseni. Zaktim bylo sdéleno, Ze
pomoci objektii eukleidovského svéta, jako jsou papir, tuzka, naSe oc¢i, se budeme snazit

popisovat ,,Nas svét®, potazmo Lobacevského rovinu.
Prvni tloha této prednasky, uloha 9, byla v podstaté opakovanim, protoze ji zaci feSili
jiz na prvni ptednasce. Z tohoto divodu nebyl problém ji vytesit.

Uloha 9: Vyslovte negaci patého Eukleidova postuldtu ve znéni: ,,K libovolné

primce p lze libovolnym bodem P, ktery na ni nelezi, vést pravé jednu

‘

rovnobézku.
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Lukas: ,, K libovolné primce p lze libovolnym bodem P, ktery na ni nelezi, vést bud’ dvé

«

a vice rovnobézek anebo Zadnou.

Uloha 10:  V Beltrami — Kleinovu modelu je dana piimka p abod P, ktery na ni

nelezi. Narysujte aspon tii rovnobézky K piimce p bodem P.

Na tabuli byla naértnuta kruznice, Vv ni piimka p abod P, ktery na ni nelezi (viz
obrazek 44).

Obrazek 44: Zadani dlohy 10

Z4ci opét dostali &as na rozmyslenou, po jehoZ vyprieni mohli piijit k tabuli prezentovat
své feSeni. Prvni se osmélil Slava (4. ro¢nik), ktery nacrtl ptimku, tétivu kruznice k bez
krajnich bodi, eukleidovsky rovnobéznou s piimkou p. Kdyz se opét posadil, byli vyzvani
dalsi zaci, aby pfisli nacrtnout né¢jakou dalsi rovnobézku.

Liza: ,, VZzdyt tam uz rovnobézka je.

Ucitel: ,, Kolik spolecnych bodii maji dvé rovnobézné primky? “

Liza: ,,den)}. “

Ucitel: ,, Dokdzeme tady Vtom , NaSem svéte“ najit néjaké dalsi primky, které

prochdzeji bodem P a neprotnou primku p? “

K tabuli pfiSel Nikolai a nacrtl dalsi dvé ptimky, které se s pfimkou p neprotnou ani na
kruZnici.
Ucitel: ,, Vyborné, kolik takovych primek bychom dokazali najit? “

3

Lukas: ,, Nekonecné mnoho.
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Ucitel: ,, Presné tak. Ale ja tvrdim, Ze bychom mezi nimi mohli najit dvé takové trochu

specialni, které na tabuli jeste nemdame nakreslené. Dokazete je najit? *

Po chvilce premysleni ptisel k tabuli Vasek a nacrtl dvé ptimky, které mély s pfimkou p

spole¢ny bod lezici na kruznici.
Dalsi uloha byla promitnuta spolu s ptislusnym obrazkem.

Uloha 11:  Obrazek niZe ukazuje Sest piimek Vv Lobadevského rovind. Vypiste

v§echny rovnobé&zky s pfimkou a bodem C.
S feSenim ulohy 11 neméli zaci nejmensi potize. Témei okamzité po jejim promitnuti se
ptihlasila Ivca.
Iv¢a: ,,Jsou to primky c,d, f a jesté b.
Liza: ,, Vsechny kromé e, ta se s a protina v D. “
Komentar

V tivodu méli zaci problém oprostit se od eukleidovského vnimani rovnobéZnosti, coz
bylo patrné z piimky, kterou naértl Slava, tak i z reakce Liza. Po prolomeni této bariéry jiz

byli vSichni schopni fesit ostatni ilohy samostatné.

Pomoci obrazku na tabuli byla klasifikovana vzajemna poloha ptimek v Lobacevského

roving a zavedeny pojmy soub&zky a rozbézky.

Uloha 12:  Necht je dano n raznych piimek a;, a,, ..., a,, pak vzdy existuje piimka p

rovnobézna se vSemi z nich. Dokazte.

Zaci opét fesili samostatné nebo ve dvojicich. Pfi prochazeni tfidou a nahliZeni do sesitt
bylo zjisténo, ze vSichni zaci po chvili nachazeji stejné, spravné feSeni. To bylo posléze
nacrtnuto na tabuli.

Uloha 13:  Piimky a, b jsou rovnob&zné, pak existuje piimka p rovnob&zna s obéma

z nich.

Pii feseni této ulohy se mezi zaky objevovala velmi ¢asto dvé feseni. V prvnim z nich se

zaci stale jesté¢ nedokazali oprostit od eukleidovské rovnobéZznosti, protoze vSechny pfimky

a, b, p byly nacrtnuty pravé jako eukleidovské rovnobézky, viz obrazek 45.
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Obrizek 45: Zakovské FeSeni ilohy 13
Druhé teSeni bylo zifejmé Castecné ovlivnéno feSenim predchozi tlohy. Nékolikrat se
vyskytlo pifedev§im mezi Z4ky prvniho ro¢niku. Toto feSeni ptedstavovalo nékolik po dvou
soubéznych piimek, vyrazné piipominajicich lichobéznik, viz obrazek 46. Tito Zaci méli
ziejm¢ stale jesté¢ problém odliSit od sebe pojmy piimka v Beltrami — Kleinovu modelu
a eukleidovskd usecka. Navic je z obrazku 46 patrné, ze také u této skupiny zakh pietrvavalo
eukleidovské vnimani rovnobéznosti, na piimkéach a,p. Na druhou stranu si byli védomi, ze

vSechny ptfimky, které narysovali, jsou rovnobézné.

Obriazek 46: Zakovské FeSeni tilohy 13

Uloha 14:  Existuji rovnob&zné piimky a, b, c takové, ze zadna piimka p neprotne

vSechny tfi.
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Asi polovina zakt vyftesila tuto ulohu spravné, u druhé poloviny zaka se vyskytla dvé
chybna feseni, nasli bud’ tfi soub&zky, viz obrazek 47 (Iv€a, Standa — 1. roc¢nik), nebo
rozbézky, viz obrazek 48 (Polina). v prubéhu feseni byli Zaci, u kterych se vyskytly tyto
chyby, upozornéni a bylo jim zaroven nazorné ilustrovano, ze pro jejich feSeni existuje

ptimka, ktera protne vSechny tfi jimi nacrtnuté.

Obrazek 47: Chybné feseni tlohy 14 — Iv¢a, Standa

Obrazek 48: Chybné FeSeni ilohy 14 — Polina
Poté, co byli Zaci upozornéni na nespravné feSeni, nasli spravné feSeni témét okamzité.

Zaujalo mé ovSem feseni Poliny, které se odlisovalo od vSech ostatnich, viz obrazek 49.
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Obrazek 49: Spravné reSeni tulohy 14 — Polina
Béla (1. rocnik) nespravné pochopila zadani a nacrtla tfi eukleidovsky rovnobéZné
ptimky. Po upozornéni, ze tyto tii pfimky lze najednou protnout jednou ptimkou, jiz nasla
spravné feSeni. Toto feSeni nepovazuji za chybu, ale za neporozuméni zadani, proto

nefigurovala mezi ostatnimi.

Pro potteby feSeni nasledujiciho ulohy bylo na tabuli nacrtnuto zadéni, Zaci poté méli za

ukol barevné oznacit spravné feseni.

Uloha 15:  Ptimky a, b jsou rovnob&zné, na kruznici k najdéte mnozinu dvojic bod,

jimiz lze vést ptimku rovnobéznou S a a zaroven riznobéznou S b.

Bez vétsich problémti oznacili Zaci vnitini body spravnych kruznicovych oblouki, ale
nekteti z nich méli problém nahlédnout, ze soucasti feSeni jsou také nékteré krajni body

prislusnych obloukii.
Uloha 16:  Narysuijte tfi riizné, po dvou soub&zné piimky a, b, c.
Standa: ,, Pane uciteli, co to znamenda po dvou soubézné? “
Ucitel: ,,Jednd se 0 dvojice soubéznych primek. *

Pii kontrole zakovskych feSeni se ukazalo, ze Standa byl jediny, komu dotaz nestacil

k uréeni spravného feseni. Jeho feseni vypadalo stejné jako jiz v uloze 14 (viz obrazek 47).
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g) Kolmost v Beltrami — Kleinovu modelu (21. 11. 2016, 10 zZaki)

Na posledni ptfedndsce byli pfitomni pouze zaci ¢tvrtého ro¢niku. Na tvod prednasky
bylo stru¢né zopakovano, ¢emu se vénovala ta piedchozi, a bylo také zopakovano feSeni

ulohy 16, poté byl zaktim piedloZen K vyfeseni nasledujici aloha.

Uloha 17:  Narysujte tii rizné, po dvou soubdné piimky a, b, ¢ tak, Ze a prochazi

sttedem kruznice k.
Liza: ,, To je to samé, jako 16, jen ta primka a prochazi stedem kruznice k. *
Ucitel: ,,Ano, mas naprostou pravdu. “
Ostatni zaci S Lizou souhlasili, proto nebylo tfeba tllohu déle rozebirat.

Uloha 18:  Narysujte pravothly trojihelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C, dale
najdéte body D,E tak, aby platilo: D € AC, |AD|:|DC| = 3:1,
E € BC, |BE|:|EC| = 1:3. Body D, E, C také tvoii vrcholy pravothlého
trojihelniku. Nad pfeponami obou trojihelnikii zkonstruujte Thaletovy

kruznice. Maji tyto kruznice néjaky spolecny bod? Jaky?

Z4ci si feSeni Glohy nadrtli do sesit(, na tabuli S nimi byl poté cely postup realizovan

znovu, kdy komentovali své kroky.
Odpovéd formulovala Liza: ,, Maji spolecny bod C a jeste tamten jeden.

Ucitel: ,,Dobre, muzeme mu rikat treba F. Toto reSeni budeme vyuzivat pri reSeni
nasledujici ulohy, proto ho necham radsi tady na tabuli, at’ ho mame na
ocich.“

Uloha 19: Necht A4,B,C jsou tii razné body, pfitemz A je stied kruznice k.

Zkonstruujte piimky a, b,c tak, aby kazdé dv€é znich byly soubézky

a navic platilo A € a,B € b, C € c. Proved'te rozbor a diskuzi.

Zaci opét dostali ¢as na rozmyslenou a rozbor wlohy. Poté méli prezentovat své feseni,
ale pouze Liza prezentovala nacrt vysledku, nicméné bez konstrukce nebo rozboru

s komentatem: ,, To bude jako Vv uloze 17.*

Ucitel nacrtl zadani na tabuli: ,, TakZe to bude vypadat néjak takhle, “ pti téchto slovech
nacrtl na tabuli velmi hrubé feSeni tak, jak ho Liza navrhovala. Zamérné zacal piimkou a, aby

nenaznacil chronologii kroki.

3

Liza: ,, Ano.
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Ucitel: ,, 4 jak pozname, ze ma primka a prochazet prave téemito body? “

Pro nazornou ilustraci bylo vyuzito opét programu Geogebra. Poté jiz vSichni pochopili,

Ze toto feSeni bylo pon€kud naivni a bude potieba vymyslet néjaky sofistikovanéjsi postup.

Ugitel: ,, Bude potieba udélat rozbor spolu s nacrtem. Rikal jsem, Ze se budeme snaZit

K Feseni vyuzit FeSeni predchozi uilohy, které mame pred sebou na tabuli. Mohlo

3

by nam vyznamné pomoci. *
Poté dostali dal$i prostor na rozmySlenou.
Vasek: ,, Takze bysme tam méli hledat ty Thaletovy kruznice...
Ucitel: ,, 4 nad kterymi useckami bychom je méli hledat? “
Vasek: ,, Nad primkou a, “ a ukazuje na nacrt feSeni na tabuli.
Ucitel: ,, Tam uz prece jedna je.
Vasek: ,, Tak nad temi useckami b, c. “

Ucitel: ,,Myslim, ze bychom méli prestat hadat a méli bychom se pokusit hledat spojeni

3

mezi resenim ulohy 18 a touto ulohou.

Liza: ,, Pokud je ten trojuhelnik ABC z ulohy 18 tady ten nas, ktery ma strany a, b, c, tak

ta Thaletova kruznice by byla viastné kruznice k. *

Vasek: ,,Ale vzdyt by pak ta druha kruznice uz nelezela celd tady vV tom ,, Nasem svété *,

to muzeme?

Ucitel: ,, Pri konstrukci miizeme vyuzivat klasickych eukleidovskych konstrukci, vsechny

objekty povazujeme za eukleidovské, ale vysledkem je pak skutecné, jak jsi

TNt

spravné rekl, pouze to, co lezi v ,, Nasem svéte .
Vasek: ,, Takze stred té druhé kruznice bude uprostred mezi B a C. "
Ucitel: ,, Vyborne, co jsme tedy prave ziskali? *
Liza: ,, Ty body C a F.*
Ucitel: ,, 4 proc pro nds bylo tak dilezité najit prave tyto body? *
Vasek: ,, Protoze tudy prochazi primky a, b. *
Ucitel: ,, To je ono,” dorysuje reSeni V programu Geogebra. , Kolik jsme tedy nasli

reseni?

71



Liza: ,,No dve.

Ucitel: ,, Ano, presné tak. Na cem tedy zavisi jejich pocet? *
Po chvilce vahani odpovida Beata: ,, Na téech bodech B, C.
Ucitel: ,, To je pravda. A jak konkrétné na téchto bodech? *
Vasek: ,, Na tom, jak daleko jsou od kruznice k. *

Ucitel: ,, V podstaté je to pravda, *“ pohybuje bodem C blize k bodu B, ¢imz se méni
polomér Thaletovy kruZnice a tim také podet prise¢ikii s kruznici k. Zaci okamzité reaguiji
a upravuji sva tvrzeni: ,, Zalezi na poctu prusecikii téch dvou kruznic, takZze miiZeme mit dve,
jedno nebo Zadné reseni. “

Komentar

Moderovat feSeni této ulohy bylo naro¢né, abych zakim pomohl, ale zaroveinn jim
nenapoveédel ptilis. Z pocatecnich odpovédi bylo ziejmé, ze zaci pomérné dlouho tapali
a snazili se ulohu fesit metodou ,,pokus, omyl“. Pivodné¢ jsem piedpokladal, Ze pomoci
rychlej$i a piimocaiejsi. v prubéhu feSeni se objevil problém, kdy se Vasek ptal, jestli
muzeme pii konstrukci vyuzivat nevlastni body. Myslim, ze prdave zde byl problém, ktery
brzdil také ostatni p¥i hledani spravného feSeni. Protoze si neuvédomili, Ze K vyreseni ulohy je
mozné pouzivat libovolné eukleidovské konstrukce a nahlizet na vsechny objekty jako na
eukleidovské. Po vyfeSeni tohoto dilematu jiz feSeni nabralo spravny smér ispad. Pri
zavereéné diskuzi si zaci nejdiive nebyli Gplné jisti, na co se jich ptam, ale nakonec, i pomoci

rozpohybovani feseni v programu Geogebra, pochopili a rychle zareagovali.

Druha polovina této prednasky byla vénovana kolmosti piimek v Beltrami — Kleinovu

modelu. Kolmost byla motivovana pomoci nekone¢né mnoha kolmic k jedné ptimce.

Ucitel: ,,Jaka je vzdjemnd poloha vSech kolmic K jedné primce?

¢

Vadim (4. ro¢nik): ,,Jsou rovnobézné.

Ucitel: ,, Presné tak,* ¢rta na tabuli kruznici k a jeji secnu p, jejich priseciky znaci
U, V. ,,Z projektivni geometrie vime, Ze se vSechny rovnobézky protnou
V jednom nevlastnim bodé. Reknéme, Ze vsechny kolmice K primce p budou

rozbézky a protnou se v bodé P, “ ¢rta nekolik rozbézek, prochdzejicich bodem

P. , Jaka bude vzajemna poloha kolmic primky p vV nevilastnich bodech U, V “
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Vasek: ,,Jsou to tecny ke kruznici k. *
Liza: ,, PFimka p je polara toho bodu P.

Ucitel: ,, Vyborne, to znamena, zZe kdyz si vzpomeneme na to, co jiz vime 0 polare,

«

budeme mit mnohem méné prace pri konstrukci kolmic.

Jelikoz jsme V jedné z predchozich prednasek vénovali polafe bodu vzhledem ke
kruZnici dostatek Casu, nebylo slozité namotivovat, ze kolmice q K pfimce p musi prochazet

polem ptimky p a naopak.

V tomto bodé se ukdzalo, Ze je mozné namotivovat kolmost v Beltrami — Kleinovu
modelu pomoci zakladnich pojmu projektivni geometrie, které jsou stredoskolakum pristupné,
a neni tieba je exaktné definovat pomoci slozitych, nepristupnych zobrazeni.

Uloha 20:  Jak vypadaji kolmice k piimce p, ktera prochazi sttedem kruznice k?

Okamzité reagoval Vasek: ,, Neexistuji. “

Ucitel: ,, Hmmm, miuiZes to trochu rozvést, proc¢ neexistuji?

Vasek: ,, Protoze kdyz povedeme tecny ke kruznici k Vv téch prisecicich s primkou p, tak

se nikde neprotnou.
Liza: ,, Ale vzdyt se protnou nékde v nekonecnu.
Vasek: ,, No jo, ja jsem zase zapomnél, ze provadime ty normalni konstrukce...
Ucitel: ,, Takze jak budou vypadat ty kolmice? “ ¢rta je na tabuli.
Liza: ,, Budou rovnobézné.
Ucitel: ,,Ano, budou dokonce eukleidovsky rovnobézné. “
Uloha 21:  Kolik spole¢nych kolmic maji dvé rtizné p¥imky?

Liza: ,, 4 jsou to rovnobézky?

Ucitel: ,,Spravny dotaz. Zrejmé budeme muset vyzkoumat, jak to bude vypadat pro

kazdou vzajemnou polohu, tedy pro soubézky, rozbézky i riiznobézky. *

Jelikoz zaci opét tapali a nebyli si jisti, jak by mé&li tuto ulohu zacit fesit, ujal se slova
opét ucitel.
Ucitel: ,, Kolika body je jednoznacné zadana primka?

3

Vsichni: ,, Dvema. ¢
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Ucitel: ,, Spravne. Jestlize vime, zZe hledand primka ma byt kolma k obéma z nich...
Vasek: ,, Tak musi prochdzet poly obou tech primek. *

Ucitel: ,, Vyborneé. Zkuste si tedy nacrtnout do sesiti, jak by takova situace vypadala pro
jednotlivé vzdajemné polohy. “

Poté, co Vasek nazfel feSeni, bylo jiz pro vSechny jednoduché dojit ke spravnému feseni

a uvédomit si, ze jednu jedinou spole¢nou kolmici mohou mit pouze rozbézky.
Uloha 22:  Dokazte, Ze neexistuje &tyfuhelnik, jehoZ viechny vnitini Ghly jsou pravé.

Vasek: ,, Tak kdyz budou dvé protéjsi strany rozbézky, tak maji jen jednu spolecnou

I3

kolmici, to jsme ted dokazali.

Ucitel: ,, Presné tak. Pochopili vSichni, jak to Vasek myslel? “

Nésledovala velice nesméla odezva, proto byl Vasek pozadan, aby své mySlenky nacrtl
na tabuli a vysvétlil je ostatnim. Po nazorné prezentaci jiz bylo vidét, Ze vSichni Zaci
pochopili, pro¢ takovy ¢tyfuhelnik nemize existovat.

Uloha 23:  Necht jsou piimky m, n soub&zky a kazda z nich je rozb&na s piimkou q.
Zjistéte vzajemnou polohu pfimek a, b definovanych vztahy
mlalqglbln.

Z4ci dostali jako vzdy ¢as na rozmyslenou, Vv jehoZ pribéhu si naértli prvni ¢ast zadani,
pak si ovSem nevédéli rady, jak se postavit K podivnému zapisu m L a L g L b L n12. Proto
byl pieformulovan do tvaru (m La) A(a L g)A(q L b) A (b L n).

Ucitel: ,, Mdame najit primky a, b. Pritom a md byt kolma kK m a zdroven ke q, primka b

ma byt kolma kn a zdrovern ke q. *

Po tomto upozornéni se jiz zaci pustili samostatné do prace a vSichni ulohu byli schopni
vyfesit.

Komentar

Pti feSeni této Ulohy bylo nejslozitéjsi se nejprve zorientovat V zadani a posléze
Vv mnozstvi pomocnych konstrukei. Pokud Zaci zGstali koncentrovani, nenastal problém tlohu

vyfesit. Jeden z zakd se pii feSeni ,ztratil“, protoZe nedostate¢né dusledné znacil poly

12 Tento zapis byl piejat z Gatial a Hejny, 1969.
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jednotlivych ptimek. Po chvili, kdy postupné prosel kroky, které jiz podnikl, se zorientoval

a ulohu Gspésné vyresil.

3.4 Vyhodnoceni experimentu

V priibéhu experimentu jsem se setkal S mnoha prekvapivymi a ne¢ekanymi situacemi,
které mé pirimély se pro pristé¢ pokusit jim piedejit respektive se pripravit natolik, abych jiz
nemohl byt piekvapen. Snazil jsem se dikladné rozmyslet si odpoveédi na mnoho rozli¢nych
variant dotazd, nicméné se vzdy naSel n€jaky, ktery se vymykal. Tyto situace i ve své b&ézné
praxi povazuji za vyzvy, jejichz pfekonani mi pomahéa zdokonalovat se pfi celeni podobnym
vyzvam V budoucnu. vkazdé odpovédi, byt se zda byt Spatna, se snazim rozkliGovat

mySlenkové pochody Zaka, které ho dovedly pravé K této odpovedi.

Neékolikrat nastala situace, kdy jiz padla sprdvna odpoveéd, ale jednoduchd otazka
s fatalnimi disledky: ,, Pro¢? ““ odhalila, Ze se nejednalo 0 odpovéd promyslenou, ale spise
0 hadani. Proto bylo poté potieba doplnit konstrukci myslenkového pochodu tak, aby vSichni

pochopili, z jakého duvodu byla tato odpoveéd’ spravna.

Nespravné odpovédi, respektive chyby, které se v pribéhu experimentu opakovaly pfi

feSeni tloh, bych rozd¢lil podle jejich pti¢iny do nékolika skupin:

1) neznalost piedchozi latky,
2) nedostate¢né zpevnéna nova latka,
3) neporozuméni probirané latce,

4) nepozornost pii ¢teni zadani.

Pii piechodu k Bolyai — Lobacevského geometrii se vyskytlo n¢kolik problémi. Podle
piedpokladu méli zaci problém naztit piimku Vv Poincarého modelech, protoze se vyrazné
odlisuje od toho, co dosud vnimali pod pojmem piimka. Proto hodnotim jako proziravy krok

zabyvat se pravé Beltrami — Kleinovym modelem.

Déle bylo pro zdky velmi obtizné pfeorientovavat se pii konstrukcich provadénych
v Beltrami — Kleinovu modelu mezi Bolyai — Lobacevského a eukleidovskou geometrii,
protoze pro vySetfovani polohovych tiloh v Bolyai — Lobacevského geometrii jsou vyuzivany
standardni eukleidovské konstrukce. Proto je napfiklad na hrani¢ni kruznici nahlizeno jako na

mnozinu nevlastnich bodd, ale zarovei jako na eukleidovskou kruZznici.
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Tato prace obsahuje sérii dvaceti ¢ty gradovanych uloh. Tyto Glohy lze podle obtiznosti
rozdélit do tfi kategorii:
a) ulohy, které byli zaci schopni vyfesit bez mé pomoci (#Findct Gloh 2, 3, 6,9, 11, 12,
13, 14, 16, 17, 18, 22, 23),
b) tlohy, které byli Zaci schopni vyfesit S drobnou napovédou (Sest uloh: 1, 7, 10, 15,
20, 21),

c) ulohy, které by zaci bez mé pomoci ziejmé nevytesili (pét uloh: 4, 5, 8a, 8b, 19).
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Zavér

Tato diplomova prace vznikala v nékolika fazich. V prvni z nich jsem studoval
publikaci Gatiala a Hejného Stavba Lobacevského planimetrie a tesil Glohy, které zde autofi
predkladaji. Ve druhé fazi jsem se snazil formulovat a doplnit n¢které pasaze ve vystavbeé
Bolyai — Lobacevského geometrie tak, aby byly piistupné soucasnému zakovi stfedni Skoly
a zarovenn mu dovolily poznani aktivné konstruovat, nikoliv pouze pfijimat celistvé informace,
jak je popisovano ve druhé kapitole mé diplomové prace. Ve tieti fazi jsem pak tento celek
vyzkouSel Vv praxi na svych Zacich v experimentu, kterému je vénovana tfeti kapitola této

prace.
V této diplomové praci byly vytycCeny tfi cile:

1. Doplnit matematické ,,skoky* v publikaci Gatiala a Hejného, piedevsim Vv teorii
dvojpoméru a polary.

2. Vytvorit sérii gradovanych tloh, kterd by takto doplnény vyklad umoznila
z4kim samostatné objevit.

3. Vyzkouset tuto teorii spolu se sérii gradovanych uloh v praxi.

Prvni z cild je rozebirdn ve druhé kapitole této prace, ktera priblizuje nékteré zakladni
pojmy projektivni geometrie a pomoci nich postupné navozuje pojmy dvojpomér a polara
bodu vzhledem ke kuzZeloseCce. Timto zplisobem byly doplnény matematické ,,skoky*
v publikaci Gatiala a Hejného. Problematika, jiz se vénuje tato prace na dvaceti strandch, je

v publikaci Gatiala a Hejného popsana na osmi.

Druhy cil je rovnéz rozebiran ve druhé kapitole, kterou prostupuje série gradovanych
uloh doplnujici teorii. Nékteré z téchto tloh byly ptevzaty z publikace Gatiala a Hejného, ty
pak byly doplnény dalsimi, které opét zjemnuji ,,skoky*, které se Vv této publikaci vyskytuji.

Tteti cil byl realizovan pomoci experimentu, kterému je vénovéna tieti kapitola této
prace. Série Uloh byla Gsp&$né odzkouSena na dvaceti péti Zacich, ctrnacti z prvaiho rocniku
ajedendcti ze ctvrtého. Z téchto zaku proslo sedm kurzem vice, méné sobéstacné, dalsi pet az
Sest zaku se aktivné podilelo na praci kolektivu a v zasadé rozumélo probirané latce, jen asi
jeden az dva Zaci nebyli schopni porozumét problematice. V priitbéhu experimentu bohuzel

Jjedenact Zaku, z riznych divodii, nepokracovalo az do konce.

Pti realizaci experimentu se ukazalo, Ze jiz zaci prvniho ro¢niku maji dostatecné
matematické znalosti, na které je mozné navézat pii studiu projektivni geometrie a poté

Bolyai — Lobacevského geometrie. Dale se ukazalo, Ze by bylo vhodné sérii gradovanych uloh
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doplnit v oblasti polary bodu vzhledem ke kuzelosecce, protoze pravé Vv této oblasti zaci tapali
ptifeseni uloh ziejmé nejvice.
Za tuspéch experimentu lze povazovat, ze Zaci objevili zpisob zavedeni kolmosti

v Beltrami — Kleinovu modelu pomoci vztahu poli a polar vzhledem ke kruznici.

Dalsim tspéchem je, ze si zaci osvojili praci vtomto modelu, coz je velice naro¢na
abstrakce, kterou urCité vyuziji v jinych oblastech matematiky (napiiklad v oblasti
komplexnich ¢isel). Tato abstrakce je narocnd predevSim v nutnosti zmény nahledu na
objekty, s nimiz Zaci pracuji. Pro jednotlivé konstrukce je mozné tyto objekty nazirat jako
klasické eukleidovské, nicméné feSeni jiz je tfeba naziit z pohledu Bolyai — Lobacevského

geometrie.

Z reakci zakt a jejich aktivniho zapojovani Vv pribéhu experimentu usuzuji, Ze je
problematika Bolyai — Lobacevského geometrie zaujala. Tento mij dojem je umocnén také
jejich reakcemi po jeho skonCeni, kdy se dotazovali, zda do budoucna chystam néco
podobného. Jelikoz jsem zaroven tfidnim ucitelem zakt prvniho rocniku, ktefi se ucastnili
tohoto experimentu, mam tyto informace podloZeny ireakcemi jejich rodicd. Tento
experiment hodnotim jako zdafily i z divodu, Ze Vv zacich vzbudil vétsi zajem 0 matematiku

a prinesl jim vétsi rozhled po matematickych disciplinach.
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