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Abstrakt: Tato praca sa venuje odvodeniu rdznych typov intervalovych odhadov
pre podiel strednych hodnét. Zmyslom prace je aplikacia ziskanych teoretickych
poznatkov do problematiky triedenia odpadu, napriklad odhad hmotnosti ne-
vytriedenej zlozky odpadu vzhladom k celkovej hmotnosti zmesového odpadu.
Najprv sa v praci predstavia intervaly spolahlivosti odvodené na zéklade stan-
dardnej asymptotickej inferencie ako standardny asymptoticky interval spolahli-
vosti a intervalovy odhad odvodeny s vyuzitim logitovej transformécie. Dalej sa
vysvetli metdéda bootstrap, ktord vedie k odvodeniu zakladného, percentilového
a Studentizovaného bootstrapového intervalu spolahlivosti. V zavere prace sa ski-
maju vlastnosti uvedenych intervalovych odhadov pomocou dvoch simulac¢nych
modelov.
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Abstract: This thesis is devoted to the derivation of various types of confidence
intervals for ratios of mean values. The inspiration for this work is applying the
acquired theoretical knowledge to the problem of waste sorting, such as estima-
ting the weight of the unsorted waste components concerning the total weight of
the mixture. Firstly, the confidence intervals based on the standard asymptotic
inference are derived, such as the standard asymptotic confidence interval and
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Uvod

Separacia odpadu sa v poslednych rokoch stava beznou sucastou nasich zZivotov.
Bohuzial, ¢ast odpadu, ktort je mozné vytriedit, sa nachadza v koSoch urcéenych
na zmesovy odpad. Naskytuje sa prirodzend otéazka na hmotnost nevytriedeného
odpadu vzhladom k celkovej hmotnosti odpadu. V bakalarskej praci sa preto
budeme venovat odvodeniu réznych typov intervalovych odhadov.

V prvej kapitole predstavime standardny asymptoticky interval spolahlivosti.
Na jej konci uvedieme modifikaciu odhadu rozptylu, ktora bude neskor pouzita
pri simulaciach.

Nésledne v druhej kapitole odvodime interval spolahlivosti s vyuzitim logitovej
transformacie. Dovodom zavedenia tejto transformécie je domnienka, ze takto
skonstruované intervalové odhady budu vykazovat lepsie vysledky ako standardné
intervaly z prvej kapitoly.

Tretia kapitola je venovana neparametrickému bootstrapu, ktory predstavuje
alternativu ku standardnej asymptotickej inferencii. Po motivacii tejto metody
budt podrobne odvodené bootstrapové konfidencéné intervaly - zakladny, percenti-
lovy a Studentizovany. Cela kapitola je sprevadzana ilustracnym prikladom, ktory
sluzi na lepsie pochopenie vypoctov bootstrapovych intervalov spolahlivosti.

Nakoniec budeme v simulac¢nej studii skimat vlastnosti vsetkych odvodenych
intervalovych odhadov v dvoch réznych modeloch.



1. Standardny asymptoticky
interval spolahlivosti

Majme nahodny vyber (nezavislé, rovnako rozdelené ndhodné vektory)

Y1\ (Y2 Yo
() () e

Pre jednoduchost znacenia oznac¢me (?) nahodny vektor, ktory ma rovnaké roz-

delenie ako ndhodny vektor (2;') Nasim cielom bude odvodit bodovy a intervalovy
odhad pre podiel strednych hodndét
EY

0=——.

ET

Aby mal vyraz 6 zmysel, budeme v praci predpokladat, ze E T' # 0. Ako bodovy
odhad parametru 6 pouzijeme podiel vyberovych priemerov

0, =

)

Odhad 6, je konzistentny, pretoze zo silného zékonu velkych ¢isel (SZVC) apli-
kovaného po zlozkach (vid |[Dupac¢ a Huskova, 2009, Véta 4.8.) plati

Vo T)T 25 (EY,ET)".

n— o0

Dalej pouzijeme Vetu o spojitej transformacii (VoST) (vid [van der Vaart|, 2000,
Theorem 2.3) pre spojitu funkciu g(y,t) = y/t na R x R \ {0} a dostavame

. Y . ; EY
0, =="=q(Y,. T,) —= EYET)=— =90 1.1

kde sme vyuzili predpoklad E T # 0.

Néhodny vyber moze v praxi sluzif ako model pre triedenie odpadu. Nech Y;
zna¢i hmotnost nevytriedeného odpadu (papieru, skla, bioodpadu, ...) v i-tom
komunalnom odpadkovom kosi a T; predstavuje celkovii hmotnost odpadu v i-tom
odpadkovom kosi. Nasledujiica veta nam poskytuje informaciu o asymptotickom

rozdeleni 6,,. Predtym neZ ju sformulujeme, ozna¢me varY = o2, varT = o2

a cov (Y,T)=cov(T)Y)=oyr.

Veta 1. Nech (}TE%’(YQ)’ e ,@Z) je nahodny vyber s konecnou rozptylovou ma-

T
ticou X splnujuci T27£ 0. Potom plati

\/ﬁ(@n —0) — N(0,0?), (1.2)
o2 o 02(E Y)?2
kde 02 = G TY)Q -2 (’ETTE)sy + fE( T)4) € (0,00).



Dékaz. 7 Centralnej limitnej vety pre nezavislé, rovnako rozdelené vektory (CLV)
(vid van der Vaart| 2000, Proposition 2.27) vyplyva

() - (E5)) o () (3 %))

Dalej ozna¢me D(y,t) = (%@’/’t), %).

Pouzitim A-metddy (vid van der Vaart, 2000, Theorem 3.1) pre funkciu
9(y,t) =y/t, g : R* > R,
ktora je spojite diferencovatelnd na intervale R x R \ {0}, dostavame

D(y,t) = (1/t, —y/t?) = DEY,ET) = (1/ET, —EY/(ET)?),

AL ((E) o

kde
o =DEY,ET)SDEY,ET) = (- —Frp) (;ET J(%T) (&7 75%32)T
_ (EU:%)Q - 20(’”ET;)3Y + U%éETi;BQ. (1.4)
Po dosadeni do dostéavame /n(6,, — 0) m N(0, 0?).
O
Poznamka. Rozptyl o2 z Vety (1] vieme vyjadrit ako
o = ! var (Y —0T). (1.5)

(ET)?
To sa ukaze pomocou platnosti vztahu

EY
E(Y —0T)=EY —0ET=EY — - ET=0,

ktory pouzijeme v prvych dvoch rovnostiach nasledujiceho vypoctu. Pocitajme

—_

[E(y —o7)?] = [E(Y —EY +0ET-07)]

)2 (E T)2

[E (Y —EY)?+2E[(Y —EY)ET-T) +6%E (ET—T)Q]

’_"ﬂ

H’ﬂ

—Q—E (Y —EY)T-ET)+ o7 (EY)’ ]

(ET)?

H’ﬂ

GYT E Y o04(EY)?
ET)°



1.1 Odhad rozptylu

Aby sme vedeli skonstruovat interval spolahlivosti, potrebujeme poznat (alebo
odhadniit) kazdy jeho ¢len. Preto musime ndjst konzistentny odhad &2 para-
metru o2 z ([1.2)). Nazvime veli¢inu

oyr =

vyberové rozptyly ndhodnych vyberov Y a T
Uvedomme si, Ze Y, Th, 6?/, 62T, 6yr st odhady EY, E T, 0%, 02, oyr.

Poznamka. Vyberovy priemer a vyberovy rozptyl st konzistentné odhady pre
prislusné parametre. To plati aj pre vyberova kovarianciu, pretoze
1 & S — 1 & n

n— . : n —

< £y d 5.7 7 8.7. 1 - 8.7
Zo SZVC méme YV, —25EY, T, —25ET, ——> YT, —2 S EYT.
n — 0o n— 0o -1 = n— 0o

Pouzitim VoST pre spojiti funkciu g(x,y,2) = © — yz dostavame

Gyr =g 2221 ,n ST —]>g(EYT,EY,ET):EYT—EYET:COV(Y,T).
n—1 n—1 n— oo

Po dosadeni konzistentnych odhadov z predoslej pozndmky do (|1.4]) ziskame od-
had

parametru o2, o ktorom chceme dokézat, Ze je taktiez konzistentny.
2
Preto pouzijeme VoST pre funkciu g(a, b, c,d,e) = {5 — 22—? + eb%, ktora je spojita

ak b # 0 a dostavame
a-i = g(Cﬁme a-YT7?717 a-%) %) 9(0-32/’ E T7 oyT, E }/7 O-%) = 02' (16)

Poznamka. PouZitim podobnych tprav ako pri odvodzovani vyrazu (1.5)) vieme
previest odhad rozptylu na tvar

o1 1 & N 2
o= T 1 (Y= L) (17)



V prvej rovnosti nasledujiceho vypoctu pouzivame vztah 0.T,—Y, = 0.

1 1 n _ o _ _ R _
- TR [(Y; V)2 = 20,(Y; — Vo) (Ts — To) + 0°(T, — Tnﬂ
=1
A2 1 ) 6-YT7n &%(?n)2
E [“" B s e

1.2 Interval spolahlivosti

V predoslej sekcii sme nasli konzistentny odhad 62 parametru o2, ktory zohrava
kIacovi tlohu pri konstrukeii intervalu spolahlivosti. Pripomenme, ze sme z Vety ]|
ukazali platnost vyjadrenia

ﬁ(j"_; 6) —— N(0,1),

pricom predpokladajme, Ze 02 > 0. KedZe funkcia g(z) = \/— T je spojita na inter-
vale (0, 00), obdrzime pomocou VoST konvergenciu 4/, —> Vo?. Pouzitim
Cramér-Sluckého vety (vid (Gut, 2005, Chapter 5, Theorem 11 4 ) dostévame

\/ﬁ(én — 9) D N(O, 1)’

A2 n— oo

On

¢o vieme prepisat ako

0, — 0
P (ua/g < M < ula/2> 71_}—00) 1—a.

~2

On

Vyuzitim symetrie kvantilovej funkcie, t. j. uq/2 = —1_o/2, vieme jednodu-
chymi ﬁpravami odvodit interval o asymptotickej spolahlivosti (1 — a)100 % pre
podiel 0 = ktory ma nasledujuci tvar

A2 A2
N O, - o
B — 1o | 2, O + 1ur_aja|] 2 | . 1.8
( U1 /2 n +u1 /2 n) ( )

Vyhodou intervalu spolahlivosti je jeho pomerne jednoduché odvodenie.
Naopak, nevyhodou je skutoc¢nost, ze moze obsahovat hodnoty mimo intervalu
[0,1] a to v pripade, ze plati 0, < Gnti—as2/+/n alebo 0, >1— Fnti—a/2//N.
Tito neprijemnost vieme odstranif pomocou prieniku konfiden¢ného intervalu
s mnozinou [0,1]. Dalsfm problémom je, Ze odvodené vypocty funguji iba
asymptoticky, avSak rozdelenie nadhodnej veli¢iny W moze byt vzdialené
od rozdelenia N(0, 1) pre malé rozsahy ndhodného vyberu. V nasledujicich ka-
pitolach predstavime metody, ktoré vykazuju lepsie vysledky pre malé rozsahy
vyberov. Viac v kapitole [4

ET’



1.3 Modifikacia odhadu rozptylu
Vo Vete [1] sme ukézali, ze

avar (,,) = o°/n.
Teda odhad asymptotického rozptylu 0, je

avar (,,) = 62 /n.
Teraz predpokladajme, Ze navyse plati

EY; | T = 0T, var (Vi | 7)) = 7. (1.9)

Z definicie podmieneného rozptylu a podmienenej kovariancie mame vztahy

var (Y |T) =E[Y? | T] - [E(Y | T)2, (1.10)
cov[(X,Y) | T) = E[XY | T] - E[X | T]E[Y | T). (1.11)

Sformulujme vetu, pomocou ktorej ziskame modifikédciu odhadu 6,21 /n.

Veta 2. Nech platia predpoklady 1} a oznacme T, = (T7,... ,Tn)T. Potom
plati

2

(i) var (0, | T,) = <

Zle T’
.. 6% o 2 n Z:]: Ti2
(i) E [ 1 T) = s iy [“@_m :

Doékaz. V ramci celého dokazu pouzivame vlastnosti podmienenej strednej hod-
noty, ktoré st uvedené vo Vete a vztahy (1.10) a (1.11]) pre vypocet podmie-

neného rozptylu a podmienenej kovariancie.

Bod (i): V tretej rovnosti nasledujiiceho vypoctu vyuzivame nezavislost ndhod-
ného vyberu <Y1>,<Y2), e ,(Y”) a v stvrtej rovnosti druhy predpoklad z |}

T 1> Ty

A 7n i Y; Tn i Y; irz
var (0, | T,) =var | = | T}, | = var (ZZ*L | T) = Ziz1 Vai( | 7))
Tn n2(Tn)2 nQ(Tn)2

2

D N . |

n?(T,)? nT, neSi T YT

Bod (ii): S vyuZitim rovnosti (1.7)) pocitajme:

52 1 1 L N 2
E| 7 |TW|=E | =5— Y, - 0T, +01; — 0,1;) | T,
ln' T T o i~ T+ 0T = BaTi)

S E— 0T | T | 2T E |(Yi = 0T)(0T; - 0,T2) | T,

a (Tn)*(n—1)n (T)*(n—1)n

I E (0T~ 0,T)* | T,
(Tn)*(n —1)n

=A,+ B, +C,, (1.12)



kde A,, B, a C, sme postupne oznacili jednotlivé ¢leny na pravej strane ([1.12]).
Najprv zacneme upravovat clen A,.

L E[(Y— 0T | TSy var (Vi — 0T | T _ o var [Vi | T3
(TP =1y (T.2(n — D (T.(n — 1

= NP _ o B vn
(T,)? (n— 1) T T.n—-1 S, Tin—1) (1.13)

A, =

Teraz pre prehladnost upravime nasledujice vyrazy, ktoré vyuzijeme vo vypocte
¢lenu B,,.

5 E Y20 Y | T, EY2|T n o EY | T, T,
E [}/zen|Tn:| - [ =1 ]| } = [ L | Z} + J=Lj#i [ J‘ J]

nT, T, nT,
_ [var (Vi | T2) + (E[Y | T3])°] L ZizugziE Y; [ TIELY; | T3]
nl', nT',

(PT+0T?) | TS T~ T)
B nT, nT,

T 9212 P Ty 62T T,
s RNl 2l 0T + 0°T;. (1.14)

nl, nl, nl, nT, nl,

E[SL, Y| T]_6S T, (1.15)

E [0, |T] =
S vyuzitim (1.14) a (1.15) vo Stvrtej rovnosti pocitajme B,,.

250, Ticov (Y —0T3, 0 —6,) | T 2%, Tcov ((V;,00) | T,

b= TP (n— o
== +
(T)*(n —1)n ( ) (n— 1)n
2T LA H0T) 2y TE Y| T
T Dn (T2(n —
_ 2y Y, TF _ 202550, T7 20255, T
(Tn)*(n — 1)n2 (Tw)*(n—1n  (Ty)*(n—1)n
2vin
RCE o (110
Nakoniec ostava spocitat C,,.
Z?:l T7 var [@n | Tn} Y T? (E {(0 0 n) | TRD2
! (Tn)*(n — L)n (Thn)*(n — 1)n
n 92; A%
0 _rILT g <€ Tn ) _ 'yl (1.17)
(Th)*(n — 1)n? (Th)*(n — 1)n (n— 1)y T)?" '



Na zaver s vyuzitim (1.12)), (1.13), (1.16) a (1.17) dostdvame

A2 2 n
ElU”|Tn1 Ayt Byt Cp e 0 T i
n

Z?— Tin—1)  (n—1)( le)?’

,}/2

n |y L T?
i Lin—1 (X )]

¢o sme chceli dokézat.

O
Definujme
—1 1
52 = 52" S (1.18)
n {1 — & ]
(2iza Ti)?
Potom je 62 /n podla vety [2 nestranny odhad var (@n | T,,) v modeli ‘)
Poznamka. UkdZzeme platnost vztahu 52 > 62 pren > 1,T; > 0 Vi € {1,...,n}.
Nech x; > 0Vi € {1,...,n}. Oznaéme x,, = (:cl, ) a
1
f(xn) = ST a2 |
1 _ i=1"1
l: (Zz 1x1)2:|

Potom pomocou Lagrangeovej vety o multiplikdtoroch (vid [Pick a kol 2020,
11.5.8. Véta) ukdzeme, ze funkcia f(x,) dosahuje globdlne minimum v bode

T, = (%, 1. %) a nadobtda v nom hodnotu n/(n — 1). Pre jednoduchost
vypoctov staci hladat globalne minimum funkcie
Si a?
fi(@,) = :

(S )2

Definujme bez ujmy na vSeobecnosti viazobni podmienku

n

g(x,) = sz —1=0,

i=1
pretoze inak

n

HCHEDC

i=1

kde z} = x;/ 37, x;. Tym dostdvame Lagrangeovu funkciu pre A € R

L(x,, A Z$f— (Z[L’i—1>.
i=1

Derivovanim by sa zistilo, ze funkcia f;(x,) nadobiida globdlne minimum v bode

z
T, = (%, 1., %) a nadobuda v nom hodnotu 1/n. Potom funkcia f(x,) na-

dobuda v rovnakom bode globdlne minimum velkosti n/(n—1). S vyuzitim ([1.18))
pocitajme

Ne)



pricom rovnost nastava pre T3 = T, = --- = T,,, ¢o v kontexte aplikdcie prace
znamena, ze vsetky pozorované odpadkové kose maju rovnakid hmotnost.

Poznamka. Pouzitim modifikovaného rozptylu (1.18]) vieme upravif asympto-
ticky intervalovy odhad (1.8]) pre parameter € na tvar

. 5_2 R &2
O — tr—ao| =2, O + us ey = | - 1.19
( Ul—q/2 n + Up—q/2 n ( )

V [ kapitole budeme skiimat, ¢i je takto modifikovany standardny interval spo-

Tahlivosti ((1.19) lepsi ako (1.8)).

10



2. Logitova transformacia

V tejto kapitole predstavime logitovi transforméciu, ktorda vykazuje lepsie vys-
ledky (vid kapitola [4)) ako standardny asymptoticky interval spolahlivosti ([1.8])
na str. 6. Nech plati

I,>0a0<Y; <T;,i=1,...,n

Tieto predpoklady su v sulade s aplikaciou triedenia odpadu, pretoze chceme pra-
covat so zmesovym odpadom kladnej hmotnosti a zaroven s nezapornou hmot-
nostou nevytriedenej zlozky odpadu, ktorej je nanajvys rovnako ako celkového
odpadu. Dalej nazveme funkciu

logit(x) = log %, z € (0,1)
—x

logitova funkcia premennej z. Tato funkcia zobrazuje hodnoty z intervalu (0,1)
do R. Inverzna funkcia k logitovej sa nazyva expitova funkcia a ma tvar

T

expit(z) = logit ™ (z) reR

“Tre

Expitova funkcia zobrazuje Tubovolny bod reédlnej osi do intervalu (0,1).

2.1 Odhad rozptylu

Oznacme A = logit(#) a \, = logit(0,,) logitovii transformdciu parametru 6, res-
pektive odhadu 0,.V pripade, ze plati Y; = 0 Vi alebo Y; = T; Vi, tak funkcia logit
nie je definovana. Zaroven vsak nie je v tejto situacii zaujimavé pocitat ziaden
interval spolahlivosti, preto nebudeme takto degenerované pripady uvazovat.

Asymptoticky rozptyl ndhodnej veli¢iny ), odvodime pomocou A-metédy
(van der Vaart), 2000, Theorem 3.1). Funkcia g(t) = logit(t) je spojita pre t € (0,1).
Derivujme ako rozdiel logaritmov

'(t)—1+ 11
A B T

Pouzitim (1.2) z Vety |1 na str. 3 a A-metédy mdzeme napisat
Vi, = A) —2— N(0,?),

n— oo
kde 1% = ﬁ. Asymptoticky rozptyl v? odhadneme ako

A2
~2 Oy

Vn =3 — -
6,(1—06,)2
Tento odhad je konzistentny, pretoze spojenim (1.1 a (1.6 plati konvergencia
(62.0,)7 =2 (0%,0)7

T

a nasledne pouzijeme VoST pre funkciu g(z,y) = ktora je spojitd na

y*(1-y)*’
R x R~ {0,1} a dostdvame
P2 = g(62,0,) —L— g(0%,0) = v~ (2.1)

n— oo

11



2.2 Interval spolahlivosti

V tejto casti sa budeme venovat odvodeniu intervalu spolahlivosti pomocou lo-
gitovej transformécie. Budeme postupovat v dvoch krokoch. Najprv odvodime
konfiden¢ny interval pre parameter A a nasledne intervalovy odhad pre parame-
ter # pomocou vhodne zvolenej transformacie. V sekcii sme ukazali platnost
vztahu

\/ﬁ(\x/’;{ A nfoo N (0,1).

Vyuzitim (2.1)), VoST a Cramér-Sluckého vety dostédvame

Viu =) _p N (0,1).

A2 n— oo

Vn

Jednoduchymi upravami obdrzime asymptoticky intervalovy odhad o spolahli-
vosti (1 — a)100 % pre parameter A

2 ~2
N De . [0
An — Ui—q/2\[ =5 An oo\ ] 2.2
( Ul—a/2 . + Ur—a/2 n) (2.2)

V nasom zaujme je ale odvodif interval spolahlivosti pre parameter 6. Ako trans-
formacni funkciu pouzijeme g(t) = expit(¢), ktord je monoténna na R. Aplikova-
nim funkcie expit na interval ziskame asymptoticky intervalovy odhad pre
parameter 6 o spolahlivosti (1 — «)100 %

A ])2 N 792
exp ()\n — Ui—q/2\/ Tj) exp ()\n + Ui_q/2\/ Tj)

) (2.3)
A ~2 ~ ~2
1 +exp ()\n — Ui—a/2\/ V;) 1+ exp </\n + Ul—a/m/y,f)
Poznamka. Pouzitim modifikdcie rozptylu (|1.18) oznac¢me 2 = %.
Potom vieme upravit logitovy intervalovy odhad pre parameter 6 na tvar
~ 172 ~ 772
exp ()\n — Ui—a/2/ ;) exp (An + Ut—a/2/ ,:‘)
(2.4)

1+ exp (j\n — Up_q/2\/ f’j) 1+exp (:\n + u1—a/2ﬁ>

ktory budeme vyuzivat v [ kapitole.
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3. Bootstrap

3.1 Motivacia

Neparametricky bootstrap je statisticka metoda, ktort v roku 1979 publikoval
prof. Bradley Efron v praci |[Efron| (1979). Principialne ide o jednoducht metddu,
ktori vsak nejde zrealizovat bez pouzitia pocitaca. Hlavna myslienka spociva
v prevedeni mnohych ndhodnych vyberov z pozorovanych dat.

Oznacéme F' distribuént funkciu ndhodného vektoru (?) a pripomenme, zZe
0 = E—’; Ako bodovy odhad nezndmeho parametru 6 mozeme stale pouzit podiel
vyberovych priemerov 0, = % Avsak, kedZe nepozname distribu¢nu funkciu F,
nepozname ani rozdelenie nahodnej velic¢iny

\/ﬁ(‘gn - 9)

a teda nevieme skonstruovat interval spolahlivosti pre parameter 6.

3.2 Princip bootstrapu

Majme nahodny vyber (%),(%), e ,@"), n € N, z nezndmeho rozdelenia F
a spocitajme z tohto vyberu potrebné odhady. Pre nase tucely budeme potrebo-
vat podiel vyberovych priemerov, znac¢ime 6,,, ako konzistentny odhad podielu

strednych hodnot, znac¢ime 6. Nasledne uvazujme prosty ndhodny vyber

v (v (v
1)\ ) o\

z realizacie dat (%),(%), e ,(}T/”) s vracanim velkosti n. Hodnoty realizacie
n

dat sa mézu v novom vybere opakovat. Tento krok zopakujeme B-krat a tym
ziskame B bootstrapovych vyberov. Formalnejsie, obdrzime

(YM><“>< @"),b:l,...,B. (3.1)
1,b 2,b n’b

Dalej spocitajme odhady

A Yn b
n,b T % )
Tn,b

kde YV, , = 20 V5 aT,, = 250 TF,. Celkovo tak ziskame B odhadov
podielu strednych hodnot

A%k Ak

n,1>--+»Yn B-

Zvysovanim B ziskame spolahlivejsie odhady bootstrapovych kvantilov, ale data
s ktorymi pracujeme ostavaju stale rovnaké, pretoze zakazdym generujeme vy-
bery z pociatoéného ndhodného vyberu. Pre 95% intervalové odhady zvycajne
volime B = 999 vid Davison a Hinkley]| (1997)), kapitola 5.2.
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Poznamka. Velkost kazdého z B vyberov musi byt rovna velkosti poc¢iato¢ného

nahodného vyberu, v nasom pripade n. Dévodom je fakt, Ze rozdelenie nahodnej

velic¢iny +/n (6, — 0) viberu (%),(%), . ,(;:) zévisi na jeho velkosti. Preto, ak

ju chceme aproximovat, potrebujeme konstruovat vybery rovnakej velkosti.

3.3 Bootstrapové intervaly spolahlivosti

V dalsich sekciach sa budeme venovat trom alternativam bootstrapovych inter-
valov spolahlivosti. Informécie st Cerpané z knihy |Davison a Hinkley (1997),
kapitoly 5.1-5.3 a zo skript |(Omelka/ (2021)), kapitola 8.3.

Uvazujme funkciu g(y,t) = y/t, ktoré je spojite diferencovatelné pre ¢t # 0, ¢o
nam zarucuje funkénost bootstrapu (vid |Omelka, 2021, Theorem 15). Uvazujme
nezname rozdelenie

Z vety [I] vieme, ze

kde R je ndhodna veli¢ina so spojitou distribu¢nou funkciou. Nech r,(«a) a r(«a)
znacia a-kvantil rozdelenia R,, respektive R. Potom z van der Vaart (2000,
Lemma 21.2 plati

ro(a) —— r(a). (3.3)

n — 00

V nasom zaujme bude odvodenie intervalu spolahlivosti pre parameter 6.
Ak by sme poznali rozdelenie R,,, vedeli by sme urcit aj jeho kvantily r,(a/2)
ar,(1 —a/2) . Potom by sme dostali vyjadrenie

P [rn(oz/Q) <0, —0) < rp(1— a/2)] =1 — «a a ekvivalentne
P[@n—r”(l_a/m<0<9n—rn(a/2)1 =1-aq,

N4 N4
z ktorého vieme odvodit (1 — a)100% interval spolahlivosti pre parameter 0
j ro(l —a/2) J ro(a/2)
n \/ﬁ ) n \/ﬁ *

Problém je, Ze rozdelenie R, nepozname, a teda nevieme spocitat interval spo-
lahlivosti.

3.3.1 Zakladny bootstrapovy interval spolahlivosti

Oznacme

~k

o =vn(0,,—0.), b=1,.. B
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a nech 7y (a) znaci a-kvantil rozdelenia ndhodnej veliciny Ry, ,. Potom z ({3.2)
a z |Omelka (2021, Theorem 13 a Theorem 15) plati

e (o) —L s r(a). (3.4)

n n— oo

Rozdielom (3.3)) a (3.4]) dostavame konvergenciu

X jo
ra(a) =1, (a) —— r(a) —r(a) =0,

z ktorej mozeme usidit, ze bootstrapové kvantily 77 («) su limitne ,,dobrou* apro-

ximéciou teoretickych kvantilov r,(«). Dalej mame

P lri(a/2) < V(b —0) <ri(1-0a/2)] —— 1-a.

n— oo

7 tohto tvaru vieme odvodif asymptoticky interval spolahlivosti pre parameter

<9n_r2,3(1—a/2) 5 r;;,B(a/z)>7

Voo vn

kde r; p(a) je odhad a-kvantilu r; () spocitany ako vyberovy a-kvantil z hodnot
R* LI ) R;(L Ba

n,1s -

(3.5)

Poznamka. Interval spolahlivosti (3.5 vieme ekvivalentne upravit na tvar

(20 - 4; 5(1 = @/2),20, — ¢} 5(a/2)) .

pricom sme vyuzili platnost rovnosti

A

T:L,B(O‘) = \/E(QZ,B(Q) —0n), (3.6)

Ak

kde g, z(a) je vyberovy a-kvantil spocitany z hodnot 9;1, o0, B

Priklad. Ilustrujme na priklade vypocet intervalovych odhadov s pravdepodob-
nostou pokrytia 95%, t. j. @ = 0,05. Zacneme so zakladnym bootstrapovym
intervalom spolahlivosti. Uvazujme 10 pozorovani

(o) () (o) () () 3o)- (o) (o) (o) (i)

Podiel vyberovych priemerov dat je 0, = 0,626. Pre konstrukciu intervalu
spolahlivosti potrebujeme vediet, ako velmi sa 6, 1isi od 6. Matematicky, zaujima
nas rozdelenie

A

R, = vn(0, — 0).

Pomozeme si bootstrapom, na zaklade ktorého vieme aproximovat nezname roz-
delenie R,, rozdelenim nadhodnej veli¢iny

Ak

;;J,zﬁ(en,b—én),b:1,...,B,
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kde @Z » predstavuje podiel vyberovych priemerov b-tého bootstrapového vyberu.
Dalej sme v softvéri R vygenerovali B = 999 bootstrapovyjch vyberov z pévodného
vyberu, kazdy velkosti n = 10. Zobrazenie tychto vyberov v samostatnej tabulke
by bolo neprehladné, z toho dovodu spocitame hodnoty Ry ,, b = 1 B
a zobrazime ich v histograme na obrazku . Dalej zoradime spocitané hodnoty
vzostupne. Dostavame postupnost 999 hodnot, z ktorych pre prehladnost vypi-
seme iba prvé a posledné:

g e ey

-0,921, -0,862, -0,808, ..., 0,805, 0,817, 0,848. (3.7)
Teraz mozeme aproximovat nezname hodnoty
ro(a/2) = r,(0,025) a r,(1 — «/2) = r,(0,975)

hodnotami 7} 5(0,025) a 7} 5(0,975), ktoré predstavuji 2,5. a 97,5. vyberovy
percentil. Volime preto 25. a 975. hodnotu zo zoradenej postupnosti cisel ([3.7))
a obdrzime odhady

rr 5(0,025) = —0,589 a r; 5(0,975) = 0,601.
n, B n, B

Vysledny konfiden¢ny interval so spolahlivostou 95 % pre parameter 6 m4 tvar

R r 5(0,975) rk 3(07025)> < 0,601 0,589)
0p — — s O — — = 10,626 — ——, 0,626 + = (0,436, 0,813)..
( NG NG /10 ) = )

1251

100 A

754

50 1

Pocet vyskytov v prisluSnom rozmedzi

25

1.0 05 0.0 0.5 10
Hodnota R},

Obr. 3.1: Histogram zobrazujuci hodnoty Ry, ,, b=1,...,999.
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3.3.2 Percentilovy bootstrapovy interval spolahlivosti

Druhou alternativou je percentilovy interval spolahlivosti, ktory ma tvar

(45, 5(a/2), 45, p(1 - /2))

*

kde g; p(a) je vyberovy a-kvantil spocitany z hodndt @ml, o 7@2,3- Vyuzitim
rovnosti (3.6) moézeme percentilovy intervalovy odhad upravit a dostaneme

5 mmsla/2) o p(l—a/2)
<9n + T’Q” + Tn > : (3.8)

Poznamka. Z vyjadreni (3.5) a (3.8) si mozeme vSimnut, ze zdkladné a percen-
tilové bootstrapové intervaly spolahlivosti st rovnako Siroké.

Priklad. Nasou tlohou bude spocitat percentilovy 95% konfidencny interval po-
uzitim dat z predoslého prikladu. Pre ziskanie pozadovaného intervalu spolahli-
vosti stac¢i dosadit uz zistené odhady do (3.8)) a obdrzime

0,589 0,601
———, 0,626 + —
V10 v 10

<0,626 - ) = (0,440, 0,817) .

3.3.3 Studentizovany bootstrapovy interval spolahlivosti

Pre odvodenie posledného typu bootstrapového intervalu spolahlivosti pripo-
metime, Ze z vety [1] plati

Ry = v/n(0, — 0) —— N(0,07).

Oznacéme

R, = ﬁ(\j’%—e)
6‘1’1,

kde 62 je konzistentny odhad parametru 0. Nech 7% (a) je a-kvantil rozdelenia
Ry =——"—2—"" b=1,...,B, (3.9)

kde 63:1, st odhady rozptylu o2 skonstruované z bootstrapovych vyberov. Tym

dostédvame studentizovany intervalovy odhad

) Tas(l= /25 i pla/2)o
<9n NG L0, 7 ) , (3.10)

kde 7, p(a) je odhad a-kvantilu 7, (o) spocitany ako vyberovy a-kvantil z hodnot

*
n,1r > TL,B'
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Priklad. Nakoniec ukéZeme na nasSich datach konStrukciu 95% Studentizova-
ného bootstrapového intervalu spolahlivosti. Pre konzistentny odhad parametru
o? pouzijeme odhad zo str. 5 zalozeny na povodnych datach. Dostavame
&i = 0,107. Dalej spocitame }A%:hb z bootstrapovych vyberov a obdrzime postup-
nost 999 ¢isel zoradenych vzostupne

—4,188, 3,729, 3,161, ..., 7,619, 9,066, 9,839. (3.11)

Pre lepsiu predstavu st tieto hodnoty zobrazené v histograme na obrézku [3.2]
Ako odhady neznamych hodnét r,,(0,025) a r,(0,975) volime 25. a 975. hodnotu
zo zoradenej postupnosti ¢isel (3.11]) a obdrzime odhady

P 5(0,025) = —2,022 a 7, 5(0,975) = 2,880.
Vysledny interval spolahlivosti ma po dosadeni do ([3.10)) tvar

2,8804/0,107 2,022,/0,107

, 0,626 +
V10 V10

<O,626 - ) = (0,329, 0,835) .

150 1

Pocet vyskytov v prislusnom rozmedzi

50

I

5 0 5 10
A *
Hodnota R,

Obr. 3.2: Histogram zobrazujtci hodnoty R*,, b=1,...,999.

n,bs

Pre 1plnost, spocitajme este Standardny asymptoticky interval spolahlivosti
(1.8]) zo str. 6 a interval spolahlivosti zo str. 12 odvodeny s pouzitim logitovej
transformacie.

Z predchadzajucich vypoctov sme spocitali hodnoty 6, = 0,626 a &fl = 0,107.
Dalej mame n = 10 pozorovani a prislusny kvantil standardného norméalneho roz-
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delenia je ugg75 = 1,96. Dosadenim do (1.8) dostdvame 95% standardny asymp-
toticky interval spolahlivosti pre parameter 6

/0,107 /0,107
(0,626 — 1,96 ’10 , 0,626 + 1,96 ’10 ) = (0,424, 0,829).

Pre logitovu transformaciu spocitame A =0,517a ﬁi = 1,947, z ¢oho po dosadeni

do (2.3) dostavame

exp <0,517 —1,96 1’19’5*7) exp (0,517 + 1,96 135”)

7 = (0,414, 0,799) .
1+ exp <0,517 — 1,96 135*7) 1+ exp (0,517 + 1,96 1,f§7>

Zhrnme spocitané vysledky do tabulky:

Metoda konstrukcie Dl7ka intervalu Interval spolahlivosti
Zakladny bootstrap 0,377 (0,436; 0,813)
Percentilovy bootstrap 0,377 (0,440; 0,817)
Studentizovany bootstrap 0,506 (0,329; 0,835)
Standardny asymptoticky 0,405 (0,424; 0,829)
Logitovéa transformacia 0,385 (0,414; 0,799)

Tabulka 3.1: Intervalové odhady pre parameter 6 so spolahlivostou 95 %.

7 tabulky si mozeme vsimnuf, ze zédkladny a percentilovy bootstrap si
naozaj rovnako siroké. Lisia sa iba posunutim. Zaroven su tieto intervaly najuz-
sie. Naopak, najsirsi interval pre nase data vykazuje studentizovany bootstrap.
Standardny asymptoticky a logitovy interval si sirkou podobné a nachidzaji
sa v strede spomedzi spocitanych intervalov spolahlivosti. Treba podotknit, zZe
vsetky uvedené intervaly funguju iba asymptoticky, teda pre velké rozsahy vy-
beru, pricom v priklade pracujeme iba s n = 10.
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4. Simulacie

Na zaver prace si ukazeme porovnanie intervalov spolahlivosti podla odvodenej
tedrie v predoslych kapitolach. Budeme konstruovat:

« Standardny asymptoticky interval spolahlivosti 1' s rozptylom 1)
- Standardny asym.

+ Standardny asymptoticky interval spolahlivosti s modifikovanym rozptylom

(1.19) - Stan. asym. modif.
 Logitovy interval spolahlivosti (2.3)) s rozptylom (1.7 - Logitovy

« Logitovy interval spolahlivosti s modifikovanym rozptylom ({2.4)) - Logitovy
modif.

o« Zékladny bootstrapovy interval spolahlivosti (3.5)) - Zakladny b.
« Percentilovy bootstrapovy interval spolahlivosti (3.8]) - Percentilovy b.

« Studentizovany bootstrapovy interval spolahlivosti 1) s rozptylom (|1.7))
- Studentizovany b.

Simulécie budeme prirovnavat k problematike (ne)separovania odpadu nacrt-

nutej v kapitole . Majme ndhodny vyber (g),(%), e ,(E), n € N. Pripomenme,

ze Y; znaci hmotnost nevytriedeného odpadu v i-tom komunalnom odpadkovom
kosi a T; celkovi hmotnost odpadu v i-tom odpadkovom kosi.

7 povahy aplikacie chceme, aby sa vysledné intervaly spolahlivosti nachadzali
v intervale [0,1]. Preto budeme podobne ako v kapitole 2| predpokladat, ze plati

T,>0a0<Y;<T,i=1,...,n

Obcas sa vo vypoctoch stane, ze vysledny intervalovy odhad nie je podmno-
zinou intervalu [0,1]. V takych pripadoch budeme uvazovat prienik intervalu spo-
Tahlivosti s intervalom [0,1]. Je to najma z dévodu, aby ndm zdporné spodné
medze alebo horné medze vicsie ako 1 neskreslovali informdcie o priemernej dizke
jednotlivych intervalov spolahlivosti.

4.1 Prvy simulacny model

Ako prvy typ simulécii uvazujme vzajomne nezavislé nahodné veli¢iny

Y; ~ Exp(\1), s hustotou f(z) = Ae ™" g o0y (®), A1 > 0,0 =1,...,n,
Z; ~ Exp()2), s hustotou f(z) = Age 2" Loooy(®), Ao >0,i=1,...,n

Potom pre nahodnu veli¢inu T; = Y; + Z; plati

T; ~ Hypo (>\17 )\2) S AL F Ao
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7 vlastnosti exponencialneho rozdelenia vieme, ze

Teda parameter # ma tvar

_EY  1/\
CET 1A 4+1/X

0 € (0,1).

Pre simulovanie volime 10000 n&hodnych vyberov Y; a Z; dizky n = 20 a raz
pre porovnanie zvolime vybery dizky 50. Bootstrapové intervaly st generované
pre B = 999 bootstrapovych vyberov. Vsetky intervaly st uvazované so spolah-
livostou 95 %, t. j. ug 75 = 1,96. Rozoberme podrobne tri rézne volby parametru
0 € {0,05, 0,25, 0,5}.

4.1.1 Parameter 0 = 0,05

Nech A; = 19, Ay = 1. Potom 6 = 0,05 predstavuje 5 % nevytriedeného odpadu v
komunalnom odpadkovom kosi.

Min. dolné a

Metoda Pokrytie Priemerna Priemerné ,
konstrukcie 0 dizka medze max. hornd
medza

Standardny asym. 91,23 % 0,059 (0,023; 0,082)  (0,000; 0,296)
Stan. asym. modif. 91,56 % 0,060 (0,022; 0,082)  (0,000; 0,298)
Logitovy 92,17% 0,061 (0,030; 0,091)  (0,008; 0,317)
Logitovy modif. 92,82 % 0,063 (0,029; 0,092)  (0,008; 0,320)
Zakladny b. 87,36 % 0,061 (0,014; 0,075)  (0,000; 0,272)
Percentilovy b. 92,04 % 0,061 (0,030; 0,091)  (0,008; 0,313)
Studentizovany b. 94,83 % 0,073 (0,026; 0,098)  (0,000; 0,314)

Tabulka 4.1: Intervaly spolahlivosti prvého modelu pre parameter # = 0,05 s prav-
depodobnostou pokrytia 95 %.

Pokrytia parametru 6 z tabulky neaproximuju velmi dobre pozadovanu
pravdepodobnost s vynimkou studentizovaného bootstrapu, ktory dopadol v pr-
vom modeli pre # = 0,05 najlepsie. Naopak, najhorsie pokrytie ukézal zdkladny
bootstrap. Skutoénost, Ze intervaly nespliiaji presne predpisant pravdepodobnost
pokrytia je sposobend tym, Ze pracujeme s nahodnymi vybermi dizky 20 a uve-
dené intervaly funguju iba asymptoticky. Dévod, preco volime n = 20 je ten, ze
v praxi nemame k dispozicii vela informéacii o hmotnosti nevytriedeného odpadu
v komunalnych odpadoch.

Za povsimnutie stoji stipec priemernej dizky intervalov, ktord je velmi kratka,
¢o je vSak prirodzené vzhladom k tomu, zZe sme zvolili § = 0,05. To naznacuje,
ze v pripade malého mnozstva nevytriedeného odpadu moézeme ocakavat dobry
odhad skuto¢nosti na zéklade ndhodnych vyberov dizky 20 za predpokladu, Ze
sme zvolili vhodny model.
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Dalej si mozeme v§imnit, ze tandardny asymptoticky, standardny asympto-
ticky modifikovany, zédkladny bootstrap a Studentizovany bootstrap maji mini-
malnu spodntd medzu rovnt 0 a to z dévodu, ze sme nou nahradili zaiporni dolnt
medzu. Pocet, kolkokrat vykazovali intervaly zaporné spodné medze pre uvedené
metody je po poradi 2,8,961,64 z celkového poctu 10000 opakovani. Teda aj
v tejto charakteristike dopadol zakladny bootstrap najhorsie.

Dalsou zaujimavostou je, Ze percentilovy bootstrap sa javi byt vhodnejsim
kandiddtom ako zédkladny bootstrap, pricom oba maji vzdy presne rovnaki dlzku
a lisia sa iba posunutim.

Modifikacia rozptylu pomohla pre oba konfiden¢né intervaly. Zlepsila
pokrytie a zanedbatelne zvysila priemernt dlzku intervalov.

Celkovo hodnotime najlepsie interval konstruovany na zaklade logitovej trans-
forméacie s modifikovanym rozptylom. Taktiez musime spomenuf aj studentizo-
vany bootstrap, ktory ma vynikajice pokrytie, nasledkom ¢oho ma ale najvicsiu
priemernt dlzku. TaktieZ sme mu museli 64-krdt orezdvat spodnd medzu. Naj-
horsie hodnotime zakladny bootstrap.

Pokrytie intervalmi spol'ahlivosti

N
(=}

-+ &tandardny asymptoticky modifikovany

-
©

-~ logitovy modifikovany

— Studentizovany bootstrapovy

N
o]

RGN
o N

-
(&)

N
S

- A
N W

a o
o =

©

Poradie nahodného vyberu

= N W s OO N ®

I | I I I I I
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Obr. 4.1: Ilustracia intervalov spolahlivosti pre 20 nahodnych vyberov prvej simu-
lac¢nej studie. Modra vertikdlna c¢iara symbolizuje skutoé¢nti hodnotu parametru
0 = 0,05 a ¢ervend farba intervalu znamena, ze nepokryl skutoéni hodnotu 6.

Na obrazku 4.1 vidime tri typy intervalovych odhadov. Bodkovana ¢iara pred-
stavuje standardny asymptoticky interval spolahlivosti s modifikovanym rozpty-
lom, prerusovana logitovy s taktiez modifikovanym rozptylom a plna studenzi-
tovany bootstrapovy. Mozeme si v§imnuf, Ze studentizovany bootstrap vychadza
najdlhsi spomedzi zobrazenych metéd na obrazku.
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V tabulke najdeme vysledky prvého modelu pre § = 0,05 s rozsahom
vyberu n = 50. V porovnani s tabulkou si mozeme vSimnut, Ze pre zvacseny
rozsah vyberu vysli vsetky vysledky lepsie, ¢o je v sulade s ocakavanim. Podobne
by sa vysledky zlepsili aj keby sme pouzili zvac¢Seny rozsah ndhodného vyberu pre
model pouzity v sekcii [4.2]

Min. dolné a

Metoda Pokrytie Priemerna Priemerné ,
konstrukcie 0 dizka medze max. hornd
medza

Standardny asym. 93,21 % 0,037 (0,032; 0,069)  (0,013; 0,145)
Stan. asym. modif. 93,44 % 0,037 (0,032; 0,069)  (0,013; 0,145)
Logitovy 93,91 % 0,038 (0,035; 0,073)  (0,015; 0,155)
Logitovy modif. 94,14 % 0,038 (0,035; 0,073)  (0,015; 0,155)
Zakladny b. 90,99 % 0,038 (0,029; 0,066)  (0,010; 0,136)
Percentilovy b. 93,93 % 0,038 (0,035; 0,073)  (0,015; 0,151)
Studentizovany b. 95,00 % 0,040 (0,034; 0,074)  (0,014; 0,158)

Tabulka 4.2: Intervaly spolahlivosti prvého modelu pre parameter 0 = 0,05 s prav-
depodobnostou pokrytia 95 % pre nahodné vybery dlzky 50.

4.1.2 Parameter 6 = 0,25

Volme Ay = 3, Ay = 1. Potom 6 = 0,25 znazornuje stvrtinu nevytriedeného
odpadu v komunalnom odpade.

Min. dolné a

Metdda Pokrytie Priemerna Priemerné ,
konstrukcie 0 dizka medze max. hornd
medza

Standardny asym. 90,97 % 0,221 (0,145; 0,366)  (0,025; 0,761)
Stan. asym. modif. 91,37 % 0,225 (0,143; 0,368)  (0,018; 0,763)
Logitovy 92,17 % 0,219 (0,161; 0,380)  (0,050; 0,746)
Logitovy modif. 92,62 % 0,222 (0,160; 0,382)  (0,050; 0,747)
Z3akladny b. 87,88 % 0,219 (0,130; 0,350)  (0,000; 0,755)
Percentilovy b. 92,04 % 0,219 (0,161; 0,380)  (0,049; 0,743)
Studentizovany b. 95,35 % 0,274 (0,137; 0,411)  (0,000; 1,000)

Tabulka 4.3: Intervaly spolahlivosti prvého modelu pre parameter 6 = 0,25 s prav-
depodobnostou pokrytia 95 %.

Z tabulky vidime, Ze pokrytia 6 sa v porovnani s tabulkou zmenili
minimdlne. Prirodzene sa ale zmenila priemern4 dizka intervalov, ktord sa zvysila.

Pre 6 = 0,25 zasiel do zapornych hodnot zakladny bootstrap 24-krat a studen-
tizovany bootstrap 54-krat. Zaroven bola raz horna medza pri studentizovanom
bootstrape véicsia ako 1.
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Opét hodnotime najlepsie logitovy interval spolahlivosti s modifikovanym roz-
ptylom spolu so studentizovanym bootstrapom a naopak najhorsie zakladny boot-
strap.

4.1.3 Parameter ¢ = 0,5

Nakoniec, nech Ay = 1a XAy = 1. Potom 6 = 0,5. Toto pokrytie si mozeme
predstavit tak, ze polovica komunalneho odpadu obsahuje odpad, ktory je mozné
vytriedif.

Min. dolné a

Metdda Pokrytie Priemerna Priemerné ,
konstrukeie 0 dizka medze max. hornd
medza

Standardny asym. 90,67 % 0,289 (0,356; 0,645)  (0,106; 0,918)
Stan. asym. modif. 91.07% 0,203  (0,354; 0,647)  (0,103; 0,919)
Logitovy 9217% 0281  (0,360; 0,641) (0,137; 0,898)
Logitovy modif. ~ 92,54% 0,284  (0,358; 0,643)  (0,136; 0,899)
Zékladny b. 87.89% 0281  (0,360; 0,641)  (0,069; 0,937)
Percentilovy b.  92,04% 0281  (0,360; 0,641)  (0,134; 0,896)
Studentizovany b. 95,41 % 0,358 (0,322; 0,680)  (0,000; 1,000)

Tabulka 4.4: Intervaly spolahlivosti prvého modelu pre parameter 6 = 0,5 s prav-
depodobnostou pokrytia 95 %.

Vysledky z tabulky vieme interpretovat analogicky ako vysledky v tabulke
4.3l Medze studentizovaného bootstrapu sa pre pripad 6 = 0,5 dostali do zapor-
nych hodnot 13-krat a takisto 13-krat prekroc¢ili hodnotu 1.

4.2 Druhy simulacny model

Druhy model zaloZzime na predpokladoch (1.9). Volme rozdelenia ndhodnych vy-
berov Y; a T; nasledovne

T, ~R(1,20) a Y; | T; ~ Po(0T;), 0 € (0,1), i =1,...,n.
7 vlastnosti Poissonového rozdelenia plati
EY; | T =0T, var [V; | T}) =0T

Opét generujeme 10 000 ndhodnych viberov T} a Y; dlzky 20 a 999 bootstrapovych
vyberov. Hodnoty parametru 6 volime presne ako v prvom modeli.

4.2.1 Parameter ¢ = 0,05

Interpretacia parametru 6 je rovnaka ako pre prvy model.
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Min. dolné a

Metdda Pokrytie Priemerna Priemerné ,
konstrukcie 0 dizka medze max. hornd
medza

Standardny asym. 91,14 % 0,059 (0,021; 0,079)  (0,000; 0,177)
Stan. asym. modif. 91,34 % 0,059 (0,020; 0,080)  (0,000; 0,178)
Logitovy 94,12 % 0,062 (0,028; 0,090)  (0,001; 0,200)
Logitovy modif. 94,31 % 0,062 (0,028; 0,090)  (0,001; 0,202)
Z3akladny b. 89,67 % 0,058 (0,020; 0,077)  (0,000; 0,171)
Percentilovy b. 91,42 % 0,058 (0,023; 0,081)  (0,000; 0,184)
Studentizovany b. 96,89 % 0,092 (0,022; 0,114)  (0,000; 1,000)

Tabulka 4.5: Intervaly spolahlivosti druhého modelu pre parameter 8 = 0,05
s pravdepodobnostou pokrytia 95 %.

7, tabulky vidime, ze vsSetky metody okrem logitovych maji minimalnu
spodnii medzu rovni 0 ¢o znamend, Ze sa dolné medze dostali do zapornych
hodno6t s vynimkou percentilového bootstrapového intervalového odhadu, ktory
mal 8-krat dolni medzu presne rovni nule. V poradi zobrazenom v tabulke mali
intervaly zapornu dolni medzu celkovo 261-, 272-, 0-, 0-, 505-, 0-, 59-krat a horna
medza prevysila hodnotu 1 pri Studentizovanom bootstrape 210-krat.

Dovod, preco bola horna medza nahradend 1 pri studentizovanom bootstrape
pre 6 iba 0,05 je ten, Ze vyberovy kvantil 7 5(0,025) = —oo, o sa prejavilo na
hornej medzi, ktora vysla oo. To nastava v pripade, ked je bootstrapovy vyber
nulovy pre vsetky zlozky Y7",,...,Y",, ¢o ma za nasledok delenie nulou
VO Vyraze . Keby nam vysiel takyto pripad v praxi, tak by sme studentizovany
bootstrap nepouzili.

Pri porovnani tabulky s tabulkou si mozeme vsimnuf, ze Standardné
asymptotické intervaly s oboma rozptylmi dopadli takmer identicky. Vyraznejsi
rozdiel mozeme pozorovat iba pri maximalnej hornej medzi, ktora vysla v druhom
modeli priblizne o 0,12 nizsie ako v pripade prvého modelu.

Oba logitové intervaly maju v druhom modeli vyrazne lepsie pokrytie v po-
rovnani s prvym modelom, pri¢om priemerna dizka ostala bez viditelnej zmeny.
Miniméalna spodna aj maximalna hornd medza sa znizili, ¢o mohlo mat v konec-
nom doésledku vplyv na zlepSenie pokrytia, kedze priemerné medze ostali takmer
rovnaké.

Zékladny bootstrap zvysil pravdepodobnost pokrytia o viac nez 2 %, avsak
pokrytie 89,67 % stéle nie je ani zdaleka uspokojivé.

Pri percentilovom bootstrape pozorujeme naopak nizsiu pravdepodobnost po-
krytia, obe priemerné medze sa znizili a takisto sa znizila aj minimélna spodna
a maximalna hornd medza. Z tychto pozorovani mézeme urobit zaver, Ze sa inter-
valy konstruované percentilovym bootstrapom v druhom modeli posunuli mierne
dolava.

Celkovo hodnotime vysledky druhého modelu s § = 0,05 velmi pozitivne pre
obe logitové transformacie a aj pre zakladny bootstrap, ktory vsak ostava aj
napriek zlepsenému pokrytiu stale najhorsi. Naopak, negativne vysledky ukazal
druhy model najmé v pripade percentilového bootstrapu.
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4.2.2 Parameter 6 = 0,25

Min. dolné a

Metoda Pokrytie Priemerna Priemerné ,
konstrukcie 0 dizka medze max. hornd
medza

Standardny asym. 92,82 % 0,132 (0,184; 0,316)  (0,070; 0,487)
Stan. asym. modif. 93,07 % 0,133 (0,183; 0,317)  (0,069; 0,487)
Logitovy 93,48 % 0,132 (0,190; 0,322)  (0,084; 0,491)
Logitovy modif. 93,56 % 0,133 (0,190; 0,322)  (0,084; 0,492)
Zakladny b. 92,19 % 0,131 (0,183; 0,313)  (0,069; 0,491)
Percentilovy b. 92,67 % 0,131 (0,186; 0,317)  (0,076; 0,486)
Studentizovany b. 95,12 % 0,151 (0,182; 0,332)  (0,073; 0,587)

Tabulka 4.6: Intervaly spolahlivosti druhého modelu pre parameter 6 = 0,25
s pravdepodobnostou pokrytia 95 %.

Pri porovnani tabuliek a si mozeme vSimnit, Ze pokrytie parametru 6 je
lepsie v druhom modeli pre vSetky metédy s vynimkou studentizovaného boot-
strapu, ktory ale aj nadalej spliia predpisané pokrytie.

Priemern4 dlZka intervalov je v druhom modeli niZSia priblizne o 0,09 a v pri-
pade studentizovaného bootstrapu az o 0,12. Z tychto dvoch kritérii by sme mohli
usudif, ze lepsie vysledky intervalov spolahlivosti pre hodnotu parametra 8 = 0,25
generoval druhy model. Tto domnienku potvrdzuju aj fakty, ze priemerna dolna
medza je vysSia a priemerna hornd nizsia v druhom modeli pre vsetky pouzité
metody.

Zaroven z vysledkov prvého modelu vieme, zZe minimalna spodna medza pri
studentizovanom bootstrape zasla do zapornych ¢isel a to 13-krat. Horna medza
prekrocila hodnotu 1 tiez 13-krat, pricom druhy model sa obom tymto problémom
vyhol.

Za povsimnutie stoji iprava pokrytia pri zakladnom bootstrape, ktoré sa zvy-
silo az o 4,31 %.

4.2.3 Parameter ¢ = 0,5

Porovnanie oboch modelov pre parameter # = 0,5 z tabuliek a vieme
diskutovat analogicky ako pre # = 0,25. Dospejeme k zdveru, ze aj pre parameter
6 = 0,5 vykazuju intervaly spolahlivosti lepsie vysledky v druhom modeli.
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Min. dolné a

Metdda Pokrytie Priemerna Priemerné ,
konstrukcie 0 dizka medze max. hornd
medza

Standardny asym. 92,86 % 0,187 (0,406; 0,594)  (0,238; 0,817)
Stan. asym. modif. 93,13 % 0,189 (0,405; 0,594)  (0,237; 0,819)
Logitovy 93,47 % 0,185 (0,407; 0,592)  (0,250; 0,795)
Logitovy modif. 93,69 % 0,186 (0,407; 0,593)  (0,248; 0,796)
Z3akladny b. 92,39 % 0,185 (0,406; 0,591)  (0,221; 0,823)
Percentilovy b. 92,56 % 0,185 (0,409; 0,594)  (0,236; 0,835)
Studentizovany b. 95,05 % 0,212 (0,401; 0,613)  (0,233; 0,945)

Tabulka 4.7: Intervaly spolahlivosti druhého modelu pre parameter 8 = 0,5 s prav-
depodobnostou pokrytia 95 %.
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali odvodeniu roznych typov intervalovych odhadov

pre parameter § = £EX

Odvodili sme étganardny asymptoticky interval spolahlivosti, logitovi trans-
formaciu standardného asymptotického intervalu spolahlivosti a bootstrapové
konfiden¢éné intervaly (zakladny, percentilovy a Studentizovany).

Nésledne sme pomocou simulacii skimali vlastnosti vsetkych odvodenych ty-
pov intervalovych odhadov v dvoch modeloch. Zistilo sa, Ze najlepsie pokrytie
vykazoval Studentizovany bootstrapovy interval spolahlivosti. AvSak, ma najsir-
Sie rozpatie, je potrebné obcas orezavat medze a je najnarocnejsi na konstrukciu.
Z tohto dovodu radsej odportucame zvolif logitova transforméaciu s modifikova-
nym rozptylom. Tuto metodu je mozné jednoduchsie spocitat a to aj bez pouzitia
pocitaca. Zaroven je jej pravdepodobnost pokrytia velmi blizka tej predpisanej
a vysledok vzdy vedie k intervalovému odhadu nachadzajicemu sa v intervale
(0,1).

Na zaver simulacnej studie nahradime v modeli z kapitoly pre 6 = 0,05
pouzité kvantily uy_q 2 kvantilmi ¢,_;(1 — a/2) Studentovho t-rozdelenia s n — 1
stupnami volnosti, ktoré su vacsie ako kvantily standardného normélneho rozde-
lenia. Bootstrapové intervalové odhady vychadzaji bez zmeny, pretoze sa v nich
pouzitie inych kvantilov neprejavi. Vysledky tejto simulacie popisuje tabulka |4.8|
Vidime, zZe sa vymena kvantilov pozitivne prejavila na zlepSenom pokryti v po-
rovnani s pokrytim v tabulke [4.1]

Predmetom dalsieho skiimania by preto mohlo byt odvodenie pravidla pre
volbu stupnov volnosti, ktoré by reflektovalo, ze velic¢iny T1,..., T, si rozne.

Min. dolné a

Metdda Pokrytie Priemerna Priemerné ,
konstrukcie 0 dlzka medze max. hornd
medza

Standardny asym. 92,60 % 0,063 (0,021; 0,084)  (0,000; 0,303)
Stan. asym. modif. 92,98 % 0,064 (0,020; 0,084)  (0,000; 0,306)
Logitovy 93,94 % 0,066 (0,029; 0,094)  (0,008; 0,327)
Logitovy modif. 94,39 % 0,067 (0,028; 0,096)  (0,008; 0,330)
Zakladny b. 87,36 % 0,061 (0,014; 0,075)  (0,000; 0,272)
Percentilovy b. 92,04 % 0,061 (0,030; 0,091)  (0,008; 0,313)
Studentizovany b. 94,83 % 0,073 (0,026; 0,098)  (0,000; 0,314)

Tabulka 4.8: Intervaly spolahlivosti prvého modelu pre parameter § = 0,05 s prav-
depodobnostou pokrytia 95 % s pouzitim kvantilov Studentovho rozdelenia s n—1
stupnami volnosti.
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Dodatky

Veta D1. Majme nahodné veliciny X, Y, Z, konstanty a, be Ra g : R — R.
Prepokladajme, ze podmienené stredné hodnoty existuji. Potom plati
(i) Ela|Y]=a,
(17) E[aX +0Z | Y] =aE[X |Y]+bDE[Z Y],
(i1i) E[X | Y] =E[X] pre X a Y nezavislé,
) E[Xg(Y) [ Y] =g(Y)E[X [Y].

(1v

Doékaz. Vid Lachout, (2004]), kapitola 7.
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