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nimi spojenou Analyzou rozptylu. Néasledne sa zaobera tvorbou prislusnych Has-
seho diagramov. Pomocou Hasseho diagramov sa za urcitych predpokladov daja
jednoducho vypocitat stupne volnosti. Taktiez sa na zaklade diagramov zostavi
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variables. To make a decision about effect we often use method called Analysis
of variance. Hasse diagrams can help to show the relationships between factors
occurring in the experiment and to compute the skeleton of Analysis of variance
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Uvod

Tato praca sa zaoberd Statistickou metédou nazyvanou Analyza rozptylu,
skratene ANOVA, ktora slizi na porovnanie strednych hodnét vacsieho poctu
nahodnych vyberov - skupin, do ktorych si hodnoty nahodnych veli¢in rozdelené
podla posobenia urcitych faktorov. Dalej st popisané zakladné Statistické expe-
rimenty, ktoré tito metédu vyuzivaju na vyhodnocovanie vysledkov. Nasledne je
ukazand tvorba Hasseho diagramov, ktoré sluzia ako graficky pohlad na experi-
menty. Hasseho diagramy moézu pomoct pri vizualizacii vztahov medzi faktormi
a skimanymi veli¢inami vystupujicimi v experimente. Pomocou Hasseho diagra-
mov sa pri ur¢itych predpokladoch jednoducho daju vypocitat niektoré udaje,
sliziace pri vypoctoch Analyzy rozptylu. Taktiez sa pomocou nich da zostavit
tabulka Analyzy rozptylu. Praca sa venuje najméa vypoctu stupnov volnosti a na-
slednému zostavovaniu kostry ANOVA tabulky.

V prvej kapitole je predstavena Analyza rozptylu jednoduchého a dvojného
triedenia. Nasledne si strucne zavedené pojmy, ktoré si vyuzivané pri statistic-
kych experimentoch. Na konci kapitoly st predstavené zakladné Statistické expe-
rimenty a je popisany ich vzfah s Analyzou rozptylu.

V druhej kapitole sa popisuji vztahy medzi réznymi faktormi vystupujicimi
v tychto experimentoch a zavadzaju sa pojmy s nimi spojené. Na zéklade tychto
vztahov je uvedeny postup zostavovania Hasseho diagramov. Zvysok kapitoly sa
venuje vypoctom na diagramoch a zostavovaniu kostry tabulky Analyzy rozptylu.

Na zaver je spracovanych niekolko praktickych prikladov statistickych expe-
rimentov. Ku kazdému experimentu si vytvorené Hasseho diagramy s vypocita-
nymi stupnami volnosti. K zlozitejsim experimentom je zostavena kostra tabulky.
V poslednom priklade je poukazané na problém, s ktorym sa mézme stretnuf pri
zostavovani Statistickych modelov.

Pri tejto préaci sa predpoklada znalost zakladnych pojmov z matematicke;
statistiky, ako aj zékladna znalost principov testovania hypotéz.



1. Analyza rozptylu

V tejto kapitole predstavime Statisticki metodu s ndzvom analyza rozptylu.
Zacneme od najjednoduchsieho pripadu, a to jednofaktorovej analyzy rozptylu.
Nasledne sa posunieme k dvom faktorom. Na zaver kapitoly si ukazeme vyuzitie
tohto testu pri navrhovani experimentov, kde taktiez zavedieme zakladné pojmy
suvisiace so Statistickymi experimentami a metédy ich planovania.

Uvazujme K > 2 nezavislych ndhodnych vyberov Y7, ..., Y ktoré si z rozde-
leni Fi,..., Fg. Nahodny vyber Y; je tvoreny ndhodnymi veli¢inami Yy, ... Y.,
kde n; je rozsah i-tého vyberu. Tieto nahodné vybery budeme oznacovat ako
skupiny. Kazdua skupinu charakterizuje jej priemer, ktory slizi ako odhad stred-
nej hodnoty. Nas zaujima, ¢i st medzi skupinami nejaké rozdiely, konkrétne ¢i
sa medzi sebou lisia ich stredné hodnoty. Na testovanie zhody strednych hod-
not tychto ndhodnych vyberov nam poslizi statisticky test nazyvany Analyza
rozptylu, skratene ANOVA.

Pri analyze rozptylu je potrebné predpokladat, ze vsetky nahodné vybery st
navzajom nezavislé a maji normalne rozdelenie s rovnakym rozptylom. Oznacme
i = E Y;; stredntt hodnotu i-tej skupiny a o2 rozptyl i-tej skupiny var(Y;;). Podla

%

predpokladu 0% = 03 = ... = 0% = 0?. TakZe rozdelenia naSich ndhodnych veli¢in
pochadzaju z modelu
F ={F; € N(u;,0?), u; € R, 0 > 0}. (1.1)

Zaujima nas, ¢i sa rovnaju stredné hodnoty nahodnych vyberov. Preto testu-
jeme hypotézu
Ho:p == px
proti alternative H; Ze aspon dve stredné hodnoty st navzajom rozne

Hy 3l #Ek: w # .

Analyza rozptylu v podstate skima zavislost premennej na jednom alebo viace-
rych faktoroch. Ak ide o jeden faktor, hovorime o analyze rozptylu jednoduchého
triedenia, v pripade dvoch faktorov ide o analyzu rozptylu dvojného triedenia.
Najskor sa zameriame na analyzu rozptylu pri jednom faktore. Definicie, vety
a prislusné dokazy z ¢asti venujucich sa analyze rozptylu mozme najst v Omelka

(2021)) a [Andgl| (2007).
1.1 Analyza rozptylu jednoduchého triedenia
Majme situaciu, ktora bola opisana na zaciatku kapitoly, teda K > 2 navza-

jom nezavislych ndhodnych vyberov Yi,..., Y ktoré st z rozdeleni Fi, ..., F,
pochddzajicich z modelu (1.1)). Dalej oznac¢me

n; 7 Y;
K:K1++KHZ:ZK]7 Yi-zi, 7/:1, .,K
j=1 T
K n; B Y
Y‘:K'+."+YK.:ZZYM7 Y..:ﬁ,

i=1j=1
kde N =n; +--- + ng.



Definicia 1. Sicet $tvorcov skupin definujeme ako SS4 = Y1ty ni(Y. — Y.)2
Dalej definujeme celkovyj siicet stvorcov SSr = K| S (Vi =Y .)? a rezidudlny
sticet stvorcov ako SS, = YK, >y (Y — Y;)2.

Sucet stvorcov skupin nam hovori, ako velmi sa od seba lisia jednotlivé sku-
piny. Rezidudlny sucet Stvorcov vyjadruje odlisnosti vnutri skupin a celkovy
stucet stvorcov potom porovnava celkové rozdiely medzi velicinami. Medzi tymito
suctami plati vztah SSg = SSr — S54.

Veta 1. Nech plati model F. Potom

i. ESS.=(N—K)o®* a >5 ~ xy_k,

o2

ii. za platnosti nulovej hypotézy Hy plati E SSx = (K — 1)0? a 2% ~ x%_;,

1. SS4 a SS, st nezavislé.

Dékaz. Jednotlivé body st dokézané v praci |(Omelka/ (2021)).
[l

Takze za Hy st SSa/(K — 1) a §S./(N — K) nestranné odhady rozptylu
o%. Podla predchadzajicich vztahov sa bude testova Statistika pocitat ako podiel
tychto nestrannych odhadov, teda

_ SS4/(K —1)

M= s N =Ry

V testovej Statistike porovnavame sicet stvorcov skupin SS, a rezidudlny sucet
stvorcov SS.. Ak bude 5SS, prilis velké v porovnani s SS,, tak st jednotlivé
skupiny rozdielne. Takze hypotézu Hy budeme zamietat pre prilis velké hodnoty
testovej statistiky.

Veta 2. Za platnosti modelu F a hypotézy Hy plati Fy ~ Frg_1 n_k.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v diele Omelkal (2021)) na strane 161.
[

Fx_1 nv—k znaci Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie s K —1 a N — K stupnami
volnosti, inak nazyvané aj F-rozdelenie. Ako uz bolo spominané, hypotézu za-
mietame pre velké hodnoty testovej statistiky F4. Aby sme dosiahli hladinu «,
kriticky obor bude maft tvar

zamietame Hy < Fy > Fr_ 1 n_k(1 — ),

kde Fx_1 n-k(1—a) je (1 —a)-ty kvantil Frrozdelenia s K —1 a N — K stupnami
volnosti.

Pozrime sa na analyzu rozptylu jednoduchého triedenia este z jednej strany.
Model analyzy rozptylu, ak na skupiny vplyva len jeden faktor, sa da zapisat aj
ako

Yij = ,Uz‘|—OéZ'+€ij (12)



kde y;; je j-t4 polozka i-teho vyberu. a; predstavuje zmenu hodnoty, ktora je
sposobend danym faktorom a €;; je chyba, pre ktord plati €; ~ N(0,0?). Te-
raz namiesto strednej hodnoty p; pre vyber ¢ mame p + ;. Pridali sme jeden
parameter. Aby model nebol preparametrizovany, predpokladajme este, ze plati

fil n;a; = 0. Potom hypotézu Hy mdézme formulovat ako

’ o _
Hy:oqy =ay=..=ag =0.

To znamena, ze faktor nema ziadny vplyv na skiimani nahodnu velic¢inu. Alter-
nativa je v tomto pripade

Hi:3ie {1,.,K}:a;#0,

teda faktor na nahodnu veli¢inu nejakym sposobom vplyva. Vyuzitie tohto mo-
delu uvidime v podkapitole [I.3] Nakoniec sa daji vysledky analyzy rozptylu za-
pisat do tabulky:

. R, Sucet Stupne . Testova
Zdroj variability Sstvorcov volnosti Podiel Statistika
Medzi skupinami SSy K—-1 SS4/(K—-1) %
Rezidualny SS. N-K S8S./(N-K)

Celkovy SSr N -1

1.2 Analyza rozptylu dvojného triedenia

Teraz uvazujme, ze na meranu veli¢inu vplyva viacero faktorov. Najcastejsie
ide o dva faktory, ktoré spolu naviac mozu, ale nemusia interagovat. V pripade
dvoch faktorov sa model analyzy rozptylu da vseobecne zapisat ako

Yijp = B+ ;i + B + vij + €ijp, (1.3)

kde o, 8 a y;; sG nezndme parametre, ¢ = 1,....1,j = 1,....J, p = 1,...,n;; a pre jed-
noduchost predpokladajme, Ze n;; sa rovnaju nejakému cislu P. €, je clen pred-
stavujici ndhodnd chybu, ktorého rozdelenie je N(0,0?). a; predstavuje vplyv
prvého faktoru, inak nazyvaného aj riadkovy. §; je ucinok posobenia druhého,
stipcového faktoru. 7i; oznacuje interakciu medzi faktormi, ktord sa nemusi vy-
skytovat vo vSetkych modeloch. Najskor sa blizsie pozrieme na dvojfaktorovy
model bez interakcii.

1.2.1 Analyza rozptylu dvojného triedenia bez interakcii

V tomto pripade uvazujeme, ze medzi dvoma faktormi nedochadza k interakcit,
7i; = 0 a rovnica (1.3) sa zjednodusi na

Yijp = B+ a; + B + € (1.4)

Aby nebol model preparametrizovany, priddme podmienky (reparametrizacné
rovnice) Y7, a; = 0, Z}]:l B; = 0. Hypotézu, Ze prvy, respektive druhy fak-
tor nemd vplyv na ndhodnu veli¢inu mézeme formulovat ako

H()ZCKl:OéQ:...:C(]:O, H6ﬂ1262::ﬂjzo



Alternativa je
Hy:3Jie{l,...,I}: oy #0, Hy:3j€e{l,....J}: B; #0.

Nech n = I JP a oznacéme

Ll _ 1
Y Yiips Y. Y.,
J = Jp J P J
V=YY S
= Yiip, Yi=—-3Y,
P JP
I J P B 1
= Z Z Z ljp? Y = EY

Analogicky aj pre dalSie indexy. Ako aj v jednofaktorovom pripade, definujeme
sucty stvorcov skupin ako

Lo 1 I _ 1
SSy=JPY VI — -Y? SSs=1P> Y’ — Y2, (1.5)

i=1 j=1
a celkovy a rezidualny sicet stvorcov
SST—X:ZX:YZP——Y2 SSe =858 — 554 — 955.
i=1j=1p=1

Pri platnosti hypotézy Hy: oy = ay = ... = a; = 0 bude platit podmodel
Yijp = M+ Bj + €ijp, ktory zodpovedd modelu analyzy rozptylu jednoduchého
triedenia. Na zaklade toho dostaneme testovu statistiku Fy = % Kri-
ticky obor bude v tvare

zamietame Hy < Fy > Frq 1 j-1(1 — ).

Podobne, pri platnosti hypotézy H|: f; = B2 = ... = [ dostaneme podmodel

Yijp = I+, + €5,. Testova statistika bude Fp = S9p/J=1

T kritickym oborom

zamietame H), < Fp > Fy_1,-1-5-1(1 — «).

Opaét sa vysledky analyzy daju zapisat do tabulky:

Zdroj variability _ >ucet Stupne e Testova
stvorcov volnosti Statistika

Riadky 5S4 I-1 554 Fa

Stipce SSp J—1 558 Fg

Rezidudlny SS. n—I—J-1 7?5371

Celkovy SSr n—1




1.2.2 Analyza rozptylu dvojného triedenia s interakciami

Teraz predpokladajme, ze medzi faktormi dochadza k urcitej interakcii. V na-
som modele sa to prejavi pridanim nenulového clena +;;, ktory bude predstavovat
dant interakciu. Model teda bude

Yijp = + i + B + ij + €ijp,
s rovnakymi podmienkami ako v (1.3). V tomto pripade predpokladdme P > 2.
Reparametrizacné rovnice st >27_; o; = 0, Zj:l B; =0, S vij = 0Vj € J
a E}‘]=1 vi; =0 Vie I. K hypotézam H,, H| pribudne H{'

H(’)’:%j:() \V/ZEI,jGJ
Dalsi postup je podobny ako v pripade bez interakcii. Majme stiéty stvorcov SSy,

SSp a SSr ako v (1.4)). Dalej zavedme

1

J P I J
SS@ZZZZYZZJ_PZZYE SSAB:SST_SSA—SSB—SSE.

i=1 j=1p=1 i=1j=1

K testovym statistikdm F4 a Fg pribudne Fup = %

a kriticky obor
zamietame H) < Fap > Fr_1)-1)n-1-s-1(1 — a).

Nakoniec vysledky zapiseme do tabulky:

Zdroj variability _ >ucet Stupne 4. Testova
stvorcov volnosti Statistika

Riadky SSa I-1 554 Fa

Stipce SSp J—1 558 Fg

Interakcie SSap (I—-1)(J—1) (1515% Fap

Rezidualny SS. n—1J 1

Celkovy SSr n—1

1.3 Dizajn experimentu

V tejto podkapitole zavedieme zédkladné pojmy spojené so Statistickymi ex-
perimentami, ktoré na vyhodnotenie vyuzivaja analyzu rozptylu. Potom si pred-
stavime zakladné navrhy tychto experimentov. Kapitola bude vychadzat z knih
Jarosoval (2007) a Milliken a Johnson| (2004]).

Pri statistickych testoch ¢asto chceme preskimat vplyv faktorov na premenné
a rozhodnut, ktoré z faktorov maju vyznamny vplyv. Aby sme to dokézali spravit
¢o najefektivnejsie, musime takyto experiment vhodne naplanovat. Pri planovani
experimentu chceme dostat ¢o najviac informécii zo zdrojov, ktoré mame k dispo-
zicii. Cielom experimentu je zistit, ktoré premenné maju vplyv na zmeny hodnot
vystupnych veli¢in, a aky je tento vplyv. Na zaciatok sa musia urcit jednotlivé
rusivé faktory, ktoré by mohli vplyvat na pozorované veli¢iny. Potom sa podla
planu experimentu kontrolovane menia hodnoty vstupnych veli¢in a sleduje sa
odozva vystupnych veli¢in na tieto zmeny. Nésledne sa experiment vyhodnoti,
najcastejsie pomocou analyzy rozptylu, ktorej sme sa venovali doteraz.
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Planovanie experimentu

Na zaciatok si zavedieme niekolko pojmov, ktoré budeme pouzivat. Skiimané
faktory si vstupné veliciny, ktorych hodnoty pocas eperimentu kontrolujeme.
Moézu byt kategoridlne alebo kvantitativne. Hodnoty faktorov nazyvame tirovne
alebo oSetrenia. Odozva je vystupnd veli¢ina, ktorej zmeny pozorujeme. Po6-
sobia na nu skumané faktory a nahodné vplyvy. Zmena odozvy vzhladom na
zmenu urovne faktoru sa nazyva efekt faktoru. Experimentalna jednotka
je najmensia jednotka, na ktord posobia faktory a ktorej odozvu sledujeme. Pri
experimente na experimentalne jednotky pdsobia okrem skiimanych faktorov aj
nahodné a systematické vplyvy. Ide o vstupné veli¢iny, ktorych vplyvy nedoka-
zeme kontrolovat tak ako pri kontrolovanych faktoroch, preto sa nazyvajui aj rusivé
faktory. Nahodné vplyvy pozorujeme pri opakovani skiisok za rovnakych pod-
mienok tak, ze vysledky skusok maju urcita variabilitu. Systematické vplyvy
sa prejavuju ako trend v nameranych hodnotach a moézu byt tazko odhalitelné.
Tieto vplyvy chceme odhalit a oddelit ich od posobenia skimanych faktorov,
pripadne ich chceme minimalizovat. Planovanie experimentu nam sluzi na to,
aby sme minimalizovali rozdielnost podmienok pri experimente. Techniku volime
podla informécii o experimentalnych jednotkach. Zakladné techniky navrhu ex-
perimentu st zndhodnenie, usporiadanie do blokov a replikicia. Tieto techniky
sa mozu lubovolne kombinovat.

e Znahodnenie - trovne faktorov, alebo ich kombinacie sa k experimental-
nym jednotkdm priraduji nadhodne. Cielom je zabranif miesaniu vplyvov
skimanych faktorov a nahodnych chyb. Znadhodnenie tiez znizuje velkost
systematickych chyb.

* Replikacia - ide o opakovanie skiisok experimentu pri rovnaych trovniach
faktorov. Sleduje sa vplyv faktorov na rozdielne experimentalne jednotky,
nejde teda o opakované meranie odozvy tej istej jednotky. Vdaka replikacii
sme schopny zmeraf variabilitu ndhodnych zloziek a teda odhadnit chybu
experimentu.

« Usporiadanie do blokov - ¢asto sa mdze staf, ze experimentalne jednotky
nie si homogénne. V tom pripade mozeme jednotky usporiadat do niekol-
kych blokov tak, aby jednotky v ramci jedného bloku boli ¢o najpodobnejsie.
Jeden blok potom moze byt povazovany za jednu replikdciu experimentu.
Takto sa zmensi variabilita medzi jednotkami v bloku. Posobenie bloku sa
méze zahrnit do pdsobenia ndhodnej chyby. Casto sa vsak efekt pésobenia
bloku vyjadruje blokovym faktorom:.

Experimenty s jednym faktorom

V tejto casti budeme predpokladat, Ze pozorujeme posobenie jedného faktora,
ktory méa dva alebo viac drovni. Dalsia moznost je, Ze sice skiimame pdsobenie vi-
acerych faktorov, ale ich vplyv berieme ako posobenie jedného faktoru. Skiimame
vplyv tohto faktoru na experimentalne jednotky a sledujeme odozvu. Vyuziva sa
zndhodnenie, teda k experimentalnym jednotkam sa nahodne priraduje troven
faktoru. Snazime sa, aby pocet merani trovne faktoru bol rovnaky, a aby sme
kazdu droven merali aspon raz. Nasledne namerané hodnoty rozdelime do skupin



podla trovne. Pri zistovani vplyvu trovne faktora chceme porovnat stredné hod-
noty odozvy pre jednotlivé irovne. Ide teda o jednofaktorovi analyzu rozptylu,
ktorej data sa riadia modelom . Index i ndm hovori o trovni faktoru, a index
J predstavuje o ktoré pozorovanie v ramci trovne ide. Takze j-té pozorovanie
urovne ¢ je v tvare
Yij = B+ i + €,

kde p je strednéd hodnota odozvy, «; je zmena hodnoty sposobend vplyvom i-tej
urovne a €;; predstavuje posobenie ndhodnych, pripadne systematickych vplyvov.
Posobenie €;; je nezavislé na danej tirovni oSetrenia. Na zniZenie ndhodnych chyb
sa vyuziva usporiadanie do blokov.

Experimenty s dvoma faktormi

Predpokladajme, ze mame dva faktory, ktoré chceme testovat. Nech s je po-
¢et trovni na ktorych testujeme prvy faktor, a t je pocet tirovni druhého faktora.
Potom méame st kombiacii tirovni, ktoré chceme otestovat. Na znadhodneny expe-
riment potrebujeme aspon st experimentalnych jednotiek, ktorym nahodne prira-
dujeme jednotlivé kombinacie irovni. Pokial kazdi kombinaciu oSetreni priradime
rovnakému poctu prvkov, hovorime o vyvazenom experimente. Ide o dvojfakto-
rovi analyzu rozptylu s modelom , teda

Yijp = K+ i + Bj + 7ij + €ijp,y

predstavuje experimentalnu jednotku, na ktord posobi i-td4 troven prvého fak-
toru, j-t4 uroven druhého faktoru a ide o p-té pozorovanie kombinécie tychto
oSetreni. a; je efekt prvého faktoru, §; efekt druhého faktoru a ;; predstavuje
efekt interakcie medzi tymito faktormi. Pokial nepredpokladame, ze by medzi
faktormi mohlo dojst k interakcii, tak sa v;; v modeli vyskytovat nemusi. €;;,
je nahodnéa chyba, nezavisla na posobeni uvazovanych faktorov. Pripadné syste-
matické vplyvy zmensujeme zndhodnenim. Ak podmienky na testovanie nie st
rovnaké, alebo st experimentédlne jednotky prilis odlisné, je dobré vyuzit rozde-
lenie do blokov.

Znahodnené bloky

Ako uz bolo spominané, casto sa stava, ze experimentalne jednotky a pod-
mienky nebyvaji homogénne. Ak chceme kontrolovat a znizit variabilitu experi-
mentalnych jednotiek, mézme ich usporiadat do blokov. Jednotky sa rozdelia do
blokov tak, aby v jednom bloku boli jednotky s ¢o najpodobnejsimi vlastnostami.
Ak mame t oSetreni a v kazdom bloku sa nachadza aspon t jednotiek a oSetre-
nia vnutri bloku st priradované ndhodne, hovori sa o aplnych znahodnenych
blokoch. Na prvok pésobi efekt daného kontrolovaného faktora, blokovy efekt
a nahodné vplyvy. Nepredpokladame, ze by nastala interakcia medzi pésobenim
faktoru a bloku. Data sa preto riadia modelom dvojfaktorovej analyzy roz-
ptylu bez interakcii, takze

Yijp = b+ ¢4 + B + €ijp.

a; je efekt posobenia trovne ¢ a 3; je chyba sposobend posobenim bloku j. €;;,
je efekt ostatnych nahodnych vplyvov, ktoré nezavisia na posobeni faktoru ani

9



bloku. Moze sa staf, Ze pocet osSetreni je vacsi ako pocet experimentalnych jed-
notiek v blokoch. V takom pripade sa neda aplikovat kazdé z osetreni v kazdom
bloku. Ide o netplné bloky. Ak su osetrenia priradené k blokom tak, ze sa
kazda dvojica osetreni vyskytuje v bloku rovnako casto, ide o vyvazené net-
plné bloky. Data sa analyzuju rovnako ako pri uplnych blokoch, pretoze opét
ide o dvojfaktorovii analyzu rozptylu bez interakcii, teda model .

Viacfaktorové experimenty

Pri experimentoch s va¢sim mnozstvom faktorov a ich trovni rychlo narasta
pocet potrebnych skusok. Ak je k pocet faktorov s poCtom urovni sq,...,Sg, po-
tom pocet osetreni je s; X ... X si. Preto sa c¢asto uvazuju len dve drovne pri
kazdom faktore. Ak ma kazdy z k faktorov dve tirovne, tak pocet moznych kom-
binécii je 2, preto sa takéto experimenty nazyvaji 2*-faktorové. Pomocou nich
vieme rozlisit dolezité faktory s vyznamnym vplyvom. Takéto experimenty mozu
byt iiplné alebo ¢iastocné. Pri ¢iastocnych experimentoch sa experiment skrati,
najcastejsie na poloviény alebo stvrtinovy. Pri poloviénom ide o skratenie na 271,
teda z celkového poctu moznych osetreni vyberieme polovicu. Pri stvrtinovom sa
experiment skrati na 2¥72. Vo vieobecnosti sa skratenia daji napisat ako experi-
menty 2¥7P. Analyza tychto experimentov byva naro¢nejsia a je blizSie popisand
v Jarosova (2007)).

Latinské stvorce

Pri Latinskych stvorcoch uvazujeme dva blokové faktory. Ide o usporiadanie
do blokov v dvoch smeroch. Ak méame ¢ oSetreni, tak ¢? experimentalnych jed-
notiek usporiadame do Stvorca s rozmermi ¢ x t. Stipce tvoria stipcové bloky
a riadky tvoria riadkové bloky. Podmienkou je rovnaky pocet trovni stipcového
aj riadkového faktora. Dalej predpokladdme, Ze neexistuje interakcia medzi fak-
tormi. Kazdé osetrenie, teda troven hlavného skimaného faktoru sa objavi prave
raz v kazdom stipci aj riadku. Data sa riadia modelom

Yijk = b+ i + B + Yk + €iji,

i,7,k = 1,....,t. oy predstavuje efekt i-teho riadku, j3; je efekt j-teho stipca a v je
efekt k-teho oSetrenia. a 1 je celkovy priemer a €;5;, je efekt ostatnych vplyvov, teda
nadhodné veli¢ina s rozdelenim N (0, 0%). Na vyhodnotenie experimentu sa opét po-
uziva analyza rozptylu. Celkovy siicet stvorcov SSr sa v tomto pripade rozklada
na $tyri zlozky: sicet stvorcov SSg odpovedajici riadkovému faktoru, stlpcovému
faktoru SS¢, skimanému faktoru S5, a rezidualny sucet stvorcov SS.. Latinské
stvorce sa daju zobecnif aj pre viacero faktorov. Napriklad na vytvaranie blokov
v troch smeroch sa pouzivaju takzvané Grécko-Latinské stvorce.
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2. Kalkulus faktorov

Pri statistickych experimentoch sa casto vyskytuje vicsie mnozstvo faktorov
s roznym poctom tdrovni. Zaroven moédzu mat tieto faktory medzi sebou urcité
vztahy. Tiez sa stava, ze experimentalne jednotky st rozdelené do blokov, ktoré
spolu vytvaraju nejaké urovne. Napriklad si predstavme situdciu, ze chceme tes-
tovat dva faktory - postreky a zavlazovanie a sledovat ich pdsobenie na rastliny.
Experimentélne jednotky teda mozu byt prave rastliny, tie st ale vacsinou pesto-
vané na vacsom poli, ktoré méze byt este rozdelené na niekolko casti. Takze prva
uroven by boli samotné rastliny, druha troven by boli nejaké casti pola - bloky
pola - s ur¢itymi vlastnostami a tretia iroven by bolo celé pole. Ak budeme za-
vlazovanie aplikovat na bloky pola, potom experimentalnou jednotkou pre faktor
zavlazovanie bude cely blok.

Aby sme si situdciu pri navrhovani experimentu vedeli lepsie predstavit, nam
mozu pomdet Hasseho diagramy. Pomocou nich si nielen dokazeme vizualizovat
faktory a usporiadanie prvkov vystupujicich v experimente, ale aj jednoducho
vypocitat stupne volnosti, ¢i zostavit zakladni kostru ANOVA tabulky. Najskor
si zavedieme niekolko pojmov, ktoré sa budu vyskytovat v tejto kapitole, ktora
vychadza predovsetkym z knihy |Bailey| (2008). Tam sa nachddzaji tiez dokazy
viet a tvrdeni z tejto kapitoly.

Mnozinu vsetkych experimentalnych jednotiek budeme znacit 2. Mnozinu
vsetkych kombindcii osetreni, teda kombinacii irovni skimanych faktorov, bude
znacit 7. Prvkom z mnoziny 2 priradujeme kombinécie oSetreni z mnoziny 7T - ide
vlastne o funkciu T': 2 — 7T . Posobenie konkrétnej kombinacie osetreni na prvok
w bude znacit vyraz T'(w). Dalej uvazujme faktor F', ktory posobi na mnozine €.
Potom F'(w), oznacuje troven faktoru F, pdsobiacu na jednotku w € . Podobne
pre kombindciu osetreni ¢ z mnoziny 7 bude F(i) vyjadrovat troven faktoru
pri oSetreni 7. Spomenme edte blokové faktory. Urovne tychto faktorov nekont-
rolujeme, preto nepatria do mnoziny trovni kontrolovanych faktorov, avsak tiez
pdsobia na experimentalne jednotky. Pre blokovy faktor B je B(w) blok, v ktorom
sa w nachadza.

Vratme sa k prikladu z ivodného odstavcu. Mnozinu € tvoria rastliny, na kto-
rych sledujeme posobenie faktorov. Pripadné usporiadanie rastlin do blokov tvori
struktiru tejto mnoziny. Nech je pole rozdelené do dvoch blokov, takze uvazujeme
posobenie blokového faktoru B s tiroviiami by a by. Kontrolované faktory su dva -
postrekovanie oznacme pismenom F' a nech mame dva typy postrekovania - f; a
fa. Zavlazovanie oznac¢ime pismenom G. Nech testujeme tri tirovne zavlazovania
- g1, 92 a g3. Potom mnozina 7T je tvorena kombindciami tychto tirovni. Obsahuje
6 prvkov - fig1, f192, f193, f2g1, fag2, fags. Pre prvok figs plati F(fig2) = fi a
G(f192) = go. Fakt, Ze rastline w priradime tito kombindciu oSetreni, znacime
T(w) = f1g2. Navyse ak sa rastlina w nachadza v bloku by, tak B(w) = b;.

Dalej definujeme faktory U a E. Faktor U, nazyvany aj univerzalny faktor,
kazdému prvku priradi 1, takze U(«) = 1 Vo € Q. Faktor E zase kazdému prvku
priradi ten dany prvok, teda F(a) = a Va € Q.

Este si zavedieme triedy faktoru. Ide o mnoziny vsetkych prvkov, na ktorych
ma faktor F' rovnaku troven. Teda trieda faktoru F' obsahujica prvok a € € je
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mnozina

Flla]] = {w € Q: F(w) = F(a)}.

Ak uvazujeme mnozinu osetreni 7, tak trieda faktoru F' ktora obsahuje prvok
1eT je

Fllid] = {7 € T : F() = F(i)}.
Pomocou tried faktorov mozme definovat dalsie vztahy medzi faktormi a zakladné
operacie s nimi.

Faktory, ktorych vsetky triedy maju rovnaku velkost, sa nazyvaju uniformné
faktory. Velkost triedy uniformného faktora F' budeme oznacovat kg a np bude
znacit pocet trovni faktora F. Napriklad faktor U na €2 ma jedinu triedu, a to
celé Q). Takze ny = 1 a ky sa rovna velkosti celej mnoziny 2. Naopak pri faktore
E ma kazdy prvok vlastnu triedu, takze pocet tried faktoru E je rovnaky, ako
pocet jednotiek v 2. To znamend, ze kg = 1 a ng je rovna velkosti mnoziny (2.
Pocas nasledujucich kapitol budeme predpokladat, ze vsetky uvedené faktory su
uniformné.

2.1 Vztahy medzi faktormi

Mobze sa stat, ze dva rozne faktory maju rovnaké triedy, lisia sa vsak nazvy
ich urovni. V takomto pripade ide o ekvivalenciu faktorov. Napriklad ak sme na

mnozine €2, potom ekvivalencia faktorov F' a G znamend, ze F|[[a]] = G[[a]] Va €
Q.

Definicia 2. Nech F a G si faktory pésobiace na rovnakej mnozine. Hovorime,
ze faktor F' je ekvivalentny s G (F = G), ak sa vsetky ich triedy rovnaji.

Taktiez moze nastat situdcia, ze F' nie je ekvivalentny s faktorom G, ale
kazda jeho trieda je obsiahnutd v triede G. Na mnozine ) by to znamenalo,
ze Flla]] € G[[a]] Va € Q.

Definicia 3. Nech F a G su faktory pdsobiace na rovnakej mnozine a F nie je
ekvivalentny s G. Povieme, Ze faktor F je jemnejsi ako faktor G, ak je kaZdd
trieda F obsiahnutd v triede faktoru G.

Takyto vztah znacime ako F' < G. F = G znadci, ze F je jemnejsi ako
G, pripadne je medzi nimi ekvivalencia. Zrejme pre kazdy faktor F' plati, Ze
E <X F =< U. Dalej este zavedieme infimum a supremum faktorov F' a G.

Definicia 4. Infimum faktorov F' a G pésobiacich na rovnakej mnoZine je faktor
F' N G, ktorého triedy si neprdzdne prieniky tried F' s triedami faktoru G.

Napriklad ak uvazujeme mnozinu €2, potom urovne faktoru F' A G' su dvojice
(FAG)(a) = (F(a),G(a)). Trieda tohto faktoru, ktord obsahuje a € € bude
vtvare (FAG)|[o]] = {weQ: F(w) = F(a),Gw) = G(a)} = Flla]] N G|a]].
Nézov infimum vychadza z toho, ze FAG < F a F NG = G a navyse pre kazdy
faktor H taky,ze H < FFa H X G plati H <X FAG.

Definicia 5. Supremum faktorov F a G posobiacich na rovnakej mnoZine je faktor
FV G, ktory splna
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. F<FV GaG=XFV G,
1. ak pre faktor H plati F < H a G < H, potom FV G < H.

Triedu suprema F' V G obsahujicu prvok « vytvorime tak, zZe do mnoziny
pridame vsetky prvky, ktoré su v rovnakej triede F' ako a. Nasledne do mno-
ziny pridame vsetky prvky, ktoré si v rovnakej triede G ako prvky, ktoré sme
doteraz zaradili do mnoziny. Potom k nim pridame prvky, ktoré si v rovnakych
triedach F' ako novo pridané prvky. Takto pokracujeme, pokial je ¢o pridavat.
Napriklad supremum faktorov F' a G pri experimente, kde sa vyskytuje kazda
kombinacia trovni faktorov F' a G, bude cely faktor U, teda F'V G = U. Prikla-
dom takéhoto experimentu st tiplne zndhodnené bloky z kapitoly [I.3] V jednom
bloku sa vyskytuju vsetky kombinacie tirovni faktorov, takze supremum tychto
dvoch faktorov je faktor U. Podobne, ak sa experiment riadi navrhom Latinské
Stvorce, tak supremum riadkového a stipcového faktora bude cely Stvorec, teda
plati stlpce Vv riadky = stvorec.

2.2 Hasseho diagramy

Ako uz bolo spomenuté v tivode kapitoly, na vizualizaciu vztahov medzi fak-
tormi nam mozu slizit Hasseho diagramy. V tejto casti si ukazeme, ako sa tieto
diagramy konstruuji. Pomocou Hasseho diagramov mézeme znazornovat nielen
struktiru posobiacich faktorov a kombinacii oSetreni, ale aj struktiru rozdele-
nia experimentalnych jednotiek. Tie moézu byt rozdelené do réznych blokov, v
ramci ktorych posobia rusivé vplyvy. Tiez ich mo6zme vnimat ako faktory, len
nekontrolované - blokové faktory. Tieto dve struktiry sa daji znazornit v jed-
nom diagrame, kedy pouzijeme odlisny znak pre kontrolované faktory a iny pre
blokové faktory. Pre prehladnost sa vsak casto znazornujui samostatne v dvoch
diagramoch zobrazenych vedla seba.

Kazda bodka bude predstavovat jeden faktor. Pre vztah G < F' nakreslime
jeden faktor nad druhy a spojime ich ¢iarou. Pokial medzi nimi takyto vztah nie
je, faktory nakreslime na priblizne rovnakej trovni, a do grafu pridame faktor
F'Vv G. Taktiez tam zaradime faktor F' A G. Obrazok [2.1]sluzi ako ukazka tychto
troch pripadov.

F F v G FVG
G F /\ G
FAG
Obrazok 2.1: Tri priklady zakladného diagramu - G < F, FAG, FV G

7 Hasseho diegramov vsak mozme zistit viac ako len vztahy medzi faktormi.
Pre dalsie informécie priddme okrem nazvu faktoru aj jeho pocet drovni. Na Ob-
razku mozeme vidiet dva jednoduché pripady takéhoto Hasseho diagramu,
prvy ukazuje pripad s jednym faktorom, ktory ma dve tirovne. Mnozinu na ktorta
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tento faktor pdsobi tvori 10 prvkov. Druhy znézornuje experiment s dvoma fak-
tormi, ktorych infimum je faktor £ a supremum tvori cely faktor U. Faktory F
aj G maju dve trovne a mnozinu na ktoru posobia tvori 10 prvkov.

1 QU
19U
2 @F
2 G
10 @FE
10@E

Obréazok 2.2: Hasseho diagramy s jednym a dvoma faktormi

Pomocou Hasseho diagramov moézme tiez jednoducho vypocitat stupne vol-
nosti a zostavit zaklad ANOVA tabulky. Kvoli tomu si najskor zavedieme vekto-
rové podpriestory definované faktormi.

2.2.1 Podpriestory definované faktormi

Uvazujme mnozinu experimentalnych jednotiek €2, a nech 2 obsahuje N prv-
kov. Vektorovy priestor R bude oznacovat pismeno V. Jeho prvky st N-zlozkové
vektory, kde kazd4 stradnica suvisi s jednym prvkom z mnoziny §2. Potom mno-
zinu vsetkych vektorov v € V| ktorych siradnice, na ktoré pésobia rovnaké kom-
bindcie oSetreni sa rovnaji, nazyvame podpriestor osetreni a budeme ho znacit
Vr. Dimenzia priestoru Vr je celkovy pocet oSetreni, teda velkost mnoziny 7.

Pripomenme si model z kapitoly , teda
Yijp = 1+ i + B + vij + €ijp,

Priestor V' obsahuje vektory E Y, kde zlozky vektora Y su prvky y;;,. Pokial ide
o linedrny model ako v tomto pripade, vektory strednych hodnot vytvoria vekto-
rovy podpriestor priestoru V. Index ¢jp predstavuje nejaky prvok z mnoziny €2,
mozeme ho znacif w. Indexy 7 a j urcuju posobenie kombinécie oSetreni z mno-
ziny T, takze pre jednotku w € Q plati T(w) = ij. Konkrétne ide kombindciu
pdsobenia i-tej trovne faktoru F, takze F'(w) =i a j-tej drovne faktoru G, teda
G(w) = J.

Potom definujeme vektorovy podpriestor Vi ako podpriestor tvoreny vektormi
EY € V, ktorych stradnice st rovnaké pre vsetky jednotky, na ktoré pdsobi
rovnaka uroven faktoru F. Formélne sa to da formulovat nasledovne:

EYeVreda,:EY, =a; VweDtaké, ze F(w) = 1.

V tomto podpriestore sa nachadzaji stredné hodnoty vektorov, ktorych zlozky
pochadzaju z modelu uvazujiceho, ze na jednotky ma efekt len faktor F'. Dimen-
zia takéhoto podpriestoru je pocet trovni faktora F', takze dim Vy = np.
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Podobne pre faktor G definujeme podpriestor Vi s dimenziou dim Vi; = ng:
EYeVeedb,:EY, =0 YVweQ také, Ze G(w) = J.

Analogicky sa definuju podpriestory blokovych faktorov - budd tam patrit tie
vektory EY € V, ktorych stradnice budu rovnaké pre vsetky jednotky, ktoré
patria do rovnakého bloku. Stcet podpriestorov Ve a Vi vytvori podpriestor
Ve 4+ Vi. Ten tvoria vektory strednych hodnot, ktorych siradnice pochadzaja
z modelu pri ktorom predpokladame, Ze na zlozky maju efekt oba faktory. Neu-
vazujeme vSak ich interakciu. Z vlastnosti suctu vektorovych podpriestorov plati,
ze dim(Vp + Vi) = dim Vg 4 dim Vg — dim(VF N Vi), Prienik Ve a Vi je vlastne
vektorovy podpriestor definovany faktorom Vey¢, ako bude uvedené v Tvrdeni [4]

Pre faktory F' a G definujeme podpriestor ich infima F' A G:

EY eVinge Iy EY, =7 YweQ také, Ze F(w) =1, G(w) = J.

Ide o podpriestor strednych hodnét vektorov, ktorych zlozky st z modelu pri
ktorom uvazujeme, zZe aj interakcia medzi faktormi F' a G ma efekt na pozoro-
vané jednotky. Ak predpokladame, ze na mnozine ) posobia len faktory ' a G
a vyskytuje sa tam kazda kombinécia ich drovni, potom F'A G = V. V takomto
pripade je dimenzia vektorového podpriestoru rovna poctu kombinacii osetreni
nrng. Rovnako definujeme aj podpriestory Vi a Vi. Kedze faktor U priradi vset-
kym prvkom jednotku, tak do podpriestoru Vi budu patrit tie vektory, ktorych
vSetky zlozky sa rovnaju. Zrejme dim(Vy) = 1. Takze

EYeVpeIduEY,=p Vwe.

Vektory Y teda pochadzaji z modelu ktory predpokladd, ze ziadne faktory ne-
maju efekt na experimentalne jednotky:.

Posledna zlozka z modelu ([1.3) je efekt ostatnych vplyvov €;;,. Ten moze byt
pre kazdy prvok rézny. S tym je spojeny faktor E. Faktor E kazdému prvku
priradi ten dany prvok, takze priestor Vg budu tvorit vSetky vektory EY € V,
ktorych zlozky st lubovolné konstanty. Ide teda o cely priestor V.

Nasledujuce tvrdenia nam ukazu, ako suvisia vztahy faktorov so vztahmi ich
podpriestorov. Ich dékazy sa nachadzaji v diele Bailey| (2008). Vztahy podpries-
torov sa daju znazornif pomocou Hasseho diagramov, podobne ako vztahy medzi
faktormi. Priklad Hasseho diagramu moézme vidiet na Obrazku [2.3]

Tvrdenie 3. Nech pre faktory F a G, definované na rovnakej mnozine, plati
F < G. Potom Vg C Vg.

Tvrdenie 4. Nech si faktory F a G definované na rovnakej mnoZine. Potom
plati Ve NVg = Veya.

Pomocou podpriestorov teraz mézme zadefinovat ortogonalitu medzi faktormi
FagG.

Definicia 6. Povieme, Ze faktory F a G pésobiace na rovnakej mnozZine siu na-
vzdjom ortogondlne, ak podpriestor Vp N Vi, je ortogondlny s podpriestorom

Vo znaél ortogondlny doplnok Veye. Ekvivalentne stadi, aby podpriestor
Ve N Vi, bol ortogondlny s podpriestorom Vg. Z predchddzajticeho tvrdenia
naviac plati Ve NVg = Vpye, takze Vo = (VPN Vg)t. Ortogonalita, rovnako
ako aj podpriestory zavedené v tejto kapitole nam poslizia na vypocet stupnov
volnosti.
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Obrazok 2.3: Hasseho diagram pre faktorové podpriestory

2.2.2 Stupne volnosti

Pri vypoctoch spojenych s analyzou rozptylu potrebujeme poznat stupne vol-
nosti. Ide vlastne o pocet prvkov, ktorych hodnoty sa mozu volne lisit. Pomocou
podpriestoru vektorového priestoru V' sa daju definovat nasledovne:

Definicia 7. Bud W [ubovolny podpriestor vektorového priestoru V. Potom di-
menziu vektorového podpriestoru W nazyvame stupne volnosti W a znacime dyy .

Nasledujica veta nam da navod na vypocet stupnov volnosti pre jednotlivé
faktory. Definujeme v nej podpriestory W priesotorov V. Tieto podpriestory
chceme definovat tak, aby pre dva rozdielne faktory F' a G boli priestory Wg
a Wg navzajom ortogonalne. To moézme spravit nasledovne: podla Tvrdenia [3]
pre faktory F' a G také, ze F' < G, plati Vo C Vg. Chceme teda, aby priestor
Wg bol obsiahnuty v priestore V. Zaroven vsak chceme, aby bol ortogonalny
so vSetkymi priestormi Vi takymi, ze F' < . Takze dostavame, ze podpriestor
Wr musi byt ortogonalny s priestorom Y- p_q Vg, teda Wr = Ve N (X pae Vo)t
Pocet stupnov volnosti pre faktor F' je potom dimenzia Wg.

Veta 5. Bud F mnoZina faktorov posobiacich na rovnakej mnozine, kde Ziadne
dva nie su navzdjom ekvivalentné. Predpokladajme, Ze pre F plati:

(a) ak F € F a G € F, potom FVG e F
(b) ak F € F a G € F, potom F a G si ortogondlne

Definujme podpriestor Wg pre F' € F ako

Wr=Ven (> Vo)*
F<G

a oznacme dp = dim Wg. Potom plati

(i) ak € F a G € F si rozdielne faktory, tak Wr a We si ortogondlne
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(ii) ak F € F, potom Vg je ortogondlny s direktym suctom podpriestorov Wg
pre G € F, pre ktoré plati FF < G

(iit) ak F € F, potom
dF:nF— Z dg. (21)

F<G

Dékaz. Dokaz je popisany v diele Bailey| (2008) na strane 183.
O

Pre pripomenutie, ng znac¢i pocet drovni faktora F. Mozme vidiet, Ze pocet
stupnov volnosti pre faktor nezavisi len od poc¢tu trovni, ale aj od ostatnych
faktorov z mnoziny F. Vzorec déva ndvod na jednoduchy vypocet stupriov
volnosti za pomoci Hasseho diagramov. Poznamenajme, ze vsetky experimenty
spominané v tejto aj v nasledujucej kapitole patria medzi ortogonalne experi-
menty. Predpoklad z predchadzajicej vety je teda splneny pre vsetky uvedené
experimenty a vypocty stupnov volnosti si korektné.

Zacneme na vrchole diagramu, kde sa nachadza faktor U. Kedze neexistuje
faktor od ktorého by bol tento faktor jemnejsi, tak podla plati dy = ny = 1.
Nésledne sa posunieme o troven nizsie. Pri kazdom bode odpocitame od poctu
urovni pocet stupnov volnosti vsetkych faktorov, ktoré sa v grafe nachadzaji nad
nim a st s danym bodom spojené. Informéciu o stupnioch volnosti pre dany faktor
zapiseme vedla informéacie o poc¢te trovni faktora.

Na Obrazku mozme vidiet, ako bude vyzerat vysledny diagram pre na-
sledujuci pripad: prazdne kruhy predstavuji kontrolované faktory a plné zase
ndhodné vplyvy. Vystupuji tam dva kontrolované faktory: faktor F' s dvoma
urovnami a faktor G, ktory ma tri irovne. Tieto faktory medzi sebou nemaju zi-
adny vztah a nepredpokladame ani ziadnu interakciu medzi nimi. P6sobia na mno-
zinu 10 prvkov, rozdelenti do 5 blokov - to predstavuje blokovy faktor B. Podla
poctu drovni st vypocitané stupne volnosti. Zrejme dyy = 1. Faktory F' a G st
jemnejsie ako faktor U a plati np =2,ng =3. Takie dp =np —dyp =2—-1=1,
analogicky dg = 3 — 1 = 2. Pre faktor B plati ng = 5 a teda dg = 4. Nakoniec
ostava vypocitat dg. Faktor F je jemnejsi ako faktory F', G, B aj U a ng = 10,
takze dg =np — (dp +de++dp+dy) =10— (1 +2+4+1) =2.

Obréazok 2.4: Hasseho diagram pre blokovy faktor a dva kontrolované faktory bez
interakcie
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Mobze sa stat, ze pocet stupnov volnosti faktoru vyjde 0. Da sa to interpretovat
tak, ze prislusny podpriestor W obsahuje len nulové vektory. V tom pripade st
hodnoty suvisiace s faktorom pevne viazané na faktor, ktory je v grafe vyssie.
Casto sa preto tieto dva faktory zjednocuji do jedného.

2.2.3 Vytvaranie ANOVA tabuliek

Pomocou Hasseho diagramu mozeme vytvorit zaklad ANOVA tabuliek, kto-
rych priklad sme mohli vidiet v kapitole [1] Kazdy faktor vyskytujici sa v dia-
grame bude maf svoj vlastny riadok. Zdroj variability je teda vzdy dany faktor.
Faktor F, ktory sa nachadza naspodu Hasseho diagramu, predstavuje rezidual.
Do tabulky vieme doplnit stupne volnosti podla postupu z predchadzajicej casti.

Pri ortogonalnych navrhoch sa na vypocet sictu stvorcov SS mdze pouzit po-
dobny algoritmus ako na vypocet stupnov volnosti. Tato metéda je viac popisana
v Bailey (2008).

Néhodné vplyvy pochadzajice z rozdelenia experimentalnych jednotiek, ktoré
si zaznamenané v Hasseho diagrame nam poskytni vrstvy, na ktorych vypoci-
tame jednotlivé chyby, teda rezidudly. Tie nasledne pouzivame na vypocet testovej
statistiky pre dany faktor. Ako priklad si pozrime priklad z predchadzajicej cast
s diagramom na Obrazku [2.4] Vytvorime s nim spojent kostru ANOVA tabulky
(viz Tabulka . Stratum, inak nazyvana vrstva, tvori blokovy faktor suvisiaci
so struktdrou experimentalnych jednotiek. Do jednej vrstvy patria faktory lezi-
ace nad nou, ktoré su s nou zaroven spojené. V nasom pripade teda do vrstvy B
nepatri ziadny kontrolovany faktor. Nasledne sa zostavi testova statistika, kde sa
porovnavaju podiel suctu stvorcov faktora s rezidualnym stuctom stvorcov, kde je
rezidudl dany vrstvou, v ktorej sa faktor nachadza.

Zroj Stupne

Stratum variability volnosti
U U 1
B blok 4
E F 1
G 2
rezidual 2
Spolu 10

Tabulka 2.1: Kostra tabulky analyzy rozptylu
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3. Praktické pouzitie

Pouzitie Hasseho diagramov si ukazeme na praktickom priklade, ktorého za-
danie pochddza z knihy Milliken a Johnson| (2004). Chceme porovnat cupcaky
upecené podla réznych receptov pri roznych teplotach. Otestovat chceme tri re-
cepty a dve rozne teploty pecenia, takze spolu Sest réznych kombinécii. Z kazdej
kombinécie chceme upiect tri cupcaky, preto budeme musiet pripravit 18 cupca-
kov. Takze mame 18 experimentalnych jednotiek a dva faktory. Experimentélne
jednotky tvoria mnozinu €2, takze |2] = 18. Jeden faktor je pouzity recept, ktory
budeme oznacovat pismenom R. Faktor R ma tri trovne, pretoze testujeme tri
druhy receptov. Druhy faktor je teplota pecenia, ktort budeme oznacovat pis-
menom P. Cupcaky budeme piect pri dvoch réznych teplotach, takze faktor P
mé dve urovne. Kombinacie tirovni tvoria mnozinu 7, ktora obsahuje Sest prv-
kov. Kazda z tychto kombinécii je ndhodne priradena trom experimentalnym
jednotkam.

3.1 Zakladné navrhy

Najjednoduchsia moznost ako porovnat cupcaky, je spravif iplne znahodneny
experiment s dvoma faktormi s interakciou, uvedeny v kapitole[1.3] Na kazdy cup-
cake pripravime cesto podla daného receptu samostatne, a nasledne ich po jednom
upecieme. Mame dva nezavislé faktory R a T a uvazujeme aj ich interakciu, ktora
predstavuje faktor RAT. Struktira takéhoto experimentu je jednoducha: pre fak-
tory plati cupcaky(E) < R < RAT < U a cupcaky(FE) <T < RAT < U. Model
je

Yijk = i+ T + pj + (pT)ij + €, i = 1,2, 5 = 1,2,3;k = 1,2,3,

kde 7; predstavuje efekt rozdielnej teploty pecenia, p; je efekt receptu, p7;; je ich
interakcia a €;;, je ndhodna chyba. Grafické znadzornenie sa nachddza na Obrazku
vlavo. Tento experiment je vSak naroény na proces a ¢as vyroby. Samostatne
sa musi 18 krat pripravit cesto a nasledne sa samostatne upiect.

Predpokladajme, zZe sa da vyrobit len 6 cupcakov za den. Experimentalne jed-
notky su teda rozdelené do 3 blokov, kde jeden blok bude predstavovat jeden
deni, a kazdy blok obsahuje 6 jednotick. Struktira mnoziny experimentalnych
jednotiek € sa teda trochu skomplikuje. Bude platit cupcaky(E) < den(B) < U.
Néahodné zlozky pri vyrobe cupcakov sa rozdelia na dve: okrem chyby pri kazdom
cupcaku budeme uvazovat aj blokovy efekt. Nadalej tirovne oboch faktorov pri-
radujeme nahodne priamo cupcakom. Model tohto experimentu je podobny ako
v predchadzajicom pripade, pribudne len zlozka d; predstavujiuca efekt dna, teda
blokovy efekt.

Hasseho diagram pre tiito situdciu je ukdzany na Obrézku 3.1 vpravo. Do ANOVA
tabulky by pribudla vrstva predstavujica bloky. Faktory ale stale priradujeme
experimentalnym jednotkdam cupcake, a preto ich oba stale testujeme na vrstve
cupcakov.
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Obrazok 3.1: Znahodneny experiment s dvoma faktormi (vlavo) a znahodnené
bloky (vpravo)

3.2 Split-plot

Doterajsi postup je z hladiska vyroby velmi neefektivny. Aby sme sa vyhli opa-
kovanej pripravy cesta podla rovnakych receptov a peceniu cupcakov samostatne
18 krat, moézme vyuzit komplikovanejSie navrhy experimentu. Jednym z nich je
Split-plot design. Aby sme nemuseli piect cupcaky samostatne, vytvorime trojice
cupcakov, ktoré sa budu piect spolocne. Kazdy z troch cupcakov bude vytvoreny
podla iného receptu, takze nadalej bude potrebné samostatne pripravit 18 cupca-
kov, avsak pocet peceni sa znizi na 6. Faktor T" predstavujtci teplotu pecenia sa
bude aplikovat na celd raru, experimentalna jednotka pre faktor 7" teda bude cela
rira, ktorych je spolu 6. Experimentalne jednotky pre faktor R ostavaji samotné
cupcaky, ktoré si ale rozdelené do 6 blokov po 3 kusoch. Kazdy z faktorov je
teda testovany na inych experimentalnych jednotkéach, takze efekt faktorov bude
testovany na inej vrstve.

Rozdelme si tito situaciu na dve zlozky. Najskor rozoberieme pripad pre fak-
tor T. Tento faktor ma dve urovne, ktoré nahodne aplikujeme na Sest experi-
mentalnych jednotiek, kedy kazda troven je priradena trom jednotkam. Ide teda
o vyvazeny znahodneny experiment, ktorého zlozky sa riadia modelom

Yik = b+ T + €yt = 1,2k =1,2,3.

7; je efekt trovne i faktora T a ¢; predstavuje ndhodné efekty vzniknuté pri
peceni. Hasseho diagram je znazorneny na Obréazku vlavo.

Teraz sa pozrieme na faktor R. Tento faktor ma tri tirovne, ktoré posobia na 18
experimentalnych jednotiek, rozdelenych do 6 rovnako velkych blokov. Osetrenia
st v kazdom bloku priradované ndhodne, takze ide o zndhodnené bloky, ktorého
model je

Yijk = b+ pj + Bir + €, 1 = 1,2;7 = 1,23k = 1,2,3.

p; znaci efekt faktora R, (B je blokovy efekt a €;;; predstavuje ndhodné chyby
spojené s kazdym cupcakom. Bloky v tabulke analyzy rozptylu vytvaraju dalsiu
vrstvu. Faktor R sa ale aplikuje priamo na cupcaky, preto bude tento faktor
testovany na vrstve experimentalnych jednotiek - cupcakov, teda na vrstve F.
Hasseho diagram je znazorneny na Obrazku vpravo.
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6,4 @ RURA 18,10 @ E

Obrazok 3.2: Hasseho diagramy, ak uvazujeme situaciu pre faktor T (vlavo) a fak-
tor R (vpravo) samostatne

Ak budeme uvazovat len tie bloky, ktorym bola pridelend prva uroven faktora
T, tak dostaneme ako sa od seba navzajom liSia cupcaky, ak na ne posobi rovnaka
teplota. Rovnako tak pri druhej urovni faktora 7. Ak bude variancia medzi cup-
cakami rovnaka pri oboch trovniach faktora T, mézme nahodny efekt vzniknuty
pri peceni na roznych trovniach teploty zjednotit do jedného blokového nahod-
ného efektu. K tomu este pribudne faktor uvazujuici interakciu medzi receptom a
teplotou pecenia, teda faktor T'A R. Zrejme je tento faktor jemnejsi ako faktory T'
a R. Posobi priamo na cupcaky a teda nema ziadny vztah s blokovym faktorom.
Model sa teda rozsiri este o parameter pr, predstavujici interakciu medzi R a T"

Yijk = 1+ 7 + pj + (p7)ij + Bir + €kt = 1,2;j = 1,2.3;k = 1,2,3.

Spojenim doterajsich krokov dostdvame kone¢ny Hasseho diagram (Obrézok
vlavo) a kostru tabulky analyzy rozptylu pre Split-plot nédvrh tohto experimentu

(viz Tabulka [3.1]).

3,2

DE

6,2@RURA 6,2 0ORAT

18,8

Obrazok 3.3: Hasseho diagramy pre Split-plot navrhy bez (vlavo) a s blokovym
faktorom DEN (vpravo)

Poznamenajme, ze faktor T sa nachadza vo vrstve Rira, takze testova Statis-

tika pre tento faktor bude v tvare Fr = 55%1, kde SSt je sucet Stvorcov pre
el

faktor T a S'S., je rezidudlny sucet stvorcov pre dany blok.
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Zroj Stupne

Stratum variability volnosti

U v !

Ruara T L
rezidudl 4

E = Cupcake R 2
TAR 2
reziduél 8

Spolu 18

Tabulka 3.1: Kostra tabulky pre Split-plot experiment

Uvazujme teraz opat situaciu, kedy za jeden den mozme piect len dvakrat.
Teda jednotlivé bloky, ktoré sme doteraz mali vytvoria este vécsie bloky, kde jeden
blok bude jeden den, ktory obsahuje tri podbloky — jednotlivé pecenia v rire —
a v kazdom z nich st eSte tri experimentélne jednotky, ¢ize cupcaky. Struktira
mnoziny experimentélnych jednotiek je teda cupcaky (E) < rira < den < U.
Bloky ktoré tvori dany den do tabulky pridaju dalsiu vrstvu. Teplota pecenia
a recept sa priraduju k danym dnom nahodne, takze nie si v ziadnom vzfahu
s danym dnom. Diagram pre tento navrh mozme vidiet na Obrazku vpravo.

3.3 Strip-plot

Oproti navrhom uvedenym na zaciatku sa pocet peceni znizil o tretinu, avsak
cesto sa stdle musi pripravit 18 krat. Na znizenie tohto poctu o tretinu sa moze
vyuzit Strip-plot design. Pri Strip-plot navrhu sa experimentalne jednotky uspo-
riadaju do troch blokov - obdlznikov, kazdy obdlznik predstavuje jeden deti. Ob-
dlZnik bude mat tri stlpce, teda podbloky, a kazdy stlpec predstavuje jeden re-
cept, podla ktorého vyrobime cesto na dva cupcaky upecené v jeden den. Pre
vztah medzi tymito blokmi plati cupcaky (E) < cesto < den < U. Experimen-
talna jednotka pre recept teda uz nebude cupcake, ale samotné cesto, ktorému
ndhodne priradujeme recept. Ak neberieme do tvahy faktor 7', tak ide o znahod-
neny experiment s jednym faktorom. KedzZe sa zmenila experimentélna jednotka
pre faktor R, zmeni sa aj vrstva pre testovanie faktora. Dva riadky obdlZnika
— taktiez podbloky dna — predstavuju teplotu pecenia, teda jednu riaru. Ako
v predchadzajicom pripade, rira je experimentalna jednotka pre faktor 7" a plati
cupcaky (E) < rira < deni < U. Rura a cesto medzi sebou nemaju ziadny vztah.
Interakcia medzi faktormi R a T" nadalej pdsobi az na samotné cupcaky. V expe-
rimente vystupuju spolu az tri druhy experimentalnych jednotiek. Model popisa-
ného navrhu je

Yijk = B+ 7 + pj + pTij + 0 + Bix + ik + €, 1 = 1,255 = 1,237k = 1,2,3,

kde 05 predstavuje efekt bloku dila, 7 je efekt podbloku cesto a B;; je efekt
podbloku rura. Hasseho diagram je znazorneny na Obréazku |3.4] vlavo. K nemu je
zostrojend prislusna kostra ANOVA tabulky (viz Tabulka .
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Obréazok 3.4: Hasseho diagram pre Strip-plot navrh

Zroj Stupne

Stratum variability volnosti
U U 1
Den Den 2
Rura T 1
rezidual 2
Cesto R 2
rezidual 4
E = Cupcake TAR 2
rezidual 4
Spolu 18

Tabulka 3.2: Kostra tabulky pre Strip-plot experiment
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3.4 Faktorialny experiment

Na zéaver rozoberieme este jeden experiment, ktory bol prakticky vykonany
Studentami MFF UK. Blizsia dokumentacia experimentu vratane vyhodnotenia
experimentu sa nachadza v praci Hrochova a kol.| (2016]). Primarnym cielom ex-
perimentu bolo porovnat vplyv dvoch kypriacich praskov na cupcaky. Popri tom
sa testovali tri rozne recepty a ich vplyv na chut. Do tvahy sa tiez brala interakcia
medzi kypriacim praskom a receptami. Takze sa testovali dva faktory: kypriaci
prasok, ktory budeme oznacovat ako P, s uroviami P1 a P2 a faktor R, teda
recept s urovinami R1, R2 a R3. Na pecenie cupcakov boli k dispozicii dve ruary,
ktoré predstavuju faktor, ktory budeme znacit T s trovinami 71 a T2. Aby sa
vyskytla kazda kombinacia tychto faktorov, bolo potrebné spravit aspon 12 cup-
cakov. Nakoniec sa vyrobilo 72 cupcakov, takze kazda kombinacia sa vyskytla 6
krat.

Bol navrhnuty faktoridlny experiment typu 2x2x3 (7'x P x R): podla kazdého
z receptov sa pripravili dve cesta, kazdé s inym praskom. Polovica z kazdého
cesta sa da piect do jednej riry a druha polovica do druhej. Cupcaky, ktoré sa
takto vyrobia naraz predstavuju jednu varku. Teda st z nich vytvorené bloky,
na ktoré posobi blokovy faktor V', ktory ma tri irovne. Recept je teda testovany
na varkach, zatialco faktor P a interakcia P A R posobia na cupcaky. Hasseho
diagram pre tato Struktiru moézme vidiet na Obrazku vlavo.

Pri vypocte stupnov volnosti podla diagramu sa vyskytla situécia, ze pocet
stupnov volnosti pre faktor V' je dy = 0. Upozornuje nas to na fakt, ze efekt
faktora V' je pevne viazany na faktor R. To znamena, ze plati R = V, teda
faktory R a V st navzajom ekvivalentné. Mozme ich teda zjednotit do jedného
faktora. Po tejto aprave dostavame vysledny Hasseho diagram, ktory sa nachadza
na Obrazku vpravo. Vysledny model preto nebude zahinat efekt faktora V'
a bude v tvare

kde m; je efekt faktora P, p; je efekt faktora R, 7 je efekt faktora T, (mp);; je
efekt interakcie P A R a €5 predstavuje nahodnu chybu.

72,65 @ E

Obrazok 3.5: Hasseho diagramy s faktorom V' (vlavo) a bez faktora V' (vpravo)
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Zaver

Tato préaca sa zaoberala Analyzou rozptylu, s nou spojenymi experimentami
a ich vizualizaciou pomocou Hasseho diagramov. Boli predstavené zakladné sta-
tistické experimenty a popisana ich analyza pomocou metédy Analyza rozptylu.
Cielom bolo poskytniit prehlad o zostavovani Hasseho diagramov, ktoré prinasaja
graficky pohlad na uvazovany experiment a mo6zu pomoct pri ich analyze. Tieto
poznatky boli pouzité v niekolkych praktickych prikladoch.

V prvej casti prace bola predstavena Analyza rozptylu. Taktiez boli strucne
popisané zakladné techniky vyuzivane pri experimentovani. Predstavili sme nie-
kolko statistickych experimentov vyuzivajucich Analyzu rozptylu, na ktoré sme
sa v priebehu prace odvolavali v praktickych ukazkach.

Dalsia ¢ast sa venovala faktorom vyskytujicim sa v experimentoch. Na za-
ciatku boli zavedené nové pojmy sivisiace s danymi faktormi. Boli pomenované
vztahy medzi faktormi a operacie medzi nimi. Nasledne sme tieto vzfahy vizuali-
zovali pomocou Hasseho diagramov. Dolezitou castou bolo zavedenie podpriesto-
rov definovanych faktormi, pomocou ktorych bola zavedena ortogonalita faktorov.
Na zaklade tychto poznatkov bol opisany vypocet stupnov volnosti a zostavovanie
kostier ANOVA tabuliek.

Zéaver prace sa venuje praktickému pouzitiu Hasseho diagramov pri konkrét-
nych experimentoch. Bolo popisanych niekolko navrhov experimentov, ku ktorym
boli zostavené Hasseho diagramy a pomocou nich vypocitané stupne volnosti.
K vybranym navrhom boli zostavené kostry tabulky Analyzy rozptylu.
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