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fizmus, charakterizujeme kvaternionové algebry nad niekolkymi roznymi polami,
ako R, Calebo IF,,. V tretej kapitole sa praca zameriava na rady v kvaterniénovych
algebrach, predovsetkym na Lipschitzov a Hurwitzov rad. Stvrta kapitola je veno-
vana vztahu medzi jednotkovymi kvaterniénmi a rotdciami v R?, vdaka ktorému
sa nam podari charakterizovat koneéné podgrupy H' alebo aj H*. Tento vysledok
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Uvod

Pojem hamiltonovskych kvaternionov je v dnesnej dobe v matematike po-
merne znamy. Ak sa vSak pozrieme na zaciatok, tak za svoj vznik vdacia este
ovela jednoduchsej struktire komplexnych ¢isel. Prave tejto struktire sa povodne
venoval William Rowan Hamilton. Uplne prvym kli¢ovym krokom bolo, Ze sa na
komplexné ¢isla pozeral ako na body v rovine, a teda ich popisoval dvojicou real-
nych cisel a na zdklade toho definoval aj ich sc¢itanie a nasobenie, ktoré vieme
popisat geometrickymi operaciami.

Prirodzenym dalsim krokom bola snaha rozsirit tento koncept do priestoru,
a teda na trojice realnych c¢isel, kde by kazdé ¢islo pozostavalo z realnej casti a
dvoch réznych imaginarnych casti. V tejto otdzke bohuzial ani po rokoch tispesny
nebol. Namiesto toho sa mu vsak v roku 1843 podarilo tento problém vyriesit v di-
menzii 4, kde zaviedol novu algebraicku struktaru, v ktorej kazdé ¢islo pozostava
z realnej Casti a troch roznych imaginarnych casti ¢, 7 a k. Pricom plati, Ze naso-
benie v tejto Struktire nie je komutativne, ale podlieha pravidlam i? = j? = —1,
k =15 = —ji. Tato struktura je po svojom objavitelovi dnes znama ako hamilto-
novské kvaterniony a oznacujeme ju H.

Nésledne sa opét objavila otazka, ¢i je mozné Struktiru kvaterniénov este ne-
jako zovseobecnit. Naskytd sa hned niekolko moznosti. V kvaterniénoch je presne
dané, 7ze i2 = j2 = —1. No ¢o ak by konstanta —1 nebola fixne dand, ale mohli by
sme len predpokladat, 7e 2 = a, j2 = b pre nejaké a a b? Co ak by sme nepracovali
len nad polom realnych ¢isel? Prave na zaklade tejto variability vznikla definicia

kvaternionovej algebry (“I;b), ktora prirodzene zovseobecnuje kvaterniony.

V tomto bode nardzame na prvy z cielov tejto prace, ktorym bolo podrobne
vybudovat teériu ohladom hamiltonovskych kvaternionov, ale aj kvaterniénovych
algebier, ktorym sa nasledne vo zvysku prace budeme venovat. Prva kapitola sluzi
hlavne na zhrnutie zakladnych pojmov a vlastnosti tychto strukttr.

V _druhej kapitole sa pozrieme na izomorfizmus kvaternionovych algebier. Vo
vete [2.7] ukdzeme, 7e kazdd kvaterniénova algebra (ag’) je bud rozstiepitelna,
a teda izomorfna algebre matic My (F'), alebo je nerozstiepitelna a predstavuje
nekomutativne pole. Nasledne vo vetédch [2.§] charakterizujeme ekvivalentné
podmienky, za akych tieto pripady nastavaji. Na zaver sa pozrieme na niektoré
konkrétne polia a vo vetach [2.11] [2.12], 2.18| charakterizujeme aZ na izomorfizmus
kvaterniéonové algebry nad R, C,F, a V zhrnieme situaciu nad Q. V tychto ka-
pitolach budeme vychadzat predovsetkym z ¢lanku Quaternion algebras, K. Con-

rad [5], ktory doplnime o niektoré vlastné dokazy.

V tretej kapitole zadefinujeme rady v algebrach a zhrnieme niekolko ich vlast-
nosti. Nasledne dokladne rozoberieme tri priklady radov v kvaterniénovych algeb-
rach, pricom opodstatnenost ich volby sa ukaze v dalsich kapitolach. Konkrétne
sa jedna o Lipschitzov a Hurwitzov rad v (%) a o jeden rad v algebre (%
Pri kazdom z radov sme okrem ich definicie a popisu prvkov uviedli aj to, ako
vyzerd ich grupa jednotiek - tvrdenia [3.12] [3.15], [3.21] pripadne sme uviedli, aky
je medzi nimi vzfah, respektive ze s maximalnymi radmi. Tu sa jedna o tvrdenia
a Pri vsetkych spominanych sa jednalo ¢asto o vlastné dokazy, alebo

to boli podrobnejsie rozpracované dokazy z Quaternion algebras, J. Voight [11].




V stvrtej kapitole sa naspat vraciame ku struktire povodnych hamiltonov-
skych kvaterniénov a pozrieme sa na ich geometrickt interpretaciu. Aj ked to
na prvy pohlad nemusi byt zrejmé, tak sa da ukazat, ze jednotkové hamiltonov-
ské kvaterniény velmi prirodzenym spdsobom popisuji rotcie v R3. Konkrétne
vo vete ukaZeme, e kazdy kvaterniénovy par g € H' jednoznacéne uréuje
uhol a os rotdcie v R3. Ako dosledok tohto zistenia dostdvame pre nas klucovy
izomorfizmus H'/{+1} ~ SO(3). Pri tomto zaciatku Stvrtej kapitoly sme vych4-
dzali z knth Quaternion algebras, J. Voight [I1] a The four pillars of geometry,
J. Stillwell [10], pricom jednotlivé dokazy sme detailne rozpracovali.

Problém kone¢nych podgrip grupy SO(3) je dnes uz velmi zndmy, a preto
sme si dovolili tento vysledok iba bez dokazu zhrnif vo vete [4.6] Dokdzany
sa da najst napriklad v ¢lanku Classifying the finite subgroups of SO(3) [2].
7 tohto titulu nam bolo umoznené vyssie spominany izomorfizmus nazvat kla-
¢ovym, kedZe vdaka nemu vieme charakterizovat konecné podgrupy H'/{+1}.
Prave tejto otazke je venovany zvysSok stvrtej kapitoly. V nom sme si dovolili
uviest vlastné podrobné vypocty s tabulkami a obrazkami, pomocou ktorych
postupne charakterizujeme jednotlivé koneéné podgrupy H'/{+£1} v reci kvater-
niénov, vdaka ich geometrickej interpretacii ako podgrip SO(3). Na zaver vzdy
este kazdi z danych grip pozdvihneme na koneént podgrupu H*. Najdolezitejsim
vysledkom tejto kapitoly je teda veta [4.20] ktord tplne charakterizuje konecné
podgrupy H!, ¢o, ako lahko ukdZeme, je zaroven aj charakterizicia koneénych
podgrip H*. Na zaver tejto kapitoly este pre tplnost v sekcii prehladne
zhrnieme prezentacie tychto jednotlivych podgrip podla knihy Generators and
Relations for Discrete Groups, H. S. M. Coxeter, W. O. J. Moser [6].

V piatej kapitole sa dostavame ku druhému hlavnému cielu tejto prace, ktory
ozrejmi celi nasu cestu v niekolkych predchadzajucich kapitolach a jednotlivé
vysledky spolu prepoji. Bude pozostavat z toho, ze si vezmeme taki kvaternio-

novu algebru (‘g), ze plati (‘%’) ~ H. Nasledne si v danej kvaterniénovej algebre
a,b

vezmeme rad O € ( ) Potom sa prirodzene naskyta otazka, ako vyzerd grupa
jednotiek v takomto rade, a prave to v piatej kapitole vyriesime. Ukazeme, ze
kazda takato grupa jednotiek O* je konec¢nou podgrupou H*, a teda na jej sku-
manie mézeme vyuzif nase vysledky zo stvrtej kapitoly. Predtym ako sa k tomu
dostaneme, vsak na zaciatku piatej kapitoly eSte vybudujeme ¢ast teérie ohladom
kvadratickych poli, ktort budeme vyuzivat. V tejto casti sa budeme odkazovat na
¢lanok Factoring in quadratic field, K. Conrad [4] a knihu A Classical Introduction
to Modern Number Theory, K. Ireland a M. Rosen [8].

Vsetky nase uvahy v druhej polovici prace, a predovsetkym v piatej kapitole
teda smerovali k vysledku, ktory sme zhrnuli vo vete [5.17 Tymto vysledkom je
uplné charakterizacia grup jednotiek v rddoch v hamiltonovskych kvaternionoch.
Pri dokaze sme sa opierali o uz zmienenu knihu Quaternion algebras, J. Voight
[T1], v ktorej je dokaz naznaceny. Nasim cielom a vlastnym prinosom bolo v praci
dany dokaz v ovela vysSej miere detailnejsie rozpracovat, doplnif a zaroven ho
podlozit vsetkymi predchadzajicimi vysledkami z tretej a Stvrtej kapitoly, ktoré
v danej knihe v takejto podobe chybaju.



1. Kvaterniény a kvaterniénové
algebry

Prvym z cielov prace bude ucelene vybudovat zakladnu cast tedrie ohladom
hamiltonovskych kvaterniénov a ich nasledného zovseobecnenia, ktoré predsta-
vuju kvaterniénové algebry. Priamo v prvej kapitole sa s tymito Struktirami
zoznamime a zhrnieme si pojmy a vlastnosti, ktoré sa tykaja tejto problematiky,
a na ktoré sa vo zvysku prace budeme odkazovat. Vacsina tychto zakladnych
informacii sa dd najst napriklad v clanku Quaternion algebras, K. Conrad [5],
z ktorého budeme vychédzat.

1.1 Hamiltonovské kvaterniéony

Na zaciatok sa pozrieme na Struktiru samotnych hamiltonovskych kvaterni-
6nov a uvedieme niekolko klticovych pojmov, ktoré s nimi stvisia. Pred tym, ako
zacneme, mozeme este podotknut, ze pri hamiltonovskych kvaterniéonoch vidno
isti podobnost s komplexnymi ¢islami. Je tomu tak preto, lebo konstrukcia hamil-
tonovskych kvaterniéonov vznikla v roku 1843 prave ako snaha W. R. Hamiltona
rozsirit pojem komplexnych ¢isel do vyssej dimenzie. Prave po nom nesu aj svoje
pomenovanie.

Definicia 1.1 (Hamiltonovské kvaterniény). Hamiltonovské kvaterniony definu-
jeme ako nekomutativny okruh H = {t + zi + yj + zk | t,x,y,z2 € R} spolu
s nasledujucimi podmienkami na ndsobenie:

o« P=42=k>= -1,
. Z]:k’,]l: —k,]/{?:l,k}j: _Z,klzj,lk: _j"
o pre kaZdé a € R plati, Ze komutuje s 1,7 aj k.

Poznamka. Kazdy hamiltonovsky kvaternion ¢ = t 4+ xi + yj + zk delime na
jeho realnu cast, ktoru predstavuje ¢, a na imaginarnu c¢ast xi + yj + zk. Pricom
odteraz sa budeme niekedy na hamiltonovské kvaterniéony odvolavat uz iba ako
na kvaterniény.

Definicia 1.2 (rydzo imaginarny kvaterniéon). Rydzo imagindrny kvaternién je
kvaternion v tvare ¢ = x1 + yj + zk, teda kvaternion s nulovou redlnou castou.
Navyse definujeme H° = {q € H | ¢ = zi + yj + zk}.

Pozndmka. Priamo z definicie H° vidime, Ze plati izomorfizmus R?® ~ H ako
izomorfizmus vektorovych priestorov nad R, kedze kazdy rydzo imaginarny kva-
ternién g = xi + yj + zk je vlastne popisany trojicou redlnych ¢isel (z,y, 2).
Priklad. Vyssie zadefinované pojmy si mozeme ilustrovat aj na priklade. Vezmime
si dva kvaterniény ¢; = i + 27, ¢o = 3+ j + k. Podla definicie vidime, Ze ¢
je rydzo imaginarny kvaternion, zatial ¢o ¢go ma aj redlnu cast, ktora je rovna 3,
a imaginarnu ¢ast rovnu j+ k. Na struktire hamiltonovskych kvaternionov mame
zadefinované aj operacie s¢itania a nasobenia. Pravidla na nasobenie st stucastou
samotnej definicie hamiltonovskych kvaterniénov [1.1}
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e 1+ q@=>0+2)+B+j+k)=3+i+3j+k,
o 1¢2 = (1427)(34+j+k) = 3i+ij+ik+65+252+25k = 3i+k—j+65—2+2i =
—2+5i+5] + k.
Definicia 1.3 (zdruzeny kvaternion). Nech q € H, ¢ =t + xi + yj + zk. Potom
definujeme k nemu zdruzeny kvaternion g ako ¢ =t — xi — yj — zk.
Definicia 1.4 (norma kvaterniénov). Nech ¢ € H, ¢ =t + xi + yj + zk. Potom
normu kvaterniénu ¢ definujeme ako N(q) = qq = t* + 2% + y* + 22

Uz priamo z definicie vidime, ze norma kvaterniénu bude vzdy nezaporné
realne ¢islo, kedze sa jednd o sicet styroch Stvorcov realnych cisel.
Priklad. Pre kvaternion ¢ = 3 + j je zdruzeny kvaternion § = 3 — j, a teda jeho
norma je N(¢) =qg= (3+7)(3—7)=3*-3j+3j —j>=9+1=10.

Tvrdenie 1.5 (multiplikativita normy kvaterniénov). Nech q1,qo si kvaterniony.
Potom plati vztah GGz = @z - 1, z coho plynie N(q1q2) = N(q1)N(q2).

Dokaz. Vlastnost q1qz = @2 - 1 vieme overit priamym roznasobenim oboch stran:

GG =(t1 + 10+ y1j + 21k)(ta + x2l + Yo + 22k)
=t1ly — t12720 — L1Yp) — tizok — x1tal — 2179 — 1Yok + T1227) — Yitag+
Y122k — Y1y2 — Y1220 — 21tk — 2102] + 21Y2t — 2122
=(to — @21 — Yo — 22k)(t1 — 210 — Y1J — 21k)
=(to + x2l + yo2J + 22k) (1 +x1i+y1j +21k) =@ - @1

Ako dosledok dostavame:

N(@142) = 106G = 162 G = g N(2)T1 = N (q2) = N(q1)N(g2)- B

Definicia 1.6 (jednotkovy kvaternién). Nech ¢ € H. Potom q je jednotkovy
kvaterniéon, ak plati N(q) = 1. Dalej definujeme H' = {q € H | N(¢q) = 1} =
{t+zityj+zkeH | * 422+ y*+ 2% =1}

Tvrdenie 1.7 (inverzny kvaternion). Nech q € H, q # 0. Potom k nemu existuje
z oboch strdn inverzny kvaternién a je rovny ¢~ = q/N(q).

Dékaz. Pre q # 0 plati, ze N(q) > 0, takze mozeme vyuzit vztah pre normu
N(q) = ¢q = gq. Odkial priamo plynie ¢~! = g/N(q).
O

Kedze kazdy nenulovy prvok ma inverz, tak mézeme pisat, Ze grupu jednotiek
tvori H* = H \ {0}. Z toho priamo dostdvame nasledujicu vetu.

Veta 1.8. Hamiltonovské kvaterniony tvoria nekomutativne poleﬂ

Priklad. 7 minulého prikladu vieme, ze pre ¢ = 3 + 7 mame zdruzeny kvaternién
G = 3 — 7 a navyse N(q) = 10. To znamend, ze k nemu inverzny kvaternién
bude ¢! = G/N(q) = 3/10 — j/10. Mdzeme overit, Ze naozaj plati vztah gg~* =
(34 7)(3/10 — j/10) = 9/10 — 52/10 = 1.

LV &estine sa namiesto vyrazu pole vyuziva pomenovanie téleso.




1.2 Kvaterniénové algebry

V tejto podkapitole si ukazeme, ze Struktira hamiltonovskych kvaternionov sa
dé prirodzenym sposobom zovseobecnit do pojmu kvaterniéonovej algebry. Okrem
samotnej struktury zovSeobecnime aj pojmy ako norma, inverzny prvok, atd. Opat
budeme vychédzat z ¢lanku Quaternion algebras, K. Conrad [5], ale aj z knihy
Quaternion algebras, J. Voight [I1].

Poznamka. Odteraz budeme pracovaf nad komutativnym polom F', pricom pred-
pokladame, ze F' nemé charakteristiku 2.

Definicia 1.9 (algebra, dimenzia algebry). Povieme, Ze B je algebra nad po-
lom F (resp. F-algebra), ak B je okruh, ktory je zdroven vektoroviym priestorom
nad F' takym, Ze nasobenie skaldrom je kompatibilné s ndsobenim v B v zmysle
(ax)y = x(ay) = a(xy) pre vsetky a € F, x,y € B. Dimenziou algebry B myslime
dimenziu B ako vektorového priestoru nad F'.

Definicia 1.10 (kvaterniénova algebra). Algebra B nad polom F je kvaternio-
nova algebra, ak existuji i,j € B také, Ze 1, i, j, ij je bdza B ako vektorového
priestoru nad F a plati i* = a, j2 = b, ij = —ji pre nejaké a,b € F*. Pricom

takuto kvaternionovi algebru budeme znacit ([}b a prvok 1) budeme znacit k.

Pozndmka. Celé nasobenie v kvaternionovej algebre (an) je definované pomocou

pravidiel z definicie [I.9] linearity a asociativity. Pre predstavu mozeme uviest
tabulku nasobenia medzi prvkami i, j a k. Kazda bunka tabulky je sucin oznace-
nia riadku s oznacenim stipca (v tomto poradi, pricom poradie je dolezité, kedze
nasobenie nie je komutativne).

i J k
a k| aj
Jj| =k | b]| —In
k| —aj | bi| —ab
Priklad. Majme kvaternionovu algebru (%) a v nej prvky o = i + 25, ap =

3 + j + k. Pozrime sa, ako bude podla vyssie spomenutych pravidiel v tabulke
vyzerat ich sucin: ajan = (i +25)(3+ 7 + k) = 3i + 147 + ik + 67 + 25 + 2jk =
t+k+aj+65+20-200 =3 +k+j+6j+4—-4 =4—-i4+7T)+Fk.
V predposlednom kroku vypoctu sme dosadili a = 1,b = 2, vzhladom na to, zZe
pracujeme v kvaterniénovej algebre (Q)

R
Pozndmka. Ak si vezmeme kvaternionovu algebru (_1]1’{1), tak ako vektorovy
priestor ju mézeme vnimat ako (_1]1’{1) = R+ Ri+Rj+RE. Z definicie samotnej
algebry navyse vieme, ze plati i? = —1, j2 = —1 a k = ij = —ji. Dokopy

spolu s linearitou a asociativitou nasobenia dostavame, podla definicie[I.I] presne

Struktru kvaterniénov. Ukézali sme, e ( —lﬂgl) = H. Vdaka ¢omu vidime, Ze

kvaternionova algebra je zovseobecnenim pojmu hamiltonovskych kvaternionov.

Pre kvaternionové algebry vieme zadefinovat niekolko dalsich pojmov obdob-
nym sposobom, ako pre hamiltonovské kvaterniony. Ako sme si uz v priklade
vyssie mohli vsimnut, pokusime sa pre lepsiu prehladnost dodrzat konvenciu,
ze hamiltonovské kvaterniony budeme znacit obycajnymi malymi pismenami a
prvky kvaterniénovej algebry malymi gréckymi pismenami.
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Definicia 1.11 (zdruzeny prvok v kvaternionovej algebre). Nech prvok o € (a’b) ,
a = t+ x4+ yj + zk. Potom definujeme k nemu zdruzeny prvok @ ako a =
t—xi—y) — zk.

Definicia 1.12 (norma v kvaterniénovej algebre). Nech o« = t + xi + yj + zk,

a,b
aE(F

). Potom normu « definujeme ako N(a) = aa = t? — azx? — by* + abz>.

Definicia 1.13 (stopa v kvaterniénovej algebre). Nech o = t + zi + yj + zk,
a € (%b) Potom stopu « definujeme ako Tr(a) = a + @ = 2t.

Priklad. Opéf predpokladajme, ze sme v kvaterniénovej algebre (1]1’{2) a chceme
ur¢it normu prvku o = 3+j. Plati N(a) = aa = (3+4)(3—j) =9—j2=9-2=7.

a,b
F

Tvrdenie 1.14 (multiplikativita normy a linearita stopy). Nech aq,ay € (
Potom plati N(ayas) = N(ap)N(ag) a Tr(og + ag) = Tr(oq) + Tr(as).

Multiplikativita normy sa dé dokdzat obdobne ako v tvrdeni [I.5] Linearitu
stopy je mozné Tahko nahliadnuf priamo z definicie.

Tvrdenie 1.15 (inverzny prvok v kvaterniénovej algebre). Nech o € (‘}b) a
plati, Ze N(a) # 0. Potom k nemu existuje z oboch stran inverzny prvok a je

rovng o' =a/N(«a).

Pre prvky s nenulovou normou vychadzame pri definicii inverzného prvku opét
zo vztahu N(a) = aa@. Naopak, ak mé prvok nulovii normu, tak k nemu neexistuje
inverzny prvok. Predpokladajme, ze by N(a) = 0 a zdroven existovala (§ také,
ze aff = 1. Potom z multiplikativity normy dostdvame 1 = N(1) = N(af) =
N(a)N(f) =0, ¢o je spor.

Priklad. Opéft vyratame inverzny prvok k a = 3+, ale tentokrat v kvaterniénove;
algebre (1’2> Ako uz vieme, tak zdruzeny prvok je @ = 3 — j a plati N(a) = 7.

= ).
To znamené, Ze inverzny prvok bude a™' = @/N(«) = 3/7 — j /7. MdZeme overit,
ze naozaj plati aa™ = (3+5)(3/7—j/7)=9/7—7*/7=9/7T—-2/7 = 1.

Pri hamiltonovskych kvaterniénoch sme ukazali, Ze tvoria nekomutativne pole.
Pre kvaternionovu algebru to vo vSeobecnosti neplati, pretoze v nej mozu exis-
tovat nenulové prvky, ktoré maji normu rovnu 0, a teda nemaja inverz. Medzi
kvaterniénovymi algebrami nad Q ale vieme popisat niektoré z tych, pre ktoré to
plati.

Veta 1.16. Nech a € Z, p je nepdrne prvocislo také, e a £ s> mod p pre s € Z.
Potom plati, zZe (%) je nekomutativne pole.

Dokaz. Ukazeme, ze ak vezmeme prvok a € (%) taky, ze N(«) =0, tak potom

nutne @ = 0. Z toho uz priamo plynie, Ze (%’) je nekomutativne pole, kedze
pre kazdy nenulovy prvok budeme mat inverz. Vezmime si o =t + 21 + yj + zk
s pozadovanymi vlastnostami. Potom z definicie normy [I.12) méme:

0= N(a) = N(t+xit+yj+zk) = t*—ar® —py* +apz® = t* —az® = p(y* —az?).



Moézeme predpokladaft, ze t, x, y, z € Z. Ak by to tak nebolo, tak by sme len
poslednt rovnost prendsobili ich spoloénym menovatelom. KedZze sme v celych
¢islach, tak sa na poslednt rovnost mézeme pozrief modulo p. Dostaneme:

t? —az*=0 mod p=t*=az’ mod p.
Nech  # 0 mod p. Potom plati a = s> mod p pre nejaké s, ¢o je spor
s predpokladom. Z toho plynie, Ze nutne = 0 mod p. To ale znamen4, ze t> = 0
mod p, a teda ¢ = 0 mod p, kedze p je prvocislo. Mozeme vyuzit substiticiu
x=pr at=pt pre 2/, t' € Z. Potom plati:

2 mod p.

(pt')? — a(px')? = p(y* — az®) = p(t? —ax®) = y* — a2’ = y* = az
Sme v uplne rovnakej situacii ako pred chvilou, a obdobne vieme ukazat, ze plati
y=py, z=pz prey, 2/ € Z. Po dosadeni do nasej rovnice ziskame:

2 az/Q)‘

p(t” — az”) = (py')* — a(pz)? = t? — az™ = p(y
Dopracovali sme sa k rovnakej rovnici ako na zaciatku, akurat ¢, z, y a z st
nahradené za t', 2/, v’ a z’. Mozeme opét opakovat rovnaky argument a ukazat,
ze vsetky t', x') v/, 2/ st delitelné p, atd. V konecnom dosledku by sme dospeli
k tomu, ze t, x, y a z si delitelné lTubovolnou mocninou p, a teda musia byt vsetky

nulové. Ukazali sme, ze ak N(a) = 0, tak nutne a = 0.
[

Priklad. Kvaterniénova algebra (5(@3) je nekomutativne pole, pretoze 5 # s?

mod 3. Doélezité upozornenie ale je, ze opac¢na implikacia z predchadzajicej vety
nutne neplati.




2. Izomorfizmus kvaterniénovych
algebier

V tejto kapitole budeme charakterizovat izomorfizmy medzi kvaterniénovymi
algebrami, pricom vacsina vysledkov pochadza z c¢lanku Quaternion algebras,
K. Conrad [5]. Izomorfizmom dvoch kvaterniénovych algebier nad rovnakym po-
fom F' rozumieme okruhovy izomorfizmus f : B — B’, ktory zaroven fixuje vsetky
prvky F, teda Va € F : f(a) = a.

2.1 Kvaternionova baza

Definicia 2.1 (kvaternionova béza). Kvaterniénova baza je bdza kvaternidnovej
algebry (%b) tvaru {1, ey, ez, €162}, ak plati, Ze e3 € F*, €3 € F* a ejeg = —egey.

Jeden zo sposobov, ako mézeme skiimat izomorfizmus kvaterniénovych alge-
bier, je prave pomocou konstrukcie roznych kvaterniéonovych baz. Na zaciatok si
pomocou toho mozeme dokazat niekolko zakladnych jednoduchych izomorfizmov.

Lemma 2.2. Majme kvaternionovi algebru B = (“—Fb) =F+ Fi+ Fj+ Fk.
Potom platia nasledujice izomorfizmy:

0 ()= ().
) ()~ ().

3) (‘%b) ~ (aczﬁbdQ) pre vsetky c,d € F*.

Dokaz. Nech {1,i, 7, k} je kvaterniénova baza B, kde i> = a, j2 = b, k = ij = —ji.

1) Rovnako, ako bazu daného vektorového priestoru, mézeme vziat aj {1, j, 7, k},
ktora je kvaternionovou bazou, kedze sme len prehodili poziciu ¢ a j. Odtial:

()= () - (%)

2) Dalsia mozna baza B je {1,i,k,aj}. Kedze plati ik = i*j = aj, ki = iji =
—ji? = —aj, tak sa jedna o kvaterniénovti bazu, a z toho plynie:

()-()-(7)

3) Pre nenulové c,d € F plati, ze aj {1,ci,dj, (ci)(dj)} tvori bazu B. Mame
cidj = cdk, djci = —cdk, ¢ize sa jedna o kvaterniénovi bazu a odtial:

a,b\ _ ((ci)? (di)*\  (ac? bd®
(%)= (25) - ()

Tymto sme dokazali vsetky pozadované izomorfizmy.




Pomocou izomorfizmov z predchadzajicej vety vieme dosadenim konkrétnych
hodnét odvodit aj niektoré dalsie, ktoré budeme nasledne vyuzivat v dokazoch.Ak
do izomorfizmu (%b) ~ (%‘”’) dosadime za b = 1, tak dostaneme (“F’,l) ~ (%)
Vyuzitim (‘%b) ~ (@) pre b = 1,¢ = 1 zas dostaneme (“1;1 ~ (“}fﬁ). Ich

L3 Z 7’ 7 4 . pa— 2
spojenim potom mame napriklad novy izomorfizmus (%) ~ I;l) ~ (“’g )

N—

2.2 Rozstiepitelné a nerozstiepitelné kvaternio-
nové algebry

V tejto casti bude nasim cielom ukéazaf, Ze vo vSeobecnosti pre kvaterniéonové
algebry nad polom F’ plati, Ze az na izomorfizmus st dvoch typov. Bud bude dana
algebra predstavovat nekomutativne pole, alebo bude izomorfnd M, (F"). Nasledne
este popiseme ekvivalentné podmienky, ktoré urcuji, ktory z tychto pripadov na-
stane. Podla tohto delenia sa danym typom kvaterniénovych algebier hovori aj
rozstiepitelné alebo nerozstiepitelné. Pre pripomenutie uvedme, ze Ms(F) ozna-
cuje F-algebru tvoreni maticami typu 2 X 2 nad polom F' spolu s maticovym
sCitavanim a nasobenim.

Definicia 2.3 (rozstiepitelnd a nerozstiepitelnd kvaterniénova algebra E[) Kva-

ternionovd algebra (%) sa nazyva rozstiepitelna kvaterniénova algebra nad F,
ak plati izomorfizmus F-algebier (%b) ~ Ms(F). Naopak, ak (‘}b> * My(F), tak

sa (an> nazyva nerozstiepitelnd kvaterniénova algebra nad F.

Na to, aby sme dokézali, Ze kvaterniéonové algebry st naozaj danych dvoch
typov, ako sme spominali v ivode, budeme potrebovat nasledujtice dve tvrdenia.
Tie priamo popisuju niektoré kvaterniénové algebry, ktoré st izomorfné My (F').

Tvrdenie 2.4. Pre vsetky a € F* plati (a—Fl) ~ My(F).

Dékaz. Kvaternionovu bazu {1,1, 7, k} kvaterniénovej algebry (‘%) zobrazime

na nasledujice matice z Ms(F'), ktoré su linedrne nezavislé, a teda tvoria bazu
MQ(F)I

(1o (01 (10 Lo (0 -
01)° "“\a o) 0 —1)° a 0)°

Odtial dané zobrazenie vdaka linearite rozsirime na zobrazenie ) : (‘3;1) —
M,(F) dané vztahom:

t+xi+yj+ zk — (at—l—y x—z>.

(@+z) t—y
Dané zobrazenie fixuje vSetky prvky a € F' v zmysle, Ze plati ¢)(a) = al,. Zaroven

F

Y(a) +U(B), v(af) = Y(a)(B) a ¥(fa) = fio(a) pre vietky f € T, a teda sa

jedna o homomorfizmus F-algebier.

sa da priamym vypoctom overif, ze pre «a, 3 € (“—1> platia vztahy ¢ (a + 3) =

1V angli¢tine uvidzané pod pojmom split, non-split algebra.
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Dalej ukazeme, Ze je dané zobrazenie v prosté. Predpokladajme, Ze by exis-
tovali ag =ty + 218 + Y10 + 21 # Qg = to+ ol +yoJ + 20k také, Ze (o) = (o).
Ak porovname v matici jednotlivé prvky, tak dostaneme rovnice:

t1+y1 = tat+yo, t1—y1 = ta—yo, T1—21 = Ta— 2o, a(r1+21) = a(wz+22).

Spojenim prvych dvoch rovnic vieme odvodit, ze plati yo —y1 = t1 —to = y1 — yo,
z ¢oho uz priamo plynie y; = ys. Odtial potom plynie aj rovnost t; = t5. Kedze
a € F*, tak ho vieme z poslednej rovnice vykratit a mame analogickt situdciu
pre x a z, z ¢oho x1 = x9 a 21 = 29. Dokopy sme ukazali, Ze ay; = as, ¢o je spor
s predpokladom, a teda 1 je prosté zobrazenie. Kedze dimenzia ( ‘}1) aj My(F)
je rovna 4, tak prosty homomorfizmus medzi vektorovymi priestormi je izomor-

fizmus.

]

F F
tvrdeniu zas vieme, Ze vsetky tieto kvaterniénové algebry st izomorfné My (F'). Na
rozstiepitelnost teda napriklad staci, ze pre (“’b> je bud a alebo b Stvorec v F'*.

F
Pre niektoré kvaterniénové algebry, ako napriklad (%) a (4]1’%3

vidime, ze su rozstiepitelné a navzajom izomorfné.

Priklad. Uk4zali sme, 7e (1) ~ () ~ (T) pre ¢ € F*. Vdaka poslednému

), tym padom rovno

Podmienka, ktorti sme vyuzili v priklade sa da este zoslabit. Namiesto toho,
aby sme pozadovali, ze b bude Stvorec, tak staci, ak bude v nasledujicom tvare.

Tvrdenie 2.5. Ak pre a,b € F* plati, Ze b = > — am? pre nejaké I,m € F,
potom (%b) ~ My(F).

Dékaz. Majme b = I2—am?,kde [, m € F. Vieme, Ze “I;b
{1,1, 7, k}. Ukdzeme, ze aj {1,i,1j+mk,i(lj+mk)} tvori ini kvaterniénovi bazu
tejto algebry. Vieme, Ze plati (Ij + mk)? = bl? — abm? = b(I> — am?) = b* € F*.
Ak by bola pravda, ze {1,4,1j+mk,i(lj+mk)} je kvaterniénova béza, tak potom

dostaneme:
a,b i, (Ij + mk)? a, b a, 1
<F>_< F “\F _(F>_M2(F)'

V predposlednom kroku sme vyuzili izomorfizmus, ktory sme dokazali na konci
sekcie 2.1 a v poslednom kroku tvrdenie [2.4]

) ma kvaterniénova bazu

Najprv overime, ze ak by to bola baza, tak je kvaternionova. Ako sme uz
ukdzali, tak i = a € F*, (Ij+mk)? = b*> € F*. Na zaver eSte mame i(lj+mk) =
lk+amyj, (Ij +mk)i = —lk — amj, a teda plati, Ze i(lj + mk) = —(lj + mk)i.

Poslednym krokom je ukazat, ze {1,4,[j+mk,i(lj+mk)} je baza (%) Vsetko
si to prvky danej kvaterniénovej algebry, a teda stac¢i ukazaf, ze si linearne
nezavislé nad F'. Potom uz vdaka dimenzii urcite tvoria jej bazu. Pre posledny
prvok plati i(lj + mk) = amj + k. Ak si prvky {1,4,1j +mk,amj+ 1k} zapiseme
do matice vzhladom k pévodnej béze {1,i,5,k}, tak dostaneme:

10 0 O
01 0 0O
A= 00 I am
00 m I
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Plati, Ze dané prvky su linearne nezavislé nad F, ak tato matica ma line-
4rne nezavislé stipce. To je zas ekvivalentné tomu, Ze matica je reguldrna, Cize
jej determinant je nenulovy. Pricom moézeme vidief, Ze to naozaj plati: det A =
I2—am?=0b+#0.

m

Priklad. Ak zvolime | = m = 1, tak dostavame, ze b = 1 — a je v pozadovanom
tvare, kedZe plati b = 1 —a = 2 — am?. Z toho priamo podla posledného tvrdenia
dostavame novy izomorfizmus tvaru (&F’“) ~ My(F).

Lemma 2.6. Nech a € F*. Potom mnoZina nenulovijch prvkov tvaru 1* — am?

pre l,m € F' je podgrupa F*.

Dokaz. Ak vezmeme [ = 1 a m = 0, tak vidime, ze 1 patri do tejto mnoziny.

Dalej overime uzavretost na nasobenie. Predpokladajme, Ze 1? — am?, 15 — am3

patria do danej mnoziny. Potom plati, Ze aj ich suc¢in je v danej mnozine:
(B —am})(I5 — am3) = [}I5 + a*m3mj — alimj — alsm]
= (I1ly + amyms)* — 2alylymymy — alims — alim?
= (lllg + am1m2)2 — a(l1m2 + l2m1)2.

A na zéver overime uzavretost na inverzny prvok. Nech [? — am? patri do danej
mnoziny, potom vieme ukazat, ze aj k nemu inverzny prvok tam patri:

1  P—am® l 2—a( m )2
2—am? (I2—am?)? \I2—am? 2 —am?)

[]

V tejto chvili uz mame vsetky potrebné néstroje na to, aby sme ukéazali tvr-
denie spominané v ivode, a teda, ze kvaternionové algebry st naozaj dvoch na-
sledujucich typov.

Veta 2.7. Kvaternionovad algebra (%b), ktord nie je mekomutativnym polom je
izomorfnd Ms(F).

Dokaz. Vezmime si kvaternionovu algebru (“ﬁb), ktora nie je nekomutativnym po-
lIom. Vychddzajic z izomorfizmov, ktoré sme dokdzali na konci sekcie 2.1 a v tvr-
deni 2.4 dostdvame:

d? c c,d? e 1
~ ~ ( ) ~ My(F).
F F F
Mozeme teda rovno predpokladat, Ze a ani b nie si stvorce v F', pretoze inak uz
vieme, ze tvrdenie plati.

To, ze (%) nie je nekomutativnym polom znamend, Ze existuje nenulovy

prvok a € (an
tak to znamend, ze N(«) = 0. Nech plati o« = ¢t + xi + yj + zk, tak potom méame

N(a) = t?—ax®—by*+abz* = 0. Odtial ipravou dostavame t? —ax? = b(y*—az?).

), ktory nemad inverz. Ako sme rovno za definiciou |1.15| ukazali,
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Predpokladajme, zZe y?> —az? = 0, ¢iZe y*> = az?. KedZe ale a nie je Stvorec v F,
tak musi platit y = z = 0. Nésledne vak mame t* — az? = 0, z ¢oho rovnakou
uvahou dostaneme ¢t = z = 0. To by ale znamenalo, ze a = 0, ¢o je spor. Musi
nutne platit y*> —az? # 0. Potom vieme vyjadrit b ako (t* —az?)/(y? —az?). Podla
lemmy [2.6] je b opét v tvare nenulového I2 — am? pre nejaké [,m € F. Néasledne
vdaka tvrdeniu [2.5] dostavame izomorfizmus (%b) ~ My(F).

0

Vo vete sme ukazali, ze kazda kvaterniénova algebra je bud rozstiepitelna,
a teda izomorfnd Ms(F'), alebo je nerozstiepitelnd, a teda tvori nekomutativne
pole. Teraz uz vieme, aké moznosti prichddzaju do tvahy. V nasledujtcich vetach
dokazeme ekvivalentné podmienky, ktoré nam hovoria o tom, kedy jednotlivé pri-
pady nastavaju. Pomocou prave zisteného vieme ukazat, ze podmienka z tvrdenia
2.5 nie je len postacujica, ale dokonca nutna. Mame teda nasledujicu vetu, ktord
rozsiruje tvrdenie 2.5 aj o druhd implikaciu.

Veta 2.8. Nech a,b € F*. Nasledujice tvrdenia siu ekvivalentné:
1) (%b) ~ My(F) (resp. dand algebra je rozstiepitelnd),

2) b=1?>—am? pre nejaké I,m € F.

Dékaz. 2) = 1): Tato implikaciu sme uz dokazali v tvrdeni
1) = 2): Nech (%b) ~ My(F). Chceme ukazat, ze existuju I,m € F také, ze

b = > — am?. Predpokladajme, Ze a nie je Stvorec. Kedze (“—b> ~ M,y(F), tak

F
vieme, ze (%) nie je nekomutativne pole. S tymito predpokladmi sa ale naché-
dzame v rovnakej situacii, ako v predchadzajicom dokaze vety [2.7]a zopakovanim

rovnakého argumentu opit dostaneme b = [2 — am? pre nejaké [,m € F.

Teraz predpokladajme, ze a je stvorec v F'. Ukazeme, ze F'* je podmnozina
vietkych nenulovych vyrazov [? — am? pre I,m € F. Potom vdaka tomu, Ze
b € F*, mame vyjadrenie b v pozadovanom tvare. Nech teda existuje ¢ € F'*
také, ze a = c. Potom plati:

P—am?*=07—-cm? =17~ (em)? = (I — em)(l + cm).

Moézeme vyuzit substiticiu x =1 —cm a y = [ 4+ cm, kedZe z x,y sme schopni
naspét urcit [ am ako l = (x+y)/2am = (y—x)/(2c). To ale znamena, ze plati
rovnost mnozin:

{(P—am?#£0|l,me FYy={(I—cm)(I+cm)#0|I;m € F}={zy | z,y € F*}

Volbou z = 1 dostavame {zy | z,y € F*} D {y |y € F*} = F*.
[
a,b

Vdaka izomorfizmu (7) ~ (%‘1) by v poslednej vete mohla byt v druhom

bode uvedend aj podmienka a = I2 — bm? pre nejaké [, m € F. Spojenim tychto
podmienok vieme dostat nasledujicu inti charakterizaciu, ktord je vzhladom k a
a b symetricka.
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Veta 2.9. Nech a,b € F*. Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:
1) (%b) ~ Ms(F) (resp. dand algebra je rozstiepitelnd),

2

2) rovnica ax® + by? = 2*> md v F aj iné riesenie (z,vy, 2) ako trividlne.

Dékaz. 1) = 2): Nech (an) ~ My(F). Potom podla vety existuja [,m € F

také, ze b = 1> —am?. Kedze (‘%’) ~ (%“), tak analogicky podla vety [2.8| existujt
aj n,o € F také, Ze a = n? — bo?. Vieme odvodit, Ze plati:

2

am? = am?® = am? = (n* — bo*)m? = am?® + b(om)?

bo? = bo* = bo*> = (I> — am?)o* = a(mo)* + bo® = (lo)*.

Ak je m alebo o nenulové, tak vidime, Ze sme rovno nasli netrividlne rieSenie
(m,om,nm) alebo (mo,o,lo). Predpokladajme, ze by platilo m = o = 0, potom
mame a = n?, b = [, kde n a [ si uz nutne nenulové. V takom pripade ale plati
a(1/n)? +b0? = n*(1/n)? = 12 a mame netrividlne riesenie (1/n,0,1).

2) = 1): Predpokladajme, Ze rovnica az? + by? = 2z? ma v F netrividlne rieSe-

nie (z,y,z). Potom plati, ze bud x # 0 alebo y # 0, pretoze ak by z = y = 0,
tak rovno aj z = 0, ¢o je spor. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze
y # 0, a teda y? # 0. Potom plati a(z/y)? + b = (z/y)?, ¢o vieme prepisat ako
b= (z/y)* — a(x/y)*. Nasledne vdaka vete Vieme, ze (%b) ~ My(F).

Priamo negéciou jednotlivych tvrdeni z vety dostavame ako désledok na-
sledujicu charakterizaciu.

Veta 2.10. Nech a,b € F*. Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:

1) (an> je nekomutativne pole (resp. dand algebra je nerozstiepitelnd),

2

2) rovnica azx® + by? = 2% md v F iba trividlne riesenie (x,y,z) = (0,0,0).

2.3 Izomorfizmus kvaterniénovych algebier nad
polom R, C, Q a I,

2.3.1 Kvaterniénové algebry nad R

Vo vseobecnosti sme dokazali, ze ak nie je kvaternionova algebra izomorfnd
M,(F), tak potom plati, Ze je nekomutativnym polom. Nad redlnymi ¢islami
vieme tito situaciu este konkretizovat a dokazat, ze dané nekomutativne pole,
ktorému bude algebra izomorfna, budi hamiltonovské kvaterniony. Navyse vieme
efektivne charakterizovat, ktorda z tychto dvoch moznosti nastane. Vsetko toto
zhrnieme v nasledujuicej vete.

Veta 2.11. Nech (a’b) je kvaternionova algebra nad R. Potom plati:

R
a,b H ak a <0 a zdroven b < 0,
R ) | My(R) aka >0 alebob > 0.
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Doékaz. Najprv predpokladajme, ze mame a,b € R také, ze a < 0, b < 0. Pripo-
menme, ze pre hamiltonovské kvaterniony plati H = (%) =R+Ri+Rj+RE,
kde 2 = j2 = —1,4j = —ji = k. To znamena, Ze {1,4,j,k} je kvaternio-
nova baza H. Potom ukézeme, Ze aj {1,v/—ai, /—bj,Vabk} je kvaterniénové
baza H. Zjavne je to baza, kedze sme jednotlivé prvky len prenasobili redl-
nymi ¢islami. Navyse plati (v—ai)? = —ai’> = a € R, (vV=0j)? = —bj% =
b € Ra (vV—ai)(vV=bj) = Vabk = —Vab(—k) = —(v/=bj)(y/—ai). Z toho,
ze {1,v/—ai,/—bj, Vabk} je kvaterniénové baza H dostédvame izomorfizmus:

(42) = (WP

Teraz bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze mame a,b € R také, ze

a < 0, b > 0. Inak by sme vyuzili izomorfizmus (aﬂg’) ~ (bﬂg). Pozrime sa teraz

na kvaternionovi algebru (%) =R+ Ri+Rj+ Rk, kde i? = -1, j2 =1 a
ij = —ji = k. Priamo z definicie je {1,1, j, k} kvaterniénova béza tejto algebry,
a tym padom rovno vieme, ze aj {1,v/—ai, Vbj, vV—abk} je béza. Plati, Ze je to
dokonca kvaterniénova baza, kedze (v/—ai)? = —ai®> = a € R, (Vbj)? = bj? =
beRa (vV=ai)(vVbj) = V—abk = —/—ab(—k) = —(v/bj)(v/—ai). Vdaka tomu

mame izomorfizmus:

(a;s) N (W—_az');(\/z?j)?) N <—]11{f> ~ My(R).

Pricom posledna tprava plati vdaka tvrdeniu

2.3.2 Kvaterniénové algebry nad C

Ukéazali sme, ze nad realnymi ¢islami existuji az na izomorfizmus iba dve
kvaterniénové algebry. Nad komplexnymi cislami je situdcia este jednoduchsia.
Vieme ukézaf, ze dokonca vsetky kvaterniénové algebry nad C su rozstiepitelné.

Veta 2.12. Nech ( ) je kvaternionovd algebra nad C. Potom plati (%b)
M, (C).

12

Dokaz. Opét raz vychadzajic z izomorfizmov, ktoré sme dokazali na konci sekcie
a v tvrdeni dostavame pre vsetky a,c € C* nasledujici vztah:

() (2) -

V komplexnych ¢islach vieme, ze kazdé ¢islo je stvorec. Inak povedané, pre
vietky b € C* existuje ¢ € C* také, Ze b = ¢%. A preto pre Iubovolnii zadant
kvaternionovu algebru ( (’:b) plati:

a,b a,c®\ _
() (1)

Dokézali sme, ze kazda kvaternionova algebra nad C je rozstiepitelna.
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2.3.3 Kvaterniéonové algebry nad Q

Zatial ¢o nad R existuju az na izomorfizmus len dve kvaterniénové algebry
a nad C len jedna, tak nad Q je situdcia ovela zlozitejsia. Da sa ukazat, ze nad
racionalnymi ¢islami existuje nekonec¢ne mnoho neizomorfnych kvaterniénovych
algebier. K dokazu budeme potrebovat este jednu klucovu charakterizaciu, ktora
uvedieme vo vete [2.16] ktord popisuje kedy st dve kvaterniénové algebry izo-
morfné.

F
o€ (%b) Ak plati i = —ia, potom o € Fj + Fk.

Lemma 2.13. Nech (a’b) = F + Fi+ Fj + Fk je kvaternionovd algebra a

Dokaz. Nech o =t +xi +yj + 2k, a € (aﬁb) a plati ai = —ia. Vyjadrime
jednotlivé suciny:

o ai = (t+xi+yj+ zk)i=ti+ar —yk —azj,
o —iav=—i(t+zi+yj+zk)=—ti —ax — yk — azj.
Potom dostavame:
at = —ta = ti + axr — yk —azj = —ti —axr — yk —azj = ti + ax = —ti — ax

To znamena, Ze potrebujeme, aby platilo t = —t, * = —z. Z ¢oho dostavame, ze
t=0,z=0aajetvaru a = yj + zk. Ukézali sme, Ze prvok, ktory antikomutuje
s ¢ je nutne z F'j + Fk.

O

Predtym, ako dokdzeme charakteriziciu vo vete[2.16] tak uvedieme bez dékazu
este jednu vseobecnejSiu vetu o konjugovani korenov ireducibilného polynému
za urcitych podmienok, ktoré ale v nasej situacii nasledne budu splnené. Jedna
sa o vetu, na ktorti sa vo svojom c¢lanku Quaternion algebras [5] odkazuje aj

K. Conrad a jej dokaz mozeme najst v knihe A First Course in Noncommutative
Rings, T. Y. Lam [9].

Definicia 2.14 (centrum okruhu). MnozZina prvkov okruhu, ktoré komutuji so
vsetkymi prvkamsi daného okruhu, oznacujeme centrum.

Pozndmka. Centrom hamiltonovskych kvaterniénov su redlne ¢isla. Pre kvaterni-
6novu algebru (%) zas plati, Ze jej centrom je F'.

Veta 2.15. Nech D je nekomutativne pole s centrom F a f(t) je ireducibilng
polynom v Ft]. Ak pre x,y € D plati, Ze f(z) = f(y) = 0, tak potom existuje
d € D* také, Ze y = dxd™'.

Veta 2.16. Nech a,b,c € F*. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:

) ()= ()

2) b/c=1*>—am? pre nejaké l,m € F.
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Dékaz. 2) = 1): Majme b/c = [* — am?, kde [, m € F. Vieme, Ze (“I;C) ma
kvaterniénovi bazu {1,14, 7, k}. Dokdzeme, ze aj {1,i,lj + mk,i(lj + mk)} je
kvaternionova béaza tejto algebry. To, Ze to je baza, sme dokazovali uz v tvr-
deni a tento argument sa da analogicky pouzit. Zaroven vieme, ze plati
i* =a € F*, (Ij + mk)? = cl® — acm?® = ¢(I* — am?) = c¢(b/c) = b € F* a
aj i(lj +mk) = lk + amj, (Ij + mk)i = —lk — amj. Z toho plynie, Ze dana béaza
je kvaternionova. Spojenim tychto tvrdeni mame izomorfizmus:

(aj,;) N <i2,(lj;mk)2> N (a],?b)

1) = 2): Nech plati (“’b) ~ (“76). Nésledne dokaz tejto implikdcie rozdelime

F F
na dve casti. Najprv predpokladajme, ze (‘}b> ~ (%) ~ M,(F). Potom podla
vety existuju Iy, my, lo, my € F také, Ze b = 12 —am?, ¢ = I3 — am3. Podla
lemmytakéto nenulové prvky tvoria grupu, a teda aj pre b/c existuja [, m € F
také, ze b/c = 1* — am?.

Teraz predpokladajme, ze (“sz , ‘}c> nie su izomorfné My(F), Cize s to ne-

komutativne polia. V tom pripade podla prikladu za tvrdenim a,b ani ¢ nie

st Stvorce v F. Opét predpokladajme, ze {1,1i, 7, k} je kvaterniénovd baza (%),

a teda plati 2 = a, j2 = ¢, ij = —ji = k. Kedze (‘%’) ~ (“ﬁc), tak musi pre

(a};‘c) existovat aj kvaterniénova béza {1,7, 5/, k'} taka, ze platf i = a, j = b,

Z'/j/ — _j/,L'/ — k:/‘

KedZe a nie je v F $tvorec, tak potom polyném f(z) = x? — a je ireducibilny
nad F. Zéroveii v (%) plati, ze f(i) = i*—a = 0 aj f(i’) = i — a = 0. Vyuzitim
vety [2.15| dostavame, Ze existuje prvok a € ( ), a # 0 taky, ze plati i = ai’a™.

a,c

F
Nésledne ozna¢me 3 = aj’a~!. Potom platia vztahy:

B = (aja N (aja™) =aj’jat =abat =b,

i'f = —j'1 = (ai'a ) (aj'a™t) = —(aj'a ) (ai'a™) = iB = —pi.

Podla lemmy prvky, ktoré antikomutuju s ¢ su prave prvky z Fj + Fk. To
znamena, ze existuju [, m € F' také, ze § = [j+mk. Spojenim tychto ivah mame:

b= 3= (Ij + mk)* = 52 + Imjk + Imkj + m*k* = 1?52 + m*k* = cl* — acm®

Odtial dostdvame, Ze b/c = I> — am? pre nejake [,m € F.
]

Moézeme si este vSimnut, ze veta [2.§ obsahuje podobnt charakteriziciu a je
vlastne len konkrétnym pripadom vety ak za ¢ dosadime 1. Tato jednoduch-
Sia verzia sa vSak priamo vyuzivala v dokaze. Teraz uz mame vsetko potrebné
na to, aby sme sa vratili k dokazu existencie nekoneé¢ne mnoho neizomorfnych
kvaternionovych algebier nad Q.

Doésledok 2.17. Nech p,q su rozne prvocisla také, Ze p = 3 mod 4, ¢ = 3

mod 4. Potom plati (7((12’]”) o (%) Z toho plynie, Ze existuje nekonecne mnoho

neizomorfnych kvaternionovych algebier nad Q.
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Dékaz. Dany dokaz bude konstruktivny. Ukazeme, Ze pre rdzne prvocisla p, g
také, ze p = 3 mod 4, ¢ = 3 mod 4, plati (‘é’p) * <_é’q>. Kedze existuje
nekonecne vela prvocisel kongruentnych 3 modulo 4, tak sme tymto skonstruovali
nekonecne mnoho neizomorfnych kvaterniénovych algebier nad Q.

Nech p, q prvocisla, p # ¢, p =3 mod 4 a ¢ =3 mod 4. Budeme postupovat
sporom. Predpokladajme, Ze (%) ~ (%) Podla vety [2.16| potom plati, Ze
existuji I,m € Q také, Ze q/p = [> +m?. Najdime a,b,d € Z, d # 0 také, %e plati

l=a/dam=0b/d. Potom dant rovnicu vieme prepisat nasledovne:

q/p =1 +m?* = q/p=(a/d)? + (b/d)* = d*q = p(a® + b*).

Lava strana rovnice je delitelna q, takze aj prava musi byt. KedZze p je prvocislo
rozne od ¢, tak nutne plati, Ze a®+b? je delitelné q. Odtial ukazeme, Ze obe a aj b st
delitelné g. Ak by jedno z nich bolo delitelné ¢, tak uz nutne bude aj druhé z nich.
Preto predpokladajme, ze a ani b nie st delitelné ¢, ¢ize NSD(a,q) = NSD(b,q) =
1. Potom vieme nasledujicim sposobom ukézat, ze —1 je kvadraticky zvysSok
modulo ¢:

a>+b0*=0 mod q=a*=—-b> mod ¢= (a/b)*=—-1 mod q.

Ked sa na to pozrieme ale z definicie cez Legendrov symbol (_71), tak dostavame

(_71) = (—l)q%1 = —1, kedze ¢ = 3 mod 4. To ale znamena, ze —1 je kvadraticky
nezvy$ok modulo ¢, ¢o je spor. Tym padom a aj b st delitelné ¢, a teda a® + b?
je delitelné 2.

Vratime sa k rovnici d?q = p(a® + b?). Teraz uZ vieme, 7e pravd strana je
delitelné ¢?, a teda aj vyraz na lavej strane d?q je delitelny ¢?. Z toho plynie, Ze
d?, a teda rovno aj d je delitelné q. Zistili sme, Ze existuju o', b, d’ € Z také, Ze
plati a/qg =d', b/q =V, d/q = d'. Potom:

d*q = p(a® + %) = (d'q)*q = p((d'q)* + (V'q)*) = (d')?q = p((a')* + (V)?).

Dopracovali sme sa k rovnakej rovnici a tiplne analogicky by sme teraz mohli uka-
zat, ze a’, b, d' si vsetky delitelné ¢. To by znamenalo, Ze d je delitelné lubovolne
vysokou mocninou prvocisla ¢, ¢o je spor.

O

2.3.4 Kvaterniénové algebry nad F,

Nad konecnymi telesami IF, pre neparne p je situdcia podobna ako nad C.
Vieme tiez ukazat, Ze vSetky kvaterniéonové algebry nad I, st rozstiepitelné,
a teda izomorfné My (IF,).

Veta 2.18. Nech p je nepdrne prvocislo a (%—:) je kvaternionovd algebra nad IF,,.

Potom plati (%—:) ~ My(F,).

]Fp
zeme, ze b = [* — am? pre nejaké [, m € F,. Potom uz nutne bude platit izomor-
fizmus (%’b) ~ My (F,).

P

Dokaz. Vezmime kvaternionovu algebru (“—b) Podla tvrdenia staci, ak uka-
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Chceme teda ukézat, ze v F, existuje rieSenie (I, m) rovnice b = I* —am?. Pre-
piSeme ju do tvaru b+am? = [*. KedZe sme v F,, tak mozeme zratat pocet roznych
hodnét, ktoré kazd4 strana rovnice moéze nadobudnit. V IF, mame (p+1)/2 stvor-
cov, ¢o znamend, Ze prava strana rovnice [* moze nadobudat (p 4+ 1)/2 roznych
hodnot. KedZe nenulové a,b st presne dané, tak aj lava strana b + am? moze
nadobudat (p+1)/2 réznych hodnot. Kedze (p+1)/2+ (p+1)/2 =p+1 > p, tak
dané mnoziny v F, nemézu byt disjunktné. To znamena, Ze existuje [, m € I,
také, ze b+ am? = 2.

O
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3. Lipschitzov a Hurwitzov rad

Predtym, ako sa dostaneme k druhej dolezitej casti tejto prace, a to charakte-
rizacii konecénych grip jednotiek v rddoch v hamiltonovskych kvaterniénoch, tak
si najprv urobime kratku odbocku a vysvetlime, ¢o vlastne rady v algebrach su.
Nasledne sa blizsie pozrieme este na tri konkrétne priklady, okrem iného aj na
Lipschitzov a Hurwitzov rad. Okrem toho, ze tieto rady si sami osebe peknymi
prikladmi radov v kvaterniénovych algebrach, tak na nich v piatej kapitole pri
klasifikacii grup jednotiek opat narazime a jednotlivé dokézané vlastnosti vyuzi-
jeme.

3.1 Rady

V tejto casti budeme dalej R oznacovat obor integrity, I’ jeho podielové pole
a B bude znacit konec¢no-dimenzionalnu F'-algebru. Postupovat budeme podla
knihy Quaternion algebras, J.Voight [11, Kapitola 10].

Definicia 3.1 (mriezka). Nech V' je konecno-dimenziondlny vektorovy priestor
nad F'. Potom R-mriezka vo V' je konecne generovany R-podmodul M C 'V taky,
ze MF =V.

Priklad. Vo vektorovom priestore Q" nad Q je Z-mriezka Z" a mozeme ju pisat
v tvare Z" = Zey + Zey + - - - + Ze,,. Pre Q[i] je Z-mriezka Z[i| = Z + Zi.

Definicia 3.2 (rdd). Nech O C B je R-mriezka, ktord je zdroven podokruhom B.
Potom hovorime, Ze O je R-rad.

Kedze dalej budeme pracovat predovsetkym nad 7Z, tak na Z-mriezku budeme
dalej referovat len ako na mriezku a na Z-rad len ako na rad.

Priklad. Pre nejaké nenulové a,b € 7Z vezmime kvaterniénova algebru B
(%) = Q+ Qi + Qj + Qk. Potom mriezka O = Z + Zi + Zj + Zk C
ktora je uzavretda na nésobenie, definuje rad.

B,

Definicia 3.3 (maximélny rad). Nech O C B je R-rdd. Potom O je maximélny
rad, ak nie je vlastne obsiahnuty v inom rdde.

Teraz sa pozrieme na celistvé prvky v radoch a zhrnieme si este niekolko tvr-
deni ohladom celistvosti, ktoré budeme v dalSej casti prace potrebovat. Jednotlivé
dokazy je mozné najst v knihe Quaternion algebras [11], Kapitola 10].

Definicia 3.4 (celistvy prvok). Nech o € B. Potom hovorime, Ze prvok a je
celistvy nad R, ak je koreriom nejakého monického polynomu s koeficientami v R.

Definicia 3.5 (celistvo uzavrety obor integrity). Povieme, Ze obor integrity R je
celistvo uzavrety v F, ak plati, Ze vidy, ak je prvok o € F' celistvy nad R, tak
a € R.

Priklad. Pre Q plati, Ze jediné prvky z Q, ktoré su celistvé nad Z, su prave prvky
patriace Z. Inymi slovami, obor celych ¢isel Z je celistvo uzavrety v Q.
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Lemma 3.6. Nech o € B. Potom nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:

1) « je celistvd nad R,

2) Rla] je konecne generovany R-modul,

3) « je obsiahnutd v podokruhu A, ktory je konecne generovany ako R-modul.

Vzhladom na definiciu rddu z predchddzajicej, pomerne zndmej lemmy [3.6]
plynie priamo nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 3.7 (celistvé prvky v rade). Nech O je R-rid a o € O. Potom « je
celistvy prvok nad R.

Dalsie tvrdenie uvedieme rovno iba pre kvaterniénové algebry, kedze pre tie
mame zavedené pojmy normy a stopy.

Tvrdenie 3.8. Nech B je kvaternionovd algebra nad polom F a R je celistvo
uzavrety obor integrity. Potom o € B je celistvy prvok nad R prdve vtedy, ked
N(«a), Tr(a) € R.

Pozndmka. V pripade, ze budeme mat R-rad O C B a bude platif, ze R je
celistvo uzavrety obor integrity, tak potom pre vsetky prvky radu O plati, Ze ich
norma a stopa budua patrit do R. Tuto ivahu dostavame spojenim tvrdeni a
a budeme ju casto vyuzivat.

3.2 Lipschitzov rad

V predchadzajicej podkapitole sme si zadefinovali rady vo vSeobecnosti. Teraz
prejdeme ku konkrétnym prikladom radov v kvaterniéonovych algebrach. Opét
budeme vychédzat z knihy Quaternion algebras [11], Kapitola 11], ktort doplnime
o viaceré vlastné podrobné dokazy, ktoré sa v knihe nenachadzaju.

Konkrétne sa najprv pozrieme na kvaternionovi algebru B = (‘1@_1>, ktorua
mozeme vnimat aj ako Q + Qi + Q7 + Qk, pricom * = j2 = —1 a k = ij = —ji.
Vidime teda, ze kvaternionova algebra B predstavuje v istom zmysle vlastne
zuzenie hamiltonovskych kvaterniénov s koeficientami v R na koeficienty v Q.
V pripade, Zze by sme koeficienty zuzili dokonca na Z, tak prirodzene ziskame
nasledujuci rad v tejto algebre.

Definicia 3.9 (Lipschitzov rdd). Rad Z(i,j) = Z+Zi+Zj+Zk v kvaternionovej

algebre (%) =Q+ Qi + Qj + Qk nazyvame Lipschitzov rad.

MozZeme si vsimnut, ze mriezka Z(i, j) je skutoéne uzavreta na nasobenie, a

teda sa podla definicie [3.2] jedna o rad.

Kedze Lipschitzov rad predstavuje isté zizenie hamiltonovskych kvaternionov,
tak prvky tohto radu sa oznacujui aj ako Lipschitzovské kvaterniony. Teraz sa
este pozrieme na grupu jednotiek v tomto radde a ukazeme, Ze je nou grupa, ktorta
oznacujeme ako kvaterniénova grupa.

Definicia 3.10 (kvaterniénova grupa). Kvaterniénovou grupou oznacujeme ne-
komutativnu grupu kvaternionov Qs = {£1, i, £5, £k} rdadu 8.
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Tvrdenie 3.11 (jednotky v Lipschitzovom rade). Prvok o € Z(i, j) je jednotkou
prdave vtedy, ked N(a) = 1.

Dokaz. Pre kazdy prvok o € Z(i, j), o = t+xi+yj+zk, podla definicie normy|[1.12)
plati, Ze N(a) = t* + 2% + y? + 2%, kedZe v naSej kvaterniénovej algebre mame
a = b= —1. NavySe vdaka tomu, 7e t, x, y, 2 € Z, mame N(a) € Z.

Pre prvit implikaciu predpokladajme, ze o € Z(i, j)*. To z definicie znamena,
ze existuje B € Z(i, j) takd, ze plati a5 = 1. Odtial po aplikovani multiplikativity
normy z tvrdenia dostavame, 7e 1 = N(1) = N(aB) = N(a)N(B). To
v spojeni s N(a), N(3) € Z§ znamend, ze N(a) = 1.

Pre opacni implikdciu predpokladajme, ze N(a) = 1. Mame teda rovnost

1 = N(a) =1?+ a2+ y? + 22, pricom t, x, y, 2 € Z. Jediné rieSenia, ktoré do-

stavame, vedd na Stvorice (¢, z,y, z), kde st tri prvky rovné 0 a posledny je +1.

To vedie na kvaterniony +1,+i, &7, +k. Poslednym krokom je overit, ze kazdy

z tychto 6smich prvkov je naozaj jednotka. Prvky 1 a —1 st si samé svojim in-

verzom. Pre zvysné prvky tiez plati, Ze pozname ich inverz, pretoze vzhladom na
1,-1

to, ze sme v kvaterniénovej algebre (‘T), tak prvky ¢ a —i, j a —j, k a —k su

si takto po dvojiciach navzajom inverzné.

]

Désledok 3.12 (grupa jednotiek Lipschitzovho radu). Grupa jednotiek Lipschi-
tzovho radu je kvaternionovd grupa, teda inak povedané Z(i, j)* = Qs.

Dokaz. Tvrdenie hovori, Ze jednotkami st prave tie prvky, ktoré maji normu
rovni 1. Nésledne priamo v ddkaze tohto tvrdenia sme ukézali, ze v Z(i, j) sa
s touto vlastnostou jednd len o prvky +1, +i, -7, £k, a teda Z{i, j)* = Qs.

O

3.3 Hurwitzov rad

Nasledujuci rad, ktory si spomenieme, bude tiez rad v kvaterniénovej algebre

B = (_1@_1) =Q+ Qi+ Q7+ Qk. Na rozdiel od Lipschitzovho radu ale povolime

za urcitych podmienok aj koeficienty z %Z. Pre jednoduchsiu definiciu zavedieme
—1titjtk

SR
Definicia 3.13 (Hurwitzov rdd). Rid O = Z + Zi + Zj + Zw v kvaternionovej

algebre (‘1@_1) =Q + Qi + Qj + Qk nazyvame Hurwitzov rad.

Prvky Hurwitzovho rddu oznac¢ujeme ako Hurwitzove kvaterniony. Na overenie
toho, ¢i je definicia Hurwitzovho radu korektnd, potrebujeme ukazat, ze mriezka
O =7+ Zi+ 7Zj + Zw je uzavretd na nasobenie, a teda sa naozaj jedna o
rad v zmysle definicie [3.2] Jediné teoreticky problematické ¢leny, ktoré mozu
vzniknit pri ndsobeni dvoch prvkov z O odpovedaji k,iw, jw,wi,wj a w?. Ak
ukazeme, ze tieto prvky patria O, tak je to rad. Pre k plati k =1 -7 — j + 2w
a napriklad pre iw dostdvame iw = i(—1+i+j+k)/2=(-1—i—j+k)/2=
—i—j+(=14+i+j+k)/2=—i—j+ w. Analogickym spésobom vieme ukézat,
ze v O lezia aj prvky jw = (=1 +i—j5—k)/2, wi = (=1 —i+ 75— k)/2,
wj=(-1—i—j+k)/2aajw*=(-1—i—j—k)/2

znacenie w =
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Je ddlezité si uvedomit, ze na prvky Hurwitzovho rddu mozeme pozerat dvoma
sposobmi. Prvok a € O mdzeme podla definicie zapisat priamo v tvare a = s+
li+mj+nw, kde budt s, [, m, n € Z. Druha moznost je uvedomit si, ¢o znacenie
w znamena a rozpisat si ho. Potom mézeme o vnimat ako o =t + x1 + yj + 2k,
kde vsak t, x, y, z € %Z. Dolezité je vsak pozorovanie, ze v pripade, ak by pri
prvom zapise koeficient n pri w bol parne ¢islo, tak sa zbavime 1/2 a pre vsetky
koeficienty v druhom zapise by platilo ¢, x, y, 2 € Z. Naopak, ak by bolo n
neparne, tak potom vsetky t, x, y, z € % + 7Z. Dolezita je aj opacna implikacia.
Plati totiz, ze ak a = t+xi+yj+z2k avSetky t, xz,y, 2 € Z alebo t, z,y, z € %+Z,
tak Tahko ukazeme, Ze potom dany prvok je z Hurwitzovho rdadu. Je tomu tak
preto, lebo plati: a = t+zi+yj+zk = (t+2)+ (v —2)i+ (y—z)j + (22) ~HLEEE,
Odtial priamo vidime, zZe pri danych podmienkach st vsetky koeficienty t+z, z—z,
y — z a 2z celé ¢isla. Toto pozorovanie zhrnieme v nasledujticej lemme.

Lemma 3.14. Nech a € (_1@_1>, a=t+zi+yj+ zk. Potom plati, Ze o patri

do Hurwitzovho radu prave vtedy, ak vsetky t, x, y, z € Z alebo t, x, y, z € %—FZ.

Teraz si rovnako, ako pri Lipschitzovom rade dokazeme, ako vyzera grupa
jednotiek Hurwitzovho radu a nasledne aj aky je vztah medzi tymito dvoma
spominanymi radmi.

Tvrdenie 3.15 (grupa jednotiek Hurwitzovho radu). Grupa jednotiek Hurwi-
tzhovho radu je O* = {+1, +i, +j, tk, (£1 i+ j + k)/2}, dize grupa radu 2/.

Dokaz. Predpokladajme, ze a € O*. To znamena, ze existuje f € O taka, ze
platiaf =1. Nech a =t4+xi+yj+zka f=s+Ili+mj+nk,kdet, z, vy, z, s, [,
m, n € %Z. Oznacéme este t, = 2t, ¢ize t; € Z a analogicky aj pre vSetky ostatné
prvky x, vy, z, s, [, m, n.

Po aplikovani normy a jej multiplikativity na rovnost af = 1 dostavame
N(a)N(B) = 1. Z ¢oho po vyjadreni jednotlivych noriem ziskame rovnost 1 =
(2 + 2% +y* + 2)(s* + I +m? +0?) = (P + 2%+ y* + 2°) (s1 + 1] +mi +ni)/4.
Podla lemmy vieme, Ze mozu nastat nasledujice dva pripady.

Bud plati, ze t, x, y, 2 € Z. Potom nam ale v rovnosti, ktori sme ziskali
4= +22+y*+ 2% (st + 13 +m? +n?) v pozicil nezndmych vystupuju iba celé
¢isla. Zaroven vieme, ze kazda zo zatvoriek predstavuje nezaporné ¢islo, a teda
v takom pripade mame tri moznosti, ako rozlozit 4 na pozadovany sucin:

o Plati > + 22 + 32 + 22 =1, 52 + I? + m? + n? = 4. To znamen4, Ze vlastne
o € Z(i, j) a zérovent N(«) = 1. Podla tvrdenia [3.11] je takdto a jednotkou
v Lipschitzovom rade, a teda o € Qg podla [3.12] Rovno vidime, Ze podla
rovnakého argumentu ako v Lipschitzovom rade s vSetky tieto prvky jed-
notkami aj v Hurwitzovom rade.

o Plati * + 22+ y? + 2% = 2, 57 + 7 + m? + n = 2. Potom dve z nezndmych
s1, l1, my, ny st rovné 1 alebo —1 a zvysné dve st rovné 0. Z toho spétne
dve z nezndmych s, [, n, m st rovné +1/2 a dve 0. To je vsak podla lemmy

spor s tym, ze 3 € O.
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o Plati t* + 22+ y* + 2? = 4, s7 + [} + m? + n? = 1. Rovnakou tivahou ako
vyssie vieme odvodit, Ze prave jedna z neznamych s, [, m, n je rovna +1/2
a zvysné su nulové. Dostavame rovnaky spor a tato moznost nevedie na
ziadne jednotky v Hurwitzovom rade.

Alebo potom plati, ze t, =, y, z € % + Z. Pdévodni rovnost si este trochu
vyuzitim vztahov t; = 2t atd. upravime na 16 = (3 +x2+yi+23)(si+13+mi+n?),
kde opéf plati, ze vSetky nezname su celé ¢isla. Rozoberieme vsetky moznosti,
ako rozlozit 16 na sucin:

o Plati ti+ai+y?+27 = 1, s2+13+mi+n? = 16. Potom s tri z nezndmych ¢4,
x1, Y1, 21 nulové, a teda aj tri z ¢, z, y, z, ¢o znamena spor s predpokladom
t,x,y,zE%%—Z.

o Plati 7 + 23 +¢? + 22 = 2, s + 12 + m? + n? = 8. Uplne ekvivalentne, ako
v prvom pripade, akurat budi nulové dve premenné. Co stéale vedie k sporu.

o Plati t2 422 +y?+22 = 4, 2 +12+m? +n? = 4. Ziadna z premennych t,, z;,
Y1, z1 nemoze byt rovna 2, pretoze potom by neplatilo, ze t, z, y, z € %—l—Z.
Preto jedind moznost je t; = x1 = y; = 21 = £1. To vedie k tomu, zZe « je
jednym z 16 Hurwitzovych kvaternionov tvaru (£1+i+j5+k)/2. Poslednym
krokom je overif, ze kazdy z tychto prvkov je jednotkou. To plati, pretoze
vieme, ze kazdy z tychto 16 prvkov ma normu 1, a teda 1=N(a) = aa = @a.
Zéaroven pre kazdy z tychto 16 prvkov plati, Ze aj k nemu zdruzeny je medzi
nimi. A teda su si po dvojiciach navzajom inverznymi prvkami.

o Plati t?+ 22 +y2+2? =8, s2+12+m?+n? = 2. Teraz bude najjednoduchsie
sa pozriet na to, ze medzi sy, l;, m1, ny st dve nezname rovné +1 a dve
rovné 0. Co je opét spor s tym, ze niektoré z s, [, m, n patria Z a iné %—FZ.

o Plati t] + 27 +y7 + 27 = 16, s7 4§ + m] +ni = 1. Rovnako ako v predcha-
dzajicom pripade, akurat je nenulova len jedna z nich.

Pri rozbore len dva pripady viedli k najdeniu jednotiek v Hurwitzovom rade.
Dokopy sme dokazali, ze O* = {£1, +i,+j, +k, (X1 i+ 5+ k)/2}.
O

Tvrdenie 3.16 (vztah Lipschitzovho a Hurwitzovho radu). Hurwitzov rdd O je
jeding rdad, ktory vlastne obsahuje Lipschitzov rad Z(i, j).

Dokaz. To, ze Hurwitzov rad obsahuje vlastne Lipschitzov rad vidime priamo
z definicie. Dalej predpokladajme, Ze existuje nejaky rad O v kvaterniénovej
algebre (—1@—1) taky, 7e plati Z(i,j) C O'. Nech o € O, o = t + i + yj + 2k,
pricom t, x, y, z € Q.

Kedze O je rad, tak podla tvrdeni a plati, ze Tr(a) € Z. Odtial
dostéavame, ze Tr(a) = 2t € Z, Cize t € %Z. Kedze o € O, tak potom aj prvky
ai, aj, ak € O'. Po vycisleni médme Tr(ai) = Tr(—x + ti + zj — yk) = —2z,
Tr(aj) =Tr(—y—zi+tj+zk) = =2y, Tr(ak) =Tr(—z+yi —xj +tk) = —2z.
Pricom obdobne dostavame, ze vSetky tieto stopy musia byt celé ¢isla, a teda
—2x, =2y, —2z € Z. Odtial z, y, z € %Z.
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Zatial sme ukézali, Ze pre lubovolné o € O, o = t+xi+yj+ zk plati, ze t, x,
Y, 2 € %Z. Ak ukazeme, ze bud t, x, y, z € Z alebo t, x, y, z € %—I— 7, tak potom
je O nutne Hurwitzov rad. Ozna¢me t; = 2t, ¢ize nutne t; € Z a analogicky aj
pre zvysné prvky x, y, z. Podla tvrdeni a plati, ze N(«) € Z. Z definicie
normy dostdvame, ze N(a) = t* + 2> +y? 4+ 22 = (t] + 23 +yi + 27) /4 € Z. Mdme
teda t7 + 27 + 97 + 2 =0 mod 4. KedZze t1, x1, y1, 21 € Z a kvadratické zvysky
modulo 4 st 0 alebo 1, tak mame dve moznosti:

o Plati t7 = 22 = y} = 2} = 0 mod 4. Z toho vieme, Ze kazdy z prvkov ¢y,
x1, Y1, 21 je kongruentny 0 alebo 2 modulo 4. V oboch pripadoch to vSak
znamena, ze kazdy z tychto prvkov je parne ¢islo, z ¢oho vyplyva, ze t, x,
Y, 2 € 2.

e Platit = 23 =92 = 2} =1 mod 4. Odtial vieme, Ze kazdy z prvkov ¢y, 1,
Y1, 21 je kongruentny 1 alebo 3 modulo 4. To tentokrat v oboch pripadoch
znamena, ze kazdy z tychto prvkov je neparne cislo, z ¢oho vyplyva, ze t,
T, Y, z € % + Z.

Zacinali sme s Tubovolnym O takym, ze Z{i,j) € O’ a ukdzali sme, ze O je
Hurwitzov rad. Takze jediny rad, ktory vlastne obsahuje Lipschitzov rad je Hur-
witzov rad.

]

7, posledného tvrdenia priamo vidno, ze Lipschitzov rad nie je maximalny,
kedze je vlastne obsiahnuty v inom rade. Naopak, Hurwitzov rad je maximélny,
pretoze inak by to nebol jediny rad, ktory vlastne obsahuje Lipschitzov rad.

Désledok 3.17. Lipschitzov rdd nie je mazimdlny. Hurwitzov rdd je mazximdlny.

Pozndmka. Pre porovnanie mdzeme uviest nasledujicu paralelu: Z[v/—3] je rad
v Q(+v/=3), ale tiez nie je maximalny. Podobne je vSak vlastne obsiahnuty v rade
Z[_1+2ﬁ3], ktory je znamy ako Eisensteinove celé ¢isla. Paralela dokonca vysvet-
[uje oznacenie w zo zaciatku kapitoly. Pri Eisensteinovych celych ¢islach znac¢ime
W = —1%@ a plat{ rovnost (2w + 1) = —3. Ak pre zmenu v Hurwitzovom
réde znacéime w = —HHEEfak rovnako plati vztah (2w 4+ 1)2 = —3, kedZe
(i+j+k)?*=-3.

3.4 Rad v kvaterniénovej algebre <_3@_1)

Uvedieme si este jeden priklad radu v kvaterniénovej algebre. Tentokrat sa
presunieme do kvaterniénovej algebry B = (_3@_1) =Q+Qv-3+Qj+Qv-3y,
kde j2 = —1 a v/=3j = —j/—3. To, preco sme si vybrali tito kvaterniénovi
algebru, a ako ju znac¢ime, vyplyva z toho, ako budeme nésledne tieto poznatky
aplikovat v kapitole cislo 5. Zavedme este znacenie ako pri Eisensteinovych ce-
Iych é&islach, kde w = (=1 + v/=3)/2. Na zadiatok eSte upozornime, Ze v tejto
sekcii znaci w nieco iné, ako v predchadzajicej. Potom nasledujicim sposobom
zadefinujeme rad v kvaterniénovej algebre B.

Definicia 3.18. V kvaternionovej algebre B = (_3(@_1) =Q+Qv-3+Qj5+
Qv —3j definujeme rad O = 7Z + Zw + Zj + Zwj.
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Opaét, rovnako ako pri Hurwitzovom rade overime, Ze je dana definicia radu
korektna. Potrebujeme ukéazat, ze mriezka O = Z+ Zw + Zj + Zw]j je uzavreta na
nasobenie, a teda sa naozaj jedna o rad v zmysle definicie [3.2} Predstavme si, ze
nasobime dva prvky z O. Bud nam pri nasobeni vyjdu rovno ¢leny tvaru 1, w, 7, wj,
ktoré samozrejme radu patria, alebo ndm vyjde niektory z nasledujicich ¢lenov
tvaru w?, w?j, jw, jwj, wjw,wjwj. Ak ukaZeme, Ze tieto prvky patria O, tak je
to rad. Pre overenie, kazdy z tychto prvkov vyjadrime ako prvok z O, pricom
budeme vyuzivat, Ze v algebre B plati v/—3j = —jv/—3, j2 = —1. TakZe mame:

o« w2 — (—1+2\/T3)2 _ 1—2\/4—*3—3 _ —1—2¢T3 _ 1—\2/T3 —l=—w—1,
+ W= (-w—1)j = —wj—J,
s = (TR = S = S = () = —wj —

o jwj=(—wj—j)j=w+1,

+ wjw = w(—wj = j) = —whj —wj = —(-wj = j) —wj =,

. wjwj =2 =1

Zmova plati, Zze sa na prvky radu O mozeme pozerat dvoma sposobmi. Bud
si prvok a moézeme vyjadrit priamo z definicie ako o = s + lw + mj + nwy,
kde uz s, I, m, n € 7Z, alebo naopak, mozeme dany prvok vnimat ako prvok
B = (’3(@71), a teda pisat o =t +2v/—-3+yj + 2v/—37, kde ¢, =, y, 2 € Q, a

navyse eSte spliiaji nejaké podmienky. Préve tieto podmienky charakterizujeme
v nasledujicej lemme.

Lemma 3.19. Nech o € (_3@_1), a=t+axv/-34+yj+ 2v-37, kde t, x, y,
z € Q. Potom plati, Ze a« € 7. + Zw + 7Zj + Zwj prave vtedy, ked nastdva jedna
z nasledugficich moznosti:

° t)$7y7Z€Z;

t,x€l,y, z€35+1,

t,xE%—l—Z,y,zEZ,

. t,a:,y,zé%—{—Z.

Dokaz.  Pre prvu implikdciu predpokladajme, Zze o € Z + Zw + Zj + Zwj, ¢o
znamend o = s + lw + mj + nwj pre nejaké s, [, m, n € Z. Potom plati:

—1+\/—_3>j

—14++v-3
a:s—l—lw—kmj—knwj:s—i—l(—g>+mj+n< 5

() (v (oD ()

Ak n je parne ¢islo, tak koeficient n/2 pri v/—3j je celé ¢islo a rovnako aj
koeficient m — n/2 pri j bude celé ¢islo. Naopak, ak n je neparne ¢islo, tak oba
koeficienty budu z % + 7.
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Uplne rovnakou tvahou vidime, ze ak { bude parne &slo, tak koeficient ! /2
pri /=3 je zo Z, a tym padom aj koeficient s — [/2 € Z. Naopak, pre | neparne
budu oba koeficienty z 3 + Z.

Dokopy sme tym ukazali, ze ak prvok z radu Z + Zw + Zj + Zwj zapiseme
v tvare t + 2v/—3 + yj + 2v/—3j, tak vsetky koeficienty budi zo Z alebo % + Z,
a navyse bude platif, ze koeficienty ¢ a x st vzdy rovnakého typu a rovnako aj
koeficienty y a z.

Pre opa¢nt implikdciu nech o = ¢ + 2v/—3 + yj + 2/—3j € (%) a plati
niektorda zo styroch podmienok vymenovanych v zneni lemmy. Potom mozeme
spravit upravu:

a=t+av-34+yj+2v/-3j=@t+z)—r+av-3+(y+2)j—2j+2/-3j

—1++/=3 _ —1+4+v/=3)\

=(t+x)+22 <2>+(y—i—z)j+22 <2>]
=(t+x)+ 22w+ (y+ 2)j + 22wj.

Kedze t, x, y, z € %Z, tak vieme rovno, ze koeficienty 2x a 2z st zo Z. Ostava
ukazat, ze aj koeficienty ¢ + x a y + z tiez patria Z. Ak to ukazeme, tak potom
uz nutne o € Z + Zw + Zj + Zwj. Vieme, ze pre t a x plati, ze bud st obe zo Z,
a teda aj t + x € Z, alebo plati, Ze st obe z % + Z, potom ale opat t + x € Z.
Uplne analogicky je to aj v pripade y + z.

O
Tvrdenie 3.20. Rid O = Z+Zw+Zj+Zwj je v kvaternionovej algebre (_3@_1)
maximalny.
Dékaz. Predpokladajme, ze existuje rad O’ v kvaterniénovej algebre (_3Q_1> taky,

ze O C O'. Vezmime prvok a € O, a =t + xv/—=3 +yj + 20/—3j, kde t, z, v,
z € Q.

Kedze O je rad, tak podla tvrdeni a plati, Ze vsetky prvky z O’ maju
celo¢iselnt stopu aj normu. Vieme, ze prvky a, aj, aw a awj su urcite vsetky v
rade O'. Potom dostéavame:

« Tr(a)=2t€eZ,
e Tr(aj)=Tr(tj+xv—-3j —y—2v-3) =2y € Z,

o Tr(ow) = Tr(t(FH3) 4o/ =3(TLH2) 4y (FL22) 4 2/= 35 (T3
:—t—3x€Z

o Tr(ows) = Tr(t(F453)) + o/ —3(Z53) 5 4 yj(FH2) 5 +
VBRI =28+ ) =y - Bz € L

o« N(a)=N({t+av=3+yj+2v/-3j) =12 +322 +y* + 322 € Z.

Kedze 2t, —2y € 7Z, tak z toho vieme odvodit, ze t, y € %Z. Nasledne, ked
—t—3x € Z a my uz vieme, ze t € %Z, tak z toho priamo dostavame aj 3z € %Z,
z ¢oho plynie x € %Z. Obdobne to ukazeme aj pre y—3z € Z a dostaneme z € éZ.
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Vdaka prave zistenému oznacme t; = 2t, y; = 2y, vr1 = 6x a z; = 6z, kde uz
vieme, zZe ty, 1, Y1, 21 € Z. Potom z poslednej podmienky plynie, Ze:

2 322 y? 322 3t + 22 + 3y? + 23
B3y’ 432 el — Ly Y 00 g ORNTHTONTA g
+ozx"+y +9z 4+36+4+36 19

7 toho potom rovno plynie nasledujtce:
3+t +3yi+ 27 =0 mod 12=2°+2 =0 mod 3.

KedZe modulo 3 mame iba kvadratické zvysky 0 a 1, tak plati, Ze potom
nutne z1, y; = 0 mod 3. To znamend, ze napriklad x; mozeme zapisat aj v tvare
xr1 = 3x9, kde je x5 € Z. Dosadenim do rovnice xy; = 6z ziskame 3xy = 6x a po
skrateni x5 = 2. To ale znamend, ze x vieme vyjadrit ako x2/2, kde z5 € Z, a
teda z toho mozeme usudit, ze x € %Z. Uplne analogickou tvahou dostdvame aj
z € %Z. Dokopy teda zatial vieme, ze pre vsetky koeficienty ¢, xz, y, z plati, ze
patria $7Z.

Vyssie sme ukazali, ze —t — 3z € Z. 7 toho ale priamo plynie, Zze bud oba
prvky t aj x su zo Z alebo oba z %Z. A vdaka y — 3z € Z rovnako aj pre y a z.

Ukézali sme, Ze pre kazdy prvok a € O, a = t + xv/=3 + yj + z/—3j plati
niektord z podmienok z lemmy [3.19] a teda o € Z + Zw + Zj + Zwj. To ale zna-

mend, ze z O C O dostavame O = O'. Z ¢oho vidime, ze rad O je maximélny.
O

Nésledne este opat dokazeme, ako vyzera grupa jednotiek v tomto rade. Dokaz
bude miestami podobny ako pri Hurwitzovom rade.

Tvrdenie 3.21. Grupa jednotiek ridu O = Z + Zw + Zj + Zwj je OF =
{41, 47, +w, +w?, +wj, +w?j}, ¢iZe grupa rddu 12.

Doékaz. Predpokladajme, ze o € O*. Existuje teda § € O taka, ze plati af = 1.
Nech plati a =t + a/=3 +yj + 2/=3j, B = 5 + I\/=3 +mj + n/—3j. Potom
podla lemmyvieme, et x,y, 2z 81, mne %Z. Zavedme znacenie t; = 2t
a analogicky pre vsSetkych sedem zvysnych neznamych. Vdaka tomu, ze patria
%Z, tak potom uz nutne t{, x1, y1, 21, S1, l1, m1, ny € Z.

Vratme sa k rovnosti aff = 1 a aplikujme na obe strany normu. Vdaka mul-
tiplikativite dostaneme N(«a)N(5) = 1. Teraz moézeme obe normy vyjadrit a
ziskame:

1=N(@)NB)=N({t+a2v-3+yj+2vV=37)N(s +1vV-3+mj+nv-3j) =
= (2 +32% + % + 322 (s> + 312 + m? 4 3n?) =
B <t§+3x%+y%+3z$> (s%+3l%+m%+3n§>

4 4
Po prenasobeni{ dostdvame rovnicu 16 = (t2 + 3% + y? + 327)(s? + 313 + m? + 3n?),

kde vsetky nezname st uz celociselné. Kazda zo zatvoriek predstavuje kladné celé
¢islo, a teda mame 5 moznosti ako 16 rozlozit na sucin:
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o Plati t7 + 327 + 97 + 327 = 1, s? + 312 + m? + 3n} = 16. To znamena, Ze t;
alebo y; st rovné +1, zatial ¢o 1 = 23 = 0. Z toho plynie, ze z = 2 =0 a
jedna z nezndmych ¢, y je rovnd £1/2 a druha 0. To je ale spor s lemmou

0. 191

o Plati t] + 323 +yf + 327 = 2, s34+ 313 +m? +3n? = 8. Potom jedind moZnost
jeti=y1=xlax; =2 =0.0dtial t =y = £1/2, x = z = 0, o je opat
spor s lemmou [3.19

« Dalsie dve moznosti by boli, Ze by sme hodnoty jednotlivych zatvoriek
z predchadzajucich dvoch bodov prehodili. To by vsak viedlo k analogickym
uvaham pre nezname s, [, m, n, ktoré by viedli k sporu.

o Plati 124322 +y?+32? = 4, s+ 312 +m?+3n? = 4. Potom st dve moZnosti
ako to docielit:

— Plati, ze t; alebo y; je rovné £2 a zvysné si nulové. Z toho ziskame
a=t==1alebo a =yj = +j.

— Plati, ze t; = 1 = £1, 13 = z; = 0. Z toho ziskame o = t + /-3 =
%‘/j’. Tieto prvky moZeme popisat ako +w a +w?. Alebo naopak
ti=x1=0,y; = 21 = +1. Z toho mame o = yj + 24/—3j = %
Tieto prvky zas moéZzeme popisat ako +wj a +w?j. KedZe podla lemmy
[3.19 potrebujeme, aby t a x respektive y a z boli rovnakého typu, tak
toto su jediné moznosti, ktoré prichadzali do ivahy.

Ur¢ili sme prvky, ktoré prichadzaju do tvahy, ze by mohli byt jednotkami. Ostava
ako posledny krok overit, ze vietky tieto prvky {£1, +j, tw, +w?, +wj, +w?j} st
naozaj jednotky. Rovno vidime, ze prvky j a —j st si navzajom inverzmi, kedze
j% = —1. Zaroven vieme, Ze (+w)(+w?) = (+w?)(fw) = w? = 1, a teda aj tieto
prvky st si navzdjom inverzmi. Vyuzitim vztahov, ktoré sme odvodili priamo
za definiciou vidime, Ze aj (+wj)(Fwj) = —wjwj = 1 a (Fw?))(Fw?j) =
—w?jw?j = —(~wj — j)(W?) = —(jw)(w?j) = —j% = 1. Vsetky tieto prvky st
naozaj jednotkami a plati O* = {+1, +j, tw, +w? +wj, +w?j}.

O
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4. Konec¢né podgrupy H*

V tejto kapitole budeme postupne smerovat k tplnej klasifikacii kone¢nych
podgrip H*, pricom H* vnimame ako grupu vzhladom k nasobeniu kvaterniénov.
Tato klasifikacia bude néasledne kliucova pri klasifikacii kone¢nych grip jednotiek
v rddoch v hamiltonovskych kvaterniénoch. V celej kapitole pospdjame niektoré
Casti z knihy Quaternion algebras od J. Voighta [I1]. Uvedieme vsak kompletné
podrobnejsie vypocty a dokazy, ktoré sa v knihe nenachadzaja.

Predpokladajme teda, ze I' C H* je kone¢na podgrupa. Z definicie normy
plynie, ze norma kazdého nenulového kvaternionu je kladné redlne ¢islo, a teda
N(T') € R*. Nésledne vdaka multiplikativite normy dostavame, ze N(I')
je kone¢nd podgrupa R*. Co ale rovno znamena, ze N(I') = {1}. Kedze sme
dostali, ze kazdy prvok z I' ma normu 1, tak plati, ze I" je vlastne konecna
podgrupa H!. Naga tloha sa tym padom zmenila na to, Ze chceme klasifikovat
kone¢né podgrupy H!.

4.1 Rotacie v R? a kvaterniény

Na chvilu odboc¢ime od nasej hlavnej tlohy a pozrieme sa, ako stvisia rotacie
v R? a kvaterniény. Budeme postupovat podla knihy The four pillars of geometry
od J. Stillwella [10, Kapitola 7.6] a podla Quaternion algebras od J.Voighta [11]
Kapitola 2.4].

Kazd4 rotacia v R? sa d4 popisat pomocou dvoch veci: os, okolo ktorej ro-
tujeme a velkost uhla, o ktory dany priestor rotujeme. Inak povedané, na popis
rotdcie v R? ndm staci uhol 6 € [0, 27] a jednotkovy vektor (I,m,n), ktory definuje
os rotacie.

Tvrdenie 4.1. Nech q € H'\{+1}, q =t + 21 + yj + zk. Potom ezistuje jedno-
znacne urceny uhol 6 € (0,27) a l,m,n € R také, Ze I> + m*> + n® =1 a zdroven
plati ¢ = cos(0/2) + (li + myj + nk)sin(6/2).

Dékaz. Majme ¢ =t +xi+yj + zk, ¢ € H'\{£1}. KedZe ¢ € H', tak dostavame
N(q) = t* + 22 + y?> + 22 = 1. Chceme, aby pre nejaké 6 a [, m,n platil vztah
q=t+uzi+yj+zk = cos(6/2) + (li + mj + nk)sin(6/2). To znamend, ze sa
musia rovnat redlne casti kvaterniénov, a teda t = cos(6/2). Kedze t € (—1,1),
tak vzdy existuje jednoznacne urceny uhol 6 € (0, 27), ktory spliia tito rovnost.

Vieme, ze plati t* = cos?(0/2). Spojenim t* + 2% + y? + 22 = 1 a znidmej
identity cos?(0/2) + sin?(6/2) = 1, dostdvame x* + y? + 22 = sin?(0/2). Odkial
sin(0/2) = /22 + y2 + 22, ale kedze 0/2 € (0,7), tak na tomto intervale je sinus
kladny a méme sin(0/2) = /22 + 3% + 22 > 0.

Pre rovnost imaginarnych casti kvaternionov potrebujeme, aby platil nasle-
dujuici vztah zi + yj + zk = (li + mj + nk)sin(0/2). Z toho vieme vyjadrit
(li + mj + nk) = (vi + yj + zk)/sin(0/2) = (vi + yj + zk)//2% + y* + 22
Ziskavame jednoznacne urCené | = x/\/2?2 +y?>+ 22, m = y/vV2>+y>+ 2% a

n = z/v/x% + y? + 22. Jednoducho vieme overit, ze naozaj plati > + m? +n? = 1.
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Ukéazali sme, Ze kazdy ¢ € H'\{£1} sa d4 zapisat v pozadovanom tvare, pri-
¢om uhol 0 € (0,27) aj trojica (I,m,n) si uréené jednoznacne.
O

Z posledného tvrdenia vyplyva, ze kazdy kvaternion ¢ € H'\{£1} jedno-
zna¢ne uréuje uhol 0 € (0,27) a jednotkovy vektor (I,m,n). Kvaterniény 1 a —1
su Specidlne a mozeme ich chapat tak, ze im postupne prislichaja uhly 0 a 27,
kedze 1 = cos(0/2) a —1 = cos(27/2). Intuitivne uz vidime, zZe jednotkovy kva-
ternion nesie dostatok informacii na to, aby v nejakom zmysle mohol popisovat
rotéciu v R?. Teraz zadefinujeme presné zobrazenie, pomocou ktorého tento vztah
formalne popiseme.

Definicia 4.2. Pre ¢ € H' definujeme zobrazenie ¢, : H° — H® s predpisom
¢q(p) = apg™

Ak vezmeme lubovolny jednotkovy kvaterniéon ¢ = t + xi + yj + zk, kde
24+ 22+ 9>+ 22 =1ap=ai+ bj+ ck, tak na overenie korektnosti definicie
stac¢i dosadit a zratat sucin gpg—!. Po vy&isleni ndm vyjde kvaternién s nulovou
realnou castou, a teda gpg~! € HP.

Pozndmka. Kvaterniony ¢ a —¢ urcuju rovnaké zobrazenie, kedze plati ¢,(p) =
1 1

g = (=)p(=9) " = ¢—4(p)-

Veta 4.3 (reprezentdcia rotacie v R? kvaterniénom). Nech q € H'\{+£1} je tvaru
q = cos(0/2) + (li +mj +nk)sin(0/2), kde > +m?*+n? =1 a 0 € (0,27). Potom
zobrazenie ¢, z definicie je rotdcia v R o uhol 0 okolo osi, ktord je urcend
jednotkovgm vektorom (l,m,n). Zobrazenia ¢y a ¢_1 urcuji identitu.

Dokaz. Zobrazenie ¢, je definované na H. Lenze kvaterniony z H°, ktoré si
tvaru i +mj + nk, mdzeme stotoznit s vektormi (I, m,n) v R3. Potom zobrazenie
¢, mdzeme vnimat ako zobrazenie v R3. To, Ze ¢; a ¢_; urcuji identitu, vidime
priamo z definicie Dalej predpokladajme, ze ¢ € H'\{#£1}, ¢ = cos(/2) +
(li +myj + nk)sin(6/2), kde 1> + m? + n? = 1.

Ozna¢me i’ = li + mj + nk, potom g = cos(0/2) + ' sin(6/2). Néjdeme kva-
ternién j' = ai + bj + ck € H! taky, Ze vektor (a,b,c) je v R® kolmy na vektor
(I,m,n). Potom vieme, Ze plati a®> + v>* + ¢* = 1 a al + bm + cn = 0. VyuZzitim
tychto vztahov ukdzeme, Ze pre ¢’ a j' plati (¢/)? = (j/)> = =1 a j/i' = —i'j":

o ("2 = (li+mj+nk)(li+mj+nk) = —1>+Imk —Inj —mlk —m?+mni+
nlj —nmi —n?=—(>+m?+n?) = -1,

e (42 = (ai +bj + ck)(ai + bj + ck) = —a® + abk — acj — bak — b* + bei +
caj —cbi — = —(a*> + b+ %) = -1,

o j'i' = (ai+bj + ck)(li + mj + nk) = —al + amk — anj — blk — bm + bni +
clj —emi—cn = —(al +bm+cn) + (bn —em)i+ (el —an)j + (am — bl)k =
(bn — em)i + (el — an)j + (am — bl)k,

o —i'j' = —(li+myj+nk)(ai+bj + ck) = al + amk — anj — blk + bm + bni +
clj —cemi+cen = (al + bm + en) + (bn — cm)i + (cl — an)j + (am — bl)k =
(bn —em)i + (el — an)j + (am — bl)k.
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Zadefinujme este K = i'j’ = (=bn + cm)i + (—cl + an)j + (—am + bl)k.
Vieme, 7e q = cos(6/2) + ' sin(0/2), ¢ize ¢~ = G/N(q) = cos(0/2) — ' sin(0/2).
S vyuzitim vsetkych vztahov, ktoré sme doteraz ukazali, a sictovych vzorcov, sa
teraz pozrieme, ako vyzera zobrazenie ¢, aplikované na 7', j" a k"

. qbq( ) = = (cos(0/2) +i'sin(0/2))i'(cos(8/2) — i’ sin(0/2)) =
cos® (6 )2 —cos( /2) Slﬂ(@/?)( )2 +cos(0/2) sin(6/2) (i) —sin?(6/2)(i')? =
(cos®(0/2) + sm2(9/2))z =17,

. ( ') = = (cos(0/2) + 1 sm(0/2)) '(cos(60/2) — 1 sm(6/2))
cos?(6/ )j cos(0/2) sin(6/2) 51" + cos(0/2) sin(0/2)i’'j' — sin?(0/2)7'j
(cos?(0/2) — sin?(0/2))j" + 2 cos(6/2) sin(0/2)i'" = cos(@)j’ + Sin(@)k’,

o Oy(K) =qk'q™t = (cos(0/2) + ' sin(6/2))k (cos(8/2) — ' sin(6/2)) =
cos?(0/2)k" — cos(0/2) sin(0/2)k't" 4 cos(0/2) sin(0/2)i'k’ —sin*(0/2)i'k'i’ =
(cos?(0/2) — sin?(0/2))k' — 2 cos(0/2) sin(0/2)j" = cos(0)k’ — sin(0)7’.

Ked sa na prvky i, j' a k' pozrieme ako na vektory v R?, tak postupne dosta-
neme (I, m,n), (a,b,c) a (ecm —bn,an — cl,bl —am). Vektory (I,m,n) a (a,b,c) boli
zvolené tak, aby na seba boli kolmé. Zaroven vypoctom standardného skalarneho
suéinu vieme overit, ze aj vektor (ecm — bn,an — cl,am — bl) je na nich kolmy.

To znamena, 7e prvky 7', 5’ a k’, prevedené na vektory R?, tvoria ortogonalnu
bazu R?. Potom podla vypoctov je matica zobrazenia ¢, vzhladom k tejto baze:

1 0 0
Q= 0 cos(f) —sin(0)
0 sin(f)  cos(0)

Vieme, Ze ) je matica rotdcie v R® o uhol 0 okolo prvej stiradnicovej osi.

V nasom pripade prvu stradnicovi os predstavoval kvaternién i/, a teda bola

dand jednotkovym vektorom (I,m,n). Dokazali sme, ze zobrazenie ¢, odpoveda
rotécii v R3 o uhol @ okolo osi danej vektorom (I, m,n).

O

4.2 Konec¢né podgrupy SO(3)

V tejto podkapitole ukdzeme, preco bol v kontexte klasifikdcie konecénych
podgrip H' dolezity suvis kvaterniénov a rotacii v R3. Z minulej sekcie vieme, Ze
kazdy par ¢ m4 priradené zobrazenie, ktoré uréuje rotdciu v R?. Formélne tento
fakt zhrnieme v dalSej vete. Pripomenime, Ze SO(3) je grupa rotécif v R? vzhladom
na skladanie zobrazeni a H! tvor{ grupu vzhladom na nasobenie kvaterniénov.

Veta 4.4. Zobrazenie ¢ : H' — SO(3) definované predpisom (q) = ¢, (pricom
¢4 je zobrazenie z definicie je homomorfizmus, ktory je na a Ker 1p = {£+1}.

Dokaz. Ako prva vec si dokdzeme, ze dané zobrazenie predstavuje homomor-
fizmus grip. To znamend, Ze chceme ukdzat, Ze pre vietky ¢i, ¢ € H!' plati
Y(q1q2) = ¥(q1) 0 ¥(q2). Tento vztah vieme odvodit vyuzitim definicii zobrazeni
¢, ¥ a dosadenim Iubovolného p € H°:
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V(1¢2) (D) = dguga(p) = (2)p(1¢2) ™" = q1epgs a7t = q1(qapas M) gi

= 0, (2Pq5 ) = gy © Do (p) = ¥(q1) 0 V(q2)(p)

Predpokladajme, ze ¢ € Ker ¢. Potom vieme, ze ¥(q) = ¢, je identita. Podla
vety je pre ¢ # £1 zobrazenie ¢, roticia o uhol z intervalu (0,27), ¢o ne-
vyhovuje. Naopak pre ¢ = =£1 to bude identické zobrazenie. Ukazali sme, ze
Ker ¢ = {£1}.

Kazdy netrividlny prvok SO(3) je rotacia p v R?, ktord sa d4 popisat uhlom
6 € (0,2m) a jednotkovym vektorom (I,m,n). Pre kazda takito rotaciu p teda
existuje prislusny kvaternién ¢ = cos(0/2) + (li + mj + nk)sin(0/2), ¢ € H.
Potom podla vety je to hladany vzor, pre ktory plati ¢(¢) = ¢, = p. Preto je
dané zobrazenie na.

]

Z 1. vety o izomorfizme dostavame nasledujici doésledok, ktory mézeme chapat
tak, Ze mame korespondenciu medzi jednotkovym kvaterniénovym parom =g,
q = cos(0/2) + (Ii + mj + nk)sin(6/2) a rotaciou v R3 o uhol @ okolo osi danej
vektorom (I,m,n).

Désledok 4.5. Plati izomorfizmus H'/{41} ~ SO(3).

Vdaka doésledku vidime, Ze na to, aby sme klasifikovali konecné podgrupy
H'/{41}, ndm staci klasifikovat kone¢né podgrupy SO(3). To je uz zndmy prob-
lém, a klasifikaciu spolu s dékazom mozeme nédjst napriklad v ¢lanku Classifying
the finite subgroups of SO(3), Hong Thien An Bui [2, Theorem 9.1.].

Veta 4.6 (konecéné podgrupy SO(3)). Kazdd konecnd podgrupa SO(3) je jedného
z nasledugficich typov:

o T: tetrahedrdlna grupa ~ Ay radu 12 (grupa symetrii Stvorstenu,),

o O: oktahedrdlna grupa ~ Sy rddu 24 (grupa symetrii osemstenu,),

o [:ikosahedrdlna grupa ~ As rddu 60 (grupa symetrii dvadsatstenu),

o D,: dihedrdlna grupa radu 2n (grupa symetrii pravidelného n-uholnika),

o C,: cyklickd grupa rdadu n.

4.3 Koneéné podgrupy H!

Predchadzajicu podkapitolu sme ukoncili tiplnou klasifikaciou koneénych pod-
griup SO(3). V tejto Casti prejdeme postupne jednotlivé moznosti z vety [4.6]
a kazdu z podgrip charakterizujeme a popiSeme ju ako podgrupu H' /{+1}, ¢ize
jej jednotlivé prvky prevedieme do reci kvaternionov.

Dalej si musime uvedomit, ze mame prirodzeny homomorfizmus medzi H'
a H'/{+1}, ktory je definovany tak, Ze prvok ¢ aj prvok —gq posiela na kvaterni-
énovy par £q. Pricom plati, Ze ak by I' bola kone¢na podgrupa H!, tak jej obraz
musi byt konecnd podgrupa v H'/{+£1}. To znamend, Ze ak postupne charakte-
rizujeme vSetky konecné podgrupy H'/{+1} a pozrieme sa aky mohli mat vzor
v H!, tak tymto sposobom ziskame vsetky koneéné podgrupy H!.
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4.3.1 Binarna tetrahedralna grupa

Prva z moZnosti, ktort rozoberieme je, ze ako podgrupu SO(3) mame tetra-
hedralnu grupu 7. Tento pripad je sCasti obsiahnuty v knihe The four pillars of
geometry od J. Stillwella [10, Kapitola 7.7].

Definicia 4.7 (tetrahedralna grupa). Tetrahedrdlna grupa T je grupa rotacnych
symetrii pravidelného stvorstena.

Tvrdenie 4.8 (prvky tetrahedralnej grupy). Rotacné symetrie pravidelného
stvorstena, a teda proky tetrahedrdlnej grupy si:

e identita,

e 3 rotacie o uhol w okolo osi spdjajucej stredy dvoch protilahlych hran Stvor-
stena,

e 4 rotdacie o uhol 27 /3 okolo osi spajajicej vrchol stvorstena a stred protilahlej
steny stvorstena,

e 4 rotdcie o uhol 4w /3 okolo osi spdjajicej vrchol stvorstena a stred protilahlej
steny stvorstena.

Dokaz. Najprv si uvedomime, ze rad tetrahedralnej grupy je 12. Predstavme
si, ze mame pred sebou polozeny pravidelny stvorsten a zafixujme si poziciu
jednej jeho steny a na nej jednej konkrétnej hrany. Potom mame 4 sposoby, ktorta
stenu Stvorstenu dat na zafixovani poziciu a 3 sposoby, ktort hranu na danej
stene nastavit na zafixovani poziciu hrany. Zaroven tymto uz bude celd rotacia
definovand, ak chceme, aby sa Stvorsten zobrazil presne na ten péovodny. Znamena
to, ze mame 4 - 3 = 12 rotac¢nych symetrii pravidelného stvorstena.

Teraz nam stac¢i popisat tychto 12 symetrii. Prvou z nich bude trividlna rota-
cia, teda identita. Nasledne existuje 11 netrividlnych rotécii, ktoré su definované
osou rotacie a uhlom. Mame dve moznosti, ako moze rotacia vyzerat:

» Rotéacia o uhol 7 okolo osi spdjajucej stredy dvoch protilahlych hran stvor-
stena. Existuju 3 takéto osi, a teda tri rotacie tohto typu.

» Rotécia o uhol 27r/3 alebo 47 /3 okolo osi spdjajtcej vrchol Stvorstena a stred
protilahlej steny Stvorstena. Existuju 4 takéto osi, a teda dokopy 8 rotacii
tohto typu.

Vieme, Ze prvy typ rotacie prehadzuje medzi sebou vsetky styri vrcholy, zatial
¢o druhy typ rotacie jeden vrchol fixuje a prehadzuje zvysné tri. Z toho plynie, ze
vsetkych 11 rotacii je roznych a my sme nasli vSetky prvky tetrahedralnej grupy.

O

Teraz mame definované prvky tetrahedralnej grupy ako podgrupy SO(3).
V minulej sekcii sme vo vetdch a popisali korespondenciu medzi rotd-
ciou v R? o uhol 6 okolo osi danej (I,m,n) a kvaterniénovym péarom +q, kde
q = cos(0/2)+ (li+mj+nk)sin(6/2). Vyuzijeme izomorfizmus H' /{+1} ~ SO(3)
z dosledku a popiseme prvky tetrahedralnej grupy ako odpovedajuce kvater-
niénové pary v H'/{£1}.
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Vezmime si pravidelny stvorsten, ktorého taziskom bude pociatok suradnicove;j
sustavy (0,0, 0) a jeho vrcholy budi mat stradnice (1,1,1),(1,—1,—1),(-1,1,—1)
a(—1,—1,1).

Identita: Identickej rotacii vzdy odpoveda kvaterniénovy par £1.

Rotacia okolo osi spajajicej stredy protilahlych hran stvorstena o :

Vdaka sturadniciam, ktoré sme si zaviedli, vieme vyratat, ze stredy hran nasho
Stvorstena maju stradnice (4+1,0,0), (0, & 1,0), (0,0, £ 1). Takze tri osi spa-
jajuce stredy protilahlych hran vieme urcif napriklad jednotkovymi vektormi
(1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1). Jednu z tychto troch osi mozeme vidiet na obrazku [4.1]

Kedze teraz mame uz kazdu z rotacii popisani jednotkovym vektorom a uhlom
7, tak sa podme pozriet, aké kvaternionové pary im odpovedaju. Staci iba do
vztahu ¢ = cos(0/2) + (li + mj + nk)sin(6/2) dosadif za 6 uhol rotéicie a za
(I,m,n) nejaky jednotkovy vektor, ktory definuje os rotacie. Vzdy tymto vypoé-
tom dostaneme iba jeden kvaternion, ale vieme, Ze samotnej rotacii odpoveda
kvaternionovy par. Druhy z kvaterniénov by sme ziskali, ak by sme za vektor
(I,m,n) dosadili opacny jednotkovy vektor, ktory definuje os rotécie.

Os Uhol Dosadenie Kvaternionovy
rotacie | rotacie par
(1,0,0) T cos 5 + (1i 4+ 0j + Ok) sin § +i
(0,1,0) s cos 5 + (02 4 15 + 0k) sin § +j
(0,0,1) m cos 5 + (0i + 05 + 1k) sin § +k

Ukézali sme, ze rotaciam okolo osi spajajucej stredy protilahlych hran Stvor-
stena o uhol m odpovedaja kvaternionové pary +i, +j5 a +k.

(-1,-1,1)

(-1,1,-1)

(1,-1,-1)

Obr. 4.1: Ukazka osi rotacie spajajucej stredy protilahlych hran stvorstena.
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Rotacia okolo osi spajajicej vrchol stvorstena a stred protilahlej steny
stvorstena o 27/3 alebo 47/3:

Vdaka zavedenym sturadniciam vieme vyratat stredy jednotlivych stien Stvor-

stena: (%,é,%),(%,%,%), (

1 -11

37373

1 -1 -1
37373

)a (=,%,%). Kedze vieme aj stradnice vrcho-

lov, tak vieme urcit vektory, ktoré definuju jednotlivé osi rotacii. Nasledne tieto

vektory eSte vynormujeme a dostdvame: (== NINEIL

-1 -1 1 )(—1

—1 —1) a

=Ly, (L,
V3733 f\f\f

(L 75 \/5, \f) Opéft rovnakym sposobom urc¢ime prislichajice kvaternionové pary.

Os Uhol Dosadenie Kvaterniénovy
rotacie rotacie par

(\—7%7\%7%) %“ cos§+%(_i_j+k)51n% i%
(GHad) | F | esirgli-j-Rsng | g
(o) | % | costrip-iti—hsing | wE
(A | |cosFrHimirhsing | el
BAA | F | oFrgli-i-numy | aepe
GHRA | F [k rdplivi—pn | s
i) | 4§ | coo¥rlieirnamy | s

(-1,-1,1)

~1,1,-1)

(1,-1,-1)

Obr. 4.2: Ukazka osi rotacie spajajicej vrchol a stred protilahlej steny Stvorstena.
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Dokopy dostavame 12 kvaterniénovych parov, ktoré popisuju rotacie z tet-
rahedrélnej grupy: £1, +i, £j, k, if‘l;ﬂ*’“, N S = NERCo e
j:_l_g_”k, :|:_1+Z2_7_k,j:_1_2;3_k, i_1+’;3+k a tvoria podgrupu H'/{+1}.

Poslednym krokom je, Ze dantt podgrupu H' /{£1} pozdvihneme na podgrupu
H. To vSak prakticky znamen4 to, Ze pre kazdy kvaterniénovy par 4¢ musime
urcit, ¢i jeho vzor bude ¢ alebo —¢q, pripadne ¢i sa v danej grupe vyskytnu obidva
prvky. Ked si vSak vezmeme kvaterniénovy par +j, tak bez ohladu na to, ¢i
ako vzor vyberieme j alebo —j, tak plati j2 = (—j)? = —1, a teda v povodnej
podgrupe H' sa bude nachddzat vzdy prvok —1, a teda automaticky pre kazdy
kvaternionovy par +q tam ziskame ¢ aj —q. Takto ziskame prvy typ konecnej
podgrupy H', zndmy aj ako bindrna tetrahedrilna grupa.

Definicia 4.9 (bindrna tetrahedrélna grupa). Bindrna tetrahedralna grupa je
grupa 2T = {1,—1,4,—i,j,—j, k,—k, (1 £ i+t j £ k)/2} rddu 24.

Este si m6zeme vSimnuft suvislost s radmi z kapitoly 3, pretoze podla tvrdenia
je binarna tetrahedralna grupa prave grupa jednotiek Hurwitzovho radu.

4.3.2 Binarna oktahedralna grupa

Dalsia moznost, ktorti preberieme je, Ze ako podgrupu SO(3) budeme mat
oktahedralnu grupu O.

Definicia 4.10 (oktahedralna grupa). Oktahedrélna grupa O je grupa rotacnich
symetrii pravidelného osemstena.

Pri charakterizacii prvkov oktahedréalnej grupy vychadzame z knihy Polyhedra
od P. R. Cromwella [7, Kapitola 8]. Nasledujice tvrdenie by sa dalo dokazat
obdobne ako pri tetrahedralnej grupe. Najprv si uvedomime, ze rad oktahedralne;j
grupy bude 8 - 3 = 24 a potom popiseme tychto 24 rotacnych symetrii. Nasledne
sa vdaka ich typom dé nahliadnut, zZe st tieto popisané symetrie rozne.

Tvrdenie 4.11 (prvky oktahedralnej grupy). Rotacné symetrie pravidelného
osemstena, a teda prvky oktahedralnej grupy si:

e identita,

e 0 rotdcii o uhol w okolo osi spdjajucej stredy dvoch protilahlych hrin osem-
stena,

e 4 rotdcie o uhol 2w/3 okolo osi spdjajicej stredy dvoch protilahlych stien
osemstena,

4 rotdcie o uhol 47/3 okolo osi spdjajicej stredy dvoch protilahlijch stien
osemstena,

e 3 rotacie o uhol /2 okolo osi spdjajicej dva protilahlé vrcholy osemstena,
e 3 rotdcie o uhol m okolo osi spdjajicej dva protilahlé vrcholy osemstena,

o 3 rotdcie o uhol 31 /2 okolo osi spajajicej dva protilahlé vrcholy osemstena.
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Prevedieme vlastné podrobné vypocty, ako v minulej sekcii, aby sme popisali
prvky oktahedréalnej grupy ako kvaternionové pary. Vezmeme si pravidelny osem-
sten, ktory bude do kocky s hranou 2 vpisany tak, ze jeho vrcholy budu stredy
stien kocky a tazisko bude v bode (0,0,0). To znamen4, ze vrcholy pravidelného
osemstena budd mat stradnice (£1,0,0),(0, £1,0) a (0,0,£1), ako na obrdzku[4.3]

Identita: Identickej rotacii vzdy odpoveda kvaterniénovy par £1.

Rotacia okolo osi spajajicej stredy protilahlych hran osemstena o 7:

Vdaka sdradniciam vrcholov vieme vyratat siradnice stredov jednotlivych

hrén. Po dvojiciach protilahlé stredy hran su (£, £10), (£, £L,0), (52,0, £,

(££,0,£), (0,.£,Eh) a (0, %l,j;l) Odtial m6zeme ako jednotkové vektory, ktoré

S AL _ 1 1 11 1
urcuju osi rotacii, zobrat (\f ﬁ,O) (\/5,\/5,0) (ﬁ,O,\[) (\/5,0,\/) (O,ﬁ,\[) a
(0, \_/%, f) Tak ako v minulej podkapitole dordtame kvaternionové pary.

Os Uhol Dosadenie Kvaternionovy
rotacie | rotacie par

(75:75:0) m cos § + (i +j)sin§ +55 (i + )
(T5:05:0) | ™ | cosT+ (=it g)sing | £s(—i+ )
(%,0,%) T COS%—F%(Z'—F/{I) sin § i7(2+k)
(%,0,%) m cos § —i—%(—i—i—k) sin 5 j:T(—i—i-k)
(O,%,%) T cos 5 + \[(]—I—k) sin § :|:7(j+k’)
0,7%.5) m cos 5+ Js(—j+k)sing | £5(—j+k)

Obr. 4.3: Ukazka osi rotécie spajajucej stredy protilahlych hran osemstena.
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Rotacia okolo osi spajajicej stredy protilahlych stien osemstena o 27/3

alebo 47/3:

Podla suradnic vrcholov osemstena vieme vyratat suradnice stredov jeho stien.

Konkrétne stredy prislusnych protilahlych stien st (_?
a (_?17%7%)7 (_?17%7_?1) a (%7;1a%)a (%7%7%) a (_?17_?17%)

notkové Vektory, ktoré deﬁnujﬁ jednotlivé osi rotacii (\_/—%, \_/—%, %) (%, = 7

1 -11
733

11 -1y (1 -1 —1
a(333) (G3:3)
Odtial Tahko zratame jed-

—1 —1)

-1 L -l , . Ostéva vypocet prislusnych kvaterniénovych parov.
V3 V31 V3 \/5 \f \f
Os Uhol Dosadenie Kvaterniéonovy
rotacie rotacie par
(AT | F | cosFHd(-ijrhsing | G
L - . . - i—j—k
(%77%77%) 27 cosg—i—%(z—j—k)smg :|:1++
_ _ - - . . R —iti—k
G| F | osFriri-hmy | e
- . S - i+j+k
G | B | cepleiensng | s
() | 2 |cosTt L(—i—j+h)sin | =ik
L - - . . on —14i—j—k
(AR | B | s Lli—j-Rsny | sl
(G | F |+ loiti-Rsing | st
(%,%,%) 4?” Cos%ﬂ*' \[(z+]+k)s1n— i%ﬂ*k

Obr. 4.4: Ukazka osi rotacie spajajucej stredy protilahlych stien osemstena.
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Rotacia okolo osi spajajtcej dva protilahlé vrcholy osemstena o 7/2, 7w

alebo 37/2:

Vzhladom k tomu, zZe stradnice navzajom protilahlych vrcholov osemstena st

po dvojiciach (£1,0,0), (0,£1,0) a
urcené napriklad jednotkovymi vektormi (1,0,0), (0,1,0)

na urcenie jednotlivych kvaternionovych parov.

(0,0, £1), tak osi rotécii, ktoré ich spajaju, si
a (0,0,1). To ndm staéi

Os Uhol Dosadenie Kvaterniénovy
rotacie | rotacie par
(1,0,0) z cos § 4 (i +0j + Ok)sin § +5(1+1)
(0,1,0) z cos§ +(0i+1j+0k)sing | £5(1+))
(0,0,1) 5 cos § + (00 4 07 + 1K) sin 7 i%(l + k)
(1,0,0) T cos 5 + (12 + 07 + 0k) sin § +i
(0,1,0) T cos 5 + (02 4 15 4 0k) sin § +j
(0,0,1) 7r cos 5 + (00 + 0j + 1k) sin § +k
(1,0,0) | 3 | cos 3T + (1i+ 05+ 0k)sin 3 | £5(—1+14)
(0,,0) | 3 | cos 2 + (0i + 15 + Ok)sin 27 | d—=(—=1+ )
(0,0,1) 8 cos 5T + (0i + 07 + 1k) sin 3 | +2-(—1+k)

Obr. 4.5: Ukazka osi rotacie spajajucej dva protilahlé vrcholy osemstena.
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Prvky oktahedralnej grupy nam popisalo 24 kvaterniéonovych parov, ktoré
mozeme najst v predchadzajucich tabulkach. Rovnakou tvahou, ako pri tetra-
hedrélnej grupe, dostdvame dalsiu podgrupu H!, ktord je zndma aj ako binirna
oktahedralna grupa.

Definicia 4.12 (bindrna oktahedrdlna grupa). Bindrna oktahedralna grupa je

_ o Lfitj +itk +jtk tlds £1+j +ltk £ltitjtky .-
20 = {+1, £i, 7, £k, A T A A A 5} radu 48.

4.3.3 Binarna ikosahedralna grupa

Trefou moznostou je, ze ako podgrupu SO(3) mame ikosahedralnu grupu.
Popis jednotlivych prvkov tejto grupy mozeme opat najst v knihe Polyhedra,
P. R. Cromwell [7] a dékaz by bol obdobny ako v predchadzajuicich cCastiach.

Definicia 4.13 (ikosahedralna grupa). Ikosahedrdlna grupa I je grupa rotacnyjch
symetrii pravidelného dvadsatstenu.

Tvrdenie 4.14 (prvky ikosahedralnej grupy). Rotacné symetrie pravidelného
dvadsatstena, a teda prvky ikosahedrdlnej grupy si:

e identita,

e 15 rotdcii o uhol w okolo o0si spdjajicej stredy dvoch protilahlych hrdn dvad-
satstena,

o 10 rotdcii o uhol 2w/3 okolo osi spdjajicej stredy dvoch protilahlych stien
dvadsatstena,

e 10 rotdcie o uhol 47/3 okolo osi spdjajicej stredy dvoch protilahlijch stien
dvadsatstena,

o (6 rotdcii o uhol 2w /5 okolo osi spdjajicej dva protilahlé vrcholy dvadsatstena,
o O rotacii o uhol 47 /5 okolo osi spdjajicej dva protilahlé vrcholy dvadsatstena,
e O rotacii o uhol 67 /5 okolo osi spdjajicej dva protilahlé vrcholy dvadsatstena,

o 6 rotdcii o uhol 8w /5 okolo osi spdjajicej dva protilahlé vrcholy dvadsatstena.

Nasledne opéf zavedieme sturadnice na popis vrcholov pravidelného dvadsat-
stena. Mozeme ich najst napriklad v ¢lanku From the Icosahedron to ES, J. C.
Baez [1]. Pre jednoduchost, na popis siuradnic zavedieme znacenie pre takzvany
zlaty rez ¢ = (1++/5)/2. Potom mozeme 12 vrcholov pravidelného dvadsatstenu
popisat siradnicami (1, £¢,0), (0, £1,+¢) a (£¢,0, £1).

Identita: Identickej rotacii vzdy odpovedd kvaterniénovy par +1.

Rotacia okolo osi spajajicej stredy protilahlych hran dvadsatstena o 7:

Pri ratani stredov protilahlych hran dostdavame napriklad dvojicu (%, %, %)
a (_71, _4’2_1, _7¢), odkial je os uréend vektorom (1, ¢+ 1, ¢). Rovnakym spdsobom
dostaneme este (¢p+1, ¢, 1), (¢, 1, p+1) a ku kazdému z nich este tri dalsie vektory,

ktoré maju vzdy jednu zo siradnic zapornu. Plus este dostaneme trojicu vektorov
(¢,0,0), (0,¢,0) a (0,0,¢). Nasledne vyuzivajic vztah /12 + ¢? + (1 + ¢)? =
2¢ uz dané vektory len vynormujeme. Dostaneme napriklad ﬁ(l, o+1,0) =
(54D = (4D

2 70 2472 2 17272

41



Os Uhol Dosadenie Kvaternionovy

rotacie rot. par
(1,0,0) T cos 5 + (1i + 05 + Ok) sin § +i
(0,1,0) T cos 5 + (02 + 15 + 0k) sin § +j
(0,0,1) s cos 5 + (02 4 05 4 1k) sin § +k

(4 8.8) | 7 | cosTHi(¢Vi+¢j+h)sing | Lo thertk
(5.3:%) | m | cos§g(ditj+oh)sing | Lo
(%, ¢! %) m cos 5 + %(@ + ¢l + ok) sin 5 iw

(¢,1 % =1) T cos § + %(qb_li + ¢j — k)sin g iifli;‘ﬁj’k

—¢~1 s : : - P it+j—¢!
($,3,2)| « cos T + 3(¢pi+j— ¢ 'k)sing L otIod K

(%adﬂ —2) T cosg—{—%(z'—l—gb—lj—gbk)sjng iw

(G2 | 7w | cosTHl(elimgj+h)sing | petietk

(% 5 dfl) 7T cosg—{—%(qﬁz’—j-{-gb*l]{) sin Z idﬂ—j%dflk

1,_‘1’_1,9 T cos T+ (i — ¢~ + pk)sin T 4 itk
20 T3 132 7 T3 2 2

(_q;il ) %, %) m cos 5 + %(—gﬁ*li + o5+ k) sin 5 iw
(2,5, | 7 |cosT4+i(—gi+j+ ¢ k)sing | £tiHitolk
(_717%1,%) ™ cosg+%(—i+¢*1j+¢k)sing iw

Rotacia okolo osi spajajiucej stredy protilahlych stien dvadsatstena
o 27 /3 alebo 47/3:

Podla sturadnic vieme urcit stredy protilahlych stien a z toho nasledne vek-
tory, ktoré urcuju osi rotacii. Dostaneme (2(¢;1), 2e+l) 2(¢;1)) a esSte dalSie tri

3
podobné vektory, kde je ale stale jedna stradnica zapornd, dalej (0, 22¢+1) 29,

3 73
(0, 2C2+1) =29y 4 k obom dalie dva vektory, ktoré vznikli cyklickou zdmenou ich

suradnic. Z prvého typu vektorov po vynormovani dostaneme %(1,1,1) a dalsie

tri s jednou zapornou suradnicou. Z druhého typu ziskame ﬁ(o,%ﬁ +1,0),
ij(o,w + 1, — ¢) plus cyklické zdmeny. V druhom pripade sme vychédzali

zo vztahu pre normu vektoru so zlozkami 0, ¢,2¢ + 1, a teda \/¢2 + 20+ 1)2 =

MLQ‘/E. Dokopy sme ziskali 10 jednotkovych vektorov, ktoré urcuju osi rotécii.
Kazdy z nich spojime s uhlom rotacie 27/3 aj 47 /3 a dordtame odpovedajice
kvaternionové pary.
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Os Dosadenie Kvat.
rotacie pér
(7575 75 cos T+ L=(i+j + k)sin 4 Ltk
(%7%7%) COS%—I—%(@—F]’— iw
(75 7 v5) cos§ + J=(i—j+ k)sin§ itk
(7% 750 75) cos T+ d(—i+j+k)sinZ 4 Ltttk

2 (0.20 + 1,0)

w

iw
2

2
3\/§+\/ﬁ (2¢ + 17¢70>

w
&
+

s7rors (0.0,2¢ + 1)

2
3\/§+\/ﬁ(_¢707 2¢ + 1)
(L, 1 1)
V32 V32 V3
(L, L, =1
V32 V37 V3
(L =1 L)
V3’ V37 V3
(=L, 1, 1)
V37 V37 V3
2
3\f+\/ﬁ(072¢+ 17(25)

2 15(072¢ + 17 - ¢)

2
(26 + 1,6,0)

5
+
ﬁ

2
3\/§+\/ﬁ(2¢ + 17 - ¢70)
ﬁ(%@ 20+ 1)

(0,29 + 1, — @) <&

2\/5(2¢+ 17 - gb,O) 3

cos § + 5722 =((2¢ + 1)j + ¢k) sin

cos § + 3\[+r((2¢+ 1)j — ¢k)sin 3

cos § + 552 =((20 + 1)i + @) sin §
cosg—l—m(@qb—l—l)i—(bj)sing
cos%—l—ﬁ((ﬁi—l—@(b—i-l)k) i
Cosg—kg\ffﬁ(—qﬁi—k(%b—i—l)k) i
cos%”—l—f(z%—j—i-k)sm—

cos%”%—%(i—i—j—k) i

2

cos & + (i —j+k)sin 2

Cos%”qLT(—z—l—j—l—k:)sm—

cos & + 5 =L o—=((2¢ + 1)j + ¢k) sin 3
cos 2T + 3f+\/—((2¢+1)j — ¢k)sin 27
cos & + 5= ((2¢ + 1)i + @) sin 7

cos 2T + 3W+W((2¢+ 1)i — ¢j) sin &

cos—+3f+\ﬁ(¢z+(2¢—|—1) ) si

cos——i-ngMﬁ( o1+ (2¢ + 1)k) si

+ 1+¢j;¢‘1k
+ 1+¢j;¢>*1k
+ 1+¢z’42r¢>—1j
SRETE
+ 1+¢>_21i+¢k
+ 1—¢*21i+¢k;
+ —1+i2+j+k
+ 71+i2+j7k
+ 71+i27j+k
+ —1—i2+j+k:
+ 71+¢j2+d>—1k
+ —1+¢J‘2—¢’1/€
+ —1+¢>12+¢‘1j

—14¢i—¢~']
+ 2

2 | =144 litok

2

2 + —1—¢;1i+¢k

Rotacia okolo osi spajajicej dva protilahlé vrcholy dvadsatstena o 27/5,

4m /5, 67 /5 alebo 87 /5:

Kedze pozname sturadnice vrcholov, tak vieme vyratat sest vektorov, ktoré ur-
—2,2¢) a pre kazdy este zvysné cyklické zdmeny. Vy-

¢uju osi rotacii: (0,2,2¢), (0,
uzivajuc vztah /12 + ¢? =

ktoré urcuju osi rotacii:

.
= (0,1,¢>

5+\[ dostavame vynormované jednotkové vektory,

PvamiCly

S
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Os. Uhol
rotacie rot Dosadenie
. K
vat.
5 )
pér
5+\/5(0’1’¢> ¥ cos T + V2 G
Lo(0,-10)| Z ViRl r kg | e
’ S | cosp+ V2 :
5 — .
L(p0) | % DRI ok)sing | eyl
5 cos T 4+ —¥2 :
5 oo
L(00,-1) | % Vorvs RIS & Sk
5 cos T + V2 .
5 e T
A I B o
5 cos T 4+ —Y2_(;
5 N oo
2 (-160) | ¥ v
’ 5 | cosg+ V2
5 N
B _(016) | & | o oep(Citei)sing | EEE
5 cos & + V2
5 .
fﬁ(o, —1,0)| 4 ) g+ PR)sing ¢k
’ 5 cos =L + V2
5
V2 (6,0,1 A \/Wg( j+¢k)51ni 4o —jtek
=(00.1) | F | cosF A+ V2 2
V2 (4,0, — \/WE<¢Z+/€)51H2§ 4o~ itk
5+\/5 ¢,0, 1) 4% COSQf7T + \/§ 2
5
A D D o b
5 ) 5 CoS 2n 4 NG
5 e
L (-100) | T 2 o T ODIT el
’ 5 cos <L + V2
5
L2 (01,6) | % Lot g)sing | e
5+v5 5 COS3—”_|_ V2 2
V2 0.—1 ) 5+\/g(3 + ¢k) sin & | =0 Lok
54vs B) | o |costm 4 M2 (- 2
5
2 ($,0,1) | & (=) ok sin i | eI
54v5 br | cos 3T 4 Y2 (i 2
V2 (9,0, —1 6 \/ﬁwH—kj)Sml 4o~ itk
5+/5 I ) % COS 3 4 V3 2
5 Pk
2 (16,0) | L (0i—k)sin | £t
5+v5 g 5 CoS 3?” i NG 2
L2 (—1,0,0) 6m 5+\/5<Z+¢J)Sm* 4 =0T tite)
5+v5 I 5 coS 3% i V3 2
2 (0,1,¢) | v i+ ¢j)sin 3 | =g il
5+vE 5 COS4—”_|_ V2 2
L_(0.-10)| % . men AL
5 ’ 5 cos == + V2
5
2o(601) | ¥ ) JAR(I o) | e
+vE 5 cos & + V2
5
2_(¢0,-1)| ¥ s Ve =k
5 ’ 5 cosdm 4 V2
5
V2_(1,9,0) | & 5”5(@ k)sin 4T | £rotioeTk
5++/5 g} 5 CoS 4% i NG 2
L (-100) | ¥ . e iw
5 7 5 cos 2T + V2
’ 5+\/5(_Z + ¢j)sindx | =90 it
2



Na predchadzajucich stranach sme v niekolkych tabulkéch popisali 60 kvater-
niénovych parov, ktoré vzhladom k nasobeniu tvoria podgrupu H'/{+1}. Opét
rozlisenim prvkov v kazdom pére ziskavame dalsi typ podgrupy H', znamy ako
bindrna ikosahedralna grupa.

Definicia 4.15 (bindrna ikosahedralna grupa) Binarna ikosahedralna grupa je
+1ditjtk E1d¢it +1d¢j+ 1k +14 tok Lotito lk
21 = {1, i, %], Sk, ¢ik¢™'j Hltojtd” ¢ litdh Lotitdlk
j:(i)ﬂ:(;ﬁ ]:I:k Loto z:l:j ¢ 1:|:¢>z:tk Lo~ 1:i:]:|:¢k o 1:tz:|:¢>j :|:¢ z:l:d)j:tk :I:(jn:t]:tqﬁ 1k
2

M} radu 120

4.3.4 Binarna dihedralna grupa

Predposlednou moznostou je, ze ako podgrupu SO(3) dostaneme dihedralnu
grupu D,, radu 2n. Pri jednotlivych vlastnostiach dihedralnych grip budeme vy-
chadzat z textu Dihedral groups, K. Conrad [3].

Definicia 4.16 (dihedrélna grupa). Dihedralna grupa D, rddu 2n je grupa sy-
metrii (rotdcii a reflexii) pravidelného n-uholnika.

Tvrdenie 4.17 (prvky dihedralnej grupy). Symetrie pravidelného n-uholnika,
a teda prvky dihedrdlnej grupy D,, su:

e n rotacii o uhol k%’r pre k = 0,1,...n — 1 okolo osi, ktord je kolmd na
rovinu, v ktorej n-uholnik leZi a prechadza cez taZisko n-uholnika,

o n reflexii (alebo aj rotdcii o uhol w):

— ak je n nepdrne, tak okolo 0si spdjajicich vrchol so stredom protilahlej
strany n-uholnika,

— ak jen parne, tak okolo osi spajajicich bud dva protilahlé vrcholy alebo
dva stredy protilahlych stran n-uholnika.

Dokaz. To, ze zobrazenia popisané v zneni vety st vsSetko symetrie pravidel-
ného n-uholnika, sa da lahko nahliadnut. Druhou tlohou je ukézat, Ze symetrii
moze byt najviac 2n, a teda, ze sme ich popisali vSetky. Vyberme si v n-uholniku
dva susedné vrcholy. Ak urcime, kde sa zobrazia tieto dva vrcholy, tak uz tym
bude urcené celé zobrazenie. Prvy vrchol sa moze zobrazit na lubovolny vrchol
n-uholnika, a teda na n roznych pozicii. K nemu susedny vrchol ma na vyber dva
susedné vrcholy okolo obrazu prvého vrcholu. Dokopy teda najviac n -2 = 2n
roznych moznosti.

]

Namiesto toho, aby sme pomocou kvaterniénov popisali vsetkych 2n prvkov
dihedralnej grupy D,,, sa tentokrat pozrieme iba na generatory tejto grupy. Mo-
zeme si uvedomit, Ze na vygenerovanie celej grupy nam stacia dva prvky: jeden
radu n a jeden radu 2. Je to tak vdaka tomu, ze kazda rotaciu o uhol /{:%’T pre
k=0,1,...n — 1 vieme vygenerovat zlozenim k rotécii o uhol 27 /n. V pripade
reflexii vieme postupovat obdobne. Kazdu z n reflexii vieme vygenerovat zlozenim
jednej Tubovolne vybranej reflexie a nasledne niekolkych rotacii o uhol 27 /n.

45



Tvrdenie 4.18 (generatory dihedralnej grupy). Vsetky prvky dihedrdlnej grupy
D,, vieme vygenerovat pomocou dvoch prvkov:

e rotdcie o uhol 27 /n okolo osi, ktord je kolmd na rovinu, v ktorej n-uholnik
lezi a prechddza cez tazisko n-uholnika,

e rotdcie o uhol  (resp. reflexie) okolo osi prechddzajicej cez dva protilahlé
vrcholy n-uholnika (ak je n parne) alebo osi prechddzajicej cez vrchol a stred
protilahlej strany n-uholnika (ak je n nepdrne).

Opat si zavedieme siradnice. Predpokladajme, ze cely pravidelny n-uholnik
lezi v rovine, ktord je dana rovnicou x = 0. Dalej predpokladajme, Ze taZisko
nasho n-uholnika je bod (0,0,0) a je natoCeny tak, ze jeden z jeho vrcholov lezi
na y-ovej osi v bode (0,1,0). Tym je poloha n-uholnika presne urcena.

Rotacia okolo osi, ktora je kolma na rovinu, v ktorej n-uholnik lezi a
prechadza cez tazisko n-uholnika o 27 /n:

Kedze tazisko n-uholnika je v bode (0,0,0) a cely n-uholnik lezi v rovine z = 0,
tak os tejto rotacie je vlastne z-ova suradnicova os, a teda ju vieme popisat
napriklad jednotkovym vektorom (1,0,0).

Potom dant rotaciu vieme obdobne, ako v predchadzajucich kapitolach, popi-
sat jednotkovym kvaterniénovym parom +¢q = +(cos % + (1i+0j + 0k) sin 3—2) =
+(cos T +isinT) v zdvislosti na n.

Rotacia okolo osi prechadzajicej cez dva protilahlé vrcholy n-uholnika
(ak je n parne) alebo osi prechddzajicej cez vrchol a stred protilahlej
strany n-uholnika (ak je n neparne) o uhol 7:

Mobzeme si vybrat akikolvek os reflexie pravidelného n-uholnika. Stradnice
sme si navrhli tak, ze jeden vrchol n-uholnika je vzdy v bode (0,1,0). Vezmeme
si teda os reflexie, ktora prechddza tymto vrcholom. Bez ohladu na to, ¢i je n
parne alebo neparne, tak os reflexie, ktora prechadza vrcholom (0,1,0) bude urcite
prechadzat aj faziskom daného n-uholnika. To znamena, ze tto os vieme popisat
jednotkovym vektorom (0,1,0).

Potom je tato rotacia o uhol m popisana jednotkovym kvaterniénovym parom
+q = £(cos § + (0i + 15 + 0k) sin §) = +£j.

Dokopy sme vdaka popisu generatorov dostali, ze pre dihedralnu grupu D,
radu 2n plati D,, = (&4, £(cos T +isin 7)). Z toho znova rovnakou tivahou do-
stavame dalsf typ podgrupy H!, a to

s T s s
Dic,, = (j, —j,cos — +isin —, —(cos — + isin —)).
n n n n
Kedze, ale plati vztah j2 = —1, tak ndm v zdpise ako generatory stacia prvky j,

cos 7 +isin 7 a dostdvame binarnu dihedralnu grupu.

Definicia 4.19 (bindrna dihedralna grupa). Bindrna dihedralna grupa (resp.
dicyklickd grupa) je pre n > 1 grupa Dic, = (j, cos T +isin =) rddu 4n.
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4.3.5 Cyklicka grupa

Poslednym pripadom je, ze ako podgrupu SO(3) mame cyklickd grupu C,
radu n. To znamend, Zze dana grupa je generovana jednym prvkom radu n. Ked
sa na tento generator pozrieme ako na prvok SO(3), tak sa jedna o rotdciu v R3,
ktori vieme popisat osou rotécie uréenou jednotkovym vektorom (z,y,z) a uhlom
0 € [0,27]. Kedze ma mat dany prvok rad n, tak to znamend, Ze n zloZeni tejto
rotacie nam da identitu. Z toho mdzeme usudit, Zze sa jedna o rotaciu o uhol 6 =
% pre nejaké a € Nya < n. Podobne, ako v predchadzajucich sekciach, vieme
tento prvok potom popisat ako kvaterniénovy par #(cos 4+ (zi+yj+zk) sin 7).

Dostali sme C,, = (£(cos “T + (w1 +yj + zk) sin %)) ako podgrupu H'/{+1}.
Nésledne chceme ziskat prislusnt podgrupu H!, ktora moZe byt vzorom C,, pri
homomorfizme H' a H'/{+1}. Najprv sa pozrieme na potenciélny vzor generdtora
+(cos ©* 4 (wi + yj + zk)sin ©7). Ten jednoduchsi pripad je, ze by islo o grupy
(—(cos & + (zi +yj + zk) sin %)) alebo (cos “T + (wi +yj + zk)sin 7). V oboch
pripadoch to bude cyklickd grupa.

Poslednou moznostou je, Ze by vzorom bola grupa (cos “*+(zi+yj+zk) sin T,
—(cos T 4 (wi + yj + zk)sin 27)). V takomto pripade dokazeme, Ze opif ide o
cyklickii grupu. Ozna¢me o’ a n' také prirodzené ¢isla, ze NSD(a';n') = 1 a
zaroven a/n = a’/n'. Potom médzu nastat dve moznosti:

« Plati, ze d’ je neparne. Potom méame (cos ‘Z—T + (i + yj + zk) sin ”;’L—ZT)"/ =
oS ”;‘:# + (zi + yj + zk)sin ";‘:# = cos(a'm) + (xi + yj + zk)sin(ad'7) =
cos(a’'m) = —1. Prva tprava sa da dokézat indukciou. V poslednom kroku
vyuzivame to, ze a'm je neparny nasobok 7, a teda kosinus nadobtida hod-
notu —1. To znamend, Ze prvok cos “T/L—ZT + (xi + yj + zk) sin “r;—fr dokéze vy-
generovat —1, a teda aj druhy z generatorov, ¢ize je to cyklickd grupa.

» Plati, ze @’ je parne. Potom n’ je neparne, kedze NSD(a’,n') = 1. V takom

pripade dostavame (—(cos ‘;;—7 + (zi+yj+zk) sin ";/L—fr))”' = (=1)"(cos ";;# +

(vi + yj + 2k)sin9T) = (=1)"(cos(a'm) + (xi + yj + zk)sin(a'n)) =

(—1)" cos(a’'m) = —1. Posledn4 tiprava plati vdaka tomu, Ze a'm je par-

nym nasobkom 7, a teda cos(a/w) = 1, zatial ¢o (—1)" = —1, kedze

n' je neparne. Opét z toho ale dostavame, Ze ako generdtor staci prvok
—(cos “T;—Zr + (xi+yj + zk) sin “7;—7) a ide o cyklicki grupu.

Tymto sme presli vietky pripustné konecné podgrupy v H'/{#1} a z nich

odvodili mozné konecné podgrupy H!. Tieto zavery zhrnieme v nasledujticej vete.

Veta 4.20 (kone¢né podgrupy H'). KaZdd konecnd podgrupa H' je jedného z na-
sledujicich typov:

o 2T': bindrna tetrahedralna grupa radu 24,
o 20: bindrna oktahedrdlna grupa radu 48,
o 2[: bindrna ikosahedrdlna grupa radu 120,

e Dic,: binarna dihedrdlna grupa (dicyklickd) rddu 4n,

Cn: cyklickd grupa radu n.
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Na pripomenutie len povedzme, Ze charakterizacia z poslednej vety je
priamo charakterizaciou aj konec¢nych podgriap H*, ako sme v iivode tejto kapi-
toly dokazali.

4.4 Prezentacie konecnych podgrip H*

V tejto podkapitole si uvedieme prezentacie jednotlivych grip, s ktorymi sme
vyssie pracovali. Vo vSeobecnosti grupa G ma prezentaciu (S|R), kde S znamend
mnozinu generatorov danej grupy a R mnozinu vztahov, ktoré platia medzi da-
nymi generatormi. Uplne formélne mézeme povedat, ze G mé prezentaciu (S|R),
ak je grupa G izomorfna faktorgrupe volnej grupy generovanej S podla normaélne;j
podgrupy generovanej vztahmi R.

Napriklad, ked sa povie cyklicka grupa radu n, tak vieme, ze to znaci grupu,
ktorda ma jeden generdator, ktory je radu n. Tento fakt by sa dal pomocou prezen-
tacie grap zapisat ako C,, ~ (r | " = 1).

V nasledujucich tabulkach si zhrnieme najprv prezentacie vsetkych koneénych
podgrip SO(3) (respektive H' /{£1}) a ndsledne aj z nich odvodenych kone¢nych
podgrip H! (respektive H*). Jednotlivé prezentdcie sa daji ndjst bud priamo
v knihe Quaternion algebras, J. Voight [11], z ktorej sme vychadzali, alebo v knihe
Generators and Relations for Discrete Groups, Harold S. M. Coxeter a William
O. J. Moser [6].

Kone¢na podgrupa SO(3) | Rad Prezentacia grupy
Cyklicka n Cp~(r|rm=1)
Dihedralna 2n | D, =~ {(r;s|r=s=(sr)?=1)
Tetrahedralna 12 | T~(rst|r=s=t=rst=1)
Oktahedralna 24 |O~(rst|r?=s=tt=rst=1)
Tkosahedrélna 60 | I~ (rst|r=s=t=rst=1)

Samozrejme, nejde o jediny sposob, ako vyjadrit prezentaciu danych grup.
Napriklad, pri poslednych troch grupach by sme mohli z podmienky rst = 1
vyjadrit ¢ ako t = s7'7~' = (rs)~'. Co by nésledne z podmienky t* = 1, kde
a = 3, 4, 5 spravilo podmienku ((rs)~!)® = 1, ¢iZe po tprave (rs)® = 1. TakZe
napriklad tetrahedridlnu grupu by sme mohli prezentovat ako T ~ (r,s | r? =
s3 = (rs)’ =1).

Prezentacia dihedralnej grupy vychédza priamo z popisu generatorov, ktoré
sme uviedli v tvrdeni [£.18] Dékazy prezentécii zvy$nych troch grip nebudeme
uvadzat vsetky. Pre predstavu ukazeme aspon dokaz izomorfizmu pri prezenté-
cii tetrahedralnej grupy, pricom pri ostatnych by sa dalo postupovat obdobnym
sposobom.
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Pri dékaze nam bude vyhovovat prave upravena prezentacia, a teda dokazeme,
ze T ~ (r,s | r* = s* = (rs)®> = 1). Majme zobrazenie ¢ : (r,s) — T, pricom
(r, s) znamend volnt grupu generovanu r, s. Toto zobrazenie definujeme pomocou
obrazov generdtorov, ¢ize tym, ze r — +i a s — £(—1+ i+ j + k)/2. Dané
zobrazenie je homomorfizmus.

Ako prvia vec ukazeme, ze je dané zobrazenie na. Na to postaci, ak ukazeme,
ze vieme vygenerovaft kazdy prvok grupy 7', pricom budeme vychadzat z popisu
danej grupy pomocou kvaterniénovych parov. To znamend T = {+1, +i, +j,
t o, 4 Lmiitk :l:l—l-z;j—k’ :l:l—i-gj—k, il—l—i—;—j—i—k’ :l:—l—z'2—j+k’ :l:—1+i2—j—k’j:—1—i+j—k
ako sme ukézali v jednej z predchadzajucich sekcii v definicii .

Pri vypoctoch budeme brat r =i a s = (—1+i+ j+ k)/2 a nasledne z vysledku
spravime kvaterniénovy par. Vsetky tieto prvky vieme vygenerovat nasledujticim
sposobom:

Y

—l+titjtk
+

o r=1i— i

. o— —1+i2+j+k — i—l—i—i;—j-i—k’
e == -1— 41,

o ps = (TLELEIHR) _ Sloiciek g cloicirk
. 52— (71+2'2+j+k)2 _ —1—i2—j—k N ilﬂ';jﬂc’
o« S — (_1+i2+j+k)i — —1—7L2+j—k N :l:—l—i;-j—k:’

—1—z’+j—k) _ 1—itjtk e B

o rST =1isT =i(—7% 5 SR

. 7‘82 — i(_l_ZQ_]_k) — 1—z—£]—k j:l_l—g]_k,

o srs=( rs=(

“Ltitith)
2 2 2 2 ’

—1+i2+j+k)<—1—i—j+k) _ ik oy 1dijk

N S2T — (7171,;]7]6)1: — 1fz;]+k :I:lfz;]Jrk’

o srs? = (s1)(s?) = (_I_Z;j_k)(_l_g_j_k) =k — =+k,

¢ srs = (2)(rs) = (R (FEEEE) = j — &,

Zobrazenie ¢ je grupovy homomorfizmus, takze podla 1. vety o izomorfizme
plati (r, s)/Ker ¢ ~ Im ¢. Zaroven sme ukazali, Ze je dané zobrazenie na, a teda

Im ¢ = T. Dokopy mame (r,s)/Ker ¢ ~ T. Ostava ndm ukézat, ze Ker ¢ =

(r?, s, (rs)?). Ak by sa ndm to podarilo, tak potom by platilo:

(rys | r? =g = (rs)?’ =1) ~ (r, s)/(rQ, s3, (7"3)3> ~T.
Vieme ukézat, ze plati:

e 2= =—1— 41,

. 83 — 828 — (_1_i2_j_k)(_1+i2-‘t‘j+k}) =1 — :I:l,

o (rs)® = (rsr)(srs) = (L) (k) = 1 — 41

49



Odtial dostdvame, ze Ker ¢ D (r?, s3 (rs)?). Ostava overit, ze v Ker ¢ nie
je nejaky dalsi prvok. My vsak uz vieme, ze plati (r,s)/Ker ¢ ~ T, a ze T' ma
rad 12, ¢o znamend, ze aj (r, s)/Ker ¢ musi mat rad 12. Ukazeme, ze ak by sa
Ker ¢ = (r?,s3, (rs)?), tak potom ma (r, s)/Ker ¢ prave 12 prvkov. To vylucuje,
ze by bol v Ker ¢ nejaky dalsi prvok, pretoze potom by (r, s)/Ker ¢ malo menej
prvkov, ako musi maf.

Budeme postupne tvorit slové roznych dizok z generdtorov r, s. Vieme, Ze sa
v nich nemo6zu vyskytovat dve r respektive tri s za sebou, pretoze potom je tato
cast rovna 1. Zaroven vieme, ze 12 prvkov, ktoré sme vyuzili pri dokaze toho, ze
je ¢ na, su rozne.

o dizky 1: 7, s, 1
. diiky 2: 18, Sr, Ss
. diiky 3: rsr, rss, srs, SSr

Vzdy, ked budujeme slové dizky k, vychddzame zo slov dlzky k—1, ktoré boli rozne
a pridavame ako posledny znak r a s tak, aby slova neobsahovali za sebou dve r
ani tri s. Zaroven, kedze r? = 1, tak » = r~!, rovnako s® = 1 implikuje s? = s71,
a poslednd podmienka (rs)® = 1 sa d4 interpretovat aj ako rsrs = s~!r~1. Tieto

pravidla budeme pouzivaf.

o dizky 4:

1,.—1

— rsrs = s 'r~! = s?r - tento prvok uz mame

— rssr = r(s?)(r) = r(s 1) = r(rsrs) = (rr)srs = srs - tento prvok
uz mame

— srsr=r"lg7!

= rs? - tento prvok uZ mame
— §rss - novy prvok

— §srs - novy prvok
o dlzky 5:

— srssr = s(rssr) = ssrs - tento prvok uz mame

— ssrsr = s(srsr) = srss - tento prvok uz mame

— ssrss = ss(r)(ss) = ss(r's™!) = ss(srsr) = (sss)rsr = rsr - tento

prvok uz mame

Postupne sme generovali vietky moné prvky (r,s | > = s3 = (rs)® = 1) a nasli
sme prave 12 roznych. Vsetky ostatné vieme pomocou prepisovacich pravidiel
previest na jeden z tychto prvkov. Tymto sme dokazali spravnost prezentacie
tetrahedralnej grupy.

Ako sme uz avizovali, pre uplnost na zaver este uvedieme prezentacie jednot-
livych konecnych podgrap H*.
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Konecéna podgrupa H* | Rad Prezentacia grupy
Cyklicka n Cp(r|rm=1)
Bindrna dihedrdlna | 4n | Dic, ~ (r,s | r*» =1,5%> =", s7lrs = r71)

Bindrna tetrahedralna
Binarna oktahedralna

Binarna ikosahedralna

24

48

120

2T ~ (r,s,t,u | =s* =3 =rst =u,u? = 1)

20 ~ (r;s,t,u | r* =83 =t =rst = u,u* = 1)

2I ~ (r;s,t,u | r* =83 =t> =rst = u,u? = 1)

51



5. Grupy jednotiek v radoch v
hamiltonovskych kvaterniénoch

V tejto kapitole sa dostavame k dalsej klticovej casti tejto prace, ktort sme uz
viackrat spominali, a to klasifikacii konecnych grip jednotiek v radoch v hamilto-
novskych kvaterniénoch. Dant tému podrobne rozoberieme a vychadzat budeme
z knihy Quaternion algebras od J.Voighta [I1, Kapitola 11].

Na zaciatok predpokladajme, ze mame kvaternionoviu algebru B = (‘f@b) =

Q+ Qi+ Qj + QFk taku, ze plati (“ﬁf’) ~ H. To podla vety [2.11| vieme, Ze nastane
prave vtedy, ak a < 0 a zaroven b < 0. Nasledne v danej kvaterniénovej algebre
vezmeme rad O C B. Nasim cielom bude skiimaf jeho grupu jednotiek, a teda O*.

Spominali sme, ze budeme skimat grupy jednotiek v rddoch v hamiltonov-
skych kvaterniénoch. Toto oznacenie vyplyva z volby kvaterniénovej algebry,
a teda z toho, ze plati:

a,b a,b
*COCB=|=2 Cc = ~ H.
orcoc <@>_<R>

Tvrdenie 5.1. Plati O* CO' ={a € O | N(a) =1} a grupa O* je konecnd.

Dokaz. 'V prvom rade si uvedomime, ze ked a« € O, a =t + xi + yj + zk, tak
potom podla definfcie [1.12 plati N(a) = t? — ax? — by + abz2. V naSom pripade
ale vieme, ze pre kvaterniénovu algebru, v ktorej sa nachadzame, plati a,b < 0,
a teda mozeme pisat N(a) = t? + |a|x?® + |b|y? + |ab|z?. Z ¢oho priamo vidime, Ze
norma je vzdy nezdporné racionalne ¢islo, a teda konkrétne N(O*) C Q.

KedZe O je Z-rad, tak spojenim tvrdeni [3.7] a [3.8] dostavame, Ze kazdy prvok
radu O ma celociselnt stopu aj normu, a teda N(O*) C Zsq. Na zéver si este
vSimneme, ze ked a € O, tak existuje 5 € O taka, ze aff = 1 a odtial apliko-
vanim normy ziskame N(a)N () = 1. Z toho vyplyva, ze norma prvku z O* mé
vzdy inverz, kedze N(a), N(B) € Z, a teda N(O*) C Z%, = {1}. Z ¢oho priamo
plynie O* C O!. -

Na to, aby sme ukazali, Ze O* je konefna grupa, tak ukazeme, ze O! je ko-
neénd. Kedze O! C H, tak na prvky O sa mozeme pozerat ako na body na elip-
soide v R*. Kedze O je Z-rdd, a teda Z-mriezka, tak sa na prvky O!' mozeme
pozerat ako na mrezové body na elipsoide v R*. Tych je koneéne mnoho, a teda
O! je kone¢nd mnozina.

[]

Spojenim tvrdenia[5.1]s predchddzajicou ivahou dostdvame, ze O je kone¢nd
podgrupa H. Kedze O* je grupa jednotiek a neobsahuje 0, tak dokonca plati
O* je konecna podgrupa H*. V tejto chvili presne vidime vyznam toho, preco
sme sa v minulej kapitole venovali tplnej klasifikacii koneénych podgriap H*.
Nasim cielom teraz bude vratit sa k vete [£.20, ktord charakterizuje aj konecné
podgrupy H*, a prejdenim jednotlivych moznosti charakterizovat O*.

52



5.1 Kvadratické polia

Pred tym, ako prejdeme ku charakterizacii griup jednotiek, zhrnieme si cast
tedrie ohladom kvadratickych poli, ktori budeme pri charakterizacii potrebovat.
Pojde hlavne o tedriu tykajicu sa celistvych prvkov. Pri nasledujicich dokazoch
budeme vychadzat predovsetkym z ¢lanku Factoring in quadratic fields, K. Con-

rad [4].

Definicia 5.2 (kvadratické pole). Nech d € Z, d # 1 a plati, Ze d nie je delitelné
Ziadnou druhou mocninou celého cisla okrem 1 (inak povedané d je bezstvorcové).
Potom Q(v/d) = {x + yVd | z,y € Q} je kvadratické pole.

Kvadratické polia Q(\/E) rozdelujeme podla toho, ¢i je d kladné alebo zaporné,
na redlne a imaginarne kvadratické polia.

Definicia 5.3 (redlne, imaginarne kvadratické pole). Nech d € Z, d # 1 a d je
bezstvorcové. Potom kvadratické pole Q(\/E) je redlne, ak plati d > 0 a imagi-
narne, ak plati d < 0.

Definicia 5.4 (celistvy prvok, okruh celistvych prvkov). Nech Q(v/d) je kvadra-
tické pole. Potom prvok ~ € Q(\/E) je celistvy, ak je koreriom monického poly-
nomu s koeficientami zo Z.. Vsetky proky @(\/E), ktoré su celistvé, tvoria okruh
celistvych prvkov, ktory znacime OQ( Va)-

Pre kvadratické polia mozeme opéat obdobne zaviest pojem zdruzeného prvku,
normy a stopy. Nasledne vdaka tomu mézeme charakterizovat, ktoré prvky lezia
v okruhu celistvych prvkov.

Definicia 5.5 (zdruZeny prvok). Nech Q(v/d) je kvadratické pole a v € Q(v/d),
v =z + yVd. Potom definujeme k nemu zdruzeny prvok ako ¥ = z — yv/d.

Definicia 5.6 (norma, stopa v kvadratickom poli). Nech Q(v/d) je kvadratické
pole a v € Q(\Vd), v = = + yVd. Potom definujeme normu v ako n(y) = vy =
2?2 — dy? a stopu ako tr(y) = v +7 = 2z.

Opét sa da Tahko overit, ze aj v kvadratickom poli Q(\/E) je stopa aditivna
a norma multiplikativna. Pre kazdy prvok v € Q(v/d) plati, Ze je korefiom mo-
nického polynému tvaru (z —v)(z —7%) = 22— (v+7)z +97 = 2* —tr(y)z+n(7y).

Tvrdenie 5.7. Nech Q(\/d) je kvadratické pole a v € Q(\/d). Oznacme mini-
mdlny monicky polyném pre v ako m.(z) € Qz]. Potom plati, Ze v € Og
prave vtedy, ked m.(x) € Z[z].

Dokaz. Ked m,(z) € Zlz], tak zjavne z definicie rovno v € O,/ Potrebu-
jeme teda dokazat opacnu implikdciu. Predpokladajme, Ze 7 je celistvy prvok.
To znamend, Ze existuje monicky polyném f(x) € Z[z] taky, ze f(v) = 0. Po-
tom v Q[z] plati, ze m.(x) deli polyném f(z). Tym padom vieme, zZe existuje
g(x) € Q[z] taky, ze m,(x)g(z) = f(z). Z toho rovno vidime, ze g(x) bude tiez
monicky polyném.
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Chceme ukézat, ze m.(x) € Z[z]. Pre spor predpokladajme, Ze to neplati. Po-
tom existuje prvocislo p také, ze deli aspoil jeden menovatel koeficientu v m.(z).
Oznacéme u > 0 najmensie prirodzené ¢islo také, ze ziaden z koeficientov poly-
nému p“m.,(x) uz nema menovatel delitelny p. Rovnako ozna¢me v > 0 najmensie
prirodzené ¢islo také, Ze to isté plati o pYg(z). Pédvodni rovnost mozeme upravit
na pm.(x)p*g(z) = p*) f(x).

Kedze Tava strana rovnosti uz nema ziaden menovatel delitelny p, tak sa na
dant rovnost moézeme pozriet modulo p. Na pravej strane dostavame 0 v Z,[z], za-
tial ¢o na lavej strane mame sicin dvoch nenulovych polynémov p“m. (z) a p¥g(x).
Vieme, Ze st nenulové v Z,[x], kedZe vzhladom na minimalitu u a v v nich existuje
koeficient, ktory nie je delitelny p. V Z,[z] ale nie je mozné, aby dva nenulové
prvky dali nulovy sicin, a teda mame spor.

0

Tvrdenie 5.8. Nech Q(v/d) je kvadratické pole a v € Q(v/d). Potom plati, Ze
7 € Og(yq prave vtedy, ked n(v),tr(y) € Z.

Doékaz. Nech n(v),tr(y) € Z. Potom spominany polyném z? — tr(y)z + n(y) je
monicky, v je jeho korenom a ma koeficienty zo Z. Z toho plynie, Ze 7 je celistvy
prvok.

Pre opa¢nu implikaciu predpokladajme, ze v € OQ(\/E)' Jediné celistvé prvky

z Q st priamo prvky Z, a teda ak v € Q, tak plati v € Z a priamo z definicie

aj n(vy),tr(y) € Z. Predpokladajme teda, ze v ¢ Q. Potom minimalny polyném

pre v mé stupen prave 2. VysSie zmieneny polyném x? — tr(vy)z + n(y) ma stu-

pen 2 a v je jeho korenom, ¢ize je to minimalny monicky polyném pre +. Potom
z predchadzajiceho tvrdenia [5.7| vieme, ze n(vy),tr(y) € Z.

O

Tvrdenie 5.9. Nech Q(v/d) je kvadratické pole. Potom plati, e (Ogwa) ™ =
{7 € Og(va | n(v) = £1}.

Dokaz. Nech v € OQ(\@. Predpokladajme, Ze je v jednotkou. Potom existuje
s OQ(\/E) taka, ze plati v = 1. Po aplikovani normy na obe strany dostavame
rovnost n(y)n(d) = n(l) = 1. Podla predchddzajiceho tvrdenia vieme, ze
n(y) € Z, a teda jediné moznosti s, ze n(y) = £1.

Pre opa¢nu implikéciu predpokladajme, ze n(y) = +1. Vieme, ze prvky v a ¥
majai rovnakd normu a stopu. Takze ked v € OQ(\/@, tak potom aj 7 € OQ(\/E)
podla tvrdenia . Potom z definicie normy mame +1 = n(vy) = 77, ¢ize £7 je
inverzny prvok k ~.

]

Teraz uz mame dostatok informacii, aby sme exaktne popisali, ako vyzera
okruh celistvych prvkov kvadratického pola a nasledne popisali grupu jednotiek
v okruhu celistvych prvkov aspon pre pripad imaginarneho kvadratického pola.
Nasledujuce tvrdenia sa daju najst napriklad v knihe A Classical Introduction to
Modern Number Theory, K. Ireland a M. Rosen [8, Kapitola 13].
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Veta 5.10 (okruh celistvych prvkov kvadratického pola). Nech d € Z, d # 1,
d je bezstvorcové a Q(v/d) je kvadratické pole. Potom plati:

o B Z[\/E} ak d=2,3 mod 4,
Q(Wd) — Z[H\/g] akd=1 mod 4.

2

Dokaz. Najprv ukazeme jednu inkliziu. Nech v € OQ(\/E)’ v =z 4+ yVd, kde z,
y € Q. Podla tvrdenia plati, ze ak v je celistvy prvok, tak tr(y) =2z € Z a
aj n(y) = 2* — dy? € Z. Kedze 2z, 2* — dy* € 7, tak aj (2z)?, 4(2* — dy?) € Z,
¢o nés vedie k tomu, 7e aj (2x)? — 4(2® — dy?) = 4dy?® = (2y)?d € Z. Vzhladom
na to, ze d € Z je bezstvorcové, tak vlastne dostavame 2y € Z.

To znamend, ze mdézeme zaviest znacenie m = 2z, n = 2y, kde m, n € Z.
Zéroven podmienka z? — y*d € Z vedie k tomu, ze m?/4 — dn?/4 € Z, a teda
m? —dn? =0 mod 4. Vieme, Ze modulo 4 mame kvadratické zvysky iba 0 alebo
1. Teraz rozoberieme dve moznosti:

e Nech d = 2,3 mod 4. Potom plati 0 = m? — dn? = m? 4 2n? alebo m? + n?
mod 4. V oboch pripadoch je kvoli kvadratickym zvyskom jediné mozné
rieSenie, ked m? = n? = 0 mod 4. To nastane prave vtedy, ked m aj n st
parne &sla, a teda x, y € Z. Ukézali sme, Ze v tomto pripade v € Z[Vd].

e Nechd =1 mod 4. Potom 0 = m? — dn? = m? —n? mod 4. Odtial plynie,

7ze m? =n? mod 4, a teda m a n musia mat rovnakd paritu. Plati, Ze:
m4nvd m+n —1+Vd
y=z+yVd= = +n .
2 2 2
Kedze m a n maji rovnaki paritu, tak vieme, ze (m 4+ n)/2 € Z. Co

znamena, e vy € Z[#].

Teraz ukézeme opaénti inkliziu. Najprv predpokladajme, ze v € Z[\/d], ¢ize
v = z 4+ yVd, kde x, y € Z. Potom priamo z definicie tr(y) = 2z € Z a aj
n(vy) = 2? — dy* € Z. Takze podla tvrdenia |5.8 je v celistvy prvok.

1+2\/g], Cize vy = v + y(1+27\/8)’ kde z, y € Z. Potom

vieme vykonat tpravu y = x+y(#) = (z41y/2) + (y/2)Vd. Odtial opit vieme
vyjadrit stopu tr(y) = 2(z+y/2) = 2z+y anormu n(y) = (z+y/2)* —d(y/2)? =
2?2 + 2y + y*(1 — d) /4. Rovno vidime, Ze stopa je celo¢iselna, a kedZe v tomto pri-
pade je d =1 mod 4, tak aj norma je celoc¢iselna. Rovnakou tivahou dostavame,
ze 7y je celistva.

Teraz nech plati v € Z]

]

Veta 5.11 (grupa jednotiek v okruhu celistvych prvkov imagindrneho kvadra-
tického pola). Nech d € Z, d # 1, d je bezstvorcové a Q(v/d) je imagindrne
kvadratické pole. Potom plati:

o ak d = —1, tak potom grupa jednotiek (Og =) = {1,4, —1, —i},
« ak d = =3, tak potom grupa jednotiek (Og(/=5))* = {41, fw, +w?}, kde

w=(-1++-3)/2,

 akd= =2 alebo d < =3, tak potom grupa jednotiek (Ogq)" = {1,—1}.
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Dokaz. Nech ~v € ((’)Q(\/&))X, potom podla tvrdenia plati, ze n(y) = £1.
Najprv predpokladajme, ze d = 2,3 mod 4. Potom podla vety vieme, Ze
v = z+yVd pre z, y € Z. Z definicie normy mame n(y) = n(z+yvd) = 2>+|d|y>.
Spojenim tychto podmienok dostdvame x? + |d|y? = 1. Potom mo6Zu nastat dve
moznosti:

e Plati, Ze d = —1. Potom mame rovnost 22 + y> = 1, a teda jediné rieSenia
stz =41, y =0 alebo x =0, y = +1. Z toho plynie, ze v € {1,4, —1, —i}.

o Plati, Ze d # —1. Potom nutne y = 0 a jediné rieSenia rovnice x? +|d|y? = 1
stz = %1, ¢ize vy € {1,—1}.

Teraz predpokladajme, Ze d = 1 mod 4. Potom z vety moZeme odvodit,
ze plati v = (z + yv/d)/2 pre x, y € Z, v = y mod 2. Z definicie normy opit
dostavame n(y) = n((z +yvd)/2)) = (z/2)%+ |d|(y/2)?. Spojenim s podmienkou
n(7y) = &1 dostdvame jedini moZnost, ktord moze nastat (z/2)? + |d|(y/2)? = 1,
¢o je po tprave 2% + |d|y* = 4. Potom st znova dve moZnosti:

o Plati, Ze d = —3. Mame rovnost 22 + 3y*> = 4, kde z, y € Z, x =y mod 2.
Jediné riesenia su x = *1, y = £1 alebo x = +2, y = 0. Po dosadeni
vidime, Ze to znamena, ze v € {£1, (1 £ /—3)/2} = {*1, fw, +w?}.

 Plati, Ze d # —3. Potom jediné riesenie 22 + |d|y* = 4 je x = £2, y = +0,
Gize v € {1, -1},

Tymto rozborom sme pokryli vietky moZnosti a ukazali, Ze (Og/z)* je nutne

jednym z troch spominanych typov.
O

5.2 Cyklicka grupa ako grupa jednotiek

Teraz mozeme prejst k jednotlivym pripadom, ktoré sme avizovali na konci
uvodu piatej kapitoly. Prva moznost, ktortt mame je, ze O bude cyklicka grupa.
To znamend, ze existuje prvok «, ktory celé O* generuje, a teda plati O* = («).
Kedze o € O a O je Z-rad, tak podla tvrdeni[3.7a[3.8 plati, ze N(a), Tr(a) € Z.
Rovno na tvod mézeme predpokladat, ze o # +1. Inak dostavame rovno trivialnu
cyklickta grupu O* = {1} alebo O* = {£1} cyklickd grupu radu 2.

Lemma 5.12. Nech (al;b> je kvaternionovd algebra. Potom pre prvok o € (‘}b)

plati, Ze spliia rovnicu o — Tr(a)a + N(a) = 0.

Dokaz. Podla definicif a vieme, ze N(a) = a@ a Tr(a) = a+a. Potom
mozeme pisat:
o —Tr(a)a+ N(a) =o* — (a+@)a + ad = o® — a® — @a + a@ = —aa + ad

Na to, aby platila rovnost zo znenia lemmy, potrebujeme este ukazat, ze plati

vztah a@a = aa. Nech a =t + 21+ yj + 2k, a € (‘}b) a vyjadrime oba stuciny:
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o o = (t+zityj+zk)(t—zi—yj—zk) = t*—twri—tyj—tzk+trvi—ax®—xyk—
xzaj+tyj+ayk —by? +yzbi+tzk+xzaj —yzbi+abz? = t? —ax® —by* + abz?

o aa = (t—wi—yj—2zk)(t+xityj+zk) = t*+toit+tyj+tzk—trvi—ax®—xyk—
xzaj —tyj+ayk —by? +yzbi—tzk+xzaj —yzbi+abz? = t2 —ax® —by* +abz>

Z toho uz rovno plati, ze a® — Tr(a)a + N(a) = 0.
[

Vdaka poslednej lemme vieme, ze konkrétne aj nas generator a grupy O
spliia. rovnicu o — Tr(a)a + N(a) = 0. Spolu s faktom N(a),Tr(a) € Z, do-
stdvame, Ze generdtor a spliia kvadratickd rovnicu s celo¢iselnymi koeficientami.
KedZe ale a € O* a ukazali sme, ze O* C O, tak rovno vieme, ze N(a) = 1.
Tym padom si mézeme dand rovnicu upravit na x*> — Tr(a)z + 1 = 0. Ked sa
na tito rovnicu pozerame nad H, tak moze mat samozrejme vela korenov, ktoré
nevieme presne vyjadrit. AvSak, ak sa na dani rovnicu pozrieme nad C, tak ako
kvadratickd rovnica ma aj komplexné riesenie, ktoré oznacime [ a vieme ho vy-
jadrit podla klasického vzorca pre riesenie kvadratickej rovnice. Odtial dostavame

B = (Tr(a) £ /Tr(a)? — 4)/2, kde § € C.

Lemma 5.13. Plati, ze Qo] = {a +ba | a,b € Q} je podokruh H.

Dékaz. Kedze a € H, tak Q[a] je ur¢ite podmnozina H. Staci overit, ze je uzavretd
na scitanie a nasobenie. Vezmime si a; + by, as + byar € Q[a]. Potom plati:

. (a1 + bloé) + (CL2 + bQOé) = (a1 + CL2) + (bl + bg)Oé,

] (a1 + bla)(ag + bgOé) = aias + albga + blagoz + blb2a2 = aia9 + CblbgOé +
b1a2a + b1b2<TT(Oé)Oé — 1) = (a1a2 — blbz) -+ (a162 —+ b1a2 —+ bleTT’(Oé))Oé.

Pri vypocte stc¢inu sme vyuZili na vyjadrenie a? vztah o? — Tr(a)a +1 = 0.
Kedze Tr(«) € Z, tak z vypoctov vidime, Ze stcet aj sucin patri do Q[a], a teda
sa jedna o podokruh.

]

Rovnako vieme, ze pre f € C plati, ze Q[8] = {a+ bB | a,b € Q} je okruh.
Lahko overime, Ze zobrazenie a + b5 — a + ba déva okruhovy izomorfizmus
Q[pA] ~ Q[a]. Namiesto toho, aby sme dalej skiimali generator «, tak sa pozrieme
blizsie prave na prvok [ a nasledne vyuzijeme tento izomorfizmus. Konkrétne sa
pozrieme na kvadratické pole Q(f).

Kedze vieme, 7e 3 = (Tr(a) &= /Tr(a)? — 4)/2, tak oznaé¢me D = Tr(a)? —4
diskriminant a dalej najdime také Dy, Dy € Z, Ze plati D = Dy D3 a navySe D
je bezstvorcové. Potom v skutoénosti plati Q(8) = Q(vD) = Q(v/Dy) a podla
definicie mame kvadratické pole. Dalej ukéZeme, ze dané kvadratické pole je
imaginarne. Budeme vychadzat z definicie |5.3|

Lemma 5.14. Ak 8 = (Tr(a) + \/Tr(a)2 —4N(«))/2, tak potom Q(B) je ima-

ginarne kvadratické pole.
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Dékaz  Ako sme uz spominali, tak Q(f) = Q(v/D) pre D = Tr(a)? — 4N ().
Ukazeme, ze D < 0. Na «a sa mozeme pozerat ako na prvok H, nech teda plati
a =t+zi+yj+ zk. Potom Tr(a) =2t a N(a) = t* + 2? + y* + 22, Plati:

D =Tr(a)> —4N(a) = (2t)* —4(t* + 2* + 3> + 2°) = —4(2* +y* + 2*) < 0.

V pripade, ze by malo platit D = 0, tak nutne x = y = 2z = 0, ¢o znamena, ze
a € R, konkrétne vdaka tvrdeniu [5.1] by bola aw = +1. Na zaciatku sme ale rovno
predpokladali, ze o # £1. Dokopy teda mame D < 0. Ak najdeme Dq, Dy € 7Z
také, ze plati D = D D3 a navySe D; je bezstvorcové, tak nutne Dy < 0. Z toho
ale plynie, ze Q(8) = Q(v/D1) je imaginarne kvadratické pole.

O

7, predchadzajiceho dokazu okrem iného vidime aj to, ze ak D < 0, tak
potom [ ¢ R. Teraz sa pozrieme na okruh celistvych prvkov v kvadratickom poli
Q(B). Podla definicie Vieme, ze (3 patri do Ogg), kedZe je korefiom monického
polynému 22 — Tr(a)z + 1 = 0, kde Tr(a) € Z. Dalej budeme smerovat k tomu,
aby sme ukazali, Ze 3 je v Og() dokonca jednotkou.

Pre nas prvok 8 € Q(v/D;) plati, ze S je koreiom monického polynému
22 — tr(B)z + n(B). Toto plati pre kazdy prvok kvadratického pola a overili sme
to v predchadzajicej sekcii. Zaroven ale pre [ plati, ze je korenom monického
polynému z? — Tr(a)z + 1. Z toho vidime, Ze plati:

B2 —tr(B)B +n(B) = 0=~ Tr(a)f + 1= (Tr(a) — tr(8))8 =1 - n(B).

Teraz bud plati (Tr(«) — tr(f)) = 0, a teda z toho aj 1 — n(f8) = 0, cize
n(f) = 1. Alebo mozeme vyjadrit = (1 —n(B))/(Tr(a) —tr(5)). To je ale spor,
pretoze vieme, ze (5 ¢ R.

Kedze pre § sme ukézali, ze n(3) = 1, tak podla tvrdenia vieme, ze 3 je
jednotkou v okruhu celistvych prvkov Ogg). Vyssie sme este v lemme uka-
zali, ze Q(B) je imaginarne kvadratické pole. Tato informécia pre nas bude teraz
dolezita z toho titulu, ze pre imaginarne kvadratické polia vieme vo vSeobecnosti
popisat grupu jednotiek ich okruhu celistvych prvkov, ako sme ukazali vo vete

B.IT

Kedze 3 je jednotkou v Og(sy pre imaginarne kvadratické pole Q(f), tak do-
stdvame, Ze 8 je jednym z vymenovanych prvkov z vety [5.11] Dokonca plati, Ze
£ musi byt generatorom jednej z tychto spomenutych grup jednotiek. Prepokla-
dajme, ze by [ negenerovala celt grupu jednotiek. Potom vdaka izomorfizmu,
o ktorom sme hovorili v ivode vieme, Ze ani « negeneruje celi grupu jednotiek
v Q[a]. Kedze Q[a] C O, tak grupa jednotiek v Q[a] je podmnozina O*. To by
ale znamenalo, Ze (o) # O*, ¢o je spor. Vieme teda, Ze 3 generuje {1, —1} alebo
{1,4,—1,—i} alebo {=1, (%1 £ /=3)/2}. To znamen4, Ze  m4 rad 2, 4 alebo
6. Vdaka izomorfizmu je potom aj («) grupa radu 2, 4 alebo 6. Poznatky z tejto
podkapitoly zhrnieme v nasledujicej vete.

Q
plati, Ze O je netrividlna cyklickd grupa, tak potom md rad 2, 4 alebo 6.

Veta 5.15. Nech O je rad v kvaternionovej algebre B = (‘“’), kde a, b < 0. Ak
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5.3 Binarna dihedralna grupa ako grupa jedno-
tiek

Druhd moznost je, ze O je binarna dihedrdlna grupa radu 4n, kde n > 1.
Zo sekcie pozname prezentaciu tejto grupy. Vdaka tomu vieme, ze existuji
o, B € OF také, ze plati O* = (o, B | &®* = 1,% = o”, 'afB = a~1). Cize O
ma dva generatory, a to a radu 2n a 8 radu 4.

Pozrieme sa najprv na prvok 3. Vieme, Ze je rddu 4, a teda 3% = 1. UkdZeme,
7e potom nutne 32 = —1. Na prvky a, (8 sa modZeme pozerat ako na prvky H,
a teda predpokladajme, ze 5% =t + xi + yj + zk. Plati:

1=3= ()= (t+ai+yj+zk)> =12 — 2 —y* — 22 + 2tai + 2tyj + 2tzk.
Potrebujeme teda, aby platilo:
-2t =y —22=1 2x=0 2y=0 2z=0.

Najprv predpokladajme, ze t = 0. Nasledne z prvej rovnice dostavame podmienku
—2% — y? — 2?2 = 1, ¢o pre redlne z, y, z nie je moZné. Z toho plynie, ze t # 0.
Potom ale zo zvysnych troch rovnic dostavame podmienky z = y = 2z = 0, ¢o
po dosadeni do prvej rovnice déva t?> = 1, z éoho vieme, Ze t = 1 alebo t = —1.

Kedze 32 = t, tak potom 32 =t = —1, kedZe 3 m4 rad az 4 a nie 2.

Teraz sa pozrieme na prvok a. Vieme, ze a ma rad 2n, a teda moézeme povedat,
ze v.O* samotny prvok a generuje cyklicki grupu radu 2n. Ako sme ukéazali
v predchadzajucej sekcii [5.2] jediné cyklické grupy, ktoré prichadzaju do tvahy,
st radu 2, 4 alebo 6. Pricom, ak by a mala rad 2, tak sa potom nejedna o binarnu
dihedralnu grupu, ¢ize tito moznost mozeme vylicit. Ostali dve moznosti, ktoré
postupne rozoberieme.

Prvok a ma rad 4

Ked sa pozrieme na prezentaciu danej bindrnej dihedralnej grupy O* =
(a, B | &®* = 1,82 = o™, B 'aB = a™'), tak z toho, ze a ma rad 4 vidime,

7e n = 2. Potom z druhej podmienky spolu s 3% = —1, dostavame o? = 3% = —1.
Vieme, ze povodne bol O rad v algebre B = (%’) =Q+ Qi+ Q5 + Qijy.

Zadefinujme novu kvaterniénova algebru B’ = Q + Qa + Q5 + Qaf. Potom
plati B’ = (_1’_1). Najprv dokéZeme posledni rovnost. Vieme, ze {1,a, 8, af}

Q
je baza a plati a? = —1, 32 = —1. Ostéva ukézat, Ze a3 = —Ba. Z prezentacie O
vieme, Ze plati rovnost S~ laf = a1, ktord sa d4 upravit ako a8 = fa~t. Zaroven
z podmienky a? = —1 plynie o« = —a~!. Dokopy dostdvame prave pozadovant
rovnost aff = Ba~! = —Ba.

Vieme, ze B aj B’ majui, ako vektorové priestory, rovnaka dimenziu rovni 4.
KedzZe o, p € B, tak plati Q + Qo+ QS + Qaf C Q + Qi + Qj + Qij. Z rovnosti
dimenzii potom plynie, Ze st si dané vektorové priestory rovné a dokopy:

—1.— b
B’:< 1@ 1)=@+Qa—|—@ﬁ+@a5:@+@i+(@j+@zj:(a(é):B.

Odteraz pracujeme s tym, ze O* C O C (*1(@*1).
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Kedze O je Z-rad a o, f € O, tak plati, ze O obsahuje rad generovany «
a 3. Konkrétne mozeme pisat Z + Za + Z + Zaf C O. Uvedomme si, ze v tom
pripade je Z+Za+7Z3+ Zaf tad v (71@71> aplati a? = 2 = -1, a8 = —Ba. To
znamena, Ze sa jedna o Lipschitzov rad z definicie[3.9] ktory sme rozoberali v sekcii
B.2]a[3.3l Podla tvrdenia [3.16] jediny rad, ktory vlastne obsahuje Lipschitzov rad

je Hurwitzov rad z definicie [3.13

Vychadzajuc z toho, ze Z+ Za+ 75+ Zap C O, tak bud nastava rovnost a O
je samotny Lipschitzov rad, alebo potom prave spominany Hurwitzov rad. Ak by
bol O Lipschitzov rad, tak podla dosledku mame O* = Qg. Vieme, ze Qg
je v hamiltonovskych kvaterniénoch {+1, 4, +7, £k}, o vieme inym spésobom
zapisat ako (1,7 | i* = 1,52 = i?,j %5 = i!). Poslednd podmienka plynie zo
vztahu 17 = —ji. To znamena, ze O* = (g je binarna dihedralna grupa Dico,
tak, ako sme pozadovali. Tento pripad teda vyhovuje.

Teraz uvazujme, ze by bol O Hurwitzov rad. Podla tvrdenia je grupa
jednotiek v Hurwitzovom rade {£1, +i,+j, +k, (1 +i+ j+k)/2}. To sme vSak
nasledne v 4. kapitole ukédzali, Ze je bindrna tetrahedrdlna grupa z definicie [4.9]
My vsak v tejto sekcii pozadujeme, aby O* bola binarna dihedrélna grupa. Tym
padom tato moznost nevyhovuje.

Ukazali sme, ze v pripade, ak ma a rad 4, tak je mozné, aby O* bola binarna
dihedralna grupa, pricom to bude Q.

Prvok a ma rad 6

Potom prezentécia vyzerd ako O* = (o, 3 | a® = 1,% = o?, 7 a8 = a™}).
Islo by teda o binarnu dihedralnu grupu radu 12. Podme sa pozriet, ¢i a kedy
tento pripad moéze nastat. Ako sme uz vysvetlili v predchadzajicej sekcii, tak
Qla] je izomorfné Q[4], kde v € C je nejakd jednotka spomenutd vo vete [5.11]
Tento izomorfizmus je dany vztahom a + by — a + ba, a teda sa v nom 7~
zobrazi na «. KedZe o ma rad 6, tak nutne aj v bude mat rad 6, a teda v = —w
alebo v = —w?, kde w = (=1 + y/=3)/2. Vieme teda, 7e v danom izomorfizme «
odpovedd niektorému z prvkov —w, —w?.

Povodne platilo O C B = (%) = Q+Qi+Qj+Qij. Vieme, 7e stéle 5 = —1,
takZe zadefinujeme novii kvaterniénovi algebru ako B’ = (_3’_1) =Q+Qv-3+

Q
QpB + Q+/—3p. Néasledne vdaka izomorfizmu popisanému v predchadzajicom od-

seku dostavame B’ = Q + Qv/—3 + QB + Qv—-38 ~ Q + Qa + QB + Qap.

Zaroven a, f € O, ¢ize plati Q + Qo+ QB+ Qapf C Q+ Qi+ Qj + Qij. Ale
opat, kedze ako vektorové priestory maju rovnakiu dimenziu 4, tak st si rovné.
7. toho dokopy mame:

B= (“’b> =Q+Qi+Qj+Qij ~Q+ Qua+ QS + Qap

Q
-3,—1
~Q+Qv=3+Q8+QV=35 = ( - )-8
Ked sa na rdad O budeme pozerat vzhladom k danému izomorfizmu, ako na
rad v kvaterniénovej algebre (_3’_1>, tak obsahuje prvky £ a w. Prvok w obsahuje
preto, lebo sa nanho zobrazil prvok «. To ale znamena, ze Z-rad O obsahuje rad
7+ 2w+ ZB + Zwp.
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To je vsak presne rad, ktorym sme sa zaoberali na konci 3. kapitoly, akurat sme
v znaceni pouzivali j, ktoré teraz predstavuje S. Ako sme slibili, teraz uvidime
dovod, preco sme si v tretej kapitole vybrali prave tento rdd. V tvrdeni [3.20] sme
dokazali, ze je maximalny. Z toho priamo plynie, ze O ~ Z + Zw + Z5 + Zwp.

Ked sme uz urcili ako vyzerd rad O, tak poslednym krokom je overit, ¢i
grupa jednotiek O* bude v takomto pripade binarna dihedralna grupa. V tvr-
deni sme ukéazali, ze rdd Z + Zw + Z + Zwf méa ako grupu jednotiek
O* = {+1, 40, dw, +w?, +wps, +w?B}. Tato grupa naozaj je bindrna dihedrdlna
grupa radu 6, pretoZe ju modzeme vyjadrit ako O* = (—w, 8 | (—w)b = 1,4% =
(—w)3, 87 (~w)B = (—w)™!). Vidime, Ze tdto moznost moze nastat, a teda ak
ma « rad 6, tak je mozné, aby O* bola binarna dihedralna grupa radu 12. Opét
zhrnieme, ¢o sme zistili v nasledujicej vete.

Veta 5.16. Nech O je rad v kvaternionovej algebre B = (‘f@b>, kde a, b < 0. Ak

plati, Zze O je bindrna dihedrdlna grupa, tak potom md rad 8 alebo 12.

5.4 Binarna tetrahedralna, oktahedralna alebo
ikosahedralna grupa ako grupa jednotiek

Ostavaju moznosti, ze by O* bola binarna tetrahedralna, bindrna oktahe-
dralna alebo binarna ikosahedralna grupa. Tieto pripady vyriesime spolo¢ne. Po-
zrieme sa na vyjadrenie tychto grip pomocou kvaterniénov v definiciach [4.9]
a[4.15] Mozeme vidiet, ze kazdd z nich obsahuje ako podgrupu {+1, £, +j, +k}.
To vidime, Ze je podla definicie kvaterniénova grupa Qs.

Ako sme uz v predchadzajicej sekcii ukazali, kvaternionova grupa Qg sa da
zapisat ako (i,j | i' = 1,52 =i j~1ij = i), a teda ide o bindrnu dihedrdlnu
grupu radu 8. Takze sme prave ukazali, ze ak bude O* binarna tetrahedralna, bi-
narna oktahedralna alebo binarna ikosahedralna grupa, tak stale bude obsahovat
ako podgrupu prave binarne dihedralnu grupu.

Nasledne mozeme aplikovat postup z predchédzajtcej kapitoly a jediny novy
pripad, ktory dostavame je, ze O* bude binarna tetrahedralna grupa radu 24,
ktoru ziskame ako grupu jednotiek Hurwitzovho radu.

Tymto sme sa prepracovali k tomu, ¢o sme si dali ako hlavny ciel a podrobne
sme dokoncili klasifikaciu grup jednotiek v radoch v hamiltonovskych kvaternié-
noch. Tento hlavny vysledok zhrnieme v nasledujticej vete.

Veta 5.17 (klasifikdcia grip jednotiek v rddoch v hamiltonovskych kvaternié-

noch). Nech B = (‘?@b) je kvaternionovd algebra, kde a, b < 0 a O C B je rdd.

Potom grupa jednotiek O je jedného z nasledujicich typov:

o cyklickd grupa radu 2, 4 alebo 6,
o kvaternionovd grupa Qg radu 8,
o bindarna dihedrdlna grupa radu 12,

e bindrna tetrahedralna grupa radu 24.
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