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Uvod

Bakalarska prace je vénovana zavedeni skalarniho sou¢inu ve skolské matematice.
Na tvod bychom radi predstavili program prace. Diive nez zacneme se zavedenim
skalarniho soucinu, zanalyzujeme stfedoskolské ucebnice a zhodnotime, zda je
potieba vybudovat novou teorii. Za¢iname-li vykladat, je potfeba zdktim osvétlit
téma, kterym se budeme zabyvat a oduvodnit, pro¢ nds dané téma zajima, déle
propojit s jiz osvojenou latkou, ze které novy pojem odvodime. Nésledovat by méli
priklady, protiptiklady a aplikace. Postup préace je pfirozeny a aplikovatelny na
ruzné vyucovaci styly. Ackoliv je postup prace logicky, budeme moci pfi analyze
ucebnic pozorovat, ze k nému neni vzdy piihlizeno a nékteré kroky byvaji vy-
nechany. Myslime si, ze vyuka matematiky neni o diktovani vzorci. Zaci by méli
spolecné s ucitelem matematiku tvorit a vybudovat spolecné pevné zaklady, na
které mohou déle stavét.

Za cil si klademe, napsat préaci tak, aby ji ¢tenar mohl ¢ist plynule, kazdy krok
vypoctu ¢i odvozeni mu byl jasny, a védél, jaké nastroje pouziva a proc je pouziva.
Nejvyssim ocenénim prace by bylo, pokud by ¢tenar pii ¢teni radku jiz predvidal,
jaké kroky budou nasledovat. Zaroven, aby byl text pochopitelny pro zaky, ale
také prindsel néco navic pro ucitele.



1 Skalarni souc¢in v ucéebnicich

Pti zéavadéni novych pojmu by mélo platit vSeobecné zndmé schéma, které zminuje
také Z. Halas ve svém piispévku Cesta ke skaldrnimu soucinu [Hall.

Nové téma by mélo byt vzdy uvedeno motivaci, kterd upouta zakovu pozornost a
navodi atmosféru k nové vzniklému problému. V matematice muzeme motivovat
latku nékolika zpusoby — nejlépe ptiklady z prostredi blizkému zékovi, historii ma-
tematiky nebo vtipem. Dalsim zptusobem je motivace matematicka. Ze zkusenosti
svého okoli musim konstatovat, ze matematickd motivace je nejméné oblibend
mezi zaky a casto neupouta jejich pozornost. Existuji vsak témata, u kterych se
matematické motivaci nevyhneme. V onom pifpadé je obzvlast nutné pojem ¢i
novy vztah odvodit.

Po tadné provedené motivaci jiz zaci pochopi, pro¢ potiebujeme problém vyftesit.
Novy vztah odvodime a nasledné definujeme. V tomto kroku je vhodné zduvodnit
vybér samotného nazvu.

Dalsim krokem je ¢ast procvicovaci, uvedeme priklady a protipiiklady a na nejvys-
Sim stupni aplikujeme v tlohéch.

Vychozim bodem pro hodnoceni ué¢ebnic bude splnéni jednotlivych bodu z pred-
chozich odstavcu. Spravné postavena ucebnice by méla obsahovat motivaci, od-
vozeni véetné nazvu, definici, piiklady, protipiiklady a aplikaci.

Protoze se primarnim zdrojem informaci postupné stava internet, ktery je vitan
predevsim kvili rychlosti, snadnosti ovladani a dostupnosti velkého mnozstvi in-
formaci, s ¢imz se vaze také prilezitost udélat chybu, kterou si pak zdk muze
Spatné osvojit, budeme se zabyvat nejen tisténymi ucebnicemi, ale také interne-
tovymi portaly, které se dané tematice vénuji.

1.1 Pozorovani
1.1.1 realisticky.cz

Zacnéme internetovou ucebnici [real], kterd je urcena predevsim pro zacéinajici
ucitele. Nabizi témata zéakladoskolské i stfedoskolské matematiky. Téma skalarniho
soucinu je zaméfeno predevSsim na praktické pocitani prikladu, které jsou gra-
dovany. Autor klade duraz na interpretaci vysledku, ktera tvori zaklad pro odvo-
zeni novych vztahu, vzorcu a pojmu.

Téma skalarniho sou¢inu je uvedeno ptrikadem na vypocet soutfadnic vektoru
pomoci goniometrickych funkci. Dale autor pripomina soucin realného cisla a
vektoru. Zaky by mohlo zajimat, jak spocitat soucin dvou vektori. Zptsobem
napodoby ke vztahu pro normu vektoru zavadi skalarni soucin:

ul* = u-u = (ur;ug) - (ur;ug) = uf + uj = uyuy + ugtiy

Jak by vypadal vzorec pro soucin dvou rizniych vektori u = (uy; us),
v=(v1;0v9)?

u-v = (ur;up) - (v1;v2) = Urv1 + Uy

([real], s. 1)



Je zavedena definice a zduvodnén ptvod privlastku skalarni, ktery dava autor do
souvislosti s fyzikou a skaldry. Kapitola koné¢i piiklady na procviceni.

Zminénd matematickd motivace neni zdafila. Skalarni soucin by mél byt chapan
jako matematicky aparat, ktery nam pomuze pti vytreseni konkrétnich matema-
tickych problému, vyse uvedend motivace vSak tento parametr nesplnuje. Bylo
by vhodné uvést, pro¢ bychom méli vektor vektorem nasobit. Zavedeni zptisobem
napodoby se také nepovedl. Pozorujme citaci vyse a zaméime se hned na prvni
radek. Spocitat velikost vektoru sice umime, avsak zndme pouze vzorec vychazejici
z Pythagorovy véty, tedy

|1]? = u? +u2 = uyu; + usuy. Cim viak muze autor podlozit, ze piedesly vzorec
je roven vyrazu 4 - i, ¢i vyrazu (ui;us) - (ug;us)?

1.1.2 Matematika.cz

Internetova ucéebnice [mat.cz] neni klasickou vykladovou uéebnici. Dle podtitulku
tady to pochopis :-) ma ucebnice primarné doplnit a vyjasnit ucivo nabyté ze
skolnich lavic, nikoliv ho poprvé vykladat.

Autor u¢ivo nemotivuje, primo rozepise skalarni sou¢in do souradnic a poté zavadi
VZOTrec cosa = % Zduraznuje predevsim geometrickou interpetaci skalarniho
souc¢inu jako délku projekce vektoru v do normovaného vektoru u, tyto dva vek-

tory sviraji thel .

Pokud skalarné ndsobime vektory i a U, tak pokud viysledek vydélime délkou vek-
toru U, ziskdime délku tsecky AD, cozZ je velikost prumétu vektoru v do smeéru
vektoru u .

([mat.cz))

Myslim si, ze povaha serveru je urcujici, a proto neobsahuje ani motivaci, ani
radné zavedeni, ale pouze definici. Kladné muzeme hodnotit geometrickou inter-
pretaci.

1.1.3 Matematika pro SS, Didaktis

Ucebnice [Von] je jednou z nejpouzivanéjsich ucebnic pro gymnézia a stiedni
skoly. Analytické geometrii vénuje kolektiv autoru dvé samostatné ucebnice —
pro rovinu a prostor. Ucebnice jsou vykladové, pro procviceni muzeme vyuzit
samostatné pracovni seSity.

Kapitola je motivovana prikladem letistniho radaru, ktery vyuziva soustfednych
kruznic a polopfimek, pomoci nichZz muzeme urcit vzdalenost letadla od stanice.
V prostoru je skalarni souc¢in motivovan rovnéz fyzikalné — pravidly pravé a levé
ruky. Samotny skaldrni soucin je zaveden definici ([l}) a v pozndmce na okraji
definovan jako zobrazeni. Autofi zminuji také vlastnosti skalarniho sou¢inu a
upozornuji na dulezitost privlastku skaldrni, jeho vyznam vsak nevysveétluji.

a-b:al-b1+a2-b2 (1)

Nasledujici podkapitola je vénovana odchylce mezi vektory. Odchylka je moti-
vovana fyzikalné pomoci vektoru dostiedivého zrychleni, ktery je kolmy k vek-
toru rychlosti. Podobné jako u zavedeni skalarniho souc¢inu nalezneme v poznamce
na okraji odvozeni vzorce pro odchylku dvou vektort.

3



Motivaéni ptiklad pro uvedeni tématu je vybran vhodné, tato motivace neni mate-
maticka, ale fyzikalni. Naopak zavedeni skalarniho souc¢inu definici o nicem nevy-
povida a skalarni soucin ”spadl z nebe”. Ani puvod ndzvu neni vysvétlen, prestoze
je zminéna distributivita skalarniho soucinu a je zduraznéno, ze vysledkem skalér-
niho soucinu je redlné ¢islo.

1.1.4 Matematika pro gymnazia, Prometheus

Ucebnice [KoBo] je zfejmé nejpouzivanéjsi ucebnici matematiky pro gymnazialni
zaky, ktefi jsou pripravovani pro studium na vysoké skole. Proto je kladen duraz
na definice, véty a dukazy. Ucebnice je zamérena na vyklad i procvicovani.

Také autofi této uc¢ebnice motivuji velikost vektoru fyzikalnimi dvahami. Skalarni
soucin zavadéji jako definici a jeho vyznam zduraznuji:

Skaldrni soucin, ktery ted zavedeme je velmi dileZity.

Skaldarni soucin dvou vektori u = (uy;uz),v = (v1;v9) v TOVINE je ¢islo
U1V1 * UQV3.

Skaldarni soucin dvou vektori w = (uq;us;uz),v = (v1;v9;v3) v prostoru je ¢islo
U1V1 - U9V * U3V3.

([KoBo], s. 40)

Skuteény vyznam skalarniho sou¢inu odhali podkapitola Odchylka dvou vektorii.
Pomoci soutradnic vektoru a vzorce pro skaldrni sou¢in autofi odvodi vzorec
cos p = % V aplikacnich 1lohach se zaci nauci vyuzivat skalarni soucin v jed-
noduchych dikazech zndmych vét (kosinova véta) a ve fyzikalnich prikladech.

Rovnéz tato uc¢ebnice nesplinuje schéma uvedené v ivodu kapitoly 1. Téma je uve-
deno bez nalezité motivace a zavedeno definici. Vlastnosti skalarniho souc¢inu jsou
zminény, avsak nevyuzity k vysvétleni nazvu. Geometricka interpretace skalarniho
soucinu rovnéz chybi.

1.1.5 Prehled stiedoskolské matematiky

Ucebnice [Pol] je prehled stredoskolské matematiky. Vzhledem k zavadeéni pojmu
je vhodna pro maturanty nebo vysokoskolské studenty, ktefi si potiebuji zopako-
vat latku ze stfedni skoly.

Autor uvadi téma skalarniho souc¢inu zavedenim definice. Pracuje s obecnym
vzorcem, soufadnice vyuziva az v nadchazejici kapitole. Zadna motivace definici
neptedchazi.

Skaldrnim soucinem U - U dvou nenulovych wvektoru u,v nazyvdme redlné cislo,
které dostaneme jako soucin velikosti vektoru i, v a kosinu velikosti ihlu ¢ téchto
vektori: i - U = |u]|V] cos .

([Pol], s. 558)

Puvod nazvu je motivovan fyzikalné podle skalarnich velicin, které jsou jedno-
znacné urceny svymi hodnotami. Prvni piiklady jsou zaméfeny predevSim na



porozuméni definici a aplika¢ni priklady jsou zasazeny do geometrického a fyzi-
kalniho prostiedi.

U ptehledové literatury neni motivace a zavedeni nezbytné, autor pravdépodobné
predpoklada, ze se zak jiz s danou problematikou seznamil ve skole. Za zminku
vSak stoji poradi ivah. Autor nejprve skalarni soucin definuje, poté vysvétluje
puvod privlastku skaldrni a az v dalsim kroku pristupuje k vlastnostem skalarniho
soucinu. Mezi vlastnostmi neopomina ani distributivitu, kterou sice pripodobni
sou¢inu dvou mnoho¢lent v oboru realnych ¢éisel, avsak ji nevyuziva k vysvétleni
Nazvu.

1.1.6 Matika pro spoluzaky

Ucebnice [Lis] vytvorili zéci kralovéhradeckého gymnézia. Tato skutecnost se pro-
jevi také ve formulacich, které jsou blizké jazyku mluvenému. Ucebnice je urcena
pravdépodobné pro slabsi zaky.

Skaldrni soucin je motivovan jako matematicky aparat, ktery vyuzijeme v analy-
tické geometrii pti vypoctu odchylky mezi dvéma vektory a pii urc¢ovani vzajemné
polohy dvou ptfimek nebo rovin anebo ve fyzice pii pocitani prace a zrychleni.
Autofi zadné odvozeni nenabizi a pifimo komentuji proces skaldrniho souc¢inu:

Skaldrni soucin ze dvou vektoru vyrobi ¢islo (skaldr), tedy nikoliv vektor.

([Lig], s. 44)
Déle definuji skalarni soucin:
Skaldrni soucin si oznacis teckou mezi vektory i - v a vypocitd se:
v Tovin€ jako: U - U = uyvy + uyvy, v prostoru jako: U - U = uyv, + Uyvy + U0,
([Lig], s. 44)

Motivace je povedena, avsak tvahy by mohly byt fazeny opacné, nejprve se poku-
sit odvodit vzorec pro vypocet odchylky a poté pojemnovat skalarni soucin (vice
v kapitole 2). Opét je zduvodnén puvod piivlastku skaldrni a na zduvodnéni
soucinu bylo zapomenuto.

1.1.7 Matematika pro gymnazia, SPN

Ucebnice [MeSi| byla vydéna v roce 1979, jeji zpusob zavedeni skaldrniho soucinu
se lis1 od zavedeni v soucasnych stredoskolskych ucebnicich. V tlohach kladou
autofi duraz na geometrickou interpretaci vysledku a propojeni numerického a
grafického teseni.

Uvod kapitoly Skaldrni soucin dvou wvektoru je vénovana odchylce vektoru. Je
zaveden vzorec:

CL1b1 + a/2b2 + a3b3
jal - [b]

(2)

CoS =

Nésleduji priklady na dosazovani do vzorce . Po procviceni je zaveden skaldrni
soucin:



Cislo |d| 5| cos , tj. ¢islo a1by + asbs + asbs, md v matematice i v jejich aplikacich
velky vyznam, proto se pro néj zavedl specidlni ndzev i matematicky symbol.

([MeSi], s. 80)

Potradi tvah pii zavedeni skaldarniho soucinu je ze vSech zminénych ucebnic nej-
zdarilejsi. Déle bychom méli také vyzdvihnout duraz na geometrickou interpre-
taci. Chybi vsak zduvodnéni celého nazvu.

1.2 Srovnani

Srovname-li zavedeni a motivace ve vybrané literatute, zjistime, ze moznosti je
nékolik. Zacnéme motivaci. Nejcastéji vybiraji autofi u¢ebnic motivaci matema-
se blizi redliim, které jsou zakum vlastni.

Ve vybrané literature se nejcastéji uplatinuje zavedeni definici. Takové pojeti
vidame nejcastéji u ucebnic urcenych pro gymnazialni zéky. Jiny zpusob zavedeni
pozorujeme v literatute [real] a [MeSi]. V internetové ucebnici [real] je skaldrni
soucin zaveden napodobou vypoétu normy vektoru. V ucebnici [MeSi] je skalarni
soucin odvozen ze vzorce pro vypocet odchylky dvou vektor.

Daéle muzeme pozorovat, ze nékteré uc¢ebnice se snazi osvétlit puvod nazvu, avsak
pouze jeho ¢asti - privlastku skaldrni. Ani jedna ze zminénych ucebnic vsak nezdu-
vodnuje vybér slova soucin.

Zajimavy kontrast prace s kosinovou vétou muzeme pozorovat v literatuie [KoBo]
a [MeSi]. V ucebnici [KoBo] uvadi autofi kosinovou vétu jako piiklad jednoduché
véty, kterou muzeme dokazat vyuzitim skalarniho souc¢inu. Naopak uéebnice [MeSi]
pracuje s kosinovou vétou jako vychozi pro zavedeni skalarniho souc¢inu.

Potradi uvah je v soucasnych ucebnicich podobné, nejprve je zaveden skalarni
soucin, ktery je vyuzit pro zavedeni vzorce pro odchylku dvou vektoru. Jedind
ucebnice [MeSi] fadi uvahy opacné. Nejprve autoti zavedou vzorec pro odchylku
dvou vektoru, ve které skaldrni soucin nejprve nepojmenuji, ale nésledné kvuli
jeho dulezitosti a vyuzitelnosti zavedou nazev i symbol.

Srovndme-li hlavni zaméfeni kapitol ve vybrané literature, pozorujeme rozdily
mezi sou¢asnymi uc¢ebnicemi a ucebnici [MeSi]. Soucasné ucebnice (s vyjimkou
internetového portélu [mat.cz]) jsou zaméreny predevsim na numerické vypocty,
které jsou zasazené do fyzikalnitho nebo matematického prostiedi. Skalarni souc¢in
slouzi ¢asto jako vhodny matematicky aparat pii dukazech vzorcu, vztaht a veét.
Autofi ucebnic [mat.cz] a [MeSi] vSak mimo hledisko numerické kladou duraz
predevsim na geometrickou interpretaci.

Vysledky porovnejme a shriime v nasledujici tabulce:

ucebnice ‘ motivace ‘ zavedeni ‘ ndzev - skaldrm" ndzev - soucin ‘ geom. interpr. ‘

real X napodoba ANO NE NE
mat.cz X definice NE NE ANO
Von FYZ definice NE NE NE
KoBo X definice NE NE NE
Pol X definice ANO NE ANO
Lis MAT definice ANO NE NE
MeSi X odvozeno NE NE ANO




1.3 Zavér

Pro zaky je velice dulezité, aby nové nabyté poznatky dokézali pouzit v praxi.
Néktera stredoskolska téma je obtiznéjsi uchopit tak, abychom je mohli propo-
jit s praktickym zivotem. Obzvlasté v takovém piipadé je dulezité novy pojem
odvodit a vyuzit matematickou motivaci.

Jak jsme se mohli presvédcit, zadna z vybrané literatury nesplituje vSechna kritéria
pii zavedeni nového pojmu. Nejvétsi problémy se objevily pfi motivaci, odvozeni
a potradi ivah. V nasledujici kapitole se pokusime zavést skalarni sou¢in a naplnit
vSechna zminénd kritéria.



2 Zavedeni skalarniho souc¢inu

V kapitole se inspiruji ¢lankem [Hal], ktery si dovolim rozvést a doplnit o mo-
tivaéni uvahy.

Synteticka i analytickd geometrie se zabyvaji mimo jiné feSenim metrickych tloh.
Muzeme popisovat délky a velikosti geometrickych dtvaru a tihly mezi nimi. Ana-
lyticka geometrie je metodou, kterd vyuziva souradnice pti popisu téchto geome-
trickych utvaru a vyuziva pritom poznatku ze syntetické geometrie jako napriklad
Pythagorovu vétu ¢i kosinovou vétu.

vvvvvv

zakladni geometrické objekty, kterymi jsou ve vektorovém prostoru body a vek-
tory. Polohu bodii muzeme popisovat pomoci souradnic vzhledem k dané soustaveé
soufadnic. Na stfednich skolach obvykle volime kartézskou soustavu soufadnic.
Nejelementarnéjsi otdzkou metrické geometrie je vzdalenost dvou bodu. Vime,
ze dva body urcuji vektor, ktery je druhym zédkladnim geometrickym objektem.
Vzajemny vztah dvou vektoru muze vyjadiovat jejich odchylka.

Vzdalenosti a odchylky dalsich geometrickych utvaru (pitimka, rovina) budeme
prevadeét na jednodussi ulohy. Vyfesme s pomoci souradnic nejprve elementarni
ulohy:

e vzdalenost dvou bodu,

e odchylku dvou vektoru.

2.1 Vzdalenost dvou bodu

Prvni elementarni uloha, kterou potiebujeme vytesit, je vzdalenost dvou bodu.
Body A, B muzeme popsat pomoci souradnic: A = [a1;az]|, B = [by; bs).

Jejich vzdalenost je rovna délce prepony v pravouhlém trojuhelniku ABC,

kde C' = [by;as], |AC| = |by — aq|, |BC| = |by — as|.

Proto podle Pythagorovy véty plati |[AB| = /(b1 — a1)? + (b2 — a2)?.

a bl




Vime, ze body A, B urcuji vektor AB, kde A je pocatecnim bodem a B je kon-
covym bodem vektoru. Necht AB = i, pak @ = (by — ay; by — az) = (uy;us).

1

(uy; us)

|us]

A ‘U,l| C

Vzdalenost bodu A, B je rovna velikosti vektoru . Velikost vektoru budeme
nazyvat norma vektoru a znagcit ||||. Tedy

]l =\ ud +u3

2.2 Odchylka dvou vektort

Druhou elementarni tlohou je vypocet odchylky dvou vektorti. Necht maji vek-
tory w, ¥ spolecny pocatecéni bod a tihel mezi nimi oznacme . Pak spojime-li kon-
cové body vektoru, ziskdme trojuhelnik, jehoz strany maji délky |||, ||7||, ||d—7]|.

(w13 u2)

g
|

U— U= (ug —vi;uz — v2)

T = (’U] 5 /UQ)

Diky znalosti délek stran trojihelniku muzeme urcit velikost thlu ¢ pomoci ko-
sinové véty:

1% = 1 = ll@ll* + 181 — 2 || |7] cos ¢

9



Pti odvozeni vyuzijme znalosti z predchozi podkapitoly a délky stran trojihelniku
vyjadieme v soutradnicich:

(wr —v1)* + (ug —02)? = U%"‘“%‘“ﬁ"‘vg—2\/U%+U%\/U%+U§COSSO

ut — 2uivy 4+ 07 4 Ui — 2uovg +v3 = ud 4 ui v+l — 2\/u% + u3 \/v% + v3 cos @
—2(ugvy + ugva) = —2\/u% —|—u§\/v% + v3 cos ¢
vy + Uty = \/u% + ug\/v% + v3 cos p
u vy + ugvy = ||| ||7]] cos ¢

V poslednim kroku ziskdme vztah pro kosinus ihlu ¢, kde ¢ je odchylka vektoru
U ad.

UV + UgV2

cos = —
[al[|v]

2.3 Skalarni soucin

V predchozi kapitole jsme vyfesili elementarni problémy metrické geometrie a
odvodili nasledujici vztahy:

Norma vektoru

[l = \/ui + u3 (3)

U1V1 + UVg

Tl @

Odchylka dvou vektori

cos p =

Vyuzijme nové nabytych znalosti a prozkoumejme vysledné vztahy. Pro jedno-
duchost preznaéme ujv; + uvy na (@;¥). Vsimnéme si, ze vyraz pod odmocni-
nou z rovnosti (3) muzeme zapsat pomoci vyrazu v Citateli ze vztahu (4), tedy
Uruy + ugug = (U; U).

Daéle poznamenejme, ze oba vyrazy obsahuji soucet, jehoz prvni s¢itanec je soucin
x-ovych souradnic vektoru a jehoz druhy séitanec je soucéin y-ovych souradnic
vektoru. Zda se, ze tato struktura by mohla byt klicova, prozkoumejme proto jeji
vlastnosti.

2.3.1 Vlastnosti

Pti zkouméni vlastnosti vyrazu (4; ¥) vyuzijeme jiz nabytych znalosti o vektorech.
V tivodu do analyické geometrie se zaci naucili vektory séitat. Prozkoumejme, jak
se vyraz zachova, pokud dosadime do jedné z jeho slozek soucet dvou vektoru:

(U; 4+ w) = up(vy +wy) + uz(vy + we)
= UV1 + YW1 + UV + UgWs

(101 + ugv2) + (1w + ugwy)

Plati tedy

10



— =

(@0 +®) = (i 0) + (i @)

Zjistili jsme, ze vyraz (u;¥) je distributivni vuéi s¢éitani. Tato vlastnost je
charakteristickd pro soucin. Narozdil od sou¢inu, neni vysledkem vyrazu (u;v)
vektor, jak bychom mohli u sou¢inu dvou vektoru ocekavat. V kapitole 2.3.2
uvidime, ze tento vysledek bude mit vliv na pojmenovani vyrazu.

S vyrazem by se nam dobfe pocitalo, pokud by byl symetricky, podivejme se, zda
takovou vlastnost ma:

ULV + UgVy = VU] + VaUsg

Vyraz je skutecné symetricky. Déle umime vektory libovolné nasobit skaldrem,
prozkoumejme, jak se bude vyraz chovat, vynasobime-li jednu z jeho slozek skala-
rem, ¢ € R:

(c-u;7) = (c-up)vy + (¢ ug)vy
= C- Uy -V +C Uy Vg

= C- <U1U1 + UQUQ)

Plati tedy

(c-u;0) = c- (u;7)

Z vlastnosti symetrie pak vyplyvaji dusledky pro prvni a tieti vlastnost:

(U; U+ W) = (4;0) + (4, 0) = (d+ w; V) = (4;7) + (0 + V)

2.3.2 Nazev

V predchozi kapitole jsme ukézali, ze vyraz (i;v) je distributivni vaéi séitani a
pripomnéli jsme, ze ackoliv je tato vlastnost charakteristicka pro soucin, nemuze-
me vyraz povazovat za bindrni operaci soucin, nebot vysledkem soucinu dvou
vektoru by musel byt vektor. Musime proto nazev odlisit vhodnym piivlastkem.

Vysledkem vyrazu je redlné ¢islo, proto bychom mohli zvolit nazev c¢iselny soucin.
Tento privlastek by vsak mohl pfipominat sou¢in dvou ¢isel, proto by byla volba
nevhodné.

Ve fyzice pouzivame pro jednotku urcenou jedinym ¢islem oznaceni skalar (z lat.
scala, zebtik, pfenesené stupnice), odvodime-li ze zakladu tohoto slova privlastek,
ziskdme nazev skalarni soucin. Pti zapisu muzeme jednoduse vyuzit znaceni pro
soucin a napsat tecku mezi vektory:

‘ﬁ'U:U1U1+UQU2

11



2.4 Geometricka interpretace skalarniho soucinu

Pii geometrické interpretaci vyuzijeme vztah, ktery jsme odvodili pro vypocet
odchylky dvou vektor:

—

-0 = [lall[|v]| cos ¢

Vime, ze projekce vektoru ¥ do sméru vektoru @ mé orientovanou délku ||7]| cos ¢

[proj(5: @)| = || cos ¢

Abychom ziskali hodnotu skalarniho soucinu % - @, musfme délku projekce]

|| 7|l cos ¢ vynédsobit normou vektoru . Velikost vektoru @, do jehoz sméru promita-
me ovlivni hodnotu skaldrniho souc¢inu. Délka projekce vektoru v do sméru vek-
toru % se natahne ¢i zkrati podle velikosti vektoru «. Uvazujme tii nasledujici

pripady:

e V piipadé, ze ||ud|| > 1, pak skalarni souc¢in 4 - ¥ je roven délce projekee,
ktera je zvétSsena na néasobek |[|i]|, tedy

—

[ill > 1 = -0 = ||ul]||7]| cosp = ||| - | proj(¥; @) |

] [|81] cos o

S

[|U]] - cos ¢

e V piipade, ze ||u|| < 1, pak skaldrni soucin 4 - U je roven délce projekce,
ktera je zkracena na nésobek ||i]|, tedy

—

0<lldl <1 = a@-d=|[|ul]|[d] cosp = [|a] - | proj(v; @)

17Znaceni orientované délky projekce
2Hovoiime-li o délce projekce, mame na mysli orientovanou délku projekce

12



1] cos

[[@][[|9]] cos

e V piipadé, ze ||i|| = 1, pak skaldrni soucin je roven délce projekce, tedy

[ill =1 = - v = [|t]| cosp = | proj(v; ) |

=1

£y

19 cos

Hodnota skalarniho souc¢inu

Prozkoumejme, kdy bude skalarni souc¢in nabyvat hodnot kladnych, zapornych a
nulovych. Vime, ze - v = ||| ||7]| cos ¢. Délky vektoru @, ¥ jsou vzdy nezaporné,
tudiz rozhodujicim parametrem bude hodnota cos (.

Odchylka mezi vektory muze nabyvat hodnot mezi [0; 7r|. Zndzornéme si tedy graf
goniometrické funkce kosinus na tomto intervalu.

13
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Jak jsme jiz zminili, znaménko skaldrniho sou¢inu odpovid4d znaménku kosinu
thlu ¢. Vidime, Ze kosinus nabyva kladnych hodnot na intervalu (0; %), tedy
také skalarni souc¢in bude na tomto intervalu nabyvat kladnych hodnot. V bodé
7 je skalarni soucin vektoru roven nule, na intervalu (7; m) nabyva skalarni soucin
zapornych hodnot. Vysledky pozorovani shriime v néasledujici tabulce a doplime
typ uhlu, ktery vektory sviraji:

skalarni soucin | interval | typ uhlu

u-v=0 {5} | pravy thel
u-v>0 (0;%) | ostry tihel
u-v<0 (3:m) | tupy thel

Na grafu muzeme déle pozorovat, kdy bude skalarni souc¢in nabyvat nejmensich
a nejvétsich hodnot. Pokud budou mit normy vektoru u, v konstatni velikost,
potom bude opét rozhodujicim faktorem hodnota kosinu. Na intervalu [0; 7] bude
skalarni soucin nabyvat nejvétsich hodnot pro cos¢ = 1, tedy skalarni souc¢in
nabyva nejvétsich hodnot v pripadé, kdy se odchylka mezi vektory blizi nule.
Naopak nejmensi hodnota skalarniho souc¢inu bude pro cosp = —1, tedy mezi
vektory, které sviraji pfimy thel.

Ve skolské matematice se nejcastéji setkdme s geometrickou interpretaci skaldrniho
sou¢inu dvou na sebe kolmych vektoru. V tomto ptripadé je délka orientované pro-
jekce vektoru ¢ do sméru vektoru « nulova, tudiz také skaldrni sou¢in bude roven
nule. Zformulujme vétu:

Véta (o kolmych vektorech). Necht vektory i, v jsou nenulové a navzdjem kolmé,
potom skalarni soucin @ - U je roven nule.

14
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Tuto vétu pouzivame ve Skolské matematice ¢asto, a proto si uvedme také jiné
typy dukazu:

1.

Diikaz. Dosadme do vzorce pro odchylku dvou vektoru ¢ = 90°.

cos90° = I_L,Qi
|df |v
0 = ==
|dl |9
Tedy
0= 0 = i-7=0
|| ]
]
2.

Dikaz. Doplnme k vektorum 4, o, které sviraji pravy uhel, vektory jejich souc¢tu
a rozdilu. Ziskdme obdélnik, jehoz thlopticky odpovidaji normam vektoru o + ¢
a U — v. Z planimetrie vime, ze thlopricky obdélniku jsou stejné dlouhé, proto
plati:

i+ = [ld =]
la+9]* = |- 2]
[@l)*+2-a-v+[o]* = [lall®—2-a-v+]|7]]
4-7-7 = 0
u-v = 0
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3 Aplikace skalarniho souc¢inu

V predchozi kapitole jsme se vénovali elementarnim tlohdm metrické geometrie
— vzdélenosti dvou bodu a odchylce dvou vektoru. Nyni budeme nové nabyté
znalosti aplikovat. Zamétrime se na vzdalenost bodu a nadroviny, tedy bodu a
piimky v roviné a bodu a roviny v prostoru. Diive nez zacneme s odvozovanim
vzorce pro vzdalenost bodu a nadroviny, musime najit rovnici, kterda nadrovinu
popise.

3.1 Obecna rovnice nadroviny

Nadrovinou prostoru dimenze n rozumime podprostor dimenze (n — 1), tedy
piimka je nadrovinou dvoudimenzionédlniho prostoru a rovina je nadrovinou ttidi-
menzionalntho prostoru. Abychom mohli uréovat vzdalenost bodu a nadroviny,
potiebujeme nadrovinu popsat rovnici.

Nejprve se podivejme, jak je téma obecné rovnice nadroviny zpracovano v nékte-
rych ucebnicich. Autofi uc¢ebnice [KoBo| rozdéluji téma podle dimenze. Jak obec-
nou rovnici primky v roviné, tak roviny v prostoru odvozuji diky znalosti skalarni-
ho souc¢inu. Vyuzivaji vétu o kolmych vektorech, jejichz skalarni soucin je roven
nule.

Nahlédneme-li do internetového portélu [mat.cz|, nalezneme druhy piistup k od-
vozeni obecné rovnice nadroviny, kdy vyloucenim parametru z parametrické rov-
nice odvodime obecnou rovnici.

Pii vyucovani je vhodné ukédzat obé varianty. Diky prvnimu pristupu, ktery
uplatiiuje ucebnice [KoBo|, muzeme objasnit geometrickou interpretaci a ukazat
vyuziti skaldrniho souc¢inu. Naopak druhy piistup z internetového portalu [mat.cz]
muze pomoci zakum, ktefl maji horsi geometrickou predstavivost, a zaroven si
Zaci procvici upravu rovnic.

3.1.1 Obecna rovnice nadroviny v roviné

Jak jsme jiz zminili v uvodu kapitoly, nadrovinou roviny je piimka. Pti hledani
obecné rovnice piimky p vyuzijeme dvou na sebe kolmych vektoru, smérového
vektoru QX a normalového vektoru 77 piimky p.

17



Necht Q € p, Q@ = [q1; ¢2]. Na pifmce p hleddme libovolny bod X = [x;y], kde
X # Q. Vektor X — ) bude smérovym vektorem piimky p. Normalovy vektor,
ktery je kolmy na kazdy smérovy vektor piimky p, oznacime © = (a;b). Dale
vyuzijeme znalost véty o kolmych vektorech (kapitola .

Ziskavame rovnici ptimky p, ur¢enou smérovym a normalovym vektorem:

(X —-Q) =0

Vektory vyjadiime v souradnicich, kde X = [z;y], Q = [¢1; 2], T = (a;b).

(X=Q)i = (r—q;y—q) (60) =0
(X=Q)7 = a-(x—q)+b-(y—q)=0
(X —Q)-1n1 = ar+by =0

Oznacme , & dostaneme obecnou rovnici ptimky v roviné.

’p:ax+by+c:0‘

3.1.2 Obecna rovnice nadroviny v prostoru

Nadrovinou tiidimenzionalniho prostoru je rovina. Podobné jako v predchozi pod-
kapitole, vyuzijeme kolmosti smérového vektoru na normalovy vektor roviny o.

Xo

Xi

Rovinu p popiseme bodem () € p a normalovym vektorem 7. K bodu () nalezneme
libovolny bod X, ktery nélezi roviné p, ziskdme tak smérovy vektor roviny p,
oznac¢me () — X . Dale budeme postupovat obdobné jako v piipadé obecné rovnice
nadroviny v rovineé.

Necht v prostoru X = [7;y; 2], Q = [q15 925 g3), 71 = (a; b; ).

Potom
(X=Q)-/ = 0
(z—q) aty—q) bt+t(z—g)c =
ar + by + cz =
Preznacime-li , dostaneme tvar obecné rovnice nadroviny.

ar +by+cz+d=0
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3.2 Vzdalenost bodu od nadroviny

Vzdalenost dvou geometrickych itvari muzeme vzdy prevést na jednodussi tlohu
vzdalenosti dvou bodu. Tento postup casto obsahuje mnoho mezivypocti, podivej-
me se napiiklad do uéebnice [KoBo].
Postup reseni:
1. Bodem P vedeme primku p kolmou k roviné o.
2. Urcime prusecik R primky p a roviny o.
3. Uréime vzddlenost m = |PR).
([KoBo], s. 131)

Provadime-li vypocet vzdalenosti zminénym zpusobem, musime provést tii kroky
vypoctu. Casto bychom vsak ocenili jednodussi cestu, napifklad pokud bychom
odvodili vztah, do kterého bychom dosadili pouze soutadnice bodu a obecnou
rovnici nadroviny, a usnadnili bychom si tim vyrazné préci pii feseni uloh. Navic
muzeme pii odvozeni vztahu vyuzit geometrickou interpretaci skalarniho soucinu.

Obecné resSeni v roviné

Zvolme libovolny bod P € p, pak vzdalenost bodu ) od nadroviny p je oriento-
vana délka projekce vektoru PQ do sméru normalového vektoru piimky p, kde
|7|| = 1. Vzdélenost je vzdy kladnd nebo nulové, a proto uzavieme vyraz do
absolutni hodnoty.

St

Aplikujme znalost geometrické interpretace skalarniho soucinu:

d(Q;p) = |proj(Q — P;ii)|
- llo-p .~
’” T

Necht Q = [q1; qa], P = [p1;p2l, 7 = (a;b).
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Dosad'me soufadnice do predchozi rovnosti:

ab
dQ;p) = |(@1 —p1;g2 —p2) - \/%

d(Qip) = (qu —p1)-a+ (g —p2)-b
’ a? + b?
aq + bqo
d(Q:p) = ’
(@:p) a? + b?
Oranzové oznaceny vyraz nahradime, . Muzeme si vSimnout,

ze v citateli ziskdme obecnou rovnici nadroviny, do niz sta¢i dosadit souradnice
bodu @) a vektoru 77, pak ziskdme vzorec pro vzdalenost libovolného bodu @) od
nadroviny o ve dvoudimenzionalnim prostoru.

aqy + bQQ +c

Obecna rovnice nadroviny v prostoru

Ve ttidimenzionalnim prostoru probéhne naprosto stejna tivaha, proto ji prove-
deme bez podrobného komentafe a omezime pocet kroku pti vypoctu.

Q
d(Q; 0)
X
0
n
d(Q;0) = (Q*X)'W

Necht X € ¢, X = [z;9; 2], Q = [q1; 425 g3, 7 = (a; b5 ¢).
Dosadme soutfadnice do rovnosti, upravme vyraz a ziskdme obecny vzorec pro
vzdalenost bodu od nadroviny v prostoru.

d(Q; 0) =

aq1+bq2+cq3+d’

Va2 + b2+ 2
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4 Aplikac¢ni dlohy

4.1 Jednoduché ilohy

4.1.1 Norma vektoru

Na obrazku vidite planek mésta. Urcete primou vzdalenost mezi

a) posilovnou a nadrazim

b) nddrazim a kostelem

¢) kostelem a postou

d) postou a skolou.

Predpokladejte, ze jednotka na mapé je 100 metru. Zaokrouhlete na celé metry.

-
9
00 © 00j
o[ o0
+ 8
Skola
>< 7
+ 6
Posta II II
+ 5
Posilovna
4
i s
‘ 2
+ + 1
Kostel Nadrazi
16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 5 5 -4 3 2 10 1 2 3 4 5 6 7
-

Reseni: a) 400 metri, b) 700 metri, ¢) 583 metri d) 361 metri

4.1.2 Odchylka dvou vektort

Jsou dény vektory @ = (4;9), ¥ = (8;3). Umistéte vektory do pocatku kartézské
soustavy soufadnic. Urcete velikost uhlu, ktery vektory sviraji.

U = (u1;uz2)

U — U= (u; — v13us — v2)

S

(v1302)

Reseni: Vektory i a ¥ sviraji dhel 45°29’.
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4.1.3 Vzdalenost bodu od nadroviny
Vzdalenost bodu od pfimky v roviné

Piimka p je popsédna body A = [2;5], B = [5; 1]. Najdéte obecnou rovnici piimky
p a urcete vzdalenost od bodu X = [6; 3].

N

Resent: p: 4z + 3y — 23 =0, d(X;p) =2

Vzdalenost bodu od roviny v prostoru

Rovina p je uréena body A = [—4;0;0], B = [0;4;0],C = [0; 3; 3]. Najdéte obec-
nou rovnici roviny a urcete vzdélenost mezi rovinou g a bodem X = [0;0; 1].

Reseni:

0:3x =3y —42+12=0, d(X;0) =

2
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4.2 Zajimavé tulohy
Na ukazku uvedeme tii ulohy, dalsi podobné geometrické tlohy, které lze tesit
pomoci skaldrniho soucinu, muzete naleznout ve ¢lancich [Cal] a [Elb].

Uloha 4.2.1 je zaktm jiz zndm4 véta, tloha poslouz k opakovéni latky a umozni
zakum nahlédnout na véty jinym zpusobem.

4.2.1 Thaletova véta

Necht AB je primérem kruznice k, pak trojihelnik ABC' je pravouhly, jestlize
bod C' lezi na kruznici k a zarovenn C' # A # B. Dokazte tvrzeni.

c
D

Reseni

Oznacme vektor SB = 9, SC = u, pak vime, ze vektor CB = i—va CA = u+7.
Dale ozna¢me ¢ thel mezi vektory @ — ¢ a @ + ¢. Nyni budeme chtit ukazat, ze
uhel ¢ = 90°.

Nésobme skaldrné vektory 4 — @ a i + U, jestlize vime, ze ||i|| = ||¥|| = r, kde r
je polomér kruznice k:

(@+9)- (7=7) = [} = 7]} = r* = r* = 0

Ukazali jsme, ze skaldrni soucin vektoru @ — v, @+ ¥ je roven nule, tedy odchylka
mezi nimi je rovna 90° a trojuhelnik ABC' je pravouhly.
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4.2.2 Vzajemna poloha bodu a kruznice

Tato tloha bude obsahovat dvé podilohy.
1. MB prochazi stfedem kruznice

Urcete vzéjemnou polohu bodu M a kruznice k = (5;r), jestlize znéte souradnice
bodu A, B, M, kde tsecka M B prochéazi stredem kruznice a A € M B Nk.

Reseni
Ulohu rozdélime na tii piipady, kdy bod M lezi vné kruznice k, uvnité kruznice

k nebo nalez kruznici k. Ulohu si nejprve zndzornime obrazky a poté odvodime
vztahy, pro jednotlivé pripady.

1. bod M lezi vné kruznice k

M

V pripadé, kdy bod M lezi vné kruznice k smétuji vektory M A, M B stejnym
smérem, tudiz odchylka mezi vektory je rovna 0°. Vztah muzeme vyjadrit pomoci
vzorce pro odchylku dvou vektoru, tedy

MA-MB = |MA|||MB]|cos0°
MA-MB = |MA||MB|

Podivejme se nyni na dalsi dva piipady a poté vysledné vztahy porovnejme.
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2. bod M lezi uvnitr kruznice k

V piipadé, kdy bod M lezi uvnitt kruznice k, sméruji vektory M A, M B opacnym
smérem, tedy odchylka mezi vektory je rovna 180°:

MA-MB = || MA||||MB||cos180°
MA-MB = —|MA||||MB]|

3. M ck

Ve tietim pripadé, kdy bod M nélezi kruznici k, bude vektor MA nulovy, tedy
skalarni souc¢in vektoru bude rovnéz nulovy:

MA-MB =0

Zévérem shriime a interpretujme vysledky. Ulohu jsme rozdélili na tii piipady a
ziskali t¥i vztahy:
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e Mlezivne k = MA-MB = |MA||MB],
o M lezf uvniti k = MA-MB = —||[MA|||MB|,

e Meck = MA-MB=0.

Ziskali jsme tedy jednoduchy nastroj, jak urcit vzajemnou polohu bodu a kruznice,
sta¢i pokud zjistime znaménko skalarntho soucinu M A - M B.
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2. MB neprochazi stredem kruznice

Urcete vzéjemnou polohu bodu M a kruznice k = (S;r), jestlize znéte souradnice
bodu A, B, M, kde A, B € k a tsecka M B neprochéazi stredem kruznice.

ResSeni

BUNO: S = [0;0], A= [—r;0], B = [r;0], M = [;9).

Ulohu si opét rozdélime na tii pripady:

1. M ek

M

V pripadé, kdy M € k muzeme uplatnit Thaletovu vétu a vétu o kolmych vekto-
rech:

= MA-MB

= (r—z—y) (r—z-y)

(—r—2)-(r—z)+y*

o o o o
|

= 2 +y*—r

Vypocétem jsme ziskali rovnici kruznice k, tedy plati, jestlize M € k, pak do-
sadime-li soutadnice bodu M do rovnice kruznice k, ziskdme rovnost.

2. M lezi vné kruznice k

V pripadé, kdy bod M lezi vné kruznice k, sviraji vektory M A, M B ostry uhel.
7, geometrické interpretace vime, ze skalarni sou¢in M A - M B bude kladny:

MA-MB=2x*+y*>*—1?>>0
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3. M lezi wonitt kruznice

V pripadé, kdy bod M lezi uvnitt kruznice k, sviraji vektory M A, M B tupy thel.
7 geometrické interpretace vime, ze skalarni sou¢in M A - M B bude zaporny:

MA-MB=2*>+y>—-r?><0

L=
N,

Zavérem piipomenme pojem mocnost bodu ke kruznici:

Libovolnému bodu M lze priradit redlné cislo m, pro néez plati:

1. |m| = |[MA| - |MB|, kde A, B jsou pruseciky dané kruznice k s libovolnou
secnou prochazejici bodem M.

2. m >0 pro body M vné kruznice,
m = 0 pro body M € k
m < 0 pro body M uvnitr kruznice.

Cislo m se nazjvd mocnost bodu M ke kruznic k. ([Pom], s. 84)
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4.2.3 Délka téznic

Urcete délky téznic trojuhelniku ABC, jestlize AB = ¢, AC = g, CB = a. Délky
stran trojihelniku ABC budeme znacit a, b, c.

Zadéni piikladu se inspiruje ¢lankem [Cal], prvni ¢ast feseni jsme prevorili do
jednodussi formy, druhd ¢ast vypoctu je inspirovana fesenim ubedeném v ¢lanku.

C

Reseni
Abychom mohli uréit délky téznic, musime nejprve popsat vektory to, &y, t,. Pfi
popisu vektoru t,, t, a t. vyuzijme znalosti z planimetrie.

Vime, ze dhlopticky v rovnobézniku se navzdjem puli. Doplnime-li trojihelnik
ABC' na rovnobéznik AC'BC, pak usecka C'C’ puli tsecku AB. Déle muzeme
pozorovat, 7e vektor CC' = G+ b a %C’C” = t..

Tedy




Déle se budeme inspirovat fesenim ze ¢lanku [Cal]. Vime, ze

— —

Ht_t;”z = le-te
lt|l” = Z(a+b) :Z(a +2d b+ b%) (5)

Vztah pro délku téznice bychom radi vyjadrili pomoci délek stran, proto musime
rovnost upravit a vyjadrit skalarni souc¢in vektoru @, b pomoci délek stran trojuhel-
niku ABC'. Skaldrni souc¢in dvou vektort umime vyjadfit pomoci vztahu pro od-
chylku dvou vektoru (6) nebo kosinové véty (7).

a-b = a-b-cosp (6)
¢ = a’+b*—2abcosyp (7)

N O

Vyjadreme z rovnosti (6) cos ¢, dosadme do rovnosti (7).
2 a1
 —2ab

- 1
a-b = —5(62—612—62)

b = a-b

—

Nynf se vratme k rovnosti (5) a dosadme za skaldrni soucin @ - b.

" 1 1
[E7 = 5@+ 25 = a* = 1) + 1)

- 1
I = (202 +26% = )

Ziskali jsme vztah pro délku téznice ..

~ 1
t.|| = =v2a? + 262 — 2
0= 5V

Délky téznic t,, t, bychom spocitali obdobné.
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Zaver

Pted provedenim analyzy stfedoskolskych ucebnic jsme nastinili jednoduchy obec-
ny princip, kterym bychom se méli inspirovat pti zavedeni novych pojmu. Mezi
body tohoto postupu patii motivace, odvozeni, véetné odvozeni nazvu a nésledna
aplikace pojmu. Zjistili jsme, ze zadna z vybranych ucebnic nesplinuje vSechny
kroky. Usoudili jsme, ze ma smysl v praci pokracovat a pokusili se zavést skalarni
soucin v logické posloupnosti.

Pii analyze ucebnic jsme uvedli, ze matematickd motivace neni pro zaky nej-
vhodnéjsi kvuli abstraktnosti, v prubéhu zavedeni jsme piistup prehodnotili. Po-
jem abstrakce je ¢asto negativné konotovan, avsak i my jsme pfi praci postupovali
od konkrétniho k obecnému, a prosli tak pfirozené procesem abstraktizace.

Budeme-li matematiku tvorit, jsme schopni jednotliva témata matematiky propo-
jovat a budovat tak celistvy systém. V ptipadé zavedeni skaldrniho soucinu jsme
vyuzili znalosti z planimetrie a uplatnili je v analytické geometrii, kde pracujeme
se stejnymi geometrickymi objekty, které popisujeme pomoci soutradnic.
Zavérem bychom radi povzbudili vSsechny ucitele matematiky, aby se spole¢né
s zaky pokusili matematiku tvorit, prestoze se Casto muze zdat, ze ¢as stoji proti
nam. Pokud vsak vybudujeme pevné zéklady, dalsi prace bude probihat plynule
a bude se zddt mnohem jednodussi.
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