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Department: Department of Mathematics Education
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Úvod

Bakalářská práce je věnována zavedeńı skalárńıho součinu ve školské matematice.
Na úvod bychom rádi představili program práce. Dř́ıve než začneme se zavedeńım
skalárńıho součinu, zanalyzujeme středoškolské učebnice a zhodnot́ıme, zda je
potřeba vybudovat novou teorii. Zač́ınáme-li vykládat, je potřeba žák̊um osvětlit
téma, kterým se budeme zabývat a od̊uvodnit, proč nás dané téma zaj́ımá, dále
propojit s již osvojenou látkou, ze které nový pojem odvod́ıme. Následovat by měli
př́ıklady, protipř́ıklady a aplikace. Postup práce je přirozený a aplikovatelný na
r̊uzné vyučovaćı styly. Ačkoliv je postup práce logický, budeme moci při analýze
učebnic pozorovat, že k němu neńı vždy přihĺıženo a některé kroky bývaj́ı vy-
nechány. Mysĺıme si, že výuka matematiky neńı o diktováńı vzorc̊u. Žáci by měli
společně s učitelem matematiku tvořit a vybudovat společně pevné základy, na
které mohou dále stavět.

Za ćıl si klademe, napsat práci tak, aby ji čtenář mohl č́ıst plynule, každý krok
výpočtu či odvozeńı mu byl jasný, a věděl, jaké nástroje použ́ıvá a proč je použ́ıvá.
Nejvyšš́ım oceněńım práce by bylo, pokud by čtenář při čteńı řádk̊u již předv́ıdal,
jaké kroky budou následovat. Zároveň, aby byl text pochopitelný pro žáky, ale
také přinášel něco nav́ıc pro učitele.
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1 Skalárńı součin v učebnićıch

Při záváděńı nových pojmů by mělo platit všeobecně známé schéma, které zmiňuje
také Z. Halas ve svém př́ıspěvku Cesta ke skalárńımu součinu [Hal].

Nové téma by mělo být vždy uvedeno motivaćı, která upoutá žákovu pozornost a
navod́ı atmosféru k nově vzniklému problému. V matematice můžeme motivovat
látku několika zp̊usoby – nejlépe př́ıklady z prostřed́ı bĺızkému žákovi, historíı ma-
tematiky nebo vtipem. Daľśım zp̊usobem je motivace matematická. Ze zkušenost́ı
svého okoĺı muśım konstatovat, že matematická motivace je nejméně obĺıbená
mezi žáky a často neupoutá jejich pozornost. Existuj́ı však témata, u kterých se
matematické motivaci nevyhneme. V onom př́ıpadě je obzvlášt’ nutné pojem či
nový vztah odvodit.

Po řádně provedené motivaci již žáci pochoṕı, proč potřebujeme problém vyřešit.
Nový vztah odvod́ıme a následně definujeme. V tomto kroku je vhodné zd̊uvodnit
výběr samotného názvu.

Daľśım krokem je část procvičovaćı, uvedeme př́ıklady a protipř́ıklady a na nejvyš-
š́ım stupni aplikujeme v úlohách.

Výchoźım bodem pro hodnoceńı učebnic bude splněńı jednotlivých bod̊u z před-
choźıch odstavc̊u. Správně postavená učebnice by měla obsahovat motivaci, od-
vozeńı včetně názvu, definici, př́ıklady, protipř́ıklady a aplikaci.

Protože se primárńım zdrojem informaćı postupně stává internet, který je v́ıtán
předevš́ım kv̊uli rychlosti, snadnosti ovládáńı a dostupnosti velkého množstv́ı in-
formaćı, s č́ımž se váže také př́ıležitost udělat chybu, kterou si pak žák může
špatně osvojit, budeme se zabývat nejen tǐstěnými učebnicemi, ale také interne-
tovými portály, které se dané tematice věnuj́ı.

1.1 Pozorováńı

1.1.1 realisticky.cz

Začněme internetovou učebnićı [real], která je určena předevš́ım pro zač́ınaj́ıćı
učitele. Nab́ıźı témata základoškolské i středoškolské matematiky. Téma skalárńıho
součinu je zaměřeno předevš́ım na praktické poč́ıtáńı př́ıklad̊u, které jsou gra-
dovány. Autor klade d̊uraz na interpretaci výsledk̊u, která tvoř́ı základ pro odvo-
zeńı nových vztah̊u, vzorc̊u a pojmů.

Téma skalárńıho součinu je uvedeno př́ıkadem na výpočet souřadnic vektoru
pomoćı goniometrických funkćı. Dále autor připomı́ná součin reálného č́ısla a
vektoru. Žáky by mohlo zaj́ımat, jak spoč́ıtat součin dvou vektor̊u. Zp̊usobem
nápodoby ke vztahu pro normu vektoru zavád́ı skalárńı součin:

|u|2 = u · u = (u1;u2) · (u1;u2) = u2
1 + u2

2 = u1u1 + u2u2

Jak by vypadal vzorec pro součin dvou r̊uzných vektor̊u u = (u1;u2),

v = (v1; v2)?
u · v = (u1;u2) · (v1; v2) = u1v1 + u2v2

([real], s. 1)
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Je zavedena definice a zd̊uvodněn p̊uvod př́ıvlastku skalárńı, který dává autor do
souvislosti s fyzikou a skaláry. Kapitola konč́ı př́ıklady na procvičeńı.

Zmı́něná matematická motivace neńı zdařilá. Skalárńı součin by měl být chápán
jako matematický aparát, který nám pomůže při vyřešeńı konkrétńıch matema-
tických problémů, výše uvedená motivace však tento parametr nesplňuje. Bylo
by vhodné uvést, proč bychom měli vektor vektorem násobit. Zavedeńı zp̊usobem
nápodoby se také nepovedl. Pozorujme citaci výše a zaměřme se hned na prvńı
řádek. Spoč́ıtat velikost vektoru sice umı́me, avšak známe pouze vzorec vycházej́ıćı
z Pýthagorovy věty, tedy
|u⃗|2 = u2

1 + u2
2 = u1u1 + u2u2. Č́ım však může autor podložit, že předešlý vzorec

je roven výrazu u⃗ · u⃗, či výrazu (u1;u2) · (u1;u2)?

1.1.2 Matematika.cz

Internetová učebnice [mat.cz] neńı klasickou výkladovou učebnićı. Dle podtitulku
tady to pochoṕı̌s :-) má učebnice primárně doplnit a vyjasnit učivo nabyté ze
školńıch lavic, nikoliv ho poprvé vykládat.

Autor učivo nemotivuje, př́ımo rozeṕı̌se skalárńı součin do souřadnic a poté zavád́ı
vzorec cosα = u⃗·v⃗

|u⃗||v⃗| . Zd̊urazňuje předevš́ım geometrickou interpetaci skalárńıho

součinu jako délku projekce vektoru v⃗ do normovaného vektoru u⃗, tyto dva vek-
tory sv́ıraj́ı úhel α.

Pokud skalárně násob́ıme vektory u⃗ a v⃗, tak pokud výsledek vyděĺıme délkou vek-
toru v⃗, źıskáme délku úsečky AD, což je velikost pr̊umětu vektoru v⃗ do směru
vektoru u⃗ .

([mat.cz])

Mysĺım si, že povaha serveru je určuj́ıćı, a proto neobsahuje ani motivaci, ani
řádné zavedeńı, ale pouze definici. Kladně můžeme hodnotit geometrickou inter-
pretaci.

1.1.3 Matematika pro SŠ, Didaktis

Učebnice [Von] je jednou z nejpouž́ıvaněǰśıch učebnic pro gymnázia a středńı
školy. Analytické geometrii věnuje kolektiv autor̊u dvě samostatné učebnice –
pro rovinu a prostor. Učebnice jsou výkladové, pro procvičeńı můžeme využ́ıt
samostatné pracovńı sešity.
Kapitola je motivována př́ıkladem letǐstńıho radaru, který využ́ıvá soustředných
kružnic a polopř́ımek, pomoćı nichž můžeme určit vzdálenost letadla od stanice.
V prostoru je skalárńı součin motivován rovněž fyzikálně – pravidly pravé a levé
ruky. Samotný skalárńı součin je zaveden definićı (1) a v poznámce na okraji
definován jako zobrazeńı. Autoři zmiňuj́ı také vlastnosti skalárńıho součinu a
upozorňuj́ı na d̊uležitost př́ıvlastku skalárńı, jeho význam však nevysvětluj́ı.

a · b = a1 · b1 + a2 · b2 (1)

Následuj́ıćı podkapitola je věnována odchylce mezi vektory. Odchylka je moti-
vována fyzikálně pomoćı vektoru dostředivého zrychleńı, který je kolmý k vek-
toru rychlosti. Podobně jako u zavedeńı skalárńıho součinu nalezneme v poznámce
na okraji odvozeńı vzorce pro odchylku dvou vektor̊u.
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Motivačńı př́ıklad pro uvedeńı tématu je vybrán vhodně, tato motivace neńı mate-
matická, ale fyzikálńı. Naopak zavedeńı skalárńıho součinu definićı o ničem nevy-
pov́ıdá a skalárńı součin ”spadl z nebe”. Ani p̊uvod názvu neńı vysvětlen, přestože
je zmı́něna distributivita skalárńıho součinu a je zd̊urazněno, že výsledkem skalár-
ńıho součinu je reálné č́ıslo.

1.1.4 Matematika pro gymnázia, Prometheus

Učebnice [KoBo] je zřejmě nejpouž́ıvaněǰśı učebnićı matematiky pro gymnaziálńı
žáky, kteř́ı jsou připravováni pro studium na vysoké škole. Proto je kladen d̊uraz
na definice, věty a d̊ukazy. Učebnice je zaměřena na výklad i procvičováńı.

Také autoři této učebnice motivuj́ı velikost vektoru fyzikálńımi úvahami. Skalárńı
součin zaváděj́ı jako definici a jeho význam zd̊urazňuj́ı:

Skalárńı součin, který ted’ zavedeme je velmi d̊uležitý.

Skalárńı součin dvou vektor̊u u = (u1;u2), v = (v1; v2) v rovině je č́ıslo
u1v1 · u2v2.

Skalárńı součin dvou vektor̊u u = (u1;u2;u3), v = (v1; v2; v3) v prostoru je č́ıslo
u1v1 · u2v2 · u3v3.

([KoBo], s. 40)

Skutečný význam skalárńıho součinu odhaĺı podkapitola Odchylka dvou vektor̊u.
Pomoćı souřadnic vektor̊u a vzorce pro skalárńı součin autoři odvod́ı vzorec
cosφ = u⃗·v⃗

∥u⃗∥∥v⃗∥ . V aplikačńıch úlohách se žáci nauč́ı využ́ıvat skalárńı součin v jed-

noduchých d̊ukazech známých vět (kosinová věta) a ve fyzikálńıch př́ıkladech.

Rovněž tato učebnice nesplňuje schéma uvedené v úvodu kapitoly 1. Téma je uve-
deno bez náležité motivace a zavedeno definićı. Vlastnosti skalárńıho součinu jsou
zmı́něny, avšak nevyužity k vysvětleńı názvu. Geometrická interpretace skalárńıho
součinu rovněž chyb́ı.

1.1.5 Přehled středoškolské matematiky

Učebnice [Pol] je přehled středoškolské matematiky. Vzhledem k zaváděńı pojmů
je vhodná pro maturanty nebo vysokoškolské studenty, kteř́ı si potřebuj́ı zopako-
vat látku ze středńı školy.

Autor uvad́ı téma skalárńıho součinu zavedeńım definice. Pracuje s obecným
vzorcem, souřadnice využ́ıvá až v nadcházej́ıćı kapitole. Žádná motivace definici
nepředcháźı.

Skalárńım součinem u⃗ · v⃗ dvou nenulových vektor̊u u⃗, v⃗ nazýváme reálné č́ıslo,
které dostaneme jako součin velikost́ı vektor̊u u⃗, v⃗ a kosinu velikosti úhlu φ těchto
vektor̊u: u⃗ · v⃗ = |u⃗||v⃗| cosφ.

([Pol], s. 558)

Původ názvu je motivován fyzikálně podle skalárńıch veličin, které jsou jedno-
značně určeny svými hodnotami. Prvńı př́ıklady jsou zaměřeny předevš́ım na
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porozuměńı definici a aplikačńı př́ıklady jsou zasazeny do geometrického a fyzi-
kálńıho prostřed́ı.

U přehledové literatury neńı motivace a zavedeńı nezbytné, autor pravděpodobně
předpokládá, že se žák již s danou problematikou seznámil ve škole. Za zmı́nku
však stoj́ı pořad́ı úvah. Autor nejprve skalárńı součin definuje, poté vysvětluje
p̊uvod př́ıvlastku skalárńı a až v daľśım kroku přistupuje k vlastnostem skalárńıho
součinu. Mezi vlastnostmi neopomı́ná ani distributivitu, kterou sice připodobńı
součinu dvou mnohočlen̊u v oboru reálných č́ısel, avšak ji nevyuž́ıvá k vysvětleńı
názvu.

1.1.6 Matika pro spolužáky

Učebnice [Lǐs] vytvořili žáci královéhradeckého gymnázia. Tato skutečnost se pro-
jev́ı také ve formulaćıch, které jsou bĺızké jazyku mluvenému. Učebnice je určena
pravděpodobně pro slabš́ı žáky.

Skalárńı součin je motivován jako matematický aparát, který využijeme v analy-
tické geometrii při výpočtu odchylky mezi dvěma vektory a při určováńı vzájemné
polohy dvou př́ımek nebo rovin anebo ve fyzice při poč́ıtáńı práce a zrychleńı.
Autoři žádné odvozeńı nenab́ıźı a př́ımo komentuj́ı proces skalárńıho součinu:

Skalárńı součin ze dvou vektor̊u vyrob́ı č́ıslo (skalár), tedy nikoliv vektor.

([Lǐs], s. 44)

Dále definuj́ı skalárńı součin:

Skalárńı součin si označ́ı̌s tečkou mezi vektory u⃗ · v⃗ a vypoč́ıtá se:
v rovině jako: u⃗ · v⃗ = uxvx + uyvy v prostoru jako: u⃗ · v⃗ = uxvx + uyvy + uzvz

([Lǐs], s. 44)

Motivace je povedená, avšak úvahy by mohly být řazeny opačně, nejprve se poku-
sit odvodit vzorec pro výpočet odchylky a poté pojemnovat skalárńı součin (v́ıce
v kapitole 2). Opět je zd̊uvodněn p̊uvod př́ıvlastku skalárńı a na zd̊uvodněńı
součinu bylo zapomenuto.

1.1.7 Matematika pro gymnázia, SPN

Učebnice [MeSi] byla vydána v roce 1979, jej́ı zp̊usob zavedeńı skalárńıho součinu
se lǐśı od zavedeńı v současných středoškolských učebnićıch. V úlohách kladou
autoři d̊uraz na geometrickou interpretaci výsledk̊u a propojeńı numerického a
grafického řešeńı.

Úvod kapitoly Skalárńı součin dvou vektor̊u je věnována odchylce vektor̊u. Je
zaveden vzorec:

cosφ =
a1b1 + a2b2 + a3b3

|a⃗| · |b⃗|
(2)

Následuj́ı př́ıklady na dosazováńı do vzorce (2). Po procvičeńı je zaveden skalárńı
součin:
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Čı́slo |a⃗|·b⃗| cosφ, tj. č́ıslo a1b1 + a2b2 + a3b3, má v matematice i v jej́ıch aplikaćıch
velký význam, proto se pro něj zavedl speciálńı název i matematický symbol.

([MeSi], s. 80)

Pořad́ı úvah při zavedeńı skalárńıho součinu je ze všech zmı́něných učebnic nej-
zdařileǰśı. Dále bychom měli také vyzdvihnout d̊uraz na geometrickou interpre-
taci. Chyb́ı však zd̊uvodněńı celého názvu.

1.2 Srovnáńı

Srovnáme-li zavedeńı a motivace ve vybrané literatuře, zjist́ıme, že možnost́ı je
několik. Začněme motivaćı. Nejčastěji vyb́ıraj́ı autoři učebnic motivaci matema-
tickou nebo fyzikálńı. Z našeho hlediska je fyzikálńı motivace vhodněǰśı, jelikož
se bĺıž́ı reálíım, které jsou žák̊um vlastńı.

Ve vybrané literatuře se nejčastěji uplatňuje zavedeńı definićı. Takové pojet́ı
v́ıdáme nejčastěji u učebnic určených pro gymnaziálńı žáky. Jiný zp̊usob zavedeńı
pozorujeme v literatuře [real] a [MeSi]. V internetové učebnici [real] je skalárńı
součin zaveden nápodobou výpočtu normy vektoru. V učebnici [MeSi] je skalárńı
součin odvozen ze vzorce pro výpočet odchylky dvou vektor̊u.

Dále můžeme pozorovat, že některé učebnice se snaž́ı osvětlit p̊uvod názvu, avšak
pouze jeho části - př́ıvlastku skalárńı. Ani jedna ze zmı́něných učebnic však nezd̊u-
vodňuje výběr slova součin.

Zaj́ımavý kontrast práce s kosinovou větou můžeme pozorovat v literatuře [KoBo]
a [MeSi]. V učebnici [KoBo] uvád́ı autoři kosinovou větu jako př́ıklad jednoduché
věty, kterou můžeme dokázat využit́ım skalárńıho součinu. Naopak učebnice [MeSi]
pracuje s kosinovou větou jako výchoźı pro zavedeńı skalárńıho součinu.

Pořad́ı úvah je v současných učebnićıch podobné, nejprve je zaveden skalárńı
součin, který je využit pro zavedeńı vzorce pro odchylku dvou vektor̊u. Jediná
učebnice [MeSi] řad́ı úvahy opačně. Nejprve autoři zavedou vzorec pro odchylku
dvou vektor̊u, ve které skalárńı součin nejprve nepojmenuj́ı, ale následně kv̊uli
jeho d̊uležitosti a využitelnosti zavedou název i symbol.

Srovnáme-li hlavńı zaměřeńı kapitol ve vybrané literatuře, pozorujeme rozd́ıly
mezi současnými učebnicemi a učebnićı [MeSi]. Současné učebnice (s výjimkou
internetového portálu [mat.cz]) jsou zaměřeny předevš́ım na numerické výpočty,
které jsou zasazené do fyzikálńıho nebo matematického prostřed́ı. Skalárńı součin
slouž́ı často jako vhodný matematický aparát při d̊ukazech vzorc̊u, vztah̊u a vět.
Autoři učebnic [mat.cz] a [MeSi] však mimo hledisko numerické kladou d̊uraz
předevš́ım na geometrickou interpretaci.

Výsledky porovnejme a shrňme v následuj́ıćı tabulce:

učebnice motivace zavedeńı název - skalárńı název - součin geom. interpr.

real X nápodoba ANO NE NE
mat.cz X definice NE NE ANO
Von FYZ definice NE NE NE
KoBo X definice NE NE NE
Pol X definice ANO NE ANO
Lǐs MAT definice ANO NE NE
MeSi X odvozeno NE NE ANO
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1.3 Závěr

Pro žáky je velice d̊uležité, aby nově nabyté poznatky dokázali použ́ıt v praxi.
Některá středoškolská téma je obt́ıžněǰśı uchopit tak, abychom je mohli propo-
jit s praktickým životem. Obzvláště v takovém př́ıpadě je d̊uležité nový pojem
odvodit a využ́ıt matematickou motivaci.

Jak jsme se mohli přesvědčit, žádná z vybrané literatury nesplňuje všechna kritéria
při zavedeńı nového pojmu. Největš́ı problémy se objevily při motivaci, odvozeńı
a pořad́ı úvah. V následuj́ıćı kapitole se pokuśıme zavést skalárńı součin a naplnit
všechna zmı́něná kritéria.
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2 Zavedeńı skalárńıho součinu

V kapitole se inspiruji článkem [Hal], který si dovoĺım rozvést a doplnit o mo-
tivačńı úvahy.

Syntetická i analytická geometrie se zabývaj́ı mimo jiné řešeńım metrických úloh.
Můžeme popisovat délky a velikosti geometrických útvar̊u a úhly mezi nimi. Ana-
lytická geometrie je metodou, která využ́ıvá souřadnice při popisu těchto geome-
trických útvar̊u a využ́ıvá přitom poznatk̊u ze syntetické geometrie jako např́ıklad
Pýthagorovu větu či kosinovou větu.

Nejd̊uležitěǰśım aspektem při orientaci v novém geometrickém prostoru je popsat
základńı geometrické objekty, kterými jsou ve vektorovém prostoru body a vek-
tory. Polohu bod̊u můžeme popisovat pomoćı souřadnic vzhledem k dané soustavě
souřadnic. Na středńıch školách obvykle voĺıme kartézskou soustavu souřadnic.
Nejelementárněǰśı otázkou metrické geometrie je vzdálenost dvou bod̊u. Vı́me,
že dva body určuj́ı vektor, který je druhým základńım geometrickým objektem.
Vzájemný vztah dvou vektor̊u může vyjadřovat jejich odchylka.

Vzdálenosti a odchylky daľśıch geometrických útvar̊u (př́ımka, rovina) budeme
převádět na jednodušš́ı úlohy. Vyřešme s pomoćı souřadnic nejprve elementárńı
úlohy:

• vzdálenost dvou bod̊u,

• odchylku dvou vektor̊u.

2.1 Vzdálenost dvou bod̊u

Prvńı elementárńı úloha, kterou potřebujeme vyřešit, je vzdálenost dvou bod̊u.

Body A,B můžeme popsat pomoćı souřadnic: A = [a1; a2], B = [b1; b2].
Jejich vzdálenost je rovna délce přepony v pravoúhlém trojúhelńıku ABC,
kde C = [b1; a2], |AC| = |b1 − a1|, |BC| = |b2 − a2|.

Proto podle Pýthagorovy věty plat́ı |AB| =
√︁

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2.
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Vı́me, že body A, B určuj́ı vektor AB, kde A je počátečńım bodem a B je kon-
covým bodem vektoru. Necht’ AB = u⃗, pak u⃗ = (b1 − a1; b2 − a2) = (u1;u2).

Vzdálenost bod̊u A, B je rovna velikosti vektoru u⃗. Velikost vektoru budeme
nazývat norma vektoru a značit ∥u⃗∥. Tedy

∥u⃗∥ =
√︂

u2
1 + u2

2

2.2 Odchylka dvou vektor̊u

Druhou elementárńı úlohou je výpočet odchylky dvou vektor̊u. Necht’ maj́ı vek-
tory u⃗, v⃗ společný počátečńı bod a úhel mezi nimi označme φ. Pak spoj́ıme-li kon-
cové body vektor̊u, źıskáme trojúhelńık, jehož strany maj́ı délky ∥u⃗∥, ∥v⃗∥, ∥u⃗−v⃗∥.

Dı́ky znalosti délek stran trojúhelńıku můžeme určit velikost úhlu φ pomoćı ko-
sinové věty:

∥u⃗− v⃗∥2 = ∥u⃗∥2 + ∥v⃗∥2 − 2 ∥u⃗∥ ∥v⃗∥ cosφ
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Při odvozeńı využijme znalost́ı z předchoźı podkapitoly a délky stran trojúhelńıku
vyjádřeme v souřadnićıch:

(u1 − v1)
2 + (u2 − v2)

2 = u2
1 + u2

2 + v21 + v22 − 2
√︂

u2
1 + u2

2

√︂
v21 + v22 cosφ

u2
1 − 2u1v1 + v21 + u2

2 − 2u2v2 + v22 = u2
1 + u2

2 + v21 + v22 − 2
√︂

u2
1 + u2

2

√︂
v21 + v22 cosφ

−2(u1v1 + u2v2) = −2
√︂
u2
1 + u2

2

√︂
v21 + v22 cosφ

u1v1 + u2v2 =
√︂

u2
1 + u2

2

√︂
v21 + v22 cosφ

u1v1 + u2v2 = ∥u⃗∥ ∥v⃗∥ cosφ

V posledńım kroku źıskáme vztah pro kosinus úhlu φ, kde φ je odchylka vektor̊u
u⃗ a v⃗.

cosφ =
u1v1 + u2v2
∥u⃗∥∥v⃗∥

2.3 Skalárńı součin

V předchoźı kapitole jsme vyřešili elementárńı problémy metrické geometrie a
odvodili následuj́ıćı vztahy:

Norma vektoru

∥u⃗∥ =
√︂

u2
1 + u2

2 (3)

Odchylka dvou vektor̊u

cosφ =
u1v1 + u2v2
∥u⃗∥∥v⃗∥

(4)

Využijme nově nabytých znalost́ı a prozkoumejme výsledné vztahy. Pro jedno-
duchost přeznačme u1v1 + u2v2 na (u⃗; v⃗). Všimněme si, že výraz pod odmocni-
nou z rovnosti (3) můžeme zapsat pomoćı výrazu v čitateli ze vztahu (4), tedy
u1u1 + u2u2 = (u⃗; u⃗).

Dále poznamenejme, že oba výrazy obsahuj́ı součet, jehož prvńı sč́ıtanec je součin
x-ových souřadnic vektor̊u a jehož druhý sč́ıtanec je součin y-ových souřadnic
vektor̊u. Zdá se, že tato struktura by mohla být kĺıčová, prozkoumejme proto jej́ı
vlastnosti.

2.3.1 Vlastnosti

Při zkoumáńı vlastnost́ı výrazu (u⃗; v⃗) využijeme již nabytých znalost́ı o vektorech.
V úvodu do analyické geometrie se žáci naučili vektory sč́ıtat. Prozkoumejme, jak
se výraz zachová, pokud dosad́ıme do jedné z jeho složek součet dvou vektor̊u:

(u⃗; v⃗ + w⃗) = u1(v1 + w1) + u2(v2 + w2)

= u1v1 + u1w1 + u2v2 + u2w2

= (u1v1 + u2v2) + (u1w1 + u2w2)

Plat́ı tedy
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(u⃗; v⃗ + w⃗) = (u⃗; v⃗) + (u⃗; w⃗)

Zjistili jsme, že výraz (u⃗; v⃗) je distributivńı v̊uči sč́ıtáńı. Tato vlastnost je
charakteristická pro součin. Narozd́ıl od součinu, neńı výsledkem výrazu (u⃗; v⃗)
vektor, jak bychom mohli u součinu dvou vektor̊u očekávat. V kapitole 2.3.2
uvid́ıme, že tento výsledek bude mı́t vliv na pojmenováńı výrazu.

S výrazem by se nám dobře poč́ıtalo, pokud by byl symetrický, pod́ıvejme se, zda
takovou vlastnost má:

u1v1 + u2v2 = v1u1 + v2u2

(u⃗; v⃗) = (v⃗; u⃗)

Výraz je skutečně symetrický. Dále umı́me vektory libovolně násobit skalárem,
prozkoumejme, jak se bude výraz chovat, vynásob́ıme-li jednu z jeho složek skalá-
rem, c ∈ R:

(c · u⃗; v⃗) = (c · u1)v1 + (c · u2)v2

= c · u1 · v1 + c · u2 · v2
= c · (u1v1 + u2v2)

Plat́ı tedy

(c · u⃗; v⃗) = c · (u⃗; v⃗)

Z vlastnosti symetrie pak vyplývaj́ı d̊usledky pro prvńı a třet́ı vlastnost:

(u⃗; v⃗ + w⃗) = (u⃗; v⃗) + (u⃗; w⃗) =⇒ (u⃗+ w⃗; v⃗) = (u⃗; v⃗) + (w⃗ + v⃗)

(c · u⃗; v⃗) = c · (u⃗; v⃗) =⇒ (u⃗; c · v⃗) = c · (u⃗; v⃗)

2.3.2 Název

V předchoźı kapitole jsme ukázali, že výraz (u⃗; v⃗) je distributivńı v̊uči sč́ıtáńı a
připomněli jsme, že ačkoliv je tato vlastnost charakteristická pro součin, nemůže-
me výraz považovat za binárńı operaci součin, nebot’ výsledkem součinu dvou
vektor̊u by musel být vektor. Muśıme proto název odlǐsit vhodným př́ıvlastkem.

Výsledkem výrazu je reálné č́ıslo, proto bychom mohli zvolit název č́ıselný součin.
Tento př́ıvlastek by však mohl připomı́nat součin dvou č́ısel, proto by byla volba
nevhodná.

Ve fyzice použ́ıváme pro jednotku určenou jediným č́ıslem označeńı skalár (z lat.
scala, žebř́ık, přeneseně stupnice), odvod́ıme-li ze základu tohoto slova př́ıvlastek,
źıskáme název skalárńı součin. Při zápisu můžeme jednoduše využ́ıt značeńı pro
součin a napsat tečku mezi vektory:

u⃗ · v⃗ = u1v1 + u2v2
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2.4 Geometrická interpretace skalárńıho součinu

Při geometrické interpretaci využijeme vztah, který jsme odvodili pro výpočet
odchylky dvou vektor̊u:

u⃗ · v⃗ = ∥u⃗∥∥v⃗∥ cosφ

Vı́me, že projekce vektoru v⃗ do směru vektoru u⃗ má orientovanou délku ∥v⃗∥ cosφ:

|proj(v⃗; u⃗)| = ∥v⃗∥ cosφ 1

Abychom źıskali hodnotu skalárńıho součinu u⃗ · v⃗, muśıme délku projekce2

∥v⃗∥ cosφ vynásobit normou vektoru u⃗. Velikost vektoru u⃗, do jehož směru promı́tá-
me ovlivńı hodnotu skalárńıho součinu. Délka projekce vektoru v⃗ do směru vek-
toru u⃗ se natáhne či zkrát́ı podle velikosti vektoru u⃗. Uvažujme tři následuj́ıćı
př́ıpady:

• V př́ıpadě, že ∥u⃗∥ > 1, pak skalárńı součin u⃗ · v⃗ je roven délce projekce,
která je zvětšena na násobek ∥u⃗∥, tedy

∥u⃗∥ > 1 =⇒ u⃗ · v⃗ = ∥u⃗∥∥v⃗∥ cosφ = ∥u⃗∥ · | proj(v⃗; u⃗) |

• V př́ıpadě, že ∥u⃗∥ < 1, pak skalárńı součin u⃗ · v⃗ je roven délce projekce,
která je zkrácena na násobek ∥u⃗∥, tedy

0 < ∥u⃗∥ < 1 =⇒ u⃗ · v⃗ = ∥u⃗∥∥v⃗∥ cosφ = ∥u⃗∥ · | proj(v⃗; u⃗) |
1Značeńı orientované délky projekce
2Hovoř́ıme-li o délce projekce, máme na mysli orientovanou délku projekce
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• V př́ıpadě, že ∥u⃗∥ = 1, pak skalárńı součin je roven délce projekce, tedy

∥u⃗∥ = 1 =⇒ u⃗ · v⃗ = ∥v⃗∥ cosφ = | proj(v⃗; u⃗) |

Hodnota skalárńıho součinu

Prozkoumejme, kdy bude skalárńı součin nabývat hodnot kladných, záporných a
nulových. Vı́me, že u⃗ · v⃗ = ||u⃗|| ||v⃗|| cosφ. Délky vektor̊u u⃗, v⃗ jsou vždy nezáporné,
tud́ıž rozhoduj́ıćım parametrem bude hodnota cosφ.

Odchylka mezi vektory může nabývat hodnot mezi [0;π]. Znázorněme si tedy graf
goniometrické funkce kosinus na tomto intervalu.
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Jak jsme již zmı́nili, znaménko skalárńıho součinu odpov́ıdá znaménku kosinu
úhlu φ. Vid́ıme, že kosinus nabývá kladných hodnot na intervalu (0; π

2
), tedy

také skalárńı součin bude na tomto intervalu nabývat kladných hodnot. V bodě
π
2
je skalárńı součin vektor̊u roven nule, na intervalu (π

2
; π) nabývá skalárńı součin

záporných hodnot. Výsledky pozorováńı shrňme v následuj́ıćı tabulce a doplňme
typ úhlu, který vektory sv́ıraj́ı:

skalárńı součin interval typ úhlu

u⃗ · v⃗ = 0 {π
2
} pravý úhel

u⃗ · v⃗ > 0 (0; π
2
) ostrý úhel

u⃗ · v⃗ < 0 (π
2
; π) tupý úhel

Na grafu můžeme dále pozorovat, kdy bude skalárńı součin nabývat nejmenš́ıch
a největš́ıch hodnot. Pokud budou mı́t normy vektor̊u u⃗, v⃗ konstatńı velikost,
potom bude opět rozhoduj́ıćım faktorem hodnota kosinu. Na intervalu [0; π] bude
skalárńı součin nabývat největš́ıch hodnot pro cosφ = 1, tedy skalárńı součin
nabývá největš́ıch hodnot v př́ıpadě, kdy se odchylka mezi vektory bĺıž́ı nule.
Naopak nejmenš́ı hodnota skalárńıho součinu bude pro cosφ = −1, tedy mezi
vektory, které sv́ıraj́ı př́ımý úhel.

Ve školské matematice se nejčastěji setkáme s geometrickou interpretaćı skalárńıho
součinu dvou na sebe kolmých vektor̊u. V tomto př́ıpadě je délka orientované pro-
jekce vektoru v⃗ do směru vektoru u⃗ nulová, tud́ıž také skalárńı součin bude roven
nule. Zformulujme větu:

Věta (o kolmých vektorech). Necht’ vektory u⃗, v⃗ jsou nenulové a navzájem kolmé,
potom skalárńı součin u⃗ · v⃗ je roven nule.
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Tuto větu použ́ıváme ve školské matematice často, a proto si uved’me také jiné
typy d̊ukaz̊u:

1.

D̊ukaz. Dosad’me do vzorce pro odchylku dvou vektor̊u φ = 90o.

cos 90o =
u⃗ · v⃗
|u⃗| |v⃗|

0 =
u⃗ · v⃗
|u⃗| |v⃗|

Tedy

0 =
u⃗ · v⃗
|u⃗| |v⃗|

⇐⇒ u⃗ · v⃗ = 0

2.

D̊ukaz. Doplňme k vektor̊um u⃗, v⃗, které sv́ıraj́ı pravý úhel, vektory jejich součtu
a rozd́ılu. Źıskáme obdélńık, jehož úhlopř́ıčky odpov́ıdaj́ı normám vektor̊u u⃗+ v⃗
a u⃗ − v⃗. Z planimetrie v́ıme, že úhlopř́ıčky obdélńıku jsou stejně dlouhé, proto
plat́ı:

||u⃗+ v⃗|| = ||u⃗− v⃗||
||u⃗+ v⃗||2 = ||u⃗− v⃗||2

||u⃗||2 + 2 · u⃗ · v⃗ + ||v⃗||2 = ||u⃗||2 − 2 · u⃗ · v⃗ + ||v⃗||2

4 · u⃗ · v⃗ = 0

u⃗ · v⃗ = 0
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3 Aplikace skalárńıho součinu

V předchoźı kapitole jsme se věnovali elementárńım úlohám metrické geometrie
– vzdálenosti dvou bod̊u a odchylce dvou vektor̊u. Nyńı budeme nově nabyté
znalosti aplikovat. Zaměř́ıme se na vzdálenost bodu a nadroviny, tedy bodu a
př́ımky v rovině a bodu a roviny v prostoru. Dř́ıve než začneme s odvozováńım
vzorce pro vzdálenost bodu a nadroviny, muśıme naj́ıt rovnici, která nadrovinu
poṕı̌se.

3.1 Obecná rovnice nadroviny

Nadrovinou prostoru dimenze n rozumı́me podprostor dimenze (n − 1), tedy
př́ımka je nadrovinou dvoudimenzionálńıho prostoru a rovina je nadrovinou tř́ıdi-
menzionálńıho prostoru. Abychom mohli určovat vzdálenost bodu a nadroviny,
potřebujeme nadrovinu popsat rovnićı.

Nejprve se pod́ıvejme, jak je téma obecné rovnice nadroviny zpracováno v někte-
rých učebnićıch. Autoři učebnice [KoBo] rozděluj́ı téma podle dimenze. Jak obec-
nou rovnici př́ımky v rovině, tak roviny v prostoru odvozuj́ı d́ıky znalosti skalárńı-
ho součinu. Využ́ıvaj́ı větu o kolmých vektorech, jejichž skalárńı součin je roven
nule.

Nahlédneme-li do internetového portálu [mat.cz], nalezneme druhý př́ıstup k od-
vozeńı obecné rovnice nadroviny, kdy vyloučeńım parametru z parametrické rov-
nice odvod́ıme obecnou rovnici.

Při vyučováńı je vhodné ukázat obě varianty. Dı́ky prvńımu př́ıstupu, který
uplatňuje učebnice [KoBo], můžeme objasnit geometrickou interpretaci a ukázat
využit́ı skalárńıho součinu. Naopak druhý př́ıstup z internetového portálu [mat.cz]
může pomoci žák̊um, kteř́ı maj́ı horš́ı geometrickou představivost, a zároveň si
žáci procvič́ı úpravu rovnic.

3.1.1 Obecná rovnice nadroviny v rovině

Jak jsme již zmı́nili v úvodu kapitoly, nadrovinou roviny je př́ımka. Při hledáńı
obecné rovnice př́ımky p využijeme dvou na sebe kolmých vektor̊u, směrového
vektoru QX a normálového vektoru n⃗ př́ımky p.
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Necht’ Q ∈ p, Q = [q1; q2]. Na př́ımce p hledáme libovolný bod X = [x; y], kde
X ̸= Q. Vektor X − Q bude směrovým vektorem př́ımky p. Normálový vektor,
který je kolmý na každý směrový vektor př́ımky p, označ́ıme n⃗ = (a; b). Dále
využijeme znalost věty o kolmých vektorech (kapitola 2.4).

Źıskáváme rovnici př́ımky p, určenou směrovým a normálovým vektorem:

n⃗ · (X −Q) = 0

Vektory vyjádř́ıme v souřadnićıch, kde X = [x; y], Q = [q1; q2], n⃗ = (a; b).

(X −Q) · n⃗ = (x− q1; y − q2) · (a; b) = 0

(X −Q) · n⃗ = a · (x− q1) + b · (y − q2) = 0

(X −Q) · n⃗ = ax+ by−aq1 − bq2 = 0

Označme c = −aq1 − bq2, a dostaneme obecnou rovnici př́ımky v rovině.

p : ax+ by + c = 0

3.1.2 Obecná rovnice nadroviny v prostoru

Nadrovinou tř́ıdimenzionálńıho prostoru je rovina. Podobně jako v předchoźı pod-
kapitole, využijeme kolmosti směrového vektoru na normálový vektor roviny ϱ.

Rovinu ϱ poṕı̌seme bodem Q ∈ ϱ a normálovým vektorem n⃗. K boduQ nalezneme
libovolný bod X, který nálež́ı rovině ϱ, źıskáme tak směrový vektor roviny ϱ,
označme Q−X. Dále budeme postupovat obdobně jako v př́ıpadě obecné rovnice
nadroviny v rovině.

Necht’ v prostoru X = [x; y; z], Q = [q1; q2; q3], n⃗ = (a; b; c).
Potom

(X −Q) · n⃗ = 0

(x− q1) · a+ (y − q2) · b+ (z − q3) · c = 0

ax+ by + cz−(aq1 + bq2 + cq3) = 0

Přeznač́ıme-li d = −aq1 − bq2 − cq3, dostaneme tvar obecné rovnice nadroviny.

ax+ by + cz + d = 0
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3.2 Vzdálenost bodu od nadroviny

Vzdálenost dvou geometrických útvar̊u můžeme vždy převést na jednodušš́ı úlohu
vzdálenosti dvou bod̊u. Tento postup často obsahuje mnoho mezivýpočt̊u, pod́ıvej-
me se např́ıklad do učebnice [KoBo].

Postup řešeńı:
1. Bodem P vedeme př́ımku p kolmou k rovině ϱ.
2. Urč́ıme pr̊useč́ık R př́ımky p a roviny ϱ.
3. Urč́ıme vzdálenost m = |PR|.

([KoBo], s. 131)

Provád́ıme-li výpočet vzdálenosti zmı́něným zp̊usobem, muśıme provést tři kroky
výpočtu. Často bychom však ocenili jednodušš́ı cestu, např́ıklad pokud bychom
odvodili vztah, do kterého bychom dosadili pouze souřadnice bodu a obecnou
rovnici nadroviny, a usnadnili bychom si t́ım výrazně práci při řešeńı úloh. Nav́ıc
můžeme při odvozeńı vztahu využ́ıt geometrickou interpretaci skalárńıho součinu.

Obecné řešeńı v rovině

Zvolme libovolný bod P ∈ p, pak vzdálenost bodu Q od nadroviny p je oriento-
vaná délka projekce vektoru PQ do směru normálového vektoru př́ımky p, kde
∥n⃗∥ = 1. Vzdálenost je vždy kladná nebo nulová, a proto uzavřeme výraz do
absolutńı hodnoty.

Aplikujme znalost geometrické interpretace skalárńıho součinu:

d(Q; p) = | proj(Q− P ; n⃗)|

=

⃓⃓⃓⃓
(Q− P ) · n⃗

||n⃗||

⃓⃓⃓⃓
Necht’ Q = [q1; q2], P = [p1; p2], n⃗ = (a; b).
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Dosad’me souřadnice do předchoźı rovnosti:

d(Q; p) =

⃓⃓⃓⃓
(q1 − p1; q2 − p2) ·

(a; b)√
a2 + b2

⃓⃓⃓⃓
d(Q; p) =

⃓⃓⃓⃓
(q1 − p1) · a+ (q2 − p2) · b√

a2 + b2

⃓⃓⃓⃓
d(Q; p) =

⃓⃓⃓⃓
aq1 + bq2−(ap1 + bp2)√

a2 + b2

⃓⃓⃓⃓
Oranžově označený výraz nahrad́ıme, c = −(ap1 + bp2). Můžeme si všimnout,
že v čitateli źıskáme obecnou rovnici nadroviny, do ńıž stač́ı dosadit souřadnice
bodu Q a vektoru n⃗, pak źıskáme vzorec pro vzdálenost libovolného bodu Q od
nadroviny ϱ ve dvoudimenzionálńım prostoru.

d(Q; p) =

⃓⃓⃓⃓
aq1 + bq2 + c√

a2 + b2

⃓⃓⃓⃓

Obecná rovnice nadroviny v prostoru

Ve tř́ıdimenzionálńım prostoru proběhne naprosto stejná úvaha, proto ji prove-
deme bez podrobného komentáře a omeźıme počet krok̊u při výpočtu.

d(Q; ϱ) =

⃓⃓⃓⃓
(Q−X) · n⃗

||n⃗||

⃓⃓⃓⃓
Necht’ X ∈ ϱ, X = [x; y; z], Q = [q1; q2; q3], n⃗ = (a; b; c).

Dosad’me souřadnice do rovnosti, upravme výraz a źıskáme obecný vzorec pro
vzdálenost bodu od nadroviny v prostoru.

d(Q; ϱ) =

⃓⃓⃓⃓
aq1 + bq2 + cq3 + d√

a2 + b2 + c2

⃓⃓⃓⃓
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4 Aplikačńı úlohy

4.1 Jednoduché úlohy

4.1.1 Norma vektoru

Na obrázku vid́ıte plánek města. Určete př́ımou vzdálenost mezi
a) posilovnou a nádraž́ım
b) nádraž́ım a kostelem
c) kostelem a poštou
d) poštou a školou.
Předpokládejte, že jednotka na mapě je 100 metr̊u. Zaokrouhlete na celé metry.

-16-16 -15-15 -14-14 -13-13 -12-12 -11-11 -10-10 -9-9 -8-8 -7-7 -6-6 -5-5 -4-4 -3-3 -2-2 -1-1 11 22 33 44 55 66 77

-1-1

11

22

33

44

55

66

77

88

99

1010

00

Řešeńı: a) 400 metr̊u, b) 700 metr̊u, c) 583 metr̊u d) 361 metr̊u

4.1.2 Odchylka dvou vektor̊u

Jsou dány vektory u⃗ = (4; 9), v⃗ = (8; 3). Umı́stěte vektory do počátku kartézské
soustavy souřadnic. Určete velikost úhlu, který vektory sv́ıraj́ı.

Řešeńı: Vektory u⃗ a v⃗ sv́ıraj́ı úhel 45o29′.
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4.1.3 Vzdálenost bodu od nadroviny

Vzdálenost bodu od př́ımky v rovině

Př́ımka p je popsána body A = [2; 5], B = [5; 1]. Najděte obecnou rovnici př́ımky
p a určete vzdálenost od bodu X = [6; 3].

Řešeńı: p : 4x+ 3y − 23 = 0, d(X; p) = 2

Vzdálenost bodu od roviny v prostoru

Rovina ϱ je určena body A = [−4; 0; 0], B = [0; 4; 0], C = [0; 3; 3]. Najděte obec-
nou rovnici roviny a určete vzdálenost mezi rovinou ϱ a bodem X = [0; 0; 1].

Řešeńı:
ϱ : 3x− 3y − 4z + 12 = 0, d(X; ϱ) = 8√

34
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4.2 Zaj́ımavé úlohy

Na ukázku uvedeme tři úlohy, daľśı podobné geometrické úlohy, které lze řešit
pomoćı skalárńıho součinu, můžete naleznout ve článćıch [Cal] a [Elb].

Úloha 4.2.1 je žák̊um již známá věta, úloha poslouž́ı k opakováńı látky a umožńı
žák̊um nahlédnout na věty jiným zp̊usobem.

4.2.1 Tháletova věta

Necht’ AB je pr̊uměrem kružnice k, pak trojúhelńık ABC je pravoúhlý, jestliže
bod C lež́ı na kružnici k a zároveň C ̸= A ̸= B. Dokažte tvrzeńı.

Řešeńı

Označme vektor SB = v⃗, SC = u⃗, pak v́ıme, že vektor CB = u⃗− v⃗ a CA = u⃗+ v⃗.
Dále označme φ úhel mezi vektory u⃗ − v⃗ a u⃗ + v⃗. Nyńı budeme cht́ıt ukázat, že
úhel φ = 90o.

Násobme skalárně vektory u⃗ − v⃗ a u⃗ + v⃗, jestliže v́ıme, že ∥u⃗∥ = ∥v⃗∥ = r, kde r
je poloměr kružnice k:

(u⃗+ v⃗) · (u⃗− v⃗) = ∥u⃗∥2 − ∥v⃗∥2 = r2 − r2 = 0

Ukázali jsme, že skalárńı součin vektor̊u u⃗− v⃗, u⃗+ v⃗ je roven nule, tedy odchylka
mezi nimi je rovna 90o a trojúhelńık ABC je pravoúhlý.
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4.2.2 Vzájemná poloha bodu a kružnice

Tato úloha bude obsahovat dvě podúlohy.

1. MB procháźı středem kružnice

Určete vzájemnou polohu bodu M a kružnice k = (S; r), jestliže znáte souřadnice
bod̊u A, B, M , kde úsečka MB procháźı středem kružnice a A ∈ MB ∩ k.

Řešeńı

Úlohu rozděĺıme na tři př́ıpady, kdy bod M lež́ı vně kružnice k, uvnitř kružnice
k nebo nálež́ı kružnici k. Úlohu si nejprve znázorńıme obrázky a poté odvod́ıme
vztahy, pro jednotlivé př́ıpady.

1. bod M lež́ı vně kružnice k

V př́ıpadě, kdy bod M lež́ı vně kružnice k směřuj́ı vektory MA, MB stejným
směrem, tud́ıž odchylka mezi vektory je rovna 0o. Vztah můžeme vyjádřit pomoćı
vzorce pro odchylku dvou vektor̊u, tedy

MA ·MB = ∥MA∥∥MB∥ cos 0o

MA ·MB = ∥MA∥∥MB∥

Pod́ıvejme se nyńı na daľśı dva př́ıpady a poté výsledné vztahy porovnejme.

24



2. bod M lež́ı uvnitř kružnice k

V př́ıpadě, kdy bod M lež́ı uvnitř kružnice k, směřuj́ı vektory MA, MB opačným
směrem, tedy odchylka mezi vektory je rovna 180o:

MA ·MB = ∥MA∥∥MB∥ cos 180o

MA ·MB = −∥MA∥∥MB∥

3. M ∈ k

Ve třet́ım př́ıpadě, kdy bod M nálež́ı kružnici k, bude vektor MA nulový, tedy
skalárńı součin vektor̊u bude rovněž nulový:

MA ·MB = 0

Závěrem shrňme a interpretujme výsledky. Úlohu jsme rozdělili na tři př́ıpady a
źıskali tři vztahy:
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• M lež́ı vně k =⇒ MA ·MB = ∥MA∥∥MB∥,

• M lež́ı uvnitř k =⇒ MA ·MB = −∥MA∥∥MB∥,

• M ∈ k =⇒ MA ·MB = 0.

Źıskali jsme tedy jednoduchý nástroj, jak určit vzájemnou polohu bodu a kružnice,
stač́ı pokud zjist́ıme znaménko skalárńıho součinu MA ·MB.
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2. MB neprocháźı středem kružnice

Určete vzájemnou polohu bodu M a kružnice k = (S; r), jestliže znáte souřadnice
bod̊u A, B, M , kde A, B ∈ k a úsečka MB neprocháźı středem kružnice.

Řešeńı

BÚNO: S = [0; 0], A = [−r; 0], B = [r; 0], M = [x; y].

Úlohu si opět rozděĺıme na tři př́ıpady:

1. M ∈ k

V př́ıpadě, kdy M ∈ k můžeme uplatnit Tháletovu větu a větu o kolmých vekto-
rech:

0 = MA ·MB

0 = (−r − x;−y) · (r − x;−y)

0 = (−r − x) · (r − x) + y2

0 = x2 + y2 − r2

Výpočtem jsme źıskali rovnici kružnice k, tedy plat́ı, jestliže M ∈ k, pak do-
sad́ıme-li souřadnice bodu M do rovnice kružnice k, źıskáme rovnost.

2. M lež́ı vně kružnice k

V př́ıpadě, kdy bod M lež́ı vně kružnice k, sv́ıraj́ı vektory MA, MB ostrý úhel.
Z geometrické interpretace v́ıme, že skalárńı součin MA ·MB bude kladný:

MA ·MB = x2 + y2 − r2 > 0
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3. M lež́ı uvnitř kružnice

V př́ıpadě, kdy bod M lež́ı uvnitř kružnice k, sv́ıraj́ı vektory MA, MB tupý úhel.
Z geometrické interpretace v́ıme, že skalárńı součin MA ·MB bude záporný:

MA ·MB = x2 + y2 − r2 < 0

Závěrem připomeňme pojem mocnost bodu ke kružnici:

Libovolnému bodu M lze přiřadit reálné č́ıslo m, pro něž plat́ı:
1. |m| = |MA| · |MB|, kde A, B jsou pr̊useč́ıky dané kružnice k s libovolnou

sečnou procházej́ıćı bodem M.
2. m > 0 pro body M vně kružnice,

m = 0 pro body M ∈ k
m < 0 pro body M uvnitř kružnice.

Čı́slo m se nazývá mocnost bodu M ke kružnic k. ([Pom], s. 84)
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4.2.3 Délka těžnic

Určete délky těžnic trojúhelńıku ABC, jestliže AB = c⃗, AC = b⃗, CB = a⃗. Délky
stran trojúhelńıku ABC budeme značit a, b, c.

Zadáńı př́ıkladu se inspiruje článkem [Cal], prvńı část řešeńı jsme převořili do
jednodušš́ı formy, druhá část výpočtu je inspirována řešeńım ubedeném v článku.

Řešeńı

Abychom mohli určit délky těžnic, muśıme nejprve popsat vektory ta⃗, tb⃗, tc⃗. Při
popisu vektor̊u ta⃗, tb⃗ a tc⃗ využijme znalost́ı z planimetrie.

Vı́me, že úhlopř́ıčky v rovnoběžńıku se navzájem p̊uĺı. Doplńıme-li trojúhelńık
ABC na rovnoběžńık AC ′BC, pak úsečka CC ′ p̊uĺı úsečku AB. Dále můžeme
pozorovat, že vektor CC ′ = a⃗+ b⃗ a 1

2
CC ′ = tc⃗.

Tedy

tc⃗ =
1

2
(a⃗+ b⃗)
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Dále se budeme inspirovat řešeńım ze článku [Cal]. Vı́me, že

∥tc⃗∥2 = tc⃗ · tc⃗

∥tc⃗∥2 =
1

4
(a⃗+ b⃗)2 =

1

4
(a2 + 2a⃗ b⃗+ b2) (5)

Vztah pro délku těžnice bychom rádi vyjádřili pomoćı délek stran, proto muśıme
rovnost upravit a vyjádřit skalárńı součin vektor̊u a⃗, b⃗ pomoćı délek stran trojúhel-
ńıku ABC. Skalárńı součin dvou vektor̊u umı́me vyjádřit pomoćı vztahu pro od-
chylku dvou vektor̊u (6) nebo kosinové věty (7).

a⃗ · b⃗ = a · b · cosφ (6)

c2 = a2 + b2 − 2ab cosφ (7)

Vyjádřeme z rovnosti (6) cosφ, dosad’me do rovnosti (7).

a⃗ · b⃗ = a · b · c
2 − a2 − b2

−2ab

a⃗ · b⃗ = −1

2
(c2 − a2 − b2)

Nyńı se vrat’me k rovnosti (5) a dosad’me za skalárńı součin a⃗ · b⃗.

∥tc⃗∥2 =
1

4
(a2 + 2(−1

2
)(c2 − a2 − b2) + b2)

∥tc⃗∥2 =
1

4
(2a2 + 2b2 − c2)

Źıskali jsme vztah pro délku těžnice tc.

∥tc⃗∥ =
1

2

√
2a2 + 2b2 − c2

Délky těžnic ta, tb bychom spoč́ıtali obdobně.
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Závěr

Před provedeńım analýzy středoškolských učebnic jsme nast́ınili jednoduchý obec-
ný princip, kterým bychom se měli inspirovat při zavedeńı nových pojmů. Mezi
body tohoto postupu patř́ı motivace, odvozeńı, včetně odvozeńı názvu a následná
aplikace pojmu. Zjistili jsme, že žádná z vybraných učebnic nesplňuje všechny
kroky. Usoudili jsme, že má smysl v práci pokračovat a pokusili se zavést skalárńı
součin v logické posloupnosti.

Při analýze učebnic jsme uvedli, že matematická motivace neńı pro žáky nej-
vhodněǰśı kv̊uli abstraktnosti, v pr̊uběhu zavedeńı jsme př́ıstup přehodnotili. Po-
jem abstrakce je často negativně konotován, avšak i my jsme při práci postupovali
od konkrétńıho k obecnému, a prošli tak přirozeně procesem abstraktizace.

Budeme-li matematiku tvořit, jsme schopni jednotlivá témata matematiky propo-
jovat a budovat tak celistvý systém. V př́ıpadě zavedeńı skalárńıho součinu jsme
využili znalosti z planimetrie a uplatnili je v analytické geometrii, kde pracujeme
se stejnými geometrickými objekty, které popisujeme pomoćı souřadnic.

Závěrem bychom rádi povzbudili všechny učitele matematiky, aby se společně
s žáky pokusili matematiku tvořit, přestože se často může zdát, že čas stoj́ı proti
nám. Pokud však vybudujeme pevné základy, daľśı práce bude prob́ıhat plynule
a bude se zdát mnohem jednodušš́ı.
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[MeSi] Medek V. a Sivošová A.: Sešit 5. Matematika pro gymnázia, 1. vyd.,
SPN, Praha, 1979.
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