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Uvod

Rozvoj vypoctovej techniky v priebehu minulého storoc¢ia motivoval od¢lene-
nie samostatného oboru tedrie grup, takzvanej vypoctovej tedrie grup, ktora sa
zaoberd algoritmami pre grupy. Permutacné grupy su z vypoctového hladiska naj-
lepsie preskimané spomedzi vSetkych griup. Prelom nastal okolo roku 1970, s na-
stupom metdd pre bazu a silne generujicu mnozinu permutacnej grupy. V tomto
obdobi Sims publikoval svoj algoritmus, tzv. Schreier Simsov algoritmus (Sims|,
1970, |1971)), ktory pre Iubovolnii generujiicu mnozinu konecnej permutacnej grupy
uréi bazu danej grupy a prislusnu silne generujicu mnozinu. Tento algoritmus sa
stal zdkladom pre dalsie algoritmy skiimajice permutac¢né grupy. Schrieier Sim-
sov algoritmus nasiel svoje uplatnenie aj v dokazoch tvrdeni, zdanlivo s nim
nesuvisiacich. Jedno také uplatnenie stvisi so sporadickymi grupami, t.j. konec-
nymi jednoduchymi grupami, ktoré nepatria medzi cyklické, alternujice alebo
grupy Lieového typu. Sims v roku 1973 konstrukéne dokézal existenciu a jedno-
znacnost Lyonsovej sporadickej grupy (Sims, 1973), rovnakym spdsobom ukézal
existenciu a jednoznacnost tzv. ,Baby Monster“ sporadickej grupy (Sims, [1978).
Dalsie uplatnenie sa naglo v teérii grafov. Luks v roku 1981 ukézal, ze problém
izomorfizmu grafov pre grafy s obmedzenym stupnom vrcholov mozno vyriesit
v polynomidlnom case (Luks, |1982).

Cielom tejto prace je detailne popisat priebeh Schreier Simsov algoritmu, vra-
tane ¢asovej a priestorovej naroc¢nosti, a priebeh jeho efektivnej Monte Carlo ver-
zie. V praci predpokladame, ze citatel disponuje iba zédkladnymi znalostami tedrie
grup, teédrie pravdepodobnosti, tedrie zlozitosti a ovldda zaklady programovania,
odpovedajic urovni starsieho Studenta bakalarskeho studia matematiky. Vo vse-
obecnosti existuje viacero verzii deterministického Schreier Simsovho algoritmu,
v tejto praci uvedieme efektivnejsiu verziu vyuzivajicu algoritmus ROZKLAD.

V prvej kapitole definujeme bazu a silne generujiicu mnozinu pre permutacni
grupu. Zaroven uvedieme niekolko prikladov pre zndme permutacné grupy, Spe-
cidlne rozoberieme pripad pre cyklické grupy. Dokazeme tvrdenie o tom, ako
vyzera baza a silne generujiica mnozina pre cyklicki permutacéni grupu.

V druhej kapitole predstavime zakladné pojmy potrebné pre implementa-
ciu Schreier Simsovho algoritmu. Konkrétne definujeme fundamentalne orbity,
Schreierov strom, Schreierov vektor a predstavime algoritmy pre ich konstrukciu
a konstrukciu prvku transverzaly. V podkapitole [2.3| uvedieme ddkaz Schreierove;j
lemmy, ktora je zékladnou myslienkou Schreier Simsovho algoritmu. Najvyznam-
nejsim poznatkom tejto kapitoly je algoritmus ROZKLAD, ktory zo znalosti baze
a silne generujicej mnoziny dokaze otestovat ¢i zadany prvok symetrickej grupy
lezi v danej permutacnej grupe. Tento algoritmus je analogiou pre Gauss Jorda-
novi elimindciu, ako je uvedené v oddieli 2.4.1]

V tretej kapitole popiseme deteministicky Schreier Simsov algoritmus, vratane
podrobného pseudokddu, a uvedieme detailnii analyzu jeho ¢asovej a priestorovej
zlozitosti.

Stvrta kapitola je venovand Monte Carlo Schreier Simsovmu algoritmu. Jedné
sa o pravdepodobnostny algoritmus, ktory vychadza z deterministického algo-
ritmu z predchadzajicej kapitoly. Cielom tohto Monte Carlo algoritmu je znizit
casovu zlozitost tak, aby bola skoro linedrna. Konkrétne poskytuje dve zlepsSenia.



Prvé znizuje hibku Schreierovych stromov. Druhé znizi pocet volani algoritmu
ROZKLAD, ktory je sim o sebe ¢asovo naroc¢ny. Korektnost oboch vylepseni pod-
robne obhajime. Cena, ktoru ale zaplatime za tieto vylepSenia je, Ze algoritmus
nemusi vzdy vratit spravny vysledok.



1. Baza a silne generujtca
mnozina

1.1 Znacenie

Najprv zavedme zédkladné pojmy a znacenia pouzivané v tejto praci. Pod poj-
mom permutacna grupa rozumieme [ubovolni podgrupu symetrickej grupy .S,, pre
n € N, teda uvazujeme iba kone¢né permutacné grupy s permuticiami na mno-
zine {1,...,n}. Jednotkovy prvok vSeobecnej grupy zna¢ime ako e. Jednotkovym
prvkom permutacnej grupy bude identické zobrazenie, znac¢ime ako id. Trividlnu
grupu znac¢ime ako 1.

Obraz prvku g € {1,...,n} v permutacii g € S,, znac¢ime ako (9. V prikla-
doch castokrat vyuzivame cyklicky zapis permutacii, v algoritmoch je permutacia
g € S, reprezentovana ako postupnost (19,29, ...,n9). Poznamenajme, 7e skla-
danie permutacii v tejto praci vykonavame ,zlava doprava“ v zmysle, ze pre
Iubovolné g,h € S, je gh uréené predpisom 39" = (39)" pre kazdé 5 € {1,...,n}.

Vztah ,H je podgrupou G* znac¢ime ako H < (G. V tejto praci sa zaoberame
iba pravymi rozkladovymi triedami grupy H v grupe G a odpovedajicimi pravymi
transverzalami. Mnozinu vsSetkych pravych rozkladovych tried grupy H v grupe
G oznaéme ako G/H, nejednd sa ale nutne o faktorgrupu. Pocet rozkladovych
tried pre G/H, t.j. stupen rozkladu, znac¢ime ako [G : H].

Réad prvku ¢ grupy G zna¢ime ako ord(g). Pokial X C @G, tak (X) znaci
podgrupu grupy G generovani mnozinou X. Cyklickou grupou nazveme grupu
generovanu jednym prvkom. V tejto praci pouzivame logaritmus pri zédklade 2.

1.2 Baza a silne generujiica mnozina

Velka cast algoritmov pre permutacné grupy vyplyva zo znalosti bazy a silne
generujucej mnoziny pre prislusnu grupu. V tejto podkapitole si uvedené pojmy
vysvetlime. Nasledujuce definicie si z pociatku 4. kapitoly z knihy od Seressa
(Seress, [2003, str. 55).

Definicia 1. Nech G < S,, je permutacnd grupa a nech (3,51, ..., 5; € {1,2,...,n},
kde i,n € N. Stabilizatorom prvku 5 nazveme mnoZinu

Gp={geG|p =p}
Stabilizatorom prvkov i, ..., 3; nazveme
G(ﬁl,--q/ﬁz‘) = {g eG | Vj € {17 al} : qu = BJ}

Stabilizator Tubovolne vela prvkov zrejme tvori podgrupu G. Existuje index
m € N, m < n taky, ze Gg,,.. 3, je trividlna grupa. To nas vedie k definicii bazy
a prislusného retazca podgrip.

Definicia 2. Bazou permutacnej grupy G < S, nazveme konecni postupnost
B = (B, ..., Bm) prokov z {1,...n} taki, Ze

Gsy,pn) = 1.
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Oznacme Gl = Gsi,...8_1)- Pre bazu B definujeme nasledujici retazec stabili-
zatorov,
G =gt > el > .. > el > G+ — 1

Hovorime, Ze biza B je neredundantna, pokial GFY je viastnou podgrupou G
pre vsetky i € {1,...,m}.

Zmalost retazca stabilizatorov nam umoznuje efektivne skiimat vlastnosti da-
nej permutacnej grupy, ¢i pristupovat k jej prvkom. Najprv je vsak potrebné
vytvorit vhodnu reprezentaciu pre refazec stabilizatorov. Pozadujeme poznat ge-
nerujicu mnozinu pre kazdd podgrupu GU.

Definicia 3. Silne generujicou mnozinou permutacnej grupy G vzhladom k bdize
B nazveme mnozZinu S taki, Ze pre vsetky i € {1,...,m + 1} plati

(SN Gy = gl

Zo znalosti bazy B a prislusnej silne generujicej mnoziny S je jednoduché
ur¢it mnoziny S generujtice GI!. Takato mnozina obsahuje préve tie permutécie
z S, ktoré stabilizuja prvky fSi,...,5;_1, ¢o priamo vidno zo zapisu permutéacie.

Silne generujicu mnozinu budeme tiez skratene nazyvat SGS (z anglictiny
,strong generating set“). Baza B danej permutacnej grupy a prislusné silne ge-
nerujica mnozina S spolu tvoria zakladné datové struktury pre efektivnu mani-
puléciu s permuta¢nou grupou, preto dvojicu (B,S) ¢astokrat nazyvame BSGS.

V zavere kapitoly uvedieme priklady neredundantnych baz a odpovedajicich
silne generujicich mnozin niektorych zndmych permutac¢nych grip a ukazeme
specidlny pripad pre cyklické grupy.

Priklad 1. Neredundantnou bazou symetrickej grupy S, je prdve lubovolnd po-
stupnost n — 1 po dvoch réznych prvkov z mnoziny {1,...,n}, napriklad

(1,2,...,n—1).

Baza mensej velkosti nemoZe existovat, pretoZe transpozicia dvoch prvkov, ktoré
nepatria do bdze, stabilizuje vsetky proky bdzy. Zdroven pokial by biza obsahovala
vsetkych n prvkov, tak dostavame spor s neredundantnostou, kedZe stabilizirom
lubovolnych n — 1 prvkov je iba identita. Silne genenerujicou mnoZinou vzhladom
k hore uvedenej baze je

((12),(23),(34),...(n—1 n)}.

Tato mnoZina generuje celi grupu S, a sucasne i-ty aZ posledny prvok vzhladom
k wvedenému zdpisu tejto mnoZiny generuje G, teda sa skutocne jednd o SGS.

Priklad 2. Prikladom neredundantnej bazy alternujicej grupy A, je
(1,2,...,n—2).

Opdt plati, Ze neexistuje neredundantnd bdza inej velkosti pre tuto grupu. Silne
generujicou mnozinou vzhladom k uvedenej bdze je

{(123),(234),(345),....,(n—2 n—1 n)}.
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Priklad 3. Neredundantnd biza pre dihedrdlnu grupu Ds, je vZdy tvaru

(i.7)
kdei,j € {1,..,n},i# j ai# j+5 (modn), pokial je n parne. Na grupu Do, sa
nazerajme ako na grupu symetrii pravidelného n-uholnika. Potom stabilizatorom
jedného prvku je grupa obsahujica iba zrkadlenie podla osi prechadzajicej vrcho-
lom prislusnému tomuto prvku a identitu. Toto zrkadlenie stabilizuje maximdlne

dva prvky. Stabilizovanim dalsieho, este nestabilizovaného, prvku dostaneme tri-
vidlnu grupu. Prislusnou silne generujicou mnozinou je {r,z}, kde:

r=(12..n)

c=(i+1 i—-1)(i+2 i—2)(i+3 i—3)..

1.3 Baza a SGS pre cyklicka grupu

Doposial sme si ukézali priklady permutac¢nych grip, kde kazda neredun-
dantnd béaza bola rovnakej velkosti. Vo vseobecnosti vSak neredundantné bazy
mozu byt rozne velké, aj napriek tomu, ze st v urcitom slova zmysle minimalne.
V tejto podkapitole sa zamyslime nad tym, ako vyzeraji neredundantné bazy
a prislusné silne generujiice mnoziny pre cyklickii permuta¢ni grupu.

Nech G = (g) < S, kde g € S,,. Velkost cyklickej grupy G odpoveda radu
generatora ¢ a prvkami grupy G st prave prave prvky ¢° = id, ¢*, ..., o491,
Zéaroven plati, ze rad permutacie g sa rovna najmensiemu spoloé¢nému nasobku
dlZok jej cyklov v cyklickom zapise. Teda dokdzeme jednoducho uréit velkost
grupy G. Navyse podgrupou cyklickej grupy moze byt opéf len cyklickd grupa,
generovand prvkom g*, pre nejaké 0 < k < ord(g) — 1 deliace |G|, vzhladom
k Lagrangerovej vete.

Najprv chceme uré¢it stabilizator jedného Iubovolného prvku g € {1,...,n},
ktory grupa G este nestabilizuje. Hladdme 1 < [ < ord(g) — 1 také, ze By = 3.
Uvazujme cyklicky zapis permutécie g. Na to, aby sa 3 na danom ¢' zobrazovalo
samo na seba, musi byt [ dizkou toho cyklu permutéacie g, v ktorom sa (3 nachadza.
Zaroven je | najmensie nenulové prirodzené ¢islo také, Ze ¢' stabilizuje 3, teda
Gp = (¢'). Uvedomme si ale, Ze ¢' stiCasne stabilizuje vSetky prvky daného cyklu
z cyklického zapisu g a vSetky prvky z cyklov diiky, ktora deli [.

Pokial chceme stabilizovat viac prvkov, tak g potrebujeme umocnit na naj-
mensi spoloény nasobok dlzok cyklov z cyklického zdpisu g, v ktorych sa tieto
prvky nachadzaju. Na to, aby sme dostali trivialnu grupu, potrebujeme g umoc-
nit na svoj vlastny rad, teda pozaduje, aby nsn(ly, ...,l,,) = ord(g), kde Uy, ..., L,
st dizky cyklov, v ktorych sa nachddzaji poporadi prvky fi....,0m. Tym sme
zabezpedili, ze B = ([, ..., Bm) je bazou G. Prislusné silne generujica mnozina
je {g, g, gnsntvte)  grentisdm-1)1 " Ostava zabezpecit to, aby B bola neredun-
dantnd. Ako sme uviedli, g' siasne stabilizuje vietky prvky z cyklov dizky, ktord
deli I. Teda pozadujeme, aby I, 1 I, pre vSetky a,b € {1,...,m}, a < b. Zavery
z tejto uvahy st zhrnuté v nasledujicom pozorovani.

Pozorovanie 1. Dand je permutacnd grupa G = (g) < S, kde
g = (&11 aiy ... aul)(am a99 ... a212)...(ak1 Apo ... aklk)
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je cyklicky zapis permutdcie g. Nech iy, ...;im € {1,...k} a j. € {1,...,1.} pre
kazdé c € {1,...,m}, m € N. Potom B = (a;,j,, Giyjps - Giryjrn) Jj€ neredundantnd
baza grupy G prave vtedy, ked nsn(l;,, L, ..., 1;,) = nsn(ly, la, ... i) a l;, 1 1;, pre
vsetky a,b € {1,...,m} také, Ze a < b. Prislusnd silne generujica mnoZina je
tvary

S = {g’glh)gnsn(lil’lw), “'7gnsn(li1 7li27"'7lim71)}

Dékaz. Oznac¢me B = (B, ..., Bm) = (@iyjys Qigjas - Girnj)- Za predpokladu, ze
nsn(liy, liyy ooy b)) = nsn(ly, lo, .. lg) a ly, 11, pre vSetky a < b, plati

Gl = G = (g)
GFl = Gp, = <gli1>,
G[3] — G(/317,32) — <gnsn(li1 ,li2)>’

G = G,y = gt = (renie=to) — (geri) — 1

Zrejme l;, > 2, teda G = (g) > (¢g'1) = GP. Ukdzeme, 7e GU*Y je vlastna
podgrupa GU! pre j =2, ..., m. Vieme, ze l;; nedeli ziadne z I;,, ..., l;;_,, teda plati
nasledujica ostra nerovnost:

nsn(liy, . li_y ) < nsn(liy 0l ;)
Z uvedenej nerovnosti a z toho, ze ord(g) je najmensie také prirodzené ¢islo, ze
plati g7 = id, vyplyva, ze GVt > GUl pre vietky j = 2,...,m. Teda B je
neredundantnd baza.

Opac¢ni implikaciu dokazeme sporom. Predpokladajme, ze B je neredun-
dantnd baza. Pokial by platilo nsn(l;,,l;,, ..., i, ) # nsn(ly,la,....l), tak nutne
by muselo platit, Ze G, p,.. g, = (grnlivtiarlim)y o£ (gord@)) = 1, o je spor
s definiciou bazy. Na druhd stranu, pokial by existovali a, b také, zea < bal;, | l;,,
tak G[b+1] — G(51,...,5a,...,5b71,5b) _ <gnsn(li1,...,liw...,lib_l,lib)> _ <gnsn(li1,...7lia,.,.,lib_1)> _
= Gy fonpo) = G, €0 je spor s neredundantnostou bazy B.

Ako vidno vyssie, mnozina S je zjednotenim mnozin obsahujicich generatory
pre G, . G teda pre vietky j € {1,...,m} plati (SNGU) = (gmnti--t;)y =
= (GV) a zrejme plati aj (S N GMH) = (0) = 1. Dostali sme, 7e mnozina S je
silne generujica mnozina vzhladom k baze B.

]

Uvedieme priklad, v ktorom vdaka poznatkom vyssSie urc¢ime vSetky mozné
neredundantné bazy a ich silne generujiice mnoziny pre zadanua cyklickia grupu.

Priklad 4. Dand je cyklickd permutacnd grupa G = (g), kde
g=1(12)(345)(6789).

Velkost tejto grupy je |G| = ord(g) = nsn(2,3,4) = 12 a jej prvkami si prdve
id = ¢°,q,9°,...,g't. Z hore wvedenyich poznatkov vieme, Ze zdleZi len na tom,
v akom cykle sa nachddza prvok, ktory chceme stabilizovat. Oznacme proky 1,2



ako o, proky 3,4,5 ako 8 a prvky 6,7,8,9 ako . MozZnosti pre stabilizdtor jedného
proku si G, = (g?), Gg = (¢°) a G, = (g*). Stabilizdtory dvojic prokov si:

Gla = (g"") = (¢°) < (¢*) = Ga
Glam) = (g""*Y) = (9") < (¢*) = Ga
Gaa) = (§""*) = (6°) < (¢°) = G
G = (g""*Y) = (g") =1
Glra) = (g""*) = (¢") = G,
Gy = (g™ ) = (¢"%) =1

Nasli sme neredundantné bazy tvaru (8,y) s SGS {g9,9°} a (7,58) s SGS {g,9"}.
Zdaroven zZiadna neredundantnd bdza nebude zacinat dvojicou (7, a).

G(a,ﬂ,fy) <gnsn(273,4)> — <gl2> -1

G(a,'y,,@) — <gnsn(2,4,3)> — <912> -1

Gpam = (9 g% =1

nsn(3,2,4)> _ <

Tentoraz sme nasli neredundantné bazy tvaru (o,5,y),(a,,B) a (B,a,7). Prislusné
SGS st po poradi {g,9%,9°}, {9.9%.9*} a {9,9°,9%}. Ziadne iné neredundantné bdzy
uZ neexistuju.



2. Zakladne poznatky pre
Schreier Simsov algoritmus

V predchéadzajicej kapitole sme vysvetlili pojem bazy a silne generujiicej mno-
ziny. V tejto kapitole definujeme pojmy potrebné pre implementaciu Schrieier
Simsovho algoritmu, ktory méa za tlohu najst BSGS.

2.1 Fundamentalne orbity
Pre refazec stabilizatorov
G=GU >G> >qgm>agntl=1q

bude nasou snahou popisat mnoziny pravych rozkladovych tried G /Gl+1]
pre kazdé i € {1,...,m}. V tejto podkapitole definujeme pojem fundamentdlna
orbita a ukdzeme ako suvisi s rozkladovymi triedami.

V tedrii grip pod pojmom pdsobenie grupy G na mnozine €2 rozumieme Iubo-
volny homomorfizmus ¢ : G — Sq. Zrejme permutacnd grupa G posobi trividlne
na mnozine 2 = {1,...,n}. Definujeme relaciu ~ na 2 nasledovne:

a~f < dgeG:p=a"
Relacia ~ je ekvivalenciou, konkrétne je:

o reflexivna (o = « d)
e symetrickd (a9 = f < B9 =a),
* tranzitivna ((of = 6 AP =7) = a9 = 7).

Jej bloky ekvivalencie budeme nazyvat orbity. Specidlne zavedieme pojem funda-
mentalna orbita.

Definicia 4. (Seress, |2005, str. 56) Nech G je permutacnd grupa pdsobiaca na
mnozine {1,...n} a B = (p1,..., Bm) je jej bdza. MnoZiny

Al = 57 = {5 g€ Gl)

pre i € {1,...,m} nazveme fundamentalnymi orbitami grupy G vzhladom k bdze
B. Siucasne zavedieme znacenie:

A* = (AN AR Al

V nasledujicom pozorovani si ukazeme spomenutt sivislost medzi uvedenymi
mnozinami pravych rozkladovych tried a fundamentalnymi orbitami. Pozorovanie
je ekvivalentné tvrdeniu 2.3.1 z prace Murraya (Murray), 1994)).

Pozorovanie 2. Nech B = (B, ..., B) je bdza permutacnej grupy G s retazcom
stabilizdtorov G = G > Gl > | > @™l > Glm+l] = la @GM je fundamentdlna
orbita, i € {1,...,m}. Potom existuje bijekcia medzi G o G /Gli+1.



Dékaz. Definujme zobrazenie f : Bfm — G /G predpisom f(a) = Glitlg,
kde a = 8/ pre nejaké g € Gl Zobrazenie f je dobre definované, lebo ak
Gli+llg £ GIHUp pre nejaké g, h € G tak g7 # pP. Takisto je zrejme f na
Gl /GH1 Zvolme «, v také, ze o = 7 # B = 7 pre nejaké g,h € Gl Po-
tom nutne plati, ze f(a) = Gitlg #£ GiHL = f(v), pretoze gh™' & GIFY | tj.
th_l + f3;. Kebyze ﬁigh_l = f3;, tak nutne 3/ = th_lh = B ¢o je spor s predpo-
kladom. Tym sme ukazali, Ze zobrazenie f je prosté.

[

Z pozorovania vyssie rovnako vyplyva, ze kazdé prava rozkladova trieda grupy
G+l v grupe Gl odpoveda mnozine {g € G | 7 = a} pre nejaké a € BG

Podla Lagrangerovej vety plati |G| = [G : G,]|Gg,|. Vzhladom k pozorovaniu
vyssie, m-nasobnej aplikécie Lagrangerovej vety a faktu, ze G = 1, dostdavame

m

6= 116" 6 = 1T 11

i=1

Trividlne plati, ze |ﬁiGm] < n. Stcasne za predpokladu, Ze baza B je neredun-
dantnd, plati [GU1 : GI*+1] > 2. Celkovo

9|B < ‘G| < n!B!
Upravou tohto vyrazu dostaneme hornt a dolnd hranicu pre velkost neredun-
dantnej bazy B.

Désledok 3. (Seress, 2003, str. 55) Nech G < S, je permutacnd grupa a B je
jej neredundantnd bdza. Potom plati:

FoglG\

<|B| < |log |G
o <181 < Loz 6]

Priklad 5. Uvazujme grupu G = ((12)(345)(6 789 10 11)), podla podkapitoly
vieme, Ze md bdzy velkosti 1 a 2. Zdroven:

[log |G|/ logn]| = [lognsn(2,3,6)/log11] =1

|log |G|] = [lognsn(2,3,6)] =2

Predchadzajuci priklad je zaroven riesenim cvicenia 4.2 z knihy od Seressa
(2003, cvicenie 4.2). Fundamentélnu orbitu mozno uréit pomerne priamociaro
prehladdavanim do sirky. Nasledujtci algoritmus bol uvedeny v knihe od Holta,
Eicka a O’Briena (Holt a kol., 2005, str. 78), kde je uvedeny aj dokaz korektnosti.
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Vstup: 3; € B, kde B je baza G < S, SU = {s;1,...50. }, Si1---Sin; € S,
(Stly = Gt

Vystup: fundamentélna orbita Al
Al = {Bi};
for v € All do
for j=1,...k; do

if 7% ¢ All then

| A= Al y {45}

end

end

end

return AlYl;

Algoritmus 1: ORBITA (3;, S)

Pozorovanie 4. Algoritmus ORBITA je korektny.

Dokaz. Ozna¢me ako A vystup algoritmu ORBITA. Ukéazeme, ze sa skutoCne
jedna o fundamentalnu orbitu All. Zrejme kazdé v%9, ktoré sa objavi v A, patri
orbite All. Naopak pre Iubovolné g € G ukazeme, Ze plati 87 € A. Vyjadrime
g ako
9 = SijiSija-Sije>

kde sij,,...,5i, € S U (SE)~L. Vdaka kone¢nosti rddu kazdého prvku s € Sl
plati, ze s~! = s74®)=1 Teda bez ujmy na vseobecnosti mozeme predpokladat,
7€ Sij,-sSij, € St Pokracujeme indukéne podla k. Pre k = 0, t.j. ¢ = id, tvrde-
nie plati, lebo A je inicializované na {3;}. Predpokladajme, ze v = B;q, € A pre
g = Sijy Sijy---Sij._,- Potom aj v*x = (7 sa objavi v A v priebehu cyklu.

O

2.2 Schreierov strom a suvislost s transverzalou

Mnozina generatorov S permutacnej grupy G posobiacej na mnozine {1, ...,n}
nam urcuje orientovany graf, tiez uvedeny v knihe od Butlera (Butler, |1991 str.
56, 57). Jeho vrcholmi st prvky mnoziny {1,...,n}. Orientovand hrana smeruje
z vrcholu v k vrcholu § a je oznacena permutaciou s € S, prave vtedy, ked v* = 4.
Komponenty tohto grafu si prave orbity posobenia grupy G. Vdaka tomu, ze
grupa G je konecnd, si tieto komponenty silne stvislé. Plati, Ze ak +* = 4, tak
6% =~ pre j = ord(s) — 1.

Priklad 6. Nech permutacni grupu G generuji permutdcie a = (1 2 4 5)(8 9),
b = (16)(243)(78). Grupu G reprezentuje nasledujici graf.

11



b
a
b
a a b
ab
| O=0=0
b b a
a
b

Dolezitym pre nas bude podgraf tohto grafu, takzvany Schreierov strom.
Schreierovgm stromom pre B; vzhladom k Sl nazveme orientovany strom 70,
ktorého kazd4 hrana je orientovana smerom od koretia f3;, kde (SU1) = G, Vr-
choly st prvky fundamentalnej orbity All. Hrana smerujica z vrcholu v k vi-
cholu § je oznalend permutéciou s € S, pricom plati v¥ = 8. Hibkou Schreie-
rovho stromu rozumieme dlzku najdlhsej cesty z koretiu do nejakého listu. Pojem
Schreierov strom vo svojej praci pouziva aj (2003, str. 56), avSak s opacne
orientovanymi hranami. Kvoli konzistencii so zvyskom literattiry pouzivame dant
orientaciu hran.

Priklad 7. Uvazujme permutdacie a,b ako v predchddzajicom priklade. Schreierov
strom pre B; = 1 vzhladom k SU = {s;1,50}, kde s, = a,s1 = b, bude vyzerat
nasledovne:

O

a
b

V pocitaci mozno Schreierov strom reprezentovat pomocou pola. Vyplyva to
z jednoduchého pozorovania, ze do kazdého vrcholu Schreierovho stromu okrem
korena vedie prave jedna hrana. Do korena nevedie ziadna hrana. Jednou moznos-
tou ako néjst nejaky Schreierov strom pre 3; vzhladom k S je vyuzit algoritmus

ORBITA na danych vstupoch a pre kazdy prvok orbity okrem [; si zapamétat, pre
ktoré s € S bol ulozeny ako +°. Zavadzame nasledujicu definiciu podla knihy

od Holta a kol. (2005| definicia 4.1).
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Definicia 5. Schreierovym vektorom pre prvok B; vzhladom k S¥ nazveme pole
v; dizky n, pre ktoré plati:

4 Uz[ﬁz] =—1
e v;[6] :== j, kde vo funkcii ORBITA bolo § € BEN {B;) wlozené ako %
« vila] =0 prea ¢ pe"

Vzhladom k tejto definicii rozsirime algoritmus ORBITA tak, aby stcasne nasiel
aj Schreierov vektor. Algoritmus vo svojej knihe uviedol Holt a kol. (2005] str.

80).

Vstup: 3; € B, kde B je baza G < S,,, St = {541, ..., 541, },
Sil, ey Sik; € Sy, (S = Gl
Vystup: fundamentélna orbita Al a Schreierov vektor v;
for a =1,...n do
| wila] = 0;
end
A= {B;}
vilBi] == —1;
for v € Al do
for j=1,...,k; do
if v ¢ Al then
Al = AL {45}
vily™] = g;
end
end

end

return Al y,;
Algoritmus 2: ORBITASCHREIERVEKTOR(f3;, S1)

Priklad 8. Schreierov vektor pre prvok 3; = 1 vzhladom k SY = {s;1, 50}, kde
Si1, i su také, ako v predchadzajicom priklade, bude:

v = [-1,1,2,1,1,2,0,0,0]

Okrem toho, ze Schreierov strom ndm urcuje fundamentalnu orbitu pre prvok
3; bazy B, urcuje stic¢asne aj prvky transverzaly pre GU1 /GI+1. S nimi préave tie
permutéacie, ktoré dostaneme zlozenim permutacii na jednoznacne urcenej ceste
z koretiu f3; do vrcholu v, pre kazdé v € All. Reprezentantom pre v = f3; bude
identita.

Pravé transverzaly pre GU1/GU+Y oznacime ako Rl kde i € {1,...,m}. Ich
prvkami budi ry,, pricom plati 5;"" = v pre kazdé v € Alll,

Nasledujuci algoritmus urc¢i prvok 7, transverzdly R uréenej Schreierovym
vektorom v; pre zadané v € {1, ...,n}, pokial existuje. Algoritmus vo svojej knihe
uviedol Holt a kol. (2005, str. 80).
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Vstup: Schreierov vektor v; pre prvok (3; bazy grupy G < .S,
vye{l,..,n}, S = {s,...,5m}, Si1, ..., Sir; € S, (S = Gl
Vystup: r;, € G /GIH1 alebo netispech, pokial v ¢ Al
if v;[y] =0 then
return netspech;
end
u = 1id;
L= vi[y);
while [ # —1 do

U 1= S;U;

return u;

Algoritmus 3: PRVOKTRANSVERZALY (7, v;, SI)

Ukladanie Schreierovych vektorov v pocitac¢i namiesto celych transverzal ma
jednoduchy dovod, setri pamét. Priestorova naroc¢nost jedného Schreierovho vek-
toru je zrejme O(n), pricom uloZenie transverzaly je O(n?).

2.3 Schreierova lemma

Doposial sme popisali rozkladové triedy z G /GI+Y. Za pomoci algoritmov
ORBITASCHREIERVEKTOR a PRVOKTRANSVERZALY dokdzeme zo znalosti Sl
ur¢it Al a Rl prei =1, ..., m. Nasledujica tzv. Schreierovd lemma nam umozni
zo znalosti Al a R uréit generujicu mnozinu pre G+, Pre g € G, H < G a
pravi transverzélu R pre G/H oznacme g := RN Hg. Dokaz Schreierovej lemmy
je doplneny o ozrejmenie, ze kazdy prvok z T lezi v H.

Lemma 5. (Seress, 20053, lemma 4.2.1) Nech G je grupa generovand mnozinou
S, H je podgrupa G a R je pravd transverzdla pre G/H. Potom mnoZina

T ={rs(T3) '|r € R,s € S}

generuje podgrupu H.

Doékaz. Zrejme kazdy prvok z T nélezi H, pretoze H(rs(7s)™') = (Hrs)(Ts)™! =
— (Hrs)(rs) " = H((r)(7s) ") = He = H.

Na druht stranu zvolme h € H Tubovolné. Ukazeme, ze h € (T). Podla
predpokladu méme, 7e G = (S) = (S U S™!), teda h = s155...5, pre nejaké
5189...5, € SUS™L k> 0. Definujme:

ri:=1, hg:=1r18182...5k

c—7r.q. .= . Ar.c. -1
Tyl = T555, tji=1;5;(T55;)

hj = tltg...thj+1Sj+1Sj+2...Sk

14



pre j = 1,...,k. Zrejme hy = h. Nahradenim ¢;,; a rj;o vo vyraze pre hj;i;
dostavame, ze pre vSetky j =1, ...,k — 1 plati:

hj+1 = tltg...tjtj+17“j+28j+2...8k =

= tity..tj(rj18j01 (T515551) T ) (Tjai8j51) 85285 =
= tltg...thj+1Sj+1Sj+2...Sk = hj
To znamena, ze takisto plati, ze h = hy = tito...trr1. Vzhladom k tomu, ze
h € H a tity...ty, € (T) < H, musi platit, ze rp.y € HN R = {1}. Teda h € (T).
O

Aplikiciou lemmy na grupu G a jej podgrupu GI*+Y dostavame trividlny
dosledok.

Désledok 6. Nech Gl = (SU) je stabilizdtorom prugich i — 1 prokov bize B =
(B, ..., Bm) permutacnej grupy G a G+ = ng Nech R je pravou transverzdlou
pre G /G ¢ pre kazdé v € Al = B nech T4 2naci jednoznacne urceny prook
R spliiajici 3, = ~. Potom

{riy s (riys) "1 |y € Al s € St}

generuje Gt

Prvky 74, 8 (riys) " nazveme Schreierovymi generdtormi pre grupu GUH1 . Nech
transverzalu R urcuje nejaky Schreierov strom. Potom do kazdého vrcholu ¢ €
AL\ {B;} tohto stromu vedie prave jedna hrana oznacend permuticiou s € Sl
z vrcholu v € Al To je ekvivalentné tomu, Ze Tiy 8§ = Tiys, a teda pocet trividlnych
Schreierovych generatorov je |All] — 1.

Pozorovanie 7. Nech G = (X) < S,,, S = X, Sl je mnoZinou netrividlnych
Schreierovijch generdtorov pre G, i € N,i > 2. Potom velkost mnoziny S je
nanajuys

14 AR AR A (X = 1)

Dékaz. Mnozina S ma velkost nanajvys [SM||AM|—(|AN|-1) = 1+]AR|(|X |-
1) ako vyplyva z diskusie vyssie. Nech tvrdenie plati pre nejaké i > 2, potom vel-
kost SO+ je nanajvys 14| AM|(1SU—1) = 14| AM|(1+|AR)..|AB| (| X]-1)-1) =
1+ AU AR AR AR X] - 1),

m

Priklad 9. Uvazujme s; = (1 2 3)(4 5),s0 = (1 4 5)(2 3) pre X = {s1,52},
kde G = (X) < S5 je permutacnd grupa a nech Gy je stabilizatorom prvku 1.
Zrejme A = 191 = {1,2,3.4,5}. Zvolme transverzdlu R = {ry,...r5} pre r =
td,ro = S1,T3 = S189,74 = 89,75 = S981. Potom existuje prave 6 netrividlnych
Schreieroviich generdtorov pre Gy, a to rosir3' = (32 4), rssiry! = (354 2),
res9Ty = (34 5), rysorst = (54 2), rssiryt = (52 3), rssiryt = (53 2 4),
pricom 1+ |A|(|X] —1) = 6.

Dévodom, preco velkost S nemusi dosiahntt hornej hranice uvedenej v po-
zorovani, je, ze niektoré netrivialne Schreierové generatory mozu byt zhodné pre
rozne v € All a s € Sl V nasledujticej podkapitole popiseme algoritmus, vdaka
ktorému dokazeme uréit podstatne mensie mnoziny SU.
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2.4 Rozkladanie na sicin prvkov transverzaly

Vdaka predchadzajicemu désledku dokdzeme urcit generujicu mnozinu pre
Gl 70 znalosti S, Po generujicej mnozine S pre G+ pozadujeme, aby
bola ¢o najmensia. Predtym, nez vlozime niektory zo Schrierovych generatorov do
S+ skontrolujeme, ¢ dany generator negenerujt uz vlozené prvky v S+, Inak
povedané po kazdom vloZeni Schreierovho generatoru do St sa grupa (SF+1)
zvacst aspon dvojnasobne. Tym padom vlozime maximalne log |G| Schreierovych
generatorov.

Predpokladajme, ze pre permutac¢ni grupu G < 5, pozname nejaku jej bazu
B = (B, ...3m) a prislusné transverzaly R pre GI/Gl+1. Ukdzeme, ze kazdé
g € G mozno jednoznac¢ne rozlozit na sucin prvkov transverzal, teda

g =T"mlm-1.--T1

kde r; := 1y, € R pre vhodné v; € All. Existencia a jednoznaénost tohto roz-
kladu vyplyva m-nésobnou aplikdciou nasledujicej lemmy. Obdobna lemma je
uvedend v praci od Murraya (1994, tvrdenie 2.5.1), postup pre rozklad je inspi-
rovany pracou od Seressa (2003, str. 56).

Lemma 8. Nech G < S,, je permutacnd grupa, § € {1,...n}, Gz je stabilizator
proku B a R je pravd transverzdla pre G/Gg. Potom pre kaZdé g € G existuje
prdave jedno r € R také, Ze p7 = p9. Navyse pre toto r plati, Ze g = hr pre nejaké
jednoznacne urcené h € Gg.

Dékaz. 7 definicie pravej transverzaly, pre kazdé g € G plati | R N Ggg | = 1.
Inak povedané, existuju jednoznacne urcené r € R a k € Gp také, ze r = kg.
Oznaéme h := k=1, Dostdvame g = k~1r = hr. Navyse 39 = gh = (Bh)" = ",
lebo h € Gpg.

O

Postup, akym budeme hladat rozklad pre g € G je nasledovny. Najprv ndj-
deme 7 € R také, 7e B]* = BY a spocéitame ¢, := gry ', pricom vdaka lemme
g2 € GV kazdom dalsom kroku i < m opéit hladdme r; € R také, ze 5" = B
a spocitame g; 11 == g;r; © € GV poslednom kroku dostavame gy,41 = 1.

Uvedeny postup mozno zaroven pouzif na testovanie toho, ¢i dané h € .S,, lezi
v grupe G. Pokial by h v grupe G nelezalo, mézu nastat dve situacie. Prvou je,
ze nedokazeme v niektorom kroku ¢ < m najst vhodné r; € Rl To znamena, 7e
@h pre h; = hry'ry'...r;}| sa nachadza mimo orbitu B¢ " Druhou monostou je,
ze po m krokoch nam ostal netrividlny zvysok h,,.1 # 1.

Vystup h € S, nasledujiceho algoritmu budeme nazyvat zvysok, vyznam vy-
stupu i € {1,...,m + 1} ozrejmime v nasledujiicej kapitole.
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Vstup: g € S,,, B = (f1,...,0m) baza permutacnej grupy G < S,
S = U, S silne generujiica mnozina vzhladom k B,
A* = (AWM Alm) fundamentélne orbity grupy G, postupnost
Schreierovych vektorov v = (vy,..,Us,)

Vystup: h € S,,i € {l,..m+ 1}

h:=g;

fori=1,...m do

v =P

if v ¢ All then

| return h,i;

end
rin :=PRVOKTRANSVERZALY (7, v;, SU);
h = hr;l;

end

return h, m+ 1
Algoritmus 4: RozKLAD(g,B,S,v,A*)

Algoritmus rozkladu je uvedeny v knihe od Holta (2005, str. 89). Z poznatkov
v tejto podkapitole takisto vyplyva, ze pokial pozname prvky pravych transverzal
RW. ..., R™ dokazeme vypisat vietky prvky grupy G.

2.4.1 Analédgia s Gauss Jordanovou eliminaciou

Algoritmus rozkladu mozno povazovat za analégiu Gauss Jordanovej elimina-
cie. Majme dant maticu A = (a;;)mxn nad polom 7. Gauss Jordanové eliminacia
vrati maticu

H=R' . -R'-A

Indexy i; < i < ... < i sG z mnoziny {1,...,min{m,n}} a uréuju pozicie

pivotov. Matica Rj_l e T™ ™ je pre kazdé j = iy, 19, ..., 17 tvaru:

0O --- 0 % 0O --- 0
01 --- 0 % 0O --- 0

753
Rl Ooo0 --- 1 % 0O --- 0
i lo0o -0 = 0
00 --- 0 % 1 -+ 0
00 --- 0 % 0O --- 1

Jedna sa o maticu, ktora je suc¢inom elementarnych matic upravujicich j-ty
stipec.

Indexy pivotov (iy, ..., i) s analégiou baze (f1,...,0) pre permutaéni grupu.
Matice R;,, R;,,..., R;, st analégiou prvkov ry € RW. .1, € RM. Vyraz

H=R' ..-R'-A

je analdgiou pre

_ 11 1
h=g-r{ -ry -..-rp,
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kde g € S,, je zadand permutacia, h je zvysok algoritmu ROZKLAD na vstupe g.

Za analdgiu pre stabilizatory GV = Gs,,....5,_1) mOZeme povazovat grupu re-
gularnych matic radu m, ktoré maja v slpcoch s indexmi 7y, 4s, ..., ij—1 po poradi
jednotkové vektory e;,, €, ..., e, . Analégiou pre GU/GUTY bude grupa regu-
larnych matic tvaru (ey | --- |ej_1|a|ejp1| -+ | em), kde a € T™. Do tejto grupy
zrejme spadaju aj matice RR;.
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3. Schreier Simsov algoritmus

Ulohou Schreier Simsovho algoritmu je ndjst neredundantni bézu B a pri-
slusnu silne generujucu mnozinu S, pokial je dand nejakd mnozina generatorov
X permutacnej grupy G. Myslienkou je nasledujice tvrdenie a poznatky z pred-
chadzajicej kapitoly. Tvrdenie je ekvivalentné tvrdeniu 4.2.3 z knihy od Seressa
(2003)).

Tvrdenie 9. Dand je permutacnd grupa G < S,, m € N, postupnost B =
(B1,--Pm) prvkov z {1,...,n}, mnoZina S permutdcii z G takd, Ze (S) = G.
Oznacme GY = G,GY = Gp, 5, a SH = SNGW prei = 1,...,m a nech
StnHll = (. Potom (B,S) je BSGS prdve vtedy, ked (SW)s = (SUH) pre vsetky
1=1,...m+1.

Dékaz. Nech (B,S) je BSGS, potom pre vietky i = 1,...,m plati (SF+1) =
G+l = Gg] = <Sm>5i. Na dokéazanie opacnej implikicie potrebujeme ukazat,
7e Gl = (SN G pre kazdé i = 1,...,m + 1. Pre i = 1 zrejme G = G =
(S) = (SN GM). Predpokladajme, ze G!! = (Sl1), potom plati aj GI*+1 = ng =
(S, = (SE+)y = (S N GEFY). Poznamenajme, Ze tretia rovnost je z pred-
pokladu implikdcie v tvrdeni. Navyse (SI"*1) = () = 1 = GI™*. Tym sme
dokézali, ze (B,S) je BSGS pre G.

[

3.1 Ciastocna baza a ciastocna silne generujica
mnozina

Vstupom Schreier Simsovho algoritmu bude takzvana ciastocnd biza a cias-
tocna silne generujica mnozina. Definujeme ich nasledovne.

Definicia 6. (Murray, (1994, str. 25) Nech m € N, G < S, je permutacnd
grupa a mnozina X generuje G. Hovorime, Ze postupnost B = (B1, B2, .., Bm)
prokov z {1,...,n} je Ciastocnd baza a mnoZina S permutdcii z G je ¢iastocnd
silne generujica mnozina grupy G, pokial X C S a Ziaden prvok z S nestabilizuje
vsetky prvky z B. Dvojicu (B,S) budeme nazgvat ¢iastocnou BSGS.

V tejto kapitole, narozdiel od predchadzajicich dvoch kapitol, pouzijeme zna-
Cenie pre S := SN GH, All .= stm) a Rl vzhladom k ¢iastocnej silne gene-
rujicej mnozine S a Ciastoénej baze B. Mnozinu R definujeme ako mnozinu
jednoznaéne uréenych prvkov ry, € (S pre kazdé v € Al splfiajicich 5 = .
Poznamenajme, Ze Rl je iba podmnozinou transverzaly pre (SU) /(SE+1) Index
t € N vzhladom k znaceniam vyssie budeme nazyvat wurovriou.

Poslednti podmienku z definicie mozeme tiez prepisat ako:

S[m+1] e S M G(ﬁl,,,@m) = @

Navyse (S) = G, kedze X C S a S C G. Teda c¢iastocnd baza a ¢iasto¢na silne
generujica mnozina spliaju predpoklady tvrdenia @
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Schreier Simsov algoritmus postupnym pridavanim prvkov rozsiri ¢iastoénu
bazu a ¢iasto¢nu silne generujicu mnozinou na bazu a silne generujicu mnozinu
tak, ako si definované v kapitole [T} Prvky do ¢iastocnej bazy st priddvané na ko-
niec tejto postupnosti. Bazu a silne generujicu mnozinu budeme v nasledujicom
texte tiez nazyvat uplnou bazou a uplnou silne generujicou mnozinou, z dovodu
lepsieho odlisenia od predchadzajicej definicie.

Nasledujuci algoritmus priamociaro najde ¢iastocnt bazu B pre ¢iastoc¢nt silne
generujucu mnozinu S := X, kde X je zadana generujica mnozina pre permu-
tacnt grupu G. Pre ndjdent ¢iastoéna BSGS plati, Ze (Si+1) je vlastnou podgru-
pou (S pre vietky i = 1, ...,m, vdaka ¢omu ju mozno rozirit na neredundantni
bazu. Zabezpecuje to podmienka $* # [ v algoritme.

7 technickych dovodov zavedme nasledujice znacenie:

S* = (SM, ..., st

Rovnako zavedme procediru APPEND(~ M, x), ktord mé za dlohu vlozit na
koniec postupnosti M prvok x, teda velkost M sa zvacsi o jedna a poslednym
prvkom bude z. Znak ,~“ pred mnozinou M znaci prenasanie referenciou. Algo-
ritmus je inspirovany castou algoritmu uvedenom v knihe od Holta a kol. (2005]
str. 91).

Vstup: neprazdna mnozina X C S,, kde G = (X)

Vystup: ¢iastotna baza B = (S, ..., Bm) grupy G, ktorej ¢iastoénd silne
generujuca mnozina je S := X, a postupnost
S* = (S ..., SI™)) reprezentujiica éiastocni SGS S = Uy, Sl

m :=0;
B = 0;
for r € X do

if v € Gz, 5,,) then
for 5=1,...,ndo
if 5% # [ then
Bm—l—l = 6;
APPEND(~ B, Bni1);
m :=m + 1;
Sml.— X N GB1,fmi)s
break;
end

end

end

end

S+ = (S, ..., §lml);

return B, S*;

Algoritmus 5: CIASTOCNABSGS(X)

3.2 Schreier Simsov algoritmus

Z tvrdenia [9 vyplyva, ze ¢iastotnd BSGS je tplnou BSGS, pokial pre vsetky
t=1,...,m+ 1 plati: 4 ‘
()5, = (1)
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Zrejme vzdy plati (SU1) > (SE+U) | ostdva zabezpecit aby (Sl)5 < (SEH).
Vdaka Schreierovej lemme vieme, ze grupa (S) 3, je generovand Schreierovymi ge-
neratormi. Zvolime netrivialny Schreierov generator g. Pomocou algoritmu Roz-
KLAD otestujeme, ¢i dany Schreierov generator g patri grupe (S, teda éi al-
goritmus vrati trividlny zvysok. Pokial nie, tak jeho netrividlny zvysok h vlozime
do mnoziny SU!. Vlozenim zvySku sa narusia rovnosti medzi (SUl); a (SUT1)
pre j =i+ 1,7+ 2,....1, kde [ je Groven, ktori vratil algoritmus ROZKLAD.

Pre zvysok h Schreierovho generatoru g zrejme plati:

<S[i+1} U g> _ <S[i+1] U h)

Rovnost medzi (SU1)s a (SE*+U) nastane, pokial netrividlne zvysky vietkych
Schreierovych generatorov boli vlozené do S.

Algoritmus ROZKLAD je mozné na grupu (SF+1) aplikovat, iba ak pozndme
tiplnt BSGS pre (SUFU). 7 tejto znalosti potom dokézeme spocitat prislusné pravé
transverzaly RV! pre GUl/GU*Y kde pre j =, ..., m.

Definicia 7. Nech B = (B, ..., Bm) je Ciastocnd biza permutacnej grupy G <
Sn, S C G je ciastocna silne generujica mnoziny grupy G vzhladom k B, kde
i € {1,....,m}. Hovorime, Ze ciastocnd BSGS (B,S) je pod uroviou i, pokial
bud i = m alebo pre vsetky j =1+ 1,...,m plati

<S[j]>ﬂ. — <g[j+1}>'

Pojem pod troviiou zaviedol |Seress (2003) vo svojej knihe na strane 59. Tato
definicia inak hovori to, ze dvojica ((Bit1, - Bm)s U;”:Z-HSU]) je tplnou BSGS pre
permutac¢nii grupu (S,

V priebehe Schreier Simsovho algoritmu sme stale na tej trovni, pod ktorou
sa nachadza aktualna BSGS. Trividlne sme vzdy pod troviiou m, zacneme teda
na nej a postupujeme k nizsim drovniam. Ak sa nachddzame na nejakej trovni
i, otestujeme, ¢ vietky Schreierové generatory lezia v (SF+U). Pokial dno, po-
stupujeme na droven ¢ — 1, v opa¢nom pripade vlozime prvy najdeny netrivialny
zvysok do SUHU . SU a postupne prejdeme na trovne [, ..., i + 1, kde [ je tro-
ven, ktoru vratil algoritmus ROZKLAD. Navyse pokial [ = m + 1, teda ked plati
th = f; pre kazdé j = i + 1,...,m, ndjdeme novy bazovy prvok 3,1 taky, Ze

n +1 7 Bm+1, a vloZzime ho na koniec ¢iastocnej baze. Uvedend podmienka pre
Bm+1 zabezpedi, ze baza na konci algoritmu je neredundantna. Algoritmus skonci,
pokial sa dostaneme na uroven 0, vtedy bude splnend podmienka z tvrdenia [9]
To zrejme nastane, kedze pre kazdu troven existuje konecne vela Schreierovych
generatorov.

Poc¢as toho ako vkladdme netrividlny zvySok do SEFY, ... S potrebujeme
prepocitat odpovedajice orbity a Schreierové vektory. Prvky, ktoré boli stcastou
orbity pred vlozenim tohto zvysku, ostanu jej sucastou nadalej. To isté plati pre
odpovedajice permutacie urcené Schreierovym vektorom. Pokial by sme pouzili
algoritmus ORBITASCHREIERVEKTOR tak, ako bol uvedeny, spocital by uvedené
prvky nanovo. Nasledujtci algoritmus zabezpeci, aby v priebehu celého Schreier
Simsovho algoritmu bol pre Iubovolni troven i kazdy prvok orbity All a odpo-
vedajuci prvok Schreierového vektoru v; spocitany iba raz.
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Vstup: §; € B, kde B je ¢iastocna baza G < .5,
S = {551,..,Sik,_ 1> Sik, }» Sity--Sik, € Sn, Al a v; s1@ orbita a
Schreierov vektor pre prvok f; vzhladom k {s;1,...si%, ,}
Vystup: rozsirens orbita Al a rozsireny Schreierov vektor v; pre f3;
vzhladom k S
A =,
for v € All do
if ~*m ¢ All then
A= AU ik}
end
end
for vy € A’ do
for j =1,...k; do
if 4% ¢ (AU A’) then
A= AU {y®i}

vi[y*] = g
end
end
end
Al .= Al A

return Al y;;
Algoritmus 6: ROzSIRORBITASCHREIERVEKTOR(3;, S, Al v;)

Schreier Simsov algoritmus implementujeme ako rekurzivnu procedtaru SCH-
REIERSIMS, ktord volame v hlavnom algoritme MAIN postupne od poslednej
urovne az po prvi. Po ukonceni jedného takého volania dostaneme rozsirent
¢iastoénu BSGS, ktora je pod tdroviiou o jeden nizsie ako ciastoénd BSGS na
vstupe.

Pred uvedenim pseudokdédu najprv vylepsime algoritmus tak, aby bol kazdy
Schreierov generator testovany iba raz. Zabezpecia to parametre old_A* a T, kde
old_A* = (old_AW, ... old_Al") predstavuje postupnost fundamentalnych or-
bit pre predchadzajtice volanie procediry SCHREIERSIMS a 7" C Sl je mnozinou
tych generatorov z S, ktoré neboli stcastou S v predchadzajiicom volani. Po-
kial sa v priebehu volani rekurzie dostaneme na troven ¢, na ktorej sme uz boli,
otestujeme len tie Schreierové generatory, ktoré nevznikli z old_ Al a SO\ T.
Takto dokdZeme znizit ¢asovii zlozitost. K mnozindm S = {s;1, ..., s;,} pri-
stupujme ako k postupnostiam, ktoré si urcené indexmi prvkov mnozin, teda
predpokladajme, ze mézme na ne aplikovat procediru APPEND. Nasledujuce dva
pseudokddy st inspirované pseudokédom od Butlera (1991} str. 138, 138) a od
Holta a kol. (2005, str. 91), spresnené o detaily.
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Vstup: B = (Bi,...,0,) Giastoénd baza, S = UF_ S ¢iastocnd silne
generujica mnozina, pricom (B,S) je momentalne pod troviou
7, A* fundamentalne orbity, v Schreirové vektory, old_A*, T
definované ako vyssie
for v € All do
if v € old_All then
| generatory =T},

end
else
| generatory := SU;
end
old_A* = A,

ri:=PRVOK TRANSVERZALY (7,v;,51);
for s € generatory do
Tiys :=PRVOKTRANSVERZALY (v*,v;,S1);
G :=TiyS(Tins)
if g # id then
h,l = ROZKLAD(g, (Bists - B )y Uy SUL (Vi1 0m),
(AT Al));
if h # zd then
if /| =m+ 1 then
néjdeme Bm—i-l také, ze 62&1 7é Bm—o—l;
APPEND(~ B,B11);
Sm+1] :—Q)
A[m+1] = {6m+1}3
for « =1,...,n do
| vmiala] = 0;
end
Upnt1[Bmi] == —1;
APPEND(~ §*, Stm+1l);
APPEND(~ A*, Alm+1),
APPEND(~ v, Up11);
m:=m+ 1;
end
for j=1,..0.+1do
ApPEND(~ S h);
Al v :=R0zSIRORBITASCHREIERVEKTOR(3;,51);
end
for j=1,..1+1do
| SCHREIERSIMS (~ B, ~ S* ~ A* ~wv,j,old_A* {h});
end
end

end
end

end

Algoritmus 7: SCHREIERSIMS (~ B,~ S* ~ A* ~ v, i,0ld__A*T)
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Vstup: neprazdna mnozina permutacii X, kde G = (X) < S,
Vystup: (B,S) BSGS pre G
B, S* := C1ASTOCNABSGS(X);
fori=1,...,m do
| Al y; := ORBITASCHREIERVEKTOR (f3;, SI");
end
A= (A Al
V= (U1, .oy Upn);
for : =m,...,1 do
| SCHREIERSIMS(B, S*, A*, v,1, (), S1);
end
S = up, St
return (B, 5);

Algoritmus 8: MAIN(X)

Poznamenajme, Ze priebehu algoritmu neplati S = SN G, Nové generatory
priddavame iba do SV pre j =i +1,...,1, kde | > i, namiesto toho, aby sme ich
pridali aj do SI, ... .S, Dévodom je, Ze tieto generatory by nasledne v grupe
(St boli nadbyto¢né, t.j. ich pridanim by sa grupy (S, ... (SUl) nezmenili,
iba by sa zbytoc¢ne navysil ¢as potrebny pre vypocet.

3.3 Casova a priestorova zloZitost Schreier Sim-
sovho algoritmu

Casovii a priestorovi zlozitost budeme poéitat podobnym spésobom ako je
uvedené v knihe od Seressa (2003, str. 60 — 62), avsak vzhladom k pseudokd-
dom algoritmov vyssie. V tejto podkapitole vyuzijeme vylepsenie z cvic¢enia 4.4
(Seress, 2003, cvicenie 4.4). Ako bolo uz spomenuté, kazdy Schreierov generator
je testovany prave raz. Od toho budeme odvijat aj urcovanie ¢asovej zlozitosti.
Podla dosledku (3] baza je velkosti maximélne log |G|. Pokial log |G| > n, velkost
béaze je maximalne n, kedze vystupom je neredundantna baza. V tejto podkapi-
tole budeme pouzivat odhad |B| € O(log |G|). Velkost kazdej orbity je maximélne
n, $pecidlne pre konkrétne i je velkost orbity Al maximalne n — i+ 1. Pre zvo-
algoritmu ROZKLAD a podmienke h # id sa grupa (S!) musi kazdym pridanim
prvku do S aspon dvojnédsobne zvidsit. Velkost Tubovolnej S je teda maximélne
| X| + log |G|

Upravou algoritmu MAIN méZeme tento odhad znizit na log|GU|. Casovii a
priestorovi zlozitost nésledne spocitame vzhladom k tejto tprave. Staci ak si
predstavime, ze grupa G posobi na mnozine {1,...,n + 1} namiesto {1,....,n} a
za nulty prvok baze zvolime n + 1. . Konkrétne definujme £y :=n + 1, SI% := X
a spustime algoritmus SCHREIERSIMS pre B = (), S = (SI), i = 0 a ostatné
odpovedajtice parametre, pricom zrejme orbita AlY je trividlna. Aj ked dvojica
(n+1,X) sice nespliia definiciu ¢iastotnej BSGS, nam to neprekaza, kedze pre
nas ucel moze platit G = G,. Hladanou silne generujicou mnozinou bude opét
S = ur, Sl Dalej uvazujme |S™| € O(log|G|). Tym pidom dostédvame, Ze
S| < 371 18Y] € O(log™ |G]).
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Algoritmus PRVOKTRANSVERZALY pracuje v Case O(n?), pretoze na spoci-
tanie prvku transverzély zo Schreierovho vektoru zlozime maximélne n permuta-
cii, pricom kazdé jedno zloZenie je v case O(n). Algoritmus ORBITASCHREIER-
VEKTOR a ROZSIRORBITASCHREIERVEKTOR pracuji v ¢ase |All||S| pre dané
1 <i <m, ¢oje O(nlog|G|). Algoritmus ROZKLAD pracuje v case O(n?log |G]).
Este poznamenajme, Ze skladanie permutacii, urc¢enie inverznej permutacie, po-
rovnanie dvoch permutécii, hladanie prvku nestabilizovanym danou permutaciu
a urcenie, ¢i nejaky prvok patri orbite je v ¢ase O(n), ¢o je menej ako casova
zlozitost predchadzajtcich styroch algoritmov v tomto odseku.

Pocet Schreierovych generatorov, vratane tych na tdrovni 0, je maximalne
S JASEH] = 14| X[+, |AW)SE] € O(|X | +nlog® |G]). Pozrime sa blizsie
na pseudokod procedury SCHREIERSIMS. Pocas toho ako pocitame jeden Schreie-
rov generator, potrebujeme spocitat maximalne dvakrat PRVOKTRANSVERZALY,
jeden ROZKLAD a maximdlne log(|G|) krdat ROZSIRORBITASCHREIERVEKTOR.
Zvysok je zanedbatelny. Ako bolo spomenuté v predchadzajicej podkapitole po-
mocou algoritmu ROZSIRORBITASCHREIERVEKTOR je kaZzdy prvok orbity Al
a odpovedajuci prvok Schreierového vektoru v; na kazdej trovni ¢ spocitany iba
raz. Tym padom v priebehu celého Schreier Simsovho algoritmu spocitame vsetky
fundamentalne orbity a Schreierové vektory v case O(nlog® |G]).

Kedze kazdy Schreierov generator je spocitany iba raz, dostavame casovi
zlozitost O((| X | + nlog® |G|)(n? + n?log |G|) + nlog? |G|), ¢o je

O(|X|n*log |G| + n*log® |G).

Co sa tyka priestorovej zlozitosti, tak 37, [SU| € O(|X| + log®|G]), a kedze
sii to permutécie, na ich uloZenie potrebujeme O(| X |n+nlog® |G|) pamite. Dalej
|B| € O(log |G]), |old _A*|,|JA*| € O(nlog|G|), |[v] € O(nlog|G|), co odpoveda aj
pamétovej zloZitosti. Pre parameter T plati |T'| = |SU| alebo |T| = 1, a teda na
jeho ulozenie potrebujeme O(nlog |G|) pamite. Celkovo dostdvame priestorovi
zlozitost

O(|X|n + nlog? |G]).

Poznatky, ktoré sme v tejto podkapitole dokazali, zhrnieme v nasledujicom
tvrdenti.

Tvrdenie 10. Nech G = (X) < S, je permutacnd grupa, kde X je generujica
mnozina pre G, n € N. Potom existuje deterministicky algoritmus, ktory ndjde ne-
redundantnii bizu a prislusni silne generujiicu mnoZinu v case O(| X |n?log |G| +
n®log® |G|) s priestorovou ndrocnostou O(|X |n + nlog®|G|).
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4. Monte Carlo Schreier Simsov
algoritmus

Vzhladom k dolezitosti znalosti baze a silne generujicej mnoziny je nasou
snahou spocitat BSGS v ¢o najlepsom case a to aj za cenu toho, ze algoritmus
nie vzdy vrati spravny vysledok.

V tejto kapitole predstavime pravdepodobnostny Monte Carlo algoritmus, kto-
rého casova zlozitost je skoro linedrna. Pravdepodobnostny algoritmus je taky,
ktory vyuziva nahodny generator cisel pocas svojho chodu. Monte Carlo algo-
ritmus je pravdepodobnostny algoritmus, ktory moze v niektorych pripadoch
vratif nespravny vysledok. Pravdepodobnost, ze Monte Carlo algoritmus vrati
nespravny vysledok je ale menej ako polovica. Casova zlozitost algoritmu pre
permutacni grupu G = (X) < S, je skoro linedrna, pokial algoritmus prebehne
v ¢ase O(n|X|log" n) pre k > 0. Algortimus z tejto kapitoly je vylepsenim Schreier
Simsovho algoritmu uvedeného v predchadzajicej kapitole.

4.1 Plytké Schreierové stromy

Jednym z faktorov pridavajicom na casovej zlozitosti Schreier Simsovho al-
goritmu, je hibka Schreierovho stromu. T4 moze byt velkosti az n — 1, napriklad
pre Schreierov strom vzhladom ku generujicej mnozine {(1 2 ... n)}. Avsak pre
velkd ¢ast grip a ich generujicich mnozin bude této hlbka znaéne mensia.

Uvedieme dva algoritmy, ktorych vystupom bude Schreierov strom s obmedze-
nou hibkou, tzv. plytky Schreierov strom. Prvym bude deterministicky algoritmus
z ¢lanku od Babaia, Coopermana, Finkelsteina a Seressa (Babai a kol., [1991)), uve-
deny v oddieli , ktory vrati Schreierov strom hibky O(log |G|). Druhym bude
pravdepodobnostny Monte Carlo algoritmus z ¢lanku od Coopermana, Finkelste-
ina a Sawaragiho (Cooperman a koll, [1990), uvedeny v oddieli [4.1.2] ktory vrati
Schreierov strom hlbky O(logn), konkrétne O(log |3%|) pre G//Gg. Oba algoritmy
su tiez popisané v knihe od Seressa (2003, podkapitola 4.4). Oba oddiely su dopl-
nené o pseudokody potrebnych algoritmov. Poznamenajme, ze druhy z uvedenych
algoritmov mozeme vyuzif iba v pripade, ak mame k dispozicii ndhodné prvky
grupy G z rovnomerného rozdelenia.

4.1.1 Deterministicky algoritmus pre plytké Schreierové
stromy

Nasledujuca definicia je z prace od Babaia a kol. (1991 str. 202).
Definicia 8. Nech R = (g1,92,---,gx) je postupnost prvkov grupy G < S,,. Potom
C(R) := C(g1,92,--9r) = {97"95%...95" | e1,e2, ..., ex € {0,1}}
nazveme kockou pre postupnost (g1,9a,...,gx). Dalej oznacme:
CHR)={geG|g ' €eC(R)}

Hovorime, Ze C(R) je nedegenerovana, pokial |C'(R)| = 2%,
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Poznamenajme, ze C(R) je podmnozinou grupy G, ale nie nutne podgrupou.
Myslienka algoritmu pre plytké Schreierové stromy je zalozena na konstrukcii
¢o najvacsej postupnosti prvkov permutacnej grupy, ktorych kocka je nedegene-
rovand, pokial mame k dispozicii nejakti generujicu mnozinu danej grupy. Kon-
strukciu takejto kocky nam zaruci niekolkonasobne aplikovanie nasledujiceho po-
zorovania.

Pozorovanie je opat z prace od Babaia a kol. (1991} pozorovanie 2.1).

Pozorovanie 11. Nech (g1,....9x, gr+1) je postupnost prvkov grupy G < S,, a nech
Crx = C(g15-9%), Crr1 = C(g1,---,9k, Gry1). Potom Clyq je nedegenerovand
prave vtedy, ked Cy, je nedegenererovand a gpy1 € Cy ' Cy.

Dokaz. Zrejme Cy; je nedegenerovana prave vtedy, ked Cj je nedegenerovanda
a |Cyy1| = 2|Ck|. Tato rovnost nastane vtedy, ked Crgx.1 N Cy = (). To znamena,
7e neexistuju g,h € Oy také, Ze ggri1 = h, t.j. gir1 = ¢ 'h. Inak povedané, ked
—1
ge+1 & Oy Ch.
O

Testovanie, ¢i gpy 1 patri O 'C, je naroéné. Plati ale nasledovné pre fubovolné
pe{l,..,n}
-1
B g B G — gy & 'O

To nas vedie k zavedeniu pojmu monotonneho Schreierového stromu, vyuzi-
“1
vaného v praci od Babaia a kol. (1991)), ktorého vrcholy st prave prvky 3% .

Definicia 9. Nech R = (g1, ..., gx) je postupnost prvkov grupy G < S, a nech
g € {1,...,n}. Monoténnym Schreierovym stromom pre prvok 3 vzhladom k R na-
zveme zakoreneny orientovany strom, ktorého kaédci hmna je orientovand smerom
od koreria (3. Vicholmi st proky mnoziny BC (F) ={p"| he C7HR)C(R)}.
Hrany st oznacené permutdciami z mnoZiny {gi,....gx, 91 .. ,gk L Oznacema na

ceste z korena B do lubovolného vrcholu v tvoria slovo tvaru gk . gllgfl. gpF, kde
e; € {—1,0},e; € {0,1} pre vsetky i € {1,....k}.

7, definicie je zrejme, ze kazdy prvok transverzaly pre lubovolny monoténny
Schreierov strom vzhladom k R je prvkom mnoziny C~*(R)C(R).

Pozorovanie 12. Nech G < S,, k € N, ¢1,....gu € G. Hlbka monoténneho
Schreierovho stromu vzhladom k R = (gu,...,gx) je mazimdlne 2log |G|.

Dékaz  Monoténny Schreierov strom je hibky maximélne 2k a stdasne plati
|IC(R)| < 2% < |G|, t.j. k <log|G|.
O

Obdobne ako v kapitole [2] monoténny Schreierov strom bude reprezentovat
monotonny Schreierov vektor. Vzhladom k nasledujicej definicii ozna¢me hodnotu
v;[5;] ako oo, pricom tym rozumieme pevne zvolené prirodzené ¢islo, ktoré bude
vzdy vacsie ako k. Tato definicia sa vzfahuje k algoritmu, ktory je uvedeny za
nou.

Definicia 10. Monoténnym Schreierovym vektorom pre prvok BZ vzhladom k po-
stupnosti R = (g1, g2, ..., gx) prokov grupy Gl nazveme pole v; dlzky n, pre ktoré
plati:
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o v[Bi] = o0

. vig]]:: 7, pokial v algoritme ORBITAMONOTONNYSCHREIERVEKTOR bolo
d e @Cil(R)C(R) \ {B:} viozené ako ~%

e v;[d] := —j, pokial v algoritme ORBITAMONOTONNYSCHREIERVEKTOR
bolo § € BiCil(R)C(R) \ {Bi} vloZené ako vgﬂ‘_l

e vila] =0 prea & Bicil(R)c(R)

Nasledujuci algoritmus najde monoténny Schreierov vektor pre ; vzhladom
k R, postupnosti prvkov z Gl Algoritmus INDEX vrati index j, pripadne —j,
tak, ako je to uvedené v definicii. Casova zlozitost algoritmu ORBITAMONOTON-
NYSCHREIERVEKTOR je O(n|R|).

Vstup: R = (g1,92.....gx) je postupnost prvkov grupy Gl < S,,,
Bi € {1,...,n} prvok baze B grupy G

Y(R)C(R)

. .. c- . .
Vystup: mnozina g, , v; monoténny Schreierov vektor pre [3;

vzhladom k R
A= {B:};
fora=1,...n do
| wila] :=0;
end
for g € (g%, ..., 91 "g1, .., gx) do
A=A
for v € A do
if 79 ¢ A’ then
A= AU {9}
vi[7?] := INDEX(g);
end
end
A=A
end
return A, v;;
Algoritmus 9: ORBITAMONOTONNYSCHREIERVEKTOR(R, 3;)

Vratme sa spét k pozorovaniu . Nasledujuci algoritmus pre dané (gy, ..., gk ),
ktorého kocka Cy := C(gy, ..., gx) je nedegenerovand, najde g1, pre ktoré kocka
Cri1 = C(g1, -, G, grr1) bude takisto nedegenerovand. Vyuzijeme, ze ak pre
dané 5 € {1,...n} plati g%+ ¢ Bcfv_lck,potom aj grr1 & Cp'Cyr. Nech algo-
ritmus CESTA je analdgiou algoritmu PRVOKTRANSVERZALY z kapitoly [2] pre
monotonny Schreierov vektor.
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Vstup: R = (g1,...,gx) postupnost prvkov G, s € Gl 8, € {1,....n},
A= @C (R)_lc(R), v; monoténny Schreierov vektor pre [3;
vzhladom k R, boolovska premenna existuje

Vystup: bud povodné parametre R,A, v;,existuje ako na vstupe, alebo

ak existuje v* & BZ-C(R)AC(R), vrati R = (g1,..-,9k, k1) také, ze
s € R a|C(R)| =2|C(R)|, monoténny Schreierov vektor v; pre
B; vzhladom k R’ a existuje s hodnotou true
for v € A do
if v ¢ A then
gr+1:= CESTA(7y,v;,R) - s;
APPEND(~ R,gx41);
A, v;:= ORBITAMONOTONNYSCHREIERVEKTOR(R, 3;);
eristuje 1= true;
return R, A, v;, evistuje;
end

end
return R, A, v;, existuje;
Algoritmus 10: ZDVOINASOBKOCKU(R, A, v;, s, (3;)

Algoritmus ZDVOJNASOB KOCKU je detailnejsim popisom algoritmu uvede-
nom v praci od Babaia a kol. (1991} str. 203). V zavere oddielu sa dostavame ku
algoritmu, ktory vrati monoténny Schreierov vektor pre prvok f; bazy grupy G
vzhladom k takej postupnosti R prvkov grupy (S™), ze plati

50(3)—10(3) _ 5<sm>

) )

Na zaciatku algoritmu majme trividlny Schreierov vektor a prazdnu postup-
nost R. Kym existuje s € Sl pre ktoré plati 8~ (R)=ICER)s -+ BY (R)_lc(R), pokracu-
jeme ako v algoritme ZDVOJNASOBKOCKU pre odpovedajice parametre. Pokial
takyto prvok neexistuje, algoritmus skonci, ¢o znamena, ze bola prehladana cela

orbita 655m> .
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Vstup: f; € B, kde B je baza G < S,,, St C Gl
Vystup: fundamentalna orbita ﬁic (BTICW) st[zb
Schreierov vektor v; pre 5; vzhladom k R
existuje = true;
R = (;
for a =1,...,n do
| wila] :=0;
end
vilBi] = —1;
A= {@};
while existuje do
existuje ;= false;
for s € Sl do
R, A, v;, existuje :=
ZDVOINASOBKOCKU(R, A, v;, s, 3, existuje);
end

, monotonny

end
return A, v;;

Algoritmus 11: ORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR(f3;, SU)

Algoritmus ORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR vyplyva z dokazu lemmy 2.2
z prace od Babaia a kol. (1991, lemma 2.2), rovnako ako aj nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 13. Casovd zloZitost algoritmu ORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR je
O(nlog” |G| + n|St).

Dékaz. Pre kazdé v € A a s € S bude obraz +* v rdmci celého algoritmu
spoc¢itany nanajvys raz. Teda celkovy cas potrebny na testovanie podmienky
v* & A prebehne nanajvys v case |A||SH| € O(n|SH|). Vyplyva to z toho, Ze
ak v* € BORTICIR) tak aj ¢ € BOE)TCHE) kde R’ vzniklo z R niekolkon4-
sobnym zdvojnasobenim kocky. Podmienka v* ¢ A moéze byt splnend maximalne
(log |G|)-krat, kedze kocka C(R) zdvojnasobuje svoju velkost kazdym pridanim
prvku gr.1 do nej. Spocitanie prvku g je v case O(nlog|G|), pretoze najdlh-
Sia mozna cesta v monoténnom Schreierovom strome od korenia f; je 2log |G|
a skladanie permutécii je v case O(n). Ako uz bolo spomenuté, ¢asova zlozitost
algoritmu ORBITAMONOTONNYSCHREIERVEKTOR je O(n|R|) € O(nlog|G|).
Celkovo dostdavame O(nlog? |G| + n|S™)).

O

4.1.2 Pravdepodobnostny algoritmus pre plytké Schreie-
rové stromy

V tomto oddieli predpokladajme, ze mame k dispozicii generator ndhodnych
prvkov RANDOM(G), ktory z mnoziny G uréi ndhodny prvok g € G z rovno-
merného rozlozenia. V tejto podkapitole budi hrany Schreierového stromu T
oznadené ndhodne vygenerovanymi prvkami grupy GI?. Schreierov strom budu-
jeme podobne ako v predchadzajicom odddiely. Takisto Schreierov vektor nebude
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definovany vzhladom k algoritmu ORBITA, ako je to uvedené v kapitole 2| ale
vzhladom k nasledujicemu algoritmu PRORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR.
Myslienka pravdepodobnostného algoritmu pre plytké Schreierové stromy je

[0
nasledovna. Nech A C 5;5 ) je mnozina tych prvkov orbity, ktoré sme doposial
nasli. Pokial pre nahodny prvok g € G polozime A := A U A9, hlbka odpo-
vedajuceho Schreierovho stromu sa zvacsi nanajvys o jeden. Pokial teda chceme

Schreierov strom hibky O(log| st[i]>|), budeme potrebovat O(log | 5§SM>|) nahod-

nych prvkov. Algoritmus predpoklada znalost velkosti orbity st[ib :

Vstup: f; € B, kde B je baza G < S,,, St C Gl r = \ﬂfS[ZU\
Vystup: fundamentalna orbita 5;5[%, Schreierov vektor v; pre 3;
vzhladom mnozine ndhodnych prvkov {gi, ..., gx }
R = (;
k:=0;
for a =1,...n do
| vi[a] == 0;
end
vilBi] == —1;
A= {B};
while |A| # r do
repeat
| g :=Ranpom(Gl):

until DOSTATOCNEVELKA (|A U AY|,|Al,p,r);
Jk+1 = G;
APPEND(~ R,gi11);
k:=k+1;
for j =1,...,k do
A=A
for v € A do

if 79 ¢ A’ then

A= AU ()
vily] = J;

end
end
A=A
end

end
return A, v;;

Algoritmus 12: PRORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR (5;, S, r)

Za predpokladu, ze pozname transverzaly RU, .., R™ pre GU/GE+I
G /G funkcia RANDOM na vstupe G vrati ndhodny prvok g, pre ktory
plati ¢ = rprpm_1...1;, kde r; € Rl je z rovnomerného rozdelenia pre kazdé
jef{i+1,...,m}.

Algoritmus DOSTATOCNEVELKA je boolovskou funkciou, ktora vrati hodnotu
true, pokial mnozina |[AUAY| je dostacujucej velkosti. To, o aki konkrétnu velkost
sa jednd, vysvetluju nasledujice dve lemmy, ktoré boli uvedené v praci od Seressa
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(2003, lemma 4.4.4., lemma 4.4.5.), dokaz prvej lemmy a nesledujica definicia je
z prace od Coopermana a kol. (1990, lemma 3.1).

Definicia 11. Nech G < S,, SU C GU, g € GV ndhodny prvok vzhladom
k rovnomernému rozloZeniu, Al = stm a A C AU A (. Definujme ndhodni
velicinu Xa na G predpisom

Xalg) == [A7\ Al
Strednt hodnotu nahodnej veli¢iny Xa ozna¢me ako E(Xa).

Lemma 14. Nech G,S% g, A} A si ako v definicii vyssie. Potom plati

[4]
B(Xs) = (W)m

Dékaz. Definujme zobrazenie xa , : G/ — {0,1} predpisom

0, pokial 79 € A,
1 inak.

XA,”/(Q) = {

Uvazujme pravé rozkladové triedy z mnoziny G/ Gﬁj]. Zrejme pre kazdu roz-
kladovt triedu plati, Ze jej prvky mapuji v na to isté § € All a teda aj hodnota
funkcie xa ~ je na prvkoch tej istej rozkladovej triedy rovnaka. Pocet rozkladovych
tried, ktorych prvky nadobtidaji hodnotu 1 danej funkcie, je prave |Al| — |A].
V pomeru k poctu rozkladovych tried je to (JAY| — |A])/|All]. Dostévame

AR — A
= G =

Z Xan(9

gGG[Z]

Pre stredni hodnotu nahodnej veli¢iny XA potom plati

= > Xalg G[’]| -y ¥ XA7| Z ZXAv

geGl 9G] ye Al il yeA
Xm AL — A A — A

P ) 2 am AT AR

YEA  geGll YEA ‘ ’ ’ ’

O

Horny odhad pre stredni hodnotu v dékaze nasledujicej lemmy je doplneny
o medzikroky.

Lemma 15. Nech G,SW g, Al A si ako v definicii vyssie. Potom pre kazdé
0 <p<1/2 plati, Ze

(a) ak|A] < |AP|/2, tak

A ))
priiauad >alf2— —2 ) >
(' = ‘( A=pam)) =?
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(b) ak |A] > |A|/2, tak

(1A = (A
Pr{ |AUAY| > Al —(‘> >
(' 2 1A = AT ) 2

Dékaz. Nech Xa(g) :=|A9\ Al ako v definicii vysSie.

(a) Vyraz |[AUAY| > |A(2—|A]/((1—p)|Al))) je ekvivalentny virazu |AI\A| >
c|Al, pre ¢ = 1 — |A|/((1 — p)|Al))). Zrejme plati |A] > Xa(g) pre kazdé
g € GI1. Oznaéme A := {g € G | Xa(g9) > c|Al}, ¢ := Pr(Xa(g) > c|A)).
Plati

ZXA |Gl[l]| |Gl <ZXA + Z XA(Q))S

g€Gl] geA 9eGli\A
|A] GEUNA]
(Z |A| + Z C|A|> ’G[z]“ | + WC|A| -

geGli
= qIAI + (1 —q)c|A].

Podla lemmy (14| plati £(Xa) = (JA\ A|/|A])|A|, dosadenim daného
vyrazu a upravou nerovnosti vyssie dostavame g > p.

(b) Vyraz |AUAY| > |Al—(|AE|—|A)?/((1—p)|Al))) je ekvivalentny vyrazu
[AINA] > (1—c)(JAF|—|A]), pre ¢ = (JAF[—|A])/((1—p)|Al]). Oznatme
q:= Pr(Xa(g) > (1 —¢)(|A] — |A]). Potom obdobne ako v (a) plati

E(Xa) < q(|AY] = JAD) + (1= g)(1 = o)(JAF] = |A]).
Opat vzhladom k lemme [14] dostavame ¢ > p.

]

Algoritmus DOSTATOCNEVELKA vrati hodnotu true prave vtedy, ked plati

A - ’

AUAI > ‘A’<2—<1J@|LM| . pokial |A| < |Af]/2,
B i Al — A2 . :

AV — Soamr  pokial |A] > [AF]/2.

Takéto situdcia nastane pre kazdé g € G z rovnomerného rozdelenia s prav-
depodobnostou aspon p, ako vyplyva z predchadzajticej lemmy.

Seress| (2003, veta 4.4.6) urcil potrebny pocet nahodnych prvkov grupy G,
pre ktoré algoritmus PRORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR vrati iplnu orbitu a
prislusny plytky Schreierov vektor s dostato¢nou pravdepodobnostou. Konkrétne
pre volbu p := 0,46 dokézal, Ze pokial mame k dispozicii aspon 8log \AM| + 16
nahodnych prvkov z rovnomerného rozdelenia, potom s pravdepodobnostou aspon
1 — |Al|7929 algoritmus PRORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR vrati orbitu a
prislusny Schreierov vektor, odpovedajici stromu hibky nanajvys 2log |Al 4 4.
Zakladnou myslienkou dokazu je vyuzitie Chernoffovho odhadu, zvysok dokazu
je technicky. Vzhladom k jeho dizke ho v tejto praci neuvedieme.
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4.2 Nahodné Schreierové generatory

Dalsim faktorom, ktory priddva na ¢asovej zlozitosti Schreier Simsovho algo-
ritmu, je pouzitie algoritmu ROZKLAD pre kazdy Schreierov generator. Prepo-
kladajme, Ze baza a silne generujtiica mnozina je pod droviiou i. V tejto kapitole
ukazeme efektivnejsi postup ako otestovaft, ci

(S1)5, = (1Y),

Uvahy v tejto podkapitole st ingpirované z knihy od Seressa (2003, str.72 - 75).
Prekazdé j € {i+1,...,m} ozna¢me ako RV pravii transverzalu pre (SUl) /(SU+1),
ktori reprezentuje Schreierov strom TV, Kedze sme pod troviiou i, kazdy prvok
z g € (S1) mozno jednoznaéne vyjadrit ako siéin g = 7, 7pm_1...7i41 PIE Tip1 €
RO r,, € RM. Dalej nech Rl je pravou transverzalou pre (SU) /(S
reprezentovanou Schreierovym stromom 7. Oznaéme ako ¢ sacet hibok stromov
T, i Tl g nech M znad mnozinu vSetkych permutécii, ktoré oznacuji
nejakd hranu z mnoziny vsetkych hran uvedenych stromov.

Pomocou algoritmu ROZKLAD rozlozme kazdy prvok z St v RI™ . REAIRLL.
Pokial pre niektory z nich dostaneme netrivialny zvysok, tak (Sl)s # (SE+1),
V opac¢nom pripade M generuje (S[).

Nasledujice lemma z prace od Babaia (1992, lemma 10.2) je zdkladnou mys-
lienkou tejto podkapitoly. Dokaz je doplneny o ozrejmenie vztahov a (£.2).

Lemma 16. Nech M je generujiicou mnoZinou grupy G a D C (MUM~*U{e})t.
Predpokladajme, Ze ezistuje 0 < g < 1/(2t + 1) také, Ze

|D| < (1 —2qt)|G|.
Potom existuje aspon jedno m € M také, Ze

|D\ Dm| > q|D|.

Dékaz. Nech pre spor plati |D \ Dm| < ¢|D| pre kazdé m € M. Oznacme
T := MUM'U/{e}. Mnozina M generuje G, teda G = U>oT". Najprv
ukdzeme, ze G = T?.

Pre kazdé m € M definujeme zobrazenia ¢,, : D\ Dm~' — Dm\ D,
Ym : D\ Dm — Dm \ D predpismi ¢,,(d) = dm a ¢,,(d) = dm. Zrejme sa jedna
o bijekcie na kone¢nych mnozinach a teda

|D\ Dm™'| = |Dm\ D| = |D\ Dm| < ¢|D|. (4.1)
Navyse pre kazdé m,n € T plati
D\ Dmn C (D \ Dn)U (D \ Dm)n. (4.2)

To preto, ze ak zvolime d € D \ Dmn, pre ktoré navyse plati d ¢ D \ Dn,
tak nutne existuje d’ € D také, ze d = d'n € Dn. Stcasne neexistuje d” € D pre
ktoré by d = d"m € Dm, inak by d = d'n = d"mn € Dmn, ¢o je spor. Teda
de (D\ Dm)n.

Tym padom |D \ Dmn| < |D\ Dn| + |(D \ Dm)n| < 2¢q|D|, indukéne podla
k potom pre kazdé u € T* dostavame |D \ Du| < kq|D|. Kym plati kq < 1, tak
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DunD # (), teda w € D'D. Kedze ¢ < 1/(2t + 1), tak T**' C D™'D C T,
£j. T2 = T2 = = Q.
Urcme pocet dvojic (d,u) takych, ze d € D,u € G,du € D. Pre pevne zvolené
d € D je pocet u € G takych, ze du € D, prave |D|. Celkovy pocet dvojic je
potom |D|?. Na druhii stranu pre pevne zvolené u € G = T? je velkost |D N Dul
aspon (1 —2tq)|D|, kedze | D\ Du| < 2tq|D|. Celkovy pocet dvojic (d,u) je aspon
(1 — 2tq)|D||G|. Dostévame |D|? > (1 — 2tq)|D||G], o je spor s predpokladom.
[

Pokial plati (S@)s # (SEFU) tak |[(SU)s : (SE+U)| > 2. To znamen4,
ze |RI™. . REFURE| < |(SH);]/2 a teda podmienky predchddzajicej lemmy st
splnené pre parametre G := (Sl)5, M, t ako vysSie, D = RI™  RIFIRE
aq=1/(4t).

Inak povedané ak (Sl), =+ (SUHU) tak pre kazdy nahodny prvok d € D
z rovnomerného rozdelenia plati

1
Pr(3ge M |dg ¢ D) > yre (4.3)

Pokial pre ¢ € N zvolime 4ct nahodnych prvkov d € D a otestujeme, Ze pre kazdé
g € M a kazdé d plati dg € D, tak

Pr((Sth,, = (Si1)) > 1 — e

Ostava uviest to, ako otestujeme, ¢i dg € D. Pre kazdé d € D existuju jed-
noznacne uréené h € (SP+U) r € RU také, ze d = hr. Navyse dg = hrg € D
prave vtedy ked hrg(hrg)™' € (SUFU) kde k := RU N (SEF)E je jednoznacne
uréeny prvok pre kazdé k € GU. Kedze h stabilizuje 3;, tak hrg = 7g. Takisto
hrg(hrg)~' € (SUHU) prave vtedy, ked rg(hrg)~" € (SUFU). Tym padom na-
miesto toho, aby sme testovali pre nahodné d € D, ¢i plati dg € D pre kazdé
g € M, postaci, aby sme testovali pre ndhodné r € R, & plati rg(7g)~! € (SF+1)
pre kazdé g € M. Testovanie pre kazdé g € M je ale prili§ zdlhavé.

Jednou moznostou, ktord sa poniika, je testovat rg(7g)~' € (SF+) pre na-
hodné r € Rl a ndhodné g € M. To vSak nemusi vzdy dobre fungovat, dokazuje
to nasledujuce riesenie cvicenia 4.5 v knihe od Seressa (2003, cvicenie 4.5). Pred
jeho uvedenim poznamenajme, ze permutacna grupa G < S, je requldrna, pokial
pre kazdé g € {1,...,n} je Gg = 1.

Priklad 10. Nech H = {hy,...,hn,_o} je requldrna permutacnd grupa pdsobiaca
na {1,...,n —2} a nech G = (hy,....hp_o,(n —1 n)). Potom B = (1,n — 1)
je neredundantnd bdza, pretoZe zrejme G1 = ((n —1 n)) a Gan-1) = 1. Pre
kazdé v € 1 oznaéme r, € R jednoznacne urceny prvok pravej transverzdly
R pre G/Gy, pre ktory plati r.(1) = ~. Fundamentdlnou orbitu 19 je prdve
{1,...,n — 2} a teda kaZdy prvok transverzily R stabilizuje prvok n — 1. Tym
padom rozklad kaZdého Schreierovho generdtora tvaru r., hr;hl, kde h € H, vrdati
trividalny zvysok. Oznacme x := (n—1 n). Naopak rozklad kaZdého Schreierového
generdatoru tvaru ryacr;xl v Gy zrejme vrdti netrividalny zvysok. Zvolme ndhodné
ry € Rage{hy,...hn_o, (n—1 n)} vzhladom k rovnomernému rozdeleniu. Po-
tom pravdepodobnost, Ze rozklad Schreierovho generdtorur. g T;gl vrdti netrividlny
zvysok, a teda odhali, Ze G # 1, je iba 1/(n —1).

35



4.2.1 Nahodné subprodukty
Pre pevné g € M ozna¢me ako P(g, z) nasledujice tvrdenie
[{r € R | rg(rg)~" ¢ (ST*)}| > =,
kde z € N. Nech —P znac¢i negaciu tvrdenia P.

Pozorovanie 17. P(g,x) A =P(h,y) = P(gh,x —y) A P(hg,x — y).

Dokaz.  Ako vyplyva z textu vysSie, tvrdenie rg(7g)~! ¢ (SU*HU) je ekviva-
lentné tomu, ¢i dg ¢ D pre vhodné, jednoznacéne uréené d € D. NavySe zrejme
D \ Dg = {de D |dg¢ D}. Inak povedané, chceme ukazat, ze

(IDg\ D| =z 2) A(ID\ Dh| <y) = (|D\ Dgh| = x —y) A(|D\ Dhg| = = —y).

Ukazeme, ze plati (Dg \ D)h C (Dgh \ D) U (D \ Dh). Zvolme d € D také, ze
dg ¢ D. Zrejme dgh € (Dg \ D)h. Navyse pokial dgh € D, tak nutne dgh ¢ Dh,
pretoze dg ¢ D. Teda dgh € (Dgh\ D) U (D \ Dh). Plati

((Dg\ D)h| < [Dg\ D| < [Dgh\ D| +|D\ Dh| = |D\ Dgh|+ |D\ Dh|.
Dostali sme |Dg \ D| — |D \ Dh| < |D \ Dgh|, ¢o dokazuje
(IDg\ D| = 2) A(ID\ Dh| <y) = |D\ Dgh| =z —y.

Teraz ukdzeme, ze D\ Dg C (D \ Dgh) U (Dh\ D)g. Zvolme d € D také, ze
pre kazdé d' € D plati d # d'g, t.j. d € D\ Dg. Pokial d € Dgh, tak existuje
d" € D také, ze d = d"hg. Sucasne neexistuje d’ € D také, ze d = d"h, inak by
d=d"hg=dg € Dg, o je spor. Teda d € (D \ Dgh) U (Dh\ D)g. Plati

D\ Dg| < |D\ Dgh| + [(Dh\ D)g| < |D\ Dgh| + D\ Dh].
Dostévame

(IDg\ D| =z z) AN (|[D\ Dh| <y) = |D\ Dhg| =z —y.

]

Dékaz pozorovania vyssie je rieSenim cviCenia 4.8 z knihy od Seressa (2003,
cvicenie 4.8). Nasledujtca definicia je z ¢lanku od Babaia a kol. (1991, str. 204).

Definicia 12. Ndhodngm subproduktom pre postupnost (g1, ..., gx) prvkov grupy G
nazveme gi'..., g.*, kde e; si nezdvislé nahodné veliciny z rovnomerného rozdelenia
na mnozine {0,1} pre kazdé i € {1,....k}.

Vratme sa spif k tomu, ako sa vyhnit testovaniu platnosti rg(7g) =" € (Sti+1)
pre kazdé g € M. Skonstruujeme wy € M a wy € M, pre ktoré s dostatoc-
nou pravdepodobnostou aspori jeden zo Schreierovych generdtorov rw; (Fwy) ™! a
rwy(7w3) " nelezi v (SFFU). Tato konstrukcia bola pévodne uvedend ako sticast
dokazu lemmy 3.4 v praci od Babaia a kol. (1991, lemma 3.4).

Nahodne zoradme prvky mnoziny M do postupnosti. Oznac¢me ako w; na-
hodny subprodukt prvkov tejto postupnosti. Nech &’ je ndhodné ¢islo z mnoziny
{0,1,...,|M]|—1} a k := | k'/2]. Nech wy je ndhodny subprodukt vzhladom k né-
hodnému zoradeniu M’ do postupnosti, kde M’ je ndhodné podmnozina M dizky
k.

Nésledujuca lemma je z knihy od Seressa (2003, lemma 4.5.4).
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Lemma 18. Nech x € N, wy, wy ako vyssie a P(g,z) plati pre nejaké g € M.
Potom
Pr(P(wy,x/4) V P(wy,xz/4)) > 1/4.
Dékaz. Zvolme g € M také, ze P(g,x) plati. Nech S’ je ako vyssie, potom
Pr(g ¢ M') > (lM]L_l) (“‘g‘) > 1/2. Nech p znadi pravdepodobnost, ze P(h,xz/4)
plati, kde A je ndhodny subprodukt vzhladom k ndhodnému zoradeniu nahodnej
podmnoziny M \ {g} dlzky k do postupnosti. KedZze ws mé rovnaké rozdelenie
ako h, pokial g ¢ M’, tak Pr(P(ws,z/4)) | g ¢ M') = p. A tym padom
Pr(P(wy,z/4))) > Pr(P(wy,z/4)) | g¢& M) Pr(g ¢ M') > p/2.

Nech w; = ug®v, kde e € {0 1} a u,v jednozna¢ne urcené. Bez ujmy na vseobec-
nosti predpokladajme, Ze dizka v nie je vacsia ako dlzka u. Potom v mé rovnaké
rozdelenie ako h a teda Pr(P(v,z/4)) = p. Podla pozorovania [L7] potom

Pr(P(ug®,z/2) | =P (v,z/4)) =
= Pr(P(ug®,x/2) | P(u,z/2) N—=P(v,z/4)) Pr(P(u,z/2))+
+ Pr(P(ug®, z/2) | ="P(u,x/2) N =~P(v,z/4)) Pr(=P(u,z/2)) >
> Pr(e=0| P(u,z/2) N =P(v,x/4)) Pr(P(u,z/2))+
+ Pr(e=1]|-P(u,z/2) N =P(v,z/4)) Pr(=P(u,z/2)) =1/2,
pretoze nadhodna veli¢ina e je nezavisla na uw a v. Opat pouzitim pozorovania
dostavame

Pr(P(wy, x/4)) = Pr(P(ugv,z/4)) >
Pr(P(ug®,x/2) | 2P (v,2/4))Pr(=P(v,z/4)) >
(1-p)/2.

Vdaka tomu, ze max{(1 —p)/2,p/2} > 1/4 pre 0 < p < 1, je dokaz hotovy.

>
>

]

Vzhladom k plati P(g,|D|/4t) pre nejaké g € M. Predpoklady predcha-
dzajicej lemmy si splnené a plati:

1
= 64t

Uvedieme pseudokod algoritmu popisaného vyssie. Funkcia NAHODNYSUB-
PRODUKT vrati w; a wy ako v odstavei pred lemmou (18|

Pr(rwy(rwy) "t ¢ STV rwy (Fug) ¢ SEH) >

Vstup: (; prvok baze, fundamentalna orbita 5§S[Z]>, Schreierov vektor v;
pre 3, SV C GU, M = U, SUl zjednotenie oznaceni hran
Schreierovych stromov TV pre j > i, pricom odpovedajiica
BSGS je pod trovnou i

Vystup: Dvojica ndhodnych Schreierovych generatorov rw, (Twy) ™! a

rwo(Tws) "t vzhladom k lemme

v := Ranpom(All);

r := PRVOKTRANSVERZALY (53;, v;,S);

w1, we := NAHODNYSUBPRODUKT(M);

return rw, (Fwy) 1, rwy(Fwy) ~;

Algoritmus 13: NAHODNYSCHREIERGENERATOR (3;, Al v;, SE. M)
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4.3 Monte Carlo Schreier Simsov algoritmus

V predchédzajicich dvoch podkapitoldch sme popisali potrebné vylepsenia,
v tejto podkapitole popiseme spominany skoro linearny Monte Carlo Schreier
Simsov algoritmus.

Pojmy ¢iastocnd béaza a ¢iastocne silne generujiica mnozina su definované ako
v kapitole[3] V tejto kapitole mierne pozmenime definiciu pre pojem pod troviiou.

Definicia 13. Nech B = (f4, ..., Bm) je ciastocnd biza permutacnej grupy G <
Sn, S C G je ciastocna silne generujiica mnoziny grupy G vzhladom k B a
i € {1,....,m}. Hovorime, Ze ciastocnd BSGS (B,S) je pod uroviou i, pokial
bud i = m alebo pre vsetky j =1+ 1,...,m plati

<5[j]>ﬂ — (SUHB.
J
a stcet hlbok Schreierovjch stromov THY . T je nanajugs 6log |(SE+1)|.

Pseudokéd Monte Carlo Schreier Simsovho algoritmu je uvedeny v praci od
Babai a kol. (1991} str. 206 — 207). Uvedieme jednoduchsi popis tohto algoritmu,
obdobne ako v knihe od Seressa (2003| str. 70). Zdkladnd myslienka je v oboch
pripadoch rovnaka.

Algoritmus zacne na trovni 0, obdobne ako vo vylepseni uvedenom v podka-
pitole Konkrétne definujme S := X a By :=n+ 1, kde G = (X) < S,,.

Pokial sa ciastocna BSGS nachadza pod uroviou ¢, tak pomocou determi-
nistického algoritmu ORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR pre plytké Schreierové
stromy z podkapitoly néjdeme strom 710 hibky nanajvys 2log |(St1)|. Po-
stupne rozkladdme dvojice ndhodnych Schreierovych generatorov rwi(twy)™!,
rwsy (Tw3) ™! najdenych algoritmom NAHODNYSCHREIERGENERATOR zpodkapi-
toly v grupe (SUHU). Ak nahodny Schreierov generdtor ma netrivialny zvy-
ok, vlozime ho do mnoziny SFTU a pokracujeme na trovni ¢ + 1. Obdobne
ako v povodnom Schreier Simsovom algoritme, pokial dany zvysok stabilizuje
vsetky Bii1, -y Om, ndjdeme novy prvok baze. Pokial poslednych ztlogn dvojic
Schreierovych generatorov vratilo po rozklade iba trividlne zvysky, prehlasime,
e (S) = (SE+1) kde t je stcet hibok Schreierovych stromov od trovne i a
nizsie, x je vhodna konstanta. Tym padom mozeme skonstruovat nahodné prvky
v (Sl 3, a prepocitat Schreierov strom Tl pouzijic pravdepodobnostny algorit-
mus PRORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR pre plytké Schreierové stromy z pod-
kapitoly [4.1.2] Na oznacenie hran tohto stromu pouzijeme ndhodné prvky g, ...,
gk, kde k = |2log|All| + 4] < 6log |All]. Ak je tédto konsStrukcia tspesnd, tak
Sl .= S+1y {g,...,gr} a postipime na troveii i — 1. Algoritmus konéi, ked sa
dostaneme na troven —1.

Konstanta x pre hore uvedené dvojice ndhodnych Schreierovych generato-
rov zavisi na tom, aki pozadujeme maximalnu chybovost. Pravdepodobnost, Ze
Monte Carlo Schreier Simsov algoritmus vrati nespravny vysledok je 1/n¢, kde d je
konstanta predpisand uzivatelom. Algoritmus pracuje v ¢ase O(nlognlog® |G| +
| X|nlog|G]) a vyzaduje O(nlog |G| + | X |n) pamate.

Detailna analyza spolahlivosti algoritmu a casovej a priestorovej zlozitosti je
uvedend v knihe od Seressa (2003, str. 71, 75).
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Zaver

V tejto praci sme detailne popisali Schreier Simsov algoritmus vychadzajic
z viacerych zdrojov. Sucasne sme pren uviedli podrobné pseudokédy, vratane
pseudokddov pre Ciastkové problémy. Priestorovi a casovi zlozitost sme spocitali
vzhladom k uvedenym pseudokédom. Korektnost algoritmu vyplyva z teoretic-
kych poznatkov, ktoré sme v praci vysvetlili. Rovnako sme popisali aj jeho Monte
Carlo verziu. Ta je zalozena na dvoch vylepseniach. Prvym je pouzitie plytkych
Schreierovych stromov, pre ktoré sme urcili deterministicky a aj pravdepodob-
nostny algoritmus spolo¢ne s potrebnymi pseudokdédmi. Korektnost tychto algo-
ritmov sme podlozili tvrdeniami vyplyvajticimi z teérie pravdepodobnosti a tedrie
griup. Uréili sme ¢asovu a priestorovu zlozitost a pre pravdepodobnostny algo-
ritmus sme urcili aj spolahlivost. Druhé zlepsenie sa tykalo pouzitia nahodnych
Schreierovych generatorov. Uréili sme spolahlivost takéhoto vylepsenia, ktort sme
opat podlozili teoretickymi poznatkami. Na zaver sme popisali, ako su tieto zlep-
Senia v Monte Carlo Schreier Simsovom algoritme implementované.

Na zaver zhrnieme, v ¢om spociva prinos tejto prace. Uviedli sme podrobnejsie
pseudokddy, ktoré na seba nadvazuju. Okrem pseudokdédov prevzatych z litera-
tary, sme doplnili pseudokédy pre ROZSIRORBITASCHREIERVEKTOR, ORBITA-
MONOTONNYSCHREIERVEKTOR, ORBITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR a PROR-
BITAPLYTKYSCHREIERVEKTOR. Pseudokdd algoritmu SCHREIERSIMS je kom-
binaciou dvoch pseudokédov, doplneny o detaily. Dalej st st¢astou préace rieSenia
niektorych cvi¢eni uvedenych na konci kapitoly 4 v knihe od Seressa (2003, str.
77, 78), obzvlast tych, ktoré mali napomdct porozumeniu tedrie. Riesenim cvi-
Cenia 4.2 je priklad [0 rieSenie cvifenia 4.4 je stucastou vylepSenia uvedeného v
podkapitole [3.3], rieSenim cvicenia 4.5 je priklad [I0] a rieSenim cviCenia 4.8 je po-
zorovanie [I7] V Oddieli rozoberame Specialny pripad béze a silne generujuicej
mnoziny pre cyklické grupy. Sformulovali sme v nom a dokézali tvrdenie o tom,
ako vyzera neredundantna baza a silne generujica mnozina pre cyklické grupy.
V priklade 4] sme nacrtli sposob ako najst vSetky mozné neredundantné bazy a
ich silne generujice mnoziny zo zadaného generatoru cyklickej grupy. V oddieli
2.4.1] uvddzame detailny popis analdgie medzi Gauss Jordanovou eliminaciou a
algoritmom ROZKLAD. Praca takisto obsahuje niekolko ilustra¢nych prikladov a
dokazy v tejto préaci s doplnené o chybajice kroky.
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