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ABSTRAKT

Cilem této bakalatské prace je prostfednictvim analyzy vybranych ucebnic matematiky
v Ceské republice shrnout riizné piistupy k vypoétu obsahtl, objemt a povrchil v geometrii.
Prace je rozdélena do dvou casti. Prvni Cast prace se vénuje geometrii a jeji mife
a geometrickym utvartim. Jsou zde definovany a vysvétleny zakladni pojmy tykajici se miry
v geometrii. Dale nasleduje shrnuti zakladnich poznatkii o geometrickych utvarech, které
jsou pouzity ve druhé Casti prace. V druhé ¢asti prace jsou shromézdény razné piistupy
k odvozeni vzorc, které jsem nasla v ¢eskych ucebnicich matematiky pro 2. stupen zékladni
Skoly. Pfistupy jsou popsany takovym zpiisobem, aby byly pfistupné nejen uciteliim,
ale 1 zdkiim. Tato cast je rozdélena podle geometrickych tutvard, které jsou predstaveny
v prvni ¢asti. Prace se vénuje obsahu trojihelniku, rovnobézniku, lichob&zniku a kruhu. Déle
povrchu a objemu krychle, kvadru, obecnému hranolu, jehlanu, valci, kuzelu a kouli.
Soucasti této Casti je 1 pfiblizeni Cavalieriho principu, ktery se objevoval v nékterych

pristupech.
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ABSTRACT

This bachelor’s thesis aims to analyse selected mathematics school books published
in the Czech Republic and summarize different approaches to calculating the area, volume
and surface area in geometry. The thesis has been divided into two sections. The first section
focuses on geometry, geometric measure and geometric figures, defining and explaining key
terms related to the measure in geometry. The section also summarizes key information
on the geometric figures addressed in the second section of the thesis. The second section
includes different approaches to formula derivation, as used in Czech mathematics school
books for lower secondary schools. The approaches are described in ways comprehensible
to both teachers and pupils. The second section has been divided according to the geometric
figures introduced in the first section, dealing with the area of a triangle, parallelogram,
trapezium and circle, as well as the surface area and volume of a cube, cuboid, general prism,
pyramid, cylinder, cone and sphere. The final section also explores Cavalieri’s principle,

which was used in some of the investigated approaches.
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Uvod

Geometrie je oblast matematiky, kterd byva pro mnohé zaky obtiznd. Z vlastni zkuSenosti,
at’ uz mé z dob studii na zakladni ¢i stfedni Skole, tak i své ucitelské praxe, vim, ze ovladat
geometrii neni pro zaky vzdy snadné. Geometrie je vSak pro zivot velice dilezitd a pro miru
v geometrii to plati dvojnasob. Napf. potiebujeme védét, kolik litrti vody se vejde do sudu
nebo kolik barvy je potfeba na vymalovani mistnosti. Je potieba, aby geometrie byla zaktim

podavana spravnou, poucnou i zabavnou formou. Pak urcité oslovi vice zakd.

Miru v geometrii vSak mnozi Zaci za problematickou nepovazuji, protoze ziskaji dojem,
ze se staci naucit vzorce a umét do nich dosadit tidaje. V takovém piipad€ vSak casto neuméji
vzorce pouZzit. Proto povazuji za vhodné, aby se zaci ucili vzorce s porozuménim, a aby tedy
s nimi nebyli jen seznamovani, ale vidéli také, jak vzorce vznikaji a jaké jsou mezi nimi

vztahy.

Cilem mé prace je prostiednictvim analyzy vybranych uéebnic matematiky v Ceské
republice shrnout riizné piistupy k vypoctu obsahti, objemt a povrchli v geometrii. Budu
se zam&fovat na zpusoby, které ukazuji, jak lze vzorce pro miru vytvorit, a které¢ jsou
soucasn¢ pristupné zakim. Vysledny text mize slouzit jako metodicky material pro ucitele

2. stupné

V prvni ¢asti prace se vénuji pojmim, které jsou pro moje téma vyznamné, a shrnuji zékladni
poznatky o geometrickych utvarech, které jsou pouzity ve druhé ¢asti prace. Pro komplexni
uchopeni tématu by jist¢ bylo ucelné zabyvat se 1 historii pojmi z miry v geometrii. Jedna
se vSak o problematiku natolik obséhlou, Ze by vyZadovala zvlastni praci. Proto se ji vénovat
nebudu. Kratce se historii vénuje Bartlova (2011) v diplomové praci Miry geometrickych
utvaru v ucivu matematiky druhého stupné zakladni skoly. Historicky vyvoj ur€ovani obsahti
a objemu od pocatki ve starovékém Egypté az po moderni pfistupy popisuje ve své praci

Vojtéska (2015).

Pro druhou ¢ast prace jsem provedla analyzu riiznych ¢eskych ucebnic matematiky 2. stupné
s cilem najit vhodné metodické pfistupy k odvozeni vzorcl. Své poznatky jsem sepsala
do souhrnné sbirky pfistupti k odvozeni vzorci pro miru v geometrii. Tuto ¢ast jsem

rozdélila podle geometrickych ttvart, které jsem ptedstavila v prvni Casti.



1 Zakladni pojmy

1.1 Geometrie

Slovo geometrie znamend v doslovném piekladu zemémeéticstvi. Kofeny geometrie spadaji
do dob starého Egypta a Mezopotamie, kdy kocovnici, kteti se chtéli usadit, potiebovali
zm¢éftit pozemky. V této dobé zacali pouzivat prvni geometrickou terminologii a vytvareli

prvni vzorce pro obsahy a objemy geometrickych utvart.

Kdyz se fekne geometrie, mnozi si pod timto pojmem piedstavi pouhé rysovani. Vymezeni

geometrie mohou znit naptiklad takto:

Geometrie je matematicky obor, ktery se zabyva mnoZinami bodi v roviné a v prostoru

(geometrickymi utvary). (Dell”Acqua, 1988, s. 75)

Geometrie, méfictvi, jest nauka o veli¢indch a utvarech prostorovych. Pojmu téchto
utvari nabyvame abstrakci z predméti hmotnych. Nehledime-li ku hmoté a mame-li
z vlastnosti télesa na zfeteli pouze jeho tvar, velikost a polohu, myslime si téleso
matematické, kteréz tedy neni nic jiného, nez urcité a dokonale omezena ¢ast prostoru.

(Otto, 1896, s. 29)
Geometrii na zakladni Skole mtizeme délit na dvé oblasti — planimetrii a stereometrii.

Planimetrie je ¢ast matematiky, ktera se zabyvd dvourozmérmym prostorem,
tj. geometrickymi Utvary v roviné. Ve své praci se z rovinné geometrie budu vénovat

trojuhelniku, rovnobéZniku, lichobéZniku a kruhu.

Stereometrie je C¢ast matematiky, kterd se zabyva trojrozmérnym prostorem,
tj. geometrickymi Utvary v prostoru. V této praci se z prostorové geometrie budu vénovat

hranolu, vélci, jehlanu, kuzelu a kouli.

1.2 Mira v geometrii
Mezi matematické pojmy, které se vyvinuly z potieb spolecnosti, nutno bezesporu
zatadit napf. pojmy Usecka a jeji délka, geometricky utvar a jeho obsah, téleso
ajeho objem. Podnétem pro studium téchto pojml byly otazky, které vznikaly
napf. pfi vymefovani a zavodiiovani pozemk, pfi planovani staveb a cest, pii sméné

atp. Sam termin geometrie poukazuje dostatecné vymluvné na souvislost



této discipliny s praktickou ¢innosti lidi. Dnes sice existuji celd odvétvi geometrie,
kde se ,,obejdeme bez Cisel”, ale presto je otazka zavedeni velikosti geometrickych

utvari prakticky i teoreticky diilezita. (Kufina, 1985, s. 72)

Zobrazeni F mnoziny vSech méfitelnych utvari na mnozinu vSech nezapornych cisel
nazyvame mirou, prave kdyz pro jeho funkéni hodnoty, které budeme nazyvat velikost

geometrického utvaru, plati:
1. Urcity geometricky utvar ma velikost jedna.
2. Shodné méfitelné utvary maji sob& rovné velikosti.

3. Velikost sjednoceni dvou nepiekryvajicich se méfitelnych utvard je rovna souctu

velikosti téchto utvart. (Kufina, 1985, s. 73)

Chceme-li tedy zméfit usecku, je tfeba, aby byla zvolena jednotka délky. Zméfena délka

musi byt nezdporné ¢islo a neni zavisla na poloze usecky. Pfesuneme-li usecCku jinam,

jeji délka je stale stejna a zaroven je shodna s délkou usecky na ptivodnim misté. Pokud

chceme usecky graficky secist, velikost grafického souctu je rovna souctu velikosti tisecek.

Toto jsou charakteristické vlastnosti miry.

Zakladnim méfitelnym Gtvarem v roving je kazdy rovinny utvar, ktery je omezeny
a jehoz hranici v roving je jednoducha uzaviena kiivka. Méfitelnym utvarem v roviné
je kazdy utvar, ktery lze ziskat z kone¢ného poctu zékladnich méfitelnych utvart

pomoci mnozinovych operaci. (Kufina, 1985, s. 88)

Pod pojmem méfitelny utvar si tedy miZeme piedstavit useCku v pfipad€ ptimky,

meéfitelnymi  Gtvary v roviné jsou napf. mnohouhelniky a v prostoru napi. télesa.

Mezi zakladni miry v geometrii patii délka usecky, velikost uhlu, obvod a obsah obrazce,

povrch a objem télesa.

Délka tsecky

Zobrazeni mnoziny vSech useCek na mnozinu vsSech nezépornych redlnych cisel
se nazyva mira usecek a Cislo, které je v tomto zobrazeni pfifazeno dané usecce,

se nazyva délka usecky (délku usecky AB zapisueme |AB|), pravé kdyz

1.(34B) |AB| = 1



slovy: existuje usecka, kterd ma délku 1

2. (VAB,CD) AB = CD = |AB| = |CD|
slovy: pro kazdé dvé usecky plati: jestlize jsou shodné, pak jejich délky jsou
si rovny

3. (VAB,CD) |AB + CD| = |AB| + |CD|
slovy: pro kazdé dvé usecky plati: délka jejich grafického souctu se rovna
souctu jejich délek. (Belik, 2005, s. 34)

Délka neboli velikost usecky je vzdalenost jejich koncovych bodi. Jeji velikost miizeme
ziskat méfenim. UseCky méfime vzdy v uréitych jednotkdch, napf. v milimetrech,

centimetrech, palcich, ve stopach a v mnoha dalSich.

Jak je psano v definici velikosti délky usecky vySe, jedna se o zobrazeni. Kazdé usecce
pfifazujeme v urCité mife pravé jedno cislo. Jde o zobrazeni mnoziny vSech usecek
na mnozinu vSech nezapornych realnych &isel, protoze velikost je bud’ kladna, nebo nula

(tzv. nulova tsecka).
Velikost uhlu

Zobrazeni mnoziny vSech thli do mnoziny vSech nezdpornych redlnych cisel
se nazyva mira thla a ¢islo, které je v tomto zobrazeni pfifazeno thlu a, se nazyva

velikost uhlu « [velikost thlu a znac¢ime v(a)], prave kdyz plati, ze
1.Aa) vie) =1
slovy: existuje tihel, jehoZ velikost se rovna ¢islu jedna
2.(Va,B) a = B = v(a) = v(B)

slovy: jestlize dva whly jsou navzdjem shodné, pak jejich velikosti jsou

si rovny

3. Va,B) v(a+ B) = v(a) +v(B)

slovy: velikost grafického souctu dvou uhla se rovna souctu velikosti téchto

GhlL. (B&lik, 2005, s. 44)
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Velikost thlu je vysledkem jeho méteni. Jedna se o nezaporné realné ¢islo. Nejpouzivané;si

jednotky jsou stupné a radidny a odpovidaji tzv. stupnové mire a obloukové mirte.

;o S s g e , v , s , 1 ;
Jednotkovy thel stupiiové miry je uhlovy stupen, ktery znaime °. Jedna se o % pravého
uhlu. Mensimi jednotkami v stupfiové mife jsou minuty (1°) a vtefiny (1°"). Pro né plati

vztah: 1°=60"=3 600"".

Umistime-li vrchol thlu do jednotkové kruznice, tj. do kruznice s jednotkovym polomérem,
velikost uhlu je délka oblouku pfislusici danému thlu. Tuto miru nazyvame obloukovou.

Jednotkovy tihel se nazyva radian.

Je-1i velikost thlu v mife stupiiové a, oznacime jeho velikost v mife obloukové arc a

(,»arkus alfa®; arcus = oblouk). arc a (v radidnech) je tedy délka oblouku jednotkové

kruznice, ktery ptislusi ke sttedovému tihlu o velikosti ¢ v mife stupiiové. Ze vztahu
nr

pro vypocet délky kruznicového oblouku MP | =Te0 @ plyne: arc a = 1%0 - a (rad).

(Pomykalova, 2000, s. 69)
Mezi historicky vyznamné jednotky patii jesté¢ grady neboli thlovy stupen setinny. Grad
je % pravého thlu.
Obvod

Obvod urcujeme u rovinnych geometrickych utvard. Jedna se o délku hranice utvaru.
U mnohotihelniku je obvod soucet délek vSech jeho stran. Je-li obrazec ohrani¢en uzavienou
ktivkou, napt. kruh, obvodem je délka této kiivky. Znafime ho zpravidla pismenem o.
Zakladni jednotkou je metr, ale v&tSinou pocitame v jednotkach, které jsou pro danou situaci
nejvhodné;jsi.
Obsah
Obsah urcujeme u rovinnych geometrickych utvart.

Obsah S obrazce je kladné Cislo pfirazené geometrickému obrazci tak, Ze plati:

1) Shodné obrazce maji sobé rovné obsahy.

2) Sklada-li se obrazec z nékolika obrazcii, které se navzajem nepiekryvaji, rovna

se jeho obsah souctu jejich obsahtl.
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3) Obsah &tverce o strané 1 (mm, cm ...) je 1 (mm?, cm?, ...).
(Pomykalové, 2000,s. 66)

Obsah utvaru je Cislo, které urCuje velikost plochy, kterou zaujimé dany utvar. Zakladni
jednotkou je metr ¢tvereCni, ale pfirozené zavisi na kontextu. Napt. obsah narysovaného
¢tverce bychom pocitali spiSe v centimetrech ¢tverenich, obsah pozemku v metrech

¢tverecnich ¢i1 arech.
Povrch

Povrch urcujeme u prostorovych téles, pficemz povrchem S ,télesa rozumime obsah

jeho hranice* (Pomykalova, 2009, s. 150). Zna¢ime ho zpravidla pismenem S.

Povrch télesa mizeme chépat jako velikost plochy, ze které¢ je dané téleso vytvoreno.
Rozvineme-li vSechny plochy, které tvofi povrch télesa, do roviny, ziskdme jeho sit.
Ta se sklada z rovinnych obrazcii. Secteme-li obsahy téchto obrazci, ziskdme povrch télesa.
Sité téles jsou k vidéni na obr. 5, obr. 7 a obr. 9. ZvIastnim télesem je mimo jiné koule, jejiz

sit’ nelze znazornit, protoze jeji ohraniceni tvofi tzv. kulova plocha.

Zakladni jednotka povrchu je metr tverecni a od néj se odvozuji i jiné jednotky, které jsou

pro dané téleso vhodné, napt. milimetry ¢tverecni, kilometry ¢tvere¢ni, ary, hektary atd.
Objem
Objem urcujeme u prostorovych téles a znacime ho zpravidla pismenem V.
Objem télesa je kladné ¢islo prifazené ttvaru tak, Ze plati:
1) Shodna télesa maji objemy sob¢€ rovné.

2) Jestlize je téleso sloZeno z nékolika nepronikajicich se téles, je jeho objem roven

souctu objemi téchto téles.
3) Objem krychle o strané 1 (m, cm, ...), je roven 1 (m?, cm?, ...).
(Pomykalova, 2009, s. 149)

Objem télesa je velikost prostoru, které téleso zabird. Laicky feceno, kolik se ,,toho do télesa

vejde, napt. ditéti 1ze objem vysvétlit jako mnozstvi vody, které¢ se da do télesa nalit.
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Zakladni jednotkou objemu je metr krychlovy, ale pro lepsi ptedstavu je dobré si prevadét

na litry, mililitry atd.

V této praci se budeme zabyvat pouze obsahy, povrchy a objemy nékterych Utvart a téles.

1.3 Geometrické utvary

Geometrické utvary mohou byt dvourozmérné nebo trojrozmérné. Dvourozmérny utvar
ma dva rozmeéry — délku a Sitku. Takové utvary nazyvame rovinné obrazce. Trojrozmérny
utvar ma o jeden rozmér vice — délku, Sitku a vysku. Trojrozmérné utvary budeme nazyvat

télesa.
Obrazcem v roving je rovinny utvar, ktery je ohrani¢eny uzavienou ¢arou.

Geometrické téleso je prostorovy omezeny souvisly geometricky utvar. Jeho hranici

nazyvanou také povrchem je uzaviend plocha. (Pomykalova, 2009, s. 123)

Utvary, s nimiZz se Zaci zékladni $koly seznamuji, mtizeme rozdélit na Gtyfi kategorie:
mnohouhelniky, kruznice (kruh), mnohostény a rotacni télesa. V dal$im textu je blize popisu

a bez dikazu uvedu jejich zakladni vlastnosti.

1.3.1 Mnohouhelniky

Mnohouhelnik je rovinny obrazec, ktery miizeme definovat jako prinik thla.

Je dano n riznych bod 41,42,43, ...,An, z nichZ Zadné tii nelezi v téZe ptimce. Mnozinu
vSech usecek A4, AxA3 As3A4, ..., An-1An nazyvame lomend Cara A;A243...An.
Lomenou ¢aru 4;A4243...AnA1 nazyvame uzavienou lomenou ¢aru. Geometricky utvar
tvofeny uzavienou lomenou ¢arou a ¢asti roviny, kterou tato lomena c¢ara ohranicuje,

se nazyva mnohothelnik. (Bartotiova a Kvéton, 2007, s. 29)

Body A;,42,43,...,4x jsou vrcholy mnohouhelniku, Gsecky 4142, A2A43, A3A4, ..., AnAijsou
strany mnohouhelniku. Pismeno #n znaci pocet vrchold, tedy i stran. Uhlopfticka je tisecka,
ktera spojuje bod s jinym bodem mnohothelniku, ktery neni jeho sousedni, tj. nejsou oba
krajni body stejné strany mnohouhelniku. Vzorec pro vypocet uhlopticek vypada takto:

u= "'(7;_3), kde 7 je pocet vrcholl (stran) a u je pocet uhlopficek.
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Mnohothelnik, ktery mé vSechny strany shodné, se nazyva pravidelny. Pokud ma vSechny
strany shodné, ma shodné i vSechny vnitini thly. Pravidelnym trojahelnikem je rovnostranny
trojuhelnik a pravidelny Ctyfuhelnik je ¢tverec. Dalsi mnohothelniky jiz nemaji specialni
nazev a hovotime pouze o pravidelném n-thelniku. Pravidelnému mnohouhelniku 1ze opsat
1 vepsat kruznici. Dalsi zajimavou vlastnosti u pravidelného n-tihelniku je, ze je osové

soumérny. Pokud ma navic sudy pocet stran, je 1 sttedové soumérny.

Trojuhelnik

Trojuhelnik definuji ucebnice rtzné.
Definice trojuhelniku jako sjednoceni usecek 4B, BC, AC:

Zvolime tfi rizné body 4, B, C, které nelezi na téze ptimce. Sestrojime usecky 4B, BC
a CA. Cast roviny ohraniena témito tiemi iseCkami se nazyva trojuhelnik ABC.

(Miillerova, 1999, s. 77)
Definice trojuhelniku jako priinik polorovin:

Trojuhelnik ABC je prinik polorovin ABC, BCA, CAB; ptitom body A4, B, C jsou rizné

a nelezi v jedné ptimce. (Pomykalova, 2000, s. 23)
Definice trojuhelniku jako prinik konvexnich thla:

Trojuhelnik ABC je prinik konvexnich uhlt ABC, BCA, CAB, kde 4, B, C jsou riizné body.
Pro konvexni uhel plati, Ze isecka, kterd spojuje libovolné jeho dva body, nalezi cela
pfisluSnému uhlu.

Soucet kazdych dvou délek stran trojihelniku musi byt vétsi nez délka tieti strany.
Tato vlastnost se nazyva trojuhelnikova nerovnost a je to nutna podminka, aby trojuhelnik
existoval. V trojuhelniku lezi proti vEtsi strané vétsi vnitini thel, proti vétSimu vnitfnimu
uhlu lezi vétsi strana. Soucet vnitinich thll v trojahelniku je 180°.

Kazdy trojuihelnik ma tfi stiedni pticky, tfi téZnice a tii vySky. Stfedni pficka je Gsecka, ktera
spojuje stiedy dvou stran trojuhelniku. Kazda stfedni pificka je rovnobézna s tieti stranou
trojuhelniku, kterd neni spojena stfedni ptickou. Délka stfedni pficky se rovna
poloving délky protéjsi strany. Na obr. 1 je jedna ze stfednich pticek usecka S.S, = s,.

TéZnice je Usecka, ktera spojuje vrchol a stied protilehlé strany. VSechny téZnice se protinaji
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je jedna z téznic usecka BS;, = t;, t€zZist¢ je oznaCeno pismenem 7. Vyska je usecka,
ktera spojuje vrchol a patu kolmice, ktera je spuSténa z vrcholu k protilehlé strané. Slovem
vyska byva oznaCovana i délka této useCky. Tato velikost je nejkratSi vzdalenost vrcholu
a protéjsi strany. Déale miize pojem vysSka oznaCovat piimku, ktera je vedena vrcholem
a kolma k protilehlé stran€. Vysky jako pfimky se protinaji v jednom bodé¢, které se nazyva
ortocentrum. Na obr. 1 je jedna zvySek usecka BP, = v,, ortocentrum je oznaceno
pismenem O. V ostrouhlém trojuhelniku se ortocentrum nachédzi uvnitt trojuhelniku,

v tupothlém vné a v pravouhlém ve vrcholu u pravého uhlu.

OBR. 1: TROJUHELNIK A JEHO VLASTNOSTI

Pro obvod trojihelniku plati vzorec O = a + b + ¢, kde a, b, ¢ jdou délky stran trojuhelniku.

Shodné trojuhelniky maji shodné délky odpovidajicich si strany a stejné velikosti
odpovidajicich si vnitfnich thld. Zda jsou trojuhelniky shodné, mizeme urcit pomoci vét

o shodnosti trojuhelnikd.

e Véta sss: Dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se ve vSech tfech odpovidajicich

stranach.

e Véta sus: Dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se ve dvou strandch a thlu jimi

sevieném.
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e Véta usu: Dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se v jedné stran¢ a v uhlech
k této strané ptilehlych.
e Véta Ssu: Dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se ve dvou stranach a tihlu proti
vEtsi z nich.
Ctyfahelnik
Ctyiuhelnik je mnohotihelnik se &tyfmi vrcholy a étyfmi stranami, a tudiz ma i éty¥i vnitini
uhly. Soucet vnitinich uhlt v ctyfuhelniku je 360°.
MuZeme rozliSit napt. rovnobéZzniky a lichobéZniky.

Rovnobéznik je geometricky utvar, jehoz protilehlé strany jsou rovnobézné a zaroven stejné

¢tverec a obdélnik.

Ctverec se nazyvéa rovnobéznik, jehoz sousedni strany maji stejnou délku a jsou k sobé&
kolmé. Ve ¢&tverci ABCD plati: AB || CD,AD |l BC,|AB| = |BC|,|*DAB| =
= 90° |xABC| = 90°. (Odvarko a Kadlecek, 2004, s. 202)

Pro obvod ¢tverce plati O = 4 - a, kde a je délka strany ctverce. Jeho obsahem se jiz v praci
zabyvat nebudeme, vychazime ztoho, Ze Zaci umi obsah vypocitat z 1. stupné. Obsah

¢tverce je dan vzorcem S = a - a.

Obdélnik se nazyva rovnob&znik, jehoZz sousedni strany maji riznou délku a jsou
k sobé kolmé. V obdélniku ABCD plati: AB || CD,AD |l BC,|AB| # |BC|,|<DAB| =
= 90°,|XABC| = 90°. (Odvarko a Kadlec¢ek, 2004, s. 200)

Pro obvod obdélniku plati O = 2 - (a + b), kde a a b jsou délky sousednich stran obdélniku.

Obsah obd¢lniku se da spocitat vzorcem S = a - b.

V ucebnicich zdkladni Skoly jsou zpravidla ¢tverec a obdélnik dva rtizné utvary, avSak
na sttedni Skole nckteré ucebnice (napt. Pomykalova, 2000, s. 48) uvadeji, ze Ctverec

je zvlastni ptipad obdélniku.

Rovnobézniky, jejichz sousedni strany nejsou k sobé kolmé, nazyvame kosoctverce

a kosodélniky.
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Zakladni vlastnosti rovnobézniku (viz obr. 2):

e Prot¢jsi strany jsou shodné. Protéjsi vnitini thly jsou shodné.
e Soucet dvou vnitfnich uhld, které¢ maji spole¢né rameno, je 180°.
e Uhlopficky rovnobézniku jsou shodné a navzajem se puli. U ¢tverce a kosoctverce

zaroven puli jejich thly a uhlopficky jsou na sebe kolmé.

Lichobéznik je geometricky utvar, jehoz dvé¢ protilehlé strany jsou rovnobézné a zbyvajici
dv¢ strany jsou rtiznobézné. Rovnobézné strany nazyvame zékladny, riznobézné strany
nazyvame ramena. Jsou-li ramena lichobézniku stejné velkd, jedna se o rovnoramenny

lichobéznik. Je-li jedno rameno kolmé k zakladné, jedna se o pravouhly lichobéznik.

Ctyiuhelnik, kterému lze vepsat kruznici, se nazyva teénovy (obr. 2). Ctyithelnik, kterému

lze opsat kruznici, se nazyva tétivovy (obr. 3).
Zakladni vlastnosti lichobézniku (viz obr. 3):

e Vyska lichobézniku je tsecka, ktera je kolma k zédkladnam a jejiz velikost je stejna
jako vzdalenost zékladen.

e Rovnoramenny lichobéznik je osové soumérny podle osy, kterd spojuje sttedy stran
zakladen. Jeho uhly, které jsou ptilehlé k téze zékladné, jsou shodné.

e Stredni pficka je usecka, kterd spojuje stiedy ramen lichob&zniku. Je rovnobé&zna

se zékladnami a jeji délka se rovna aritmetickému priméru zakladen.

D KruZ.vepsana c=57

OBR. 2: ROVNOBEZNIK A JEHO VLASTNOSTI
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kruz.opsana

OBR. 3: LICHOBEZNIK A JEHO VLASTNOSTI

1.3.2 Kruh a kruZnice
Kruznice je mnozina vSech bodi X, které maji od daného stfedu S vzdalenost r,

tj. pro libovolny bod X kruznice & plati |SX| = r. (Miillerova, 2005b, s. 9)
Kruh K je mnozina v§ech bodi X, pro néz plati |SX| < r. (Miillerova, 2005b, s. 9)

Kruznici zpravidla znacime (S, r). Pismeno k znaci nézev kruznice. Bod S je stfed kruznice,

¢islo 7 je polomér kruzZnice.

Tétiva je usecka, kterd spojuje dva body na kruznici. Tétiva, kterd prochazi stfedem,

se nazyva prumér. Znacime ho d. Vztah mezi primérem a polomérem je d = 2r.

Obvod kruhu neboli délku kruznice spocitdme vzorcem O = 2 - « - r, kde r je polomér kruhu
¢1 kruznice a m je konstanta, ktera se nazyva Ludolfovo C¢islo. Pfiblizna hodnota
m = 3,141592654, pro ucely vypoctu zpravidla pouzivame hodnotu m = 3,14. Vzorec lze
zapsat 1 s prumérem kruznice d, pro ktery plati, Ze d = 2r. Obvod kruhu (délku kruZnice)

vypocitame podle vztahu O = m - d. Obsahu kruhu se bude vénovat prakticka ¢ast prace.

1.3.3 Mnohostény
Télesa, jejichZ hranice je tvofena mnohouhelniky, se nazyvaji mnohostény. Jinak feceno,

pokud stény mnohosténu polozime do roviny na jeden rovinny obrazec, tj. sestrojime sit’
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mnohosténu, sklada se z né€kolika mnohouthelnikli. Miizeme je pojmenovat podle poctu

stén: Ctyfstén, pétistén, Sestistén, osmistén atd.

Mnohostény maji jednu zajimavou vlastnost a tou je souvislost poctu vrcholl, hran a stén.

Plati pro n¢ tzv. Eulertv vzorec.

Necht’ je ddn mnostén M. Oznacme s pocet stén M, v pocet vrcholtt M a & pocet hran
M. Eulerovu charakteristiku mnohosténu M rozumime ¢islo Epr = s+ v — h.

Eulerova charakteristika libovolného konvexniho mnohosténu je rovna dvéma. (Fiirst

akol., 2004, s. 132)

Eulertv vzorec vypada takto: v+ s = h + 2, kde v je pocet vrchold, s je pocet stén a & je

pocet hran.

Pravidelny mnohostén je téleso, které ma vSechny stény shodné (tj. kazda sténa je pravidelny
n-uhelnik) a z kazdého jeho vrcholu vychazi stejny pocet hran. Pravidelnych mnohostént,
kterym fikame platonska télesa, je pét (odvozeni tohoto tvrzeni lze nalézt v ucebnici

Pomykalové, 2009, s. 129).

Dale se budeme vénovat hranolim a jehlaniim.

Hranol
n-boky hranol je téleso, jehoz podstavy jsou dva shodné n-thelniky leZzici
v rovnobéZnych rovinach a kter¢ ma n stejné€ dlouhych bocnich hran. Pravidelny
hranol je hranol, jehoz podstavu tvofi pravidelny mnohouhelnik. (Jedli¢kova a kol.,

2016, s. 15)
Hranol ma dvé podstavy a plast. Ob¢ podstavy lezi v rovnobéZnych rovinach a jsou shodné.
P1ast’ hranolu tvofi rovnobézniky, fikdme jim boc¢ni stény hranolu.

Hranoly pojmenovavame podle toho, kolik stran mé podstava, tj. kolik ma hranol bo¢nich
stén. Hranol s trojihelnikovou podstavou se nazyva trojboky, s ¢tyfuhelnikovou ¢tyiboky,

s pétitthelnikovou pétiboky atd.

Kolmy hranol je hranol, ktery mé bo¢ni stény kolmé k podstaveé. V opacném piipadé se jedna
o kosy hranol. Pokud je hranol kolmy a zaroven je jeho podstavou pravidelny n-thelnik,

nazyva se pravidelny n-boky hranol.

19



Rovnobéznostén je ctyiboky hranol, ktery mé rovnobézné jak podstavy, tak i protilehlé bo¢ni
stény, tedy boc¢ni stény mohou byt i podstavami. Skladéa se z dvanacti hran, osmi vrchola,
Ctyt télesovych uhlopiicek a Sesti stén (viz obr. 4). T¢lesové uhlopiicky jsou shodné
a protinaji se v jednom bodé, z toho plyne, ze se navzajem puli. NejtypictéjSim prikladem

rovnobéznosténu je krychle a kvadr. Jedna se o kolmy rovnob&znostén.

Krychle a kvadr jsou ¢tyfboké hranoly s ¢tvercovou, resp. obdélnikovou podstavou. Krychli

muzeme brat jako specialni piiklad kvadru.

Kvadr se nazyva hranol, jehoz podstava je obdélnik nebo ¢tverec. Kvadr je ¢tyiboky
hranol, protéjsi stény kvadru jsou shodné obdélniky nebo ctverce. (Odvarko

a Kadlecek, 2004, s. 241)
Krychle se nazyva kvadr, ktery ma vSechny tfi rozméry stejné. Krychle je pravidelny
¢tytboky hranol, vSechny stény krychle jsou shodné ¢tverce. (Odvéarko a Kadlecek,

2004, s. 243)

Sit’ krychle se sklada z Sesti shodnych ctverct. Sit’ kvadru se sklada ze tii riznych obdélnik,

z nichz kazdy se v siti objevuje pravé dvakrat (obr. 5)

\rchol

\Vrchol

OBR. 4: HRANOLY A JEJICH VLASTNOSTI
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KVADR

KRYCHLE

OBR. 5: SIT KRYCHLE A KVADRU

Jehlan
Jehlan je geometrické téleso, jehoZ podstavou je mnohouhelnik. Stény jehlanu jsou tvofeny
trojuhelniky, které maji jeden spolecny bod — hlavni vrchol jehlanu. Vzdalenost hlavniho

vrcholu jehlanu od roviny podstavy je vyska jehlanu. Bo¢ni stény jehlanu tvoii plast.

Jehlany pojmenovavame stejné jako hranoly, tj. podle toho, kolik stran ma podstava. Jehlan
s trojuhelnikovou  podstavou se nazyvd trojboky, s Ctyfuhelnikovou  CEtyiboky,
s pétithelnikovou pétiboky atd.

Pokud v podstavé mizeme udélat stied stiedové soumérnosti a tento stfed 1ze spojit kolmici
s vrcholem, mluvime o kolmém jehlanu. V opacném piipadé jde o kosy jehlan. Pokud
je jehlan kolmy a zaroven jeho podstavou je pravidelny n-tihelnik, nazyva se pravidelny
n-boky jehlan.

Nejjednodussi jehlan je Ctyfstén. Je to téleso, jehoz hranice je tvofena Ctyfmi trojuhelniky.
Pokud jeden trojuhelnik zvolime jako podstavu, zbylé trojahelniky budou bo¢ni stény, jedna
se tedy o trojboky jehlan. M4 z jehlant nejmensi moZny pocet stén.

1.3.4 Rotaécni télesa

N 24

zastupce rotacnich téles patii valec, kuzel a koule.
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Vilec

Vilec vznika rotaci obdélniku (piip. ¢tverce) kolem piimky, kterd obsahuje jednu jeho
stranu. Vznik valce mizeme vidét na obr. 6. Jedna strana obdélniku je vyska valce
(naobr. 6 a obr. 7 vyznaCen pismenem v), druhd strana piedstavuje polomér podstavy

(na obr. 6 a obr. 7 je vyznaden pismenem r).

Sit’ vélce se sklada ze dvou podstav a plasté. Podstavy maji tvar kruhu. Kruhy jsou shodné
a lezi v rovnobéznych rovinach. P1ast’ ma tvar obdélniku ¢i ¢tverce (na obr. 7 je vyznacen
tmavé modrou barvou). Délka jedné strany obdélniku ptedstavuje vysku valce (na obr. 7

je vyznacena pismenem v), délka druhé strana je obvod podstavy, tj. kruhu.

.

OBR. 6: VZNIK VALCE (DOSTUPNE Z HTTPS://POLYHEDR.COM/ARTICLES/336-NETS-SOLIDS-OF-
REVOLUTION.HTML)

OBR. 7: SIT VALCE
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Kuzel
Kuzel vznika rotaci pravouhlého trojihelniku. Trojuhelnik se otaci kolem jedné své odveésny

(na obr. 8 je tato odvésna oznacena v).

(‘*\

V

OBR. 8: VZNIK KUZELE (DOSTUPNE Z HTTPS://POLYHEDR.COM/ARTICLES/336-NETS-SOLIDS-
OF-REVOLUTION.HTML)

KuzZel se sklada z plasté a jedné podstavy. Plast vznika rotaci druhé odvésny (na obr. 8
je pojmenovana r), kterd rotuje kolem stejné odvésny jako trojuhelnik kuZzel. P1ast’ ma tvar
kruhové vysece, jejiz polomér je dan délkou odvéesny, kterd je osou rotace. Tato usecka, ktera
urcuje vzdalenost vrcholu kuzele od roviny podstavy, se téz nazyva vyska kuzele (na obr. 8
je pojmenovana v). Podstavou kuzele je kruh o poloméru délky druhé odvésny pravouhlého
trojahelniku. Zarovein je to 1 polomér podstavy kuzele. Délka piepony rotujiciho
pravouhlého trojuhelniku predstavuje délku strany kuZele (na obr. 8 je pojmenovana s). Sit’

kuzelu je znazornéna na obr. 9.

OBR. 9: SIT KUZELU

23



Koule
Koule je mnozina vSech bodll v prostoru, které¢ maji od bodu S (stted koule)

vzdalenost mensi nebo rovnu hodnoté » (polomér koule). (Binterova, 2010, s. 29)

Koule vznikne rotaci kruhu kolem svého priméru (viz obr. 10). Bod S je stied kruhu
a zaroven i koule. Polomér kruhu 7 je i polomér koule. Primér koule je usecka, kterd spojuje
dva body, které lezi na kulové ploSe a prochazi sttedem koule. Povrch koule neboli hranice
koule se nazyva kulova plocha. Ta vznikne rotaci kruznice (pllkruznice) kolem svého

priméru. Sit’ koule se neda v roviné sestrojit.

R d = primer (h\
r = polomér

-----------------
.....
-

OBR. 10: VZNIK KOULE (DOSTUPNE Z HTTPS://POLYHEDR.COM/ARTICLES/336-NETS-SOLIDS-
OF-REVOLUTION.HTML)
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2 Pristupy k odvozeni vzorci pro miru v geometrii z ¢eskych ucebnic

matematiky

V této kapitole budou shromazdény rtizné piistupy k odvozeni vzorcii, které jsem nasla
v Ceskych ucebnicich matematiky. Pfistupy jsem vybirala z celkem deviti fad rtznych
ucebnic. Pracovala jsem s ucebnicemi z nakladatelstvi Nova skola — star$i fada (Rosecka),
Nova skola — duhova tfada (Jedlickova a kol.), Prometheus pro niz$i gymnazia (Herman
a kol.), Prometheus pro zdkladni skoly (Odvarko a Kadlecek), Fraus (Binterova a kol.),
Fortuna (Coufalovd), Prodos (Molnér a kol.), H-mat (Hejny a kol.) a Kvarta (Miillerova
akol.) (viz seznam literatury). Pracovala jsem jak s tiSt€énymi ucebnicemi, tak i s jejich
interaktivnimi online verzemi. Informace jsem vyhledavala iv nékterych pracovnich
sesitech a metodickych ptiruckach pro ucitele. Neékteré ptistupy se v ucebnicich opakovaly,
do prace jsem je vSak uvedla jen jednou. Cilem prace neni popsat, jakym zpisobem jsou
vzorce Vv jednotlivych ucebnicich odvozovany, ale pfinést souhrn rGznych piistupi
bez ohledu na to, vkteré zucebnic se nachazeji. Pristupy budou popsany takovym
zpusobem, aby byly pfistupné nejen ucitelim, ale i zaklim. Pro oznaceni tvarti budeme

pouzivat obvyklé znaceni, které bylo pouzito i v obrazcich vyse.

2.1 Obsah trojuhelniku

Piistup 1: Pomoci dvou shodnych trojuhelnikii (Herman a kol., 1995)
Pozn. Pro tento zplisob je nutné znat zptisob vypocétu obsahu rovnobézniku.

Z papiru vystfihneme dva shodné libovolné trojuhelniky, z nichZ vytvofime rovnobéznik
(obr. 11). Obsah rovnobézniku je roven soucinu délky strany a velikosti vysky k pfislusné
strané. Vytvoreny rovnobéznik je slozen ze dvou shodnych trojuhelnikd, tedy obsah kazdého

z nich je polovina obsahu rovnobéZzniku.

/\N

OBR. 11: SLOZENi ROVNOBEZNIKU ZE DVOU TROJUHELNIKU (HERMAN A KOL., 1995, S. 100)
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Vystiizené trojuhelniky mizeme poskladat na riizné rovnobézniky (obr. 12). ,,Ptilepime-li‘
je k sob¢ stranou oznacenou a, vznikne rovnobéznik o stranach ¢ a b a obsah rovnobézniku

vypocitame S, = c-v,. Obsah trojuhelniku ABC je pak roven poloviné¢ obsahu
rovnobézniku ABCX, tedy Sp = % - ¢ * V.. Analogicky pro dal$i moznosti pfiloZzeni obou

trojuhelnikd, jak to ukazuje obr. 12.

C Y GRY HED ¢

c
" y w
vy Va
b
B it B

A & B A

X

OBR. 12: ZPUSOBY VYTVORENI ROVNOBEZNIKU (HERMAN A KOL., 1995, s. 100)

Obsah trojuhelnik ABC lze tedy vyjadiit jako: S = ~-a-v, =>-b-v, =" V..
Pristup 2: Pomoci stiednich pricek (Herman a kol., 1995)

Pti odvozeni vzorce si lze vystacit i s jednim vystfizenym trojihelnikem. Do trojuhelniku
narysujeme vSechny tfi sttedni pticky, které rozdéli trojuhelnik na ¢tyti shodné ¢asti. To Ize
dokézat pomoci véty sss o shodnosti trojiihelniki. Vezmeme si napft. trojuhelniky B1A4,C
a ACyB, (obr. 13). Vime, Ze stfedni pficka je useCka, kterd spojuje stfedy stran a ma
polovi¢ni velikost strany trojuhelniku s ni rovnobézné. Pak mtzeme fici, Ze délka usecky
B1A; je stejna jako délka usecky AC;, dale |B;C|=|AB;| a |B;C;| = |CA;|. Tim
je dokazano, ze trojuhelniky B;A;C a AC;{B; jsou shodné. Stejnym zpisobem bychom

dokazali i shodnost ostatnich dvojic trojuhelnikd.

Zx

OBR. 13: DELENI TROJUHELNIKU PRES STREDNI PRICKY (HERMAN A KOL., 1995, s.101)

A E B A i B A

26



Jednu c¢ast odstiihneme a ptfidame ji ke zbytku tak, ze vznikne rovnobéznik o strané c
avysce, ktera ma délku poloviny vysky v. v pivodnim trojuhelniku (obr. 13). Obsah

NV ., , , 1
rovnobézniku je roven obsahu trojuhelniku, a tedy plati: S = ¢ - % =z C V.

Pristup 3: Pomoci stifedové soumérnosti a znalosti obsahu rovnobézniku (Coufalova,

2007a)
Pro tento ptistup odvozeni vzorce je tieba znat sttedovou soumérnost.

Stiedova soumérnost se nazyva zobrazeni uréené bodem S, ve kterém obrazem
bodu S je opét bod S a kazdému bodu A # S je prifazen bod A’takovy, Ze bod § je stied
usecky AA’. Bod S se nazyva stfed soumérnosti. Stfedovd soumérnost je shodné
zobrazeni. Obrazem Utvaru ve sttedové soumérnosti je utvar s nim shodny. (Odvarko

a Kadlecek, 2004, s. 219)

Pomoci sttedové soumérnosti, 1ze doplnit trojuhelnik ABC na rovnobéznik ABCD (obr. 14).
Trojuhelnik ABC je shodny s trojuhelnikem CDA: A ABC =A CDA. Ztoho plyne,
ze obsahy téchto dvou trojihelniki jsou stejné: S(A ABC) = S(A CDA). Obsah
rovnobézniku  ABCD  je roven souctu obsahu obou trojihelnik:

S(A ABCD) = S(A ABC) + S(A CDA) = S(A ABC) + S(A ABC) = 2 - S(A ABC),

odtud S(A ABC) == S(ABCD) =5 - @ - v,. Pouzijeme-li jiné strany a k nim prislusné
vysky, dojdeme ke stejnému vzorci, pouze s jinymi délkami: S(A ABC) =%-a "V, =

1 1
==-bv,=>-cv.
2 b ™2 ¢

OBR. 14: TROJUHELNIK DOPLNENY NA ROVNOBEZNIK (COUFALOVA, 2007A, S. 217)
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Piistup 4: Pomoci Fady obdélniki a trojuhelnikii (Jedli¢kova a kol., 2015)

Mame nékolik druht dlazdic, kterymi mame vydlazdit danou plochu. Prvni fadu mame
vydlazdit obdélniky, druhou fadu pravouhlymi trojuhelniky, tfeti fadu ostrouhlymi a ¢tvrtou
fadu tupouhlymi trojihelniky (obr. 15). VSechny trojuhelniky maji stejnou vysku, ktera
je stejn¢ dlouha jako jedna strana obdélniku. Druhd strana obdélniku ma stejnou délku jako
strany trojuhelniki, které jsou kolmé k vysce. Uvazujme, jakou plochu ve vsech Ctyfech

piipadech pokryjeme.

Ptedstavme si, ze fadu z obdélnikl pfeneseme na ostatni fady (viz pravy sloupec na obr. 15).
Vsimejme si, jak zakryvéa fady z trojihelnika. Rada pravothlych trojuhelnikt je presné
pokryta. U ostrouhlych a tupothlych trojuhelnikii z jedné strany obdélnikova fada ,.kousek*

pfesahuje a na druhé strané o ten samy ,,kousek* trojuhelniky nezakryva.

Obdélnikové dlazdice pokryji stejnou plochu jako dvojnasobny pocet trojihelnikovych
dlazdic, tzn., ze trojuhelnik o strané¢ a kni pfislusné vysce v,, ma polovi¢ni obsah

nez obdélnik se stranami a a v. Obsah obdéIniku vypocitame S, = a - v, obsah trojuhelniku

jetedy Sp = %" = % Jelikoz lze v kazdém trojuhelniku sestrojit tfi rizné vysky, obsah

avg b-vy Ccve
2 2

muzeme urcit pomoci kterékoli z nich: § = S =

g /

OBR. 15: RADY DLAZDIC Z TROJUHELNIKU A OBDELNIKU (JEDLICKOVA A KOL., 2015, S. 41)
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2.2 Obsah rovnobézniku

Pristup 1 (Coufalova, 2007a)

Je dan rovnobéznik ABCD a obdélnik ABEF (obr. 16). V obrazku mizeme vidét 1 dalsi
obrazce: Ctyfuhelnik ABCF, trojuhelnik ADF a trojuhelnik BCE. Pfi odvozovani vzorce

budeme sledovat obsahy téchto ttvart.

I E D c

Va

A a B
OBR. 16: ROVNOBEZNIK A OBDELNIK (COUFALOVA, 2007A, S. 213)

Ctyiuhelnik ABCF je slozen z rovnobé&zniku ABCD a trojtihelniku ADF. Pro obsahy plati:
S(ABCF) = S(ABCD) + S(A ADF). Ctytuhelnik ABCF je také slozen z obdélniku ABEF
a trojuhelniku BCE. Pro obsahy plati: S(ABCF) = S(ABEF) + S(A BCE). Z téchto dvou
rovnosti plyne rovnost S(ABCD) + S(A ADF) = S(ABEF) + S(A BCE). Trojuhelniky
ADF a BCE jsou shodné, z toho plyne, ze maji stejny obsah: S(A ADF) = S(A BCE).
Z toho plyne, Zze S(ABCD) = S(ABEF). Obsah obdélniku ABEF vypocéitame S(ABEF) =
= a - v,. Tedy obsah rovnobéZniku ABCD vypocitdme jako soucin velikosti jeho strany
a k ni pfislusné vysky, tedy i S(ABCD) = a - v,.

Piistup 2: Pomoci pifemény rovnobézniku na obdélnik (Rosecka, 2008)

Mame rovnobé&znik ABCD. Bodem D vedeme vysku ke strané a. Patu vysky oznaéime E.
Rovnobéznik ,,rozstithneme* podle Gse¢ky ED, tim se rovnobéZnik rozd€li na pravothly
trojihelnik AED a pravouhly lichobéznik EBCD. Vezmeme-li ,,odstfithnuty* trojihelnik

a prilozime ho tseCkou AD k use¢ce BC, vznikne obdélnik EFCD, ktery ma stejny obsah
jako rovnobéznik ABCD (obr. 17 vlevo).

Obsah obdélniku je roven souc¢inu délek sousednich stran, v naSem piipadé¢ ma jedna strana

délku a a druha strana ma délku v,. Obsah obdélniku a zaroven i rovnobézniku je S = a - v,.
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Jinym rozstfizenim a slepenim rovnobézniku odvodime, ze obsah miizeme pocitat i pomoci

strany b a vySky vs, vzorec ma tvar S = b - v, (obr. 17 vpravo).
Jesté je nutné dokézat, ze trojuhelniky (,,odstfizeny a pfilepeny*) jsou shodné. Dokézeme
to pomoci véty Ssu o shodnosti trojuhelniki. Usecka AD je shodna s ise¢kou BC, protoZe

to jsou protilehlé strany rovnobézniku. Use¢ka ED je shodna s iiseGkou FC, protoZe obé maji

délku v, a zaroven maji trojuhelniky shodné uhly AED a BFC o velikosti 90°.

C

OBR. 17: STRIHANI ROVNOBEZNIKU (ROSECKA, 2008, S. 48)

Pristup 3: Pomoci sirek (Molnar a kol., 1999)

Odvozeni vzorce pro obsah rovnobézniku lze ukazat na rovnobézniku slozeném ze sirek.
Vyskladame si nad sebe nékolik sirek, ¢imz vznikne obdélnik. Jeden rozmér obdélniku je
délka sirky, druhy rozmér je vyska vyskladanych sirek. Obdélnik zménime na rovnobéznik
posunem sirek do jedné strany (obr. 18). Rovnobéznik samoziejmé neni presny, ale lze
si predstavit, ze pii stale mensi tloust'ce sirky dostavame stale presnéjsi rovnobéznik. Obsah

obdélniku je stejny jako obsah rovnobézniku. Pro vypocet tedy plati, ze S = a - v,.

Tento piistup je odvozen z tzv. Cavalieriho principu, o kterém se vice rozepisu v oddile 2.17.

OBR. 18: OBDELNIK A ROVNOBEZNIK ZE SIREK (MOLNAR A KOL., 1999, s. 110)
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Piistup 4: Pomoci Fady rovnobézniki (Jedli¢kova a kol., 2015)

Mame cast dlazby, kterd je vydlazdéna obdélnikovymi a kosodélnikovymi dlazdicemi.
Obd¢lnikové dlazdice maji rozméry a a v. Obsah obdélnikové dlazdice je tedy S = a - v.
Dlazdice ve tvaru kosodélniku ma také jednu stranu o délce a a dale vime, ze vzdalenost
strany « a protilehlé strany je vySka rovnobézniku v. Pfemistime-li obdélnikové dlazdice
na kosodélnikové, zjistime, Ze Gtvary se prekryvaji az na ptecnivajici trojuhelniky na krajich

(obr. 19). Podle véty sus o shodnosti trojuhelniki dokazeme, Ze jsou trojihelniky shodné.

T =)

OBR. 19: OBDELNIKOVE A ROVNOBEZNIKOVE DLAZDICE (JEDLICKOVA A KOL., 2015, S. 66)
Pokud ptecnivajici trojihelnik pfesuneme na druhou stranu, kde naopak trojihelnik chybi,
ziskame tak obdélnik. Znamena to, Ze obdélnik se stranami @ a v ma stejny obsah jako
rovnob&znik se stranou a a vySkou v. Obsah rovnobézniku vypocCitdime S =a - v.
Nezapomenme, ze rovnobéznik ma dve vysky, vzorec Ize tedy psatijako S = b - v, kde v je

tentokrat vyska ke strané b.

2.3 Obsah lichobézniku

Piistup 1: Pomoci rozdéleni rovnobéZniku na dva shodné lichobéZniky (Rosecka, 2008)

Z papiru vystifihneme libovolny rovnobéznik. Sestrojime jeho uhlopficky a jejich prasecik
ozna¢ime S. RovnobéZznik rozdélime na dvé casti (viz obr. 20). Tim ziskame dva
lichobéZniky a poloZenim na sebe zjistime, Ze jsou shodné. Obsah lichobéZniku je polovinou
obsahu piivodniho rovnobézniku. Pro sestaveni vzorce je tfeba pojmenovat strany a vysku.
Zékladny lichob&zniku pojmenujeme a a ¢ a jeho vysku k zakladn& pojmenujeme v. Uplng
stejné pojmenujeme druhy lichobéznik. Znovu z vystiizenych lichobéznikii sestavime

rovnobéznik. Délka jednd strany je rovna souctu délek zdkladen lichobéZniku a + c,

__ (a+o)v a+c

vyska v je stejnd. Pro obsah lichobéZniku plati § = — =, v= g (a+c).
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OBR. 20: ROZDELENi ROVNOBEZNIKU (ROSECKA, 2008, S. 62)

Piistup 2: Pomoci trojihelniku sloZeného z ¢asti lichobéZniku (Odvarko a Kadlecek,

2012)

Na obr. 21 je lichobéznik a utvar sloZzeny z lichobéZniku, ktery vznikl ,,odfiznutim*
trojihelniku a ptilozenim na jiné misto. Uhly DCS a EBS maji stejnou velikost a zaroveti
délky usecek BS a CS, BE a CD jsou také stejné. Podle véty sus o shodnosti trojuhelniki
muzeme fict, Ze jsou trojuhelniky shodné, tudiz maji i stejny obsah. Porovname-li obsah
lichobéZniku ABCD a obsah trojtihelniku AED, zjistime, Ze jsou stejné. Pro vypocet obsahu
trojuhelniku AED potiebujeme znat velikost strany a vysky k ni pfislusné. Velikost usecky

AE je rovna souctu délek stran a + ¢, vysku ozna¢ime v. Pro obsah trojuhelniku 4ED plati

__ (a+to)v

S . JiZ vime, Ze obsah tohoto trojuhelniku je roven obsahu lichobé&zniku, tedy vzorec

(a+co)v

pro obsah lichobéZniku je S = , kde a a c jsou délky zakladen lichobé&zniku a v je jeho

vyska.

A " B | B 2. b

OBR. 21: ODRIZNUTI TROJUHELNIKU Z LICHOBEZNIiKU (ODVARKO A KADLECEK, 2012, S. 68)

Yw__r

Pristup 3: Pomoci rozdéleni lichobéZniku na trojihelniky (Herman a kol., 1995)

Lichobéznik si rozdélime na dva utvary, jejichz obsah dokédzeme najit (obr. 22). Rozdélime

ho uhloptickou AC na dva trojuhelniky. Jeden bude o strané a a vysce v, jeho obsah je tedy

Supc = % Druhy trojihelnik ma stranu ¢ a vySku v, jeho obsah je Sy-p = CZ—U Obsah
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lichobézniku je roven souctu obsahii obou trojuhelnikd Sypcp = Sapc + Sacp = % + Cz—v
(a+c)v

Po upravé ziskdme vzorec ve tvaru S = >

D c 5
D iy AT
v v
A B A = B B

OBR. 22: ROZDELENi LICHOBEZNIKU NA DVA TROJUHELNIKY (HERMAN A KOL., 1995, s. 103)
Pristup 4: Pomoci obdélniku sloZeného z ¢asti lichobéZniku (Molnar a kol., 1999)
Je dan lichobéZnik ABCD a jeho stedni pticka SaSs. ,,Odfiznutim a pfilozenim* trojtihelnika
podle obr. 23 ziskdme dva obdélniky o stejnych obsazich. O délce stfedni pficky plati, Ze je

|AB|+|CD| ,
——— . Toto tvrzeni

rovna aritmetickému praméru délek jeho zakladen, tedy |S;S,| =
muzeme dokézat pomoci obr. 24.

N D = KA

T A
S §

OBR. 23: ODVOZENi VZORCE PRES STREDNI PRiCKU LICHOBEZNiKU (MOLNAR A KOL., 1999,
S. 115)

Maiame lichobéznik ABCD, bod M je stfed usecky AD a bod N je stied tisecky BC. Bod F'
je prusecik ptimek 4B a MC. Bod E je prisecik ptimky MN a piimky p, ktera je rovnobéZna
s pfimkou MC a prochazi bodem B. Trojuhelniky FAM a CDM jsou shodné podle véty usu
(|I#AMF| = |ACMD|,|AM| = |MD|,|3FAM| = |4MDC|). Z toho plyne, Ze useéka FA
ma stejnou délku jako Gsecka CD, tedy |FA| = c¢. Délka usecky FB je a + c¢. Trojuhelniky
MNC a ENB jsou shodné podle véty usu (|ZAENB| = |4MNC|,|CN| = [NB|,|ANCM| =
= |ANBE]). Z toho plyne, Ze iseCka MN ma stejnou délku jako usecka NE, tedy |[NE| = s.
Use&ky FB a EM jsou protilehlé strany rovnob&zniku FBEM a jejich velikost musi byt stejna,

tedy |FB|=a+c=|MN|+ |NE|=s+s=2s. Ztoho plyne, Ze s=aT+C. Obsah
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lichobézniku je stejny jako soucet obsahi obdélnikl, po dosazeni ziskdme vzorec

|AB|+|CD|
SaBcp = SsdstN + SKstsd = Skmn = |KL| - |LM| = |S4Sp| - v = -5
D c "
M s N _E~

OBR. 24: DUKAZ DELKY STREDNI PRICKY

Pristup 5: Pomoci Fady lichobézniki (Jedlickova a kol., 2015)

Mame fadu, kterd je vydlazdéna stejnymi dlazdicemi tvaru lichobézniku (obr. 25).
Vsimnéme si, Zze dva spojené lichobézniky davaji dohromady rovnobéznik. Rovnobéznik
ma délku strany a +c¢ a vysku pfisluSnou k této stran¢ v. Obsah rovnobéZniku je

S, =(a+c)-v. Jelikoz je rovnobéznik tvoien dvéma shodnymi lichobézniky, obsah

(a+c)v
2

JAWAW NI/

(@a+c)-v

lichobézniku je polovinou obsahu rovnobézniku: S =

Obsah lichobé&zniku S = atoc

OBR. 25: RADA LICHOBEZNIKOVYCH DLAZDIC (JEDLICKOVA A KOL., 2015, 67)

2.4 Obsah kruhu!

Piistup 1: Pomoci opsanych a vepsanych obrazcu

V historii se k vypoctu obsahu kruhu vyuzivaly vepsané a opsané mnohouthelniky (Binterova
a kol., 2009). V nékterych ucebnicich jsou uvedeny urcit¢ naznaky, které vSak nejsou

dovedeny az na uroven vypocti. Uvedeme priklad.

! Tato prace se zabyva obsahy, povrchy a objemy, a proto v ni nejsou zahrnuty pfistupy pro odvozeni vzorce

pro obvod kruhu. Nékteré zptisoby lze najit v praci Pecinové (2015).
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V ucebnici (Binterova a kol., 2009) je nasledujici vstupni uloha do problematiky obsahu
kruhu. Je dan kruh a dva ¢tverce, z nichz jeden je kruznici opsan a druhy vepsan (obr. 26).
Ukolem je zjistit pfibliznou hodnotu obsahu kruhu. Ctverec KLMN vepsany kruZnici ma
obsah mensi nez ¢tverec ABCD, ktery je kruznici opsan. Obsah kruhu je mezi témito
hodnotami. Je tedy tfeba vypocitat obsah obou ¢tvercii a pfiblizny obsah kruhu je mezi

témito hodnotami. Otazkou je, jak urcit obsah kruhu pfesnéji.

OBR. 26: VEPSANY A OPSANY CTVEREC KRUZNICI (BINTEROVA A KOL., 2009, S. 30)
Pomoci dynamickych matematickych softwarli pro matematické konstrukce? lze ukazat,
jaky je ptiblizny rozdil mezi obsahem mnohouhelnikii a obsahem kruhu. Pomoci programu
lze zkousSet, jaky jerozdil mezi obsahem kruhu a obsahem ctverce, pétithelniku,

Sestithelniku, sedmithelniku atd.

Vypocty v ucebnici uvedeny nejsou, my je zde nyni ilustrativné provedeme. Mame kruh
o poloméru 1, kterému vepiSeme a opiSeme Ctverec (obr. 27a). Obsah vepsaného Ctverce
muzeme spocitat pies pravouhlé trojuhelniky, na které je rozdéleny ¢tverec. Trojuhelniky

ABS, BCS, CDS a DAS jsou shodné. Délka jejich odvésen je rovna poloméru kruznice. Obsah

jednoho trojuhelniku je Sy = % = 0,5. Ctverec je sloZen ze étyf tdchto trojuhelniki, obsah
vepsaného ¢tverce je S, = 40,5 = 2. Délka strany opsaného Ctverce je rovna praméru
kruhu, jeho obsah je S, = 2 - 2 = 4. Obsah kruhu S}, je mezi obsahem vepsaného a opsané¢ho

Ctverce, t]. 2< S, < 4.

Nyni kruhu vepiSeme a opiSeme pravidelny Sestitthelnik (obr. 27b). Pravidelny Sestithelnik

je tvofen Sesti rovnostrannymi trojuhelniky. Obsah vepsaného Sestithelniku spocitime

2V ucebnici jsou uvedeny programy Cabri nebo Geonext. K této nabidce mizeme piidat jesté software
GeoGebra.
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ptes pravouhly trojuhelnik SAS,. Velikost tsecky S.4 je rovna poloving poloméru kruhu,
tedy |S,A| = 0,5. Pomoci Pythagorovy véty lze dopocitat vySku trojuhelniku ABS:

15S,] = \/TASIZ — 1S, A]% = /12 — 0,52 = 2. Obsah trojuhelniku ABS je Sy =

2

2 T4

Obsah vepsaného Sestithelniku je S, =6 -? = 2,6. Obsah opsaného Sestithelniku

spocitame pies pravouhly trojuhelnik SGS,. Velikost usecky S,S je rovna poloméru kruhu,
1

tedy |S,S| = 1. Dale plati |GSy| = E |GH| = % |GS|. Pomoci Pythagorovy véty lze dopoditat

délku strany trojuhelniku: |SG|? = |S,S|? + |GS,|?>. Po dosazeni a upravach ziskdme

2V3,
. Obsah trojuhelniku HSG je S) = 32 . ? Obsah opsaného Sestithelniku

2v3
3

1SG| =

je S, =6-§ = 3,46. Obsah kruhu Sj;je mezi obsahem vepsaného a opsaného

Sestithelniku, tj. 2,6 < S} < 3,46. Rozsah pro obsah kruhu se oproti ¢tverci zmensil.

H G
® L ]

a) b)

OBR. 27: VEPSANE A OPSANE MNOHOUHELNIKY KRUHU
Nakonec kruhu vepiSeme a opiSeme pravidelny osmiuhelnik. Pravidelny osmithelnik
je tvofen osmi rovnoramennymi trojuhelniky. Obsah vepsaného osmithelniku spocitdme
pomoci trojuhelniku HSA (obr. 28a). Velikost usecky AG spocitdme pomoci Pythagorovy
véty: |AG|? = |GS|? + |SA|?, kde |GS| = |SA| = r = 1. Po dosazeni a Upravach ziskdme
|AG| =+2. Plati, ze |AG|=|AV|+|VG| a zaroven |AV|=|VG|, proto

V2

|AV| = > Usetka AV je vyskou trojuhelniku HSA. Obsah trojuhelniku AHS
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N

. -1
lSlelAvl =2 =2 Obsah vepsaného osmithelniku je S, =8- g = 2,83.

jeSa =

™ |

4

Pro zjisténi obsahu opsaného osmiuhelniku si nad Gsecku YS, kde Y je stfed strany
osmiuhelniku, sestrojime ¢tverec (viz obr. 28b). Z vypocti u vepsaného osmithelniku vime,
7e usetka |SV| = |YR| = |AG| =+2. Vecitverci najdeme trojthelniky JKV a YRV,

které jsou podobné podle véty uuu. Koeficient podobnosti ziskdme pomérem usecky

VK| = ISV| ~ |SX] =VZ —1a [VZ] = 2, tedy k = I - 21 _ 2 —VZ. Protoze jsou
2

trojuhelniky podobné, pak jsou podobné ve stejném poméru i usecky YR a JK, tedy

JK| =k |YR| = (2 = V2) - VZ = 2VZ — 2. Obsah trojihelniku SJK je S, = LU -

2

= @221 _ /3 _ 1. Obsah opsaného osmithelniku je S, = 8 - (vZ — 1) = 3,31. Obsah

2
kruhu Sy, je mezi obsahem vepsaného a opsané¢ho osmiuhelniku, tj. 2,83 < S, < 3,31. Opét

se rozsah pro obsah kruhu oproti Sestithelniku zmensil.

OBR. 28: VEPSANY A OPSANY OSMIUHELNIK KRUHU

Smyslem téchto Uloh je ukazat, Ze pfiblizny obsah kruhu lze ziskat pomoci vepsanych
aopsanych pravidelnych mnohothelnikli. Postupné zjistujeme, ze ¢im vice stran
ma mnohouhelnik, tim je pfiblizny obsah ptesnéjsi.

Vsimnéme si, ze ¢im piesnéjsi obsah je, tim se horni 1 dolni mez nerovnosti blizi k Cislu n.
Pro jesté blizsi porovnani jsou v tabulce 1 vysledky vypoctl obsahii dalsich mnohothelnikd,

které jsou opsany a vepsany kruhu o poloméru 1 cm. Timto zpisobem mohou zici zjistit,
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ze existuje konstanta, pomoci které Ize vypocitat obsah kruhu. Zvoleny polomér 1 nam vsak
neumoziuje, aby zaci dospéli i k poznatku, Ze tato konstanta se nasobi druhou mocninou

poloméru.

TABULKA 1: PRIBLIZNE OBSAHY VEPSANYCH A OPSANYCH PRAVIDELNYCH N-UHELNIKU
KRUHU

n (pocet vrcholii)  Obsah vepsaného n-ihelniku Obsah vepsaného n-tihelniku

4 2 4

6 2,60 3,46

8 2,83 3,31

10 2,94 3,25

12 3,00 3,22

20 3,17 3,09

50 3,146 3,133
100 3,1426 3,1395

Pristup 2: Pomoci rozkladu na trojihelniky (Binterova a kol., 2009) (Herman a kol.,

2012a)

Na obr. 29 je znazornén jeden ze zpusobt, jak lze pfiblizn€ urcit obsah kruhu a dospét
1 ke vzorci. Kruh rozstiihame na kruhové vysece, které posklddame do tady (viz obr. 29).
Zméfime si polomér a postupné¢ zkoumame vztahy mezi obsahy slozenych obrazct.
Jak vidime na obr. 29, Gtvar sloZeny z osmi vyseci pfipomind tvar rovnobézniku. Na ¢im
vice dilt timto zpisobem kruh rozd€lime, tim vice se utvar slozeny z vyseci bude pfiblizovat

tvaru obdélniku. Pfesnému odvozeni vzorce se ucebnice Binterova a kol. (2009) nevénuje.

@ ©

AYAYAYA

OBR. 29: ROZKLAD KRUHU NA TROJUHELNIKY (BINTEROVA A KOL., 2009, S. 30)
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Stejny piistup obsahuje i uéebnice Hermana a kol. (2012a), ktera jiz vzorec odvozuje. Utvar,
ktery se blizi obdélniku, ma dvé riizné strany. Jedna strana, ktera je tvofena oblouky vyseci,
ma délku rovnu poloviné obvodu kruhu, tedy mr, protoze je tvofena polovinou vyseci,
na které byl kruh rozd€len. Druhd strana ma délku poloméru kruhu ». Obsah obdélniku,
tj. kruhu, je S = 7r - r = 7r2.

Pozn. Pro tento i dalsi pfistupy je nutné, aby zaci jiz znali vypocet obvodu kruhu.
Pristup 3: Pomoci opisovani mnohouhelniku (Jedlickova a kol., 2016)

Mame kruh K, kterému opiSeme ctverec. Rozlozime jej na Ctyfi shodné rovnoramenné
trojuhelniky, které poskladame do rovnobézniku (viz obr. 30). Obsah rovnobézniku
jeS =a-v,, kde a je jeho strana a v, je vyska k této strané. U naseho rovnobézniku

je a usecka, jejiz délka se rovna polovin¢ obvodu c¢tverce (O4), a vyska rovnobézniku

. . , 1
je polomér kruhu (7). Vzorec pro obsah sestavime ve tvaru S = a - v, = > O,-r.

SN < S
G

OBR. 30: CTVEREC OPSANY KRUHU (JEDLICKOVA A KOL., 2016, S. 40)

Nyni kruhu opiSeme pravidelny osmithelnik. Opét ho rozdélime na osm rovnoramennych

trojuhelnikd, které slozime do rovnobézniku. Jeho obsah vypocitdme stejné jako u Ctverce
S = %08 r. Takto miZeme pracovat s jakymkoliv pravidelnym mnohothelnikem
se sudym poctem stran. Obsah mnohouhelniku bude vzdy roven soucinu poloviny obvodu

mnohothelniku a poloméru kruhu.

Cim vice stran bude mit opsany mnohouhelnik, tim vice se budeme pfiblizovat obsahu

kruhu. Postupné se méni 1 sloZzeny rovnobéznik. Cim vice stran, tim vice se bliZime

obdélniku. Vzorec pro obsah kruhu se da zapsat jako S = %OK - 7. Pro obvod kruhu plati

Ox = 2-m-r. Mizeme tedy sestavit vzorec pro obsah kruhu § = %OK r=2.2mr-r =

2
=m-r.
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Pristup 4: Pomoci ¢tvercové sité (Coufalova, 2007b)

Maiame déany kruhy v ¢tvercové siti, pomoci niz ur€ime jejich pfiblizné obsahy (obr. 31).
Nejprve u kazdého kruhu zjistime pocet ¢tverct sité, jejichz vEtsi ¢ast ndlezi kruhu, a tento
pocet vynasobime obsahem jednoho ¢tverce sité. Tim ziskame ptiblizny obsah kruhu.

Ptiblizné obsahy kruhl (S) porovndme s obsahy ctverc sestrojenymi nad polomérem
daného kruhu (7). Spogitame podil S: 72 u kazdého kruhu a tyto hodnoty porovname. Zaci
by si m¢li v§imnout, Ze tento podil se pohybuje kolem pfislusné hodnoty m, kterou uz by

méli znat. Z tohoto vztahu uZ snadno odvodime vzorec S = 7 - r2.

R

[l ]m]mw
28| 12| 52 | 80

I =
] J_‘_,_._lJ_'_L_i_LL_i

OBR. 31: KRUHY V CTVERCOVE SiTI (COUFALOVA, 20078, S. 87)

2.5 Povrch krychle a kvadru

Pristup 1: Pomoci rozloZené krabicky (Binterova a kol., 2007)

Mame krabicku tvaru kvadru, kterou rozlozime, ¢imz ziskdme sit’ kvadru. VSimejme si,

z jakych obdélnikti je krabicka slozena (obr. 32).

OBR. 32: ROZLOZENA KRABICKA TVARU KVADRU
Vidime, ze nékteré obdélniky jsou shodné, konkrétné obdélniky 7 a 5, 2 a 6, 3 a 4.
Predstavme si, ze chceme krabicku obalit, je tedy nutné zjistit, kolik je k obaleni potieba

papiru. Vypocitame obsahy v§ech obdélnikli. Povrch kvéadru S je soucet vSech téchto obsahil,
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tedy S =S8; +S, +S3+ S5, + S5 +Ss. AvSak vime, Ze nckteré obdélniky jsou shodné,
a mﬁieme tak Zé.pis ZjeandU§it S = S]_ + SZ + S3 + S3 + +Sl + SZ =2- Sl + 2 Sz +
+2 " 53.

Pokud bychom to samé ud¢lali s krabi¢kou ve tvaru krychle, sit’ by byla tvofena 6 shodnymi

¢tverci. Povrch krychle S 1ze tedy zapsat jako S = 6 - Sg, kde S¢ je obsah ¢tverce.
Pristup 2: Pomoci obsahi stén bez pomoci krabi¢ky (Miillerova a kol., 1998)

Povrch kvadru zjistime tak, Ze vypocitame obsahy vSech jeho stén a secteme je. Kazda sténa
kvadru je obdélnik, jehoZ obsah dovedeme spocitat. Je nutné si uvédomit, Ze vzdy proté;si
stény kvadru jsou shodné obdélniky, které maji i stejné obsahy. Musime tedy urcit obsahy
tfi stén, které vychazeji ze stejného vrcholu (obr. 33). Pro obsah jeho ptedni stény S; plati:
S1 = a - c. Pro obsah jeho boc¢ni stény S, plati: S, = b - c. Pro obsah jeho horni stény S5
plati S; = a - b. Povrch hranolu S je soucet obsahti téchto tfi stén, ktery vynasobime dvéma,

protoze jsou vzdy dvé stény kvadru shodné: S = 2+ (S; + S, +S3) = 2 (ac + bc + ab).

Krychle ma 6 stén ve tvaru shodnych ¢Etvercl, maji tedy 1 shodny obsah. Obsah ctverce

o strané a vypo&itime S = a?. Pro vypocet jejiho povrchu tedy plati vzorec S = 6 - a?.

OBR. 33: STENY KVADRU

2.6 Objem krychle a kvadru
Piistup 1: Pomoci jednotkovych krychli (Binterova a kol., 2007)

Objem krychle a kvadru miizeme uréit pomoci poctu krychli, které mizeme do télesa
,»vyskladat®. Mame-li napt. kvadr, do kterého se vejde 24 krychli, jeho objem je 24 krychli.

Podle velikosti vkladané krychle se d4 urcit objem celého télesa. Ma-li krychle napt. rozméry
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1cm X 1.cm X 1 cm, jeji objem je 1 cm?. Pokud do télesa vlozime 24 téchto krychli, jeho

objem bude 24 cm?.
Pristup 2: Pomoci vrstev (Binterova a kol., 2007)

Predstavme si sklenéné akvarium, které ma tvar kvadru. Kdyz chceme zjistit, kolik vody
se vejde do akvaria, musime nejdiive pokryt dno, které mé tvaru obdélniku o stranach a a b.

Pokryjeme tedy obsah S = a - b. Voda pak stoupa po vrstvach az do vysky akvaria (kvadru),

ktera ma délku c. Jinak feceno, obsah S se do akvaria nasklada c-krat. Objem kvadru je tedy
V=a-b-c, kde a, b, ¢ jsou délky hran kvadru. Pokud by akvarium mélo tvar krychle
o hrané¢ a, dno by mélo obsah S = a - a a voda by stoupala do vysky a. Objem krychle je tedy
V =a-a-a,kdea je délka hrany krychle.

Pristup 3: Zobecnovani z konkrétniho pripadu (Miillerova a kol., 1998)

Je déna krabicka tvaru kvadru s rozméry 4 cm, 3 cm a 2 cm. Zjistime, kolik se do takové
krabicky vejde krychli s hranou délky 1 cm. Jedna sténa krabicky ma tvar obdélniku
s rozméry 4 cm a 3 cm. Rozdé€lime-li tento obdélnik na Etverce o stran€é 1 cm, dostaneme
celkem 12 ¢tverct. Pokud na kazdy ¢tverec polozime 1 krychli, vznikne tak vrstva, kterd ma
objem 12 cm’. ProtoZe je vy$ka krabi¢ky 2 cm, je nutné na prvni vrstvu poloZit jesté jednu

takovou. Pokud m4 jedna vrstva objem 12 cm?®, dvé& vrstvy maji objem 24 cm?.

Z vyse naznaceného piistupu je moZné odvodit vzorec pro vypocet objemu. Pocet krychli
polozenych v jedné vrstvé je dan sou¢inem dvou rozméri — napt. a a b. Tyto vrstvy pak
na sebe pokladame c-krat, kde c je treti rozmér kvadru. Objem kvadru je tedy roven sou¢inu

jeho rozmériineboli V =a - b - c.

Objem krychle se pocita stejné, misto tfech riznych délek hran mame pouze jednu,
a=>b = c.Vzorec tedy vypadd V =a-a-a.

2.7 Povrch hranolu obecné

Pristup 1: Pomoci sité hranolu (Jedlickova a kol., 2016)

Pro povrch hranolu budeme potiebovat jeho sit. Sit’ hranolu se sklada ze dvou podstav
a plasté. Na obr. 34 jsou zobrazeny priklady siti hranolu. Svétlou barvou je vyznacen plast

a tmavou barvou podstavy hranolu. Mnohouhelniky, které tvoii sit’, jsou riizné podle typu

42



hranolu. Mame-li ¢tyiboky hranol, plast’ se sklada ze Ctyt obdélnikli a podstavy jsou také
obdélniky. Mame-li Sestiboky hranol, plast’ se sklada z Sesti obdélnikii a podstavy jsou

Sestitthelniky. Apod.

= O

OBR. 34: SITE HRANOLU (JEDLICKOVA A KOL., 2016, S. 17)
Obecné pro povrch plasté plati vzorec S = 2 -5, + Sy, kde S, oznaCuje obsah podstavy
a S, obsah plasté. Obsah plasté¢ mizeme jeSté vyjadiit pomoci obvodu podstavy a vysky
hranolu. Plast ma vzdy tvar obdélniku, pro jeho obsah je tfeba znat jeho rozméry. Jedna
délka je délka bo¢ni hrany hranolu a druhd ma délku obvodu podstavy, protoze plast
,»,obmotava“ hranol kolem jeho podstav. Obsah plasté je dan vzorcem S,,; = vy, - 0p,, kde vy,
je vyska hranolu a o0, je obvod podstavy. Vztah pro vypocet povrchu hranolu mizeme zapsat

S=2'Sp+vh'0p.

2.8 Objem hranolu obecné

Piistup 1: Pomoci jednotkovych krychli (Miillerova a kol., 2005a)

Z krychli o objemu 1 cm® je sestaveno téleso tvaru hranolu (obr. 35). Jeho podstava
je znazornéna na obr. 35. Jeden &tverec podstavy ma obsah 1 cm?. Podstava je sloZena
z dvanacti takovych &tvercd, jeji obsah je tedy 12 cm?. Prvni vrstva télesa je tvofena dvanacti

3

krychlemi, a tedy jeji objem je 12 cm’. Té€leso je sloZzeno zpéti takovych vrstev.

Z toho plyne, Ze celkovy objem hranolu je 12+5 = 60 cm3. Pro objem hranolu plati:

V =S5, v, kde S, je obsah podstavy a v je vySka hranolu.
Piistup 2 (Herman a kol., 2012b)

Vychézime z toho, Ze zname vzorec pro objem kvadru V,, = a - b - c. Je nutné si uvédomit,

ze soucin a - b je roven obsahu podstavy kvadru. Zbyla strana c je vyskou kvadru v.
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becm

5¢em

4cm

OBR. 35: HRANOL Z KRYCHLi (MULLEROVA A KOL., 20054, S. 123)
Vzorec mizeme tedy piepsat na Vi =S, - v. Stejny vzorec plati pro libovolny hranol.
Mame-li hranol obsahu postavy S, a vySce v, jeho objem V lze vyjadfit vzorcem

V=Sp-v.

To, ze vzorec plati nejen pro kvadr, ale pro libovolny hranol, ukazuje uéebnice pomoci
trojbokého hranolu, jehoZ podstavou je pravothly trojihelnik o odvésnach a a b a vyska
jev.

,Prilepime-1i“ k takovému hranolu jeho kopii, ziskame kvadr, jehoz podstavou je obdélnik

o délkéch stran a a b. Objem kvadru je soucin a * b - v a je dvojnasobkem objemu trojbokého
hranolu, pro ktery tedy plati V = % ~a-b-v. Soucin % - a - b vyjadiuje obsah trojuhelniku,

ktery je podstavou trojbokého hranolu. Vzorec miZzeme zapsat V = S, - v.

Obdobné¢ mizeme vzorec potvrdit u hranolu s podstavou ostrotthlého nebo tupothlého
trojuhelniku. V takovém ptfipadé mizeme trojuhelnik rozdélit na dva pravouhlé trojahelniky.
Vzorec pro trojboky hranol s podstavou pravouhlého jsme dokazovali vySe, proto vzorec

V =S, - v plati pro libovolny trojboky hranol.

Vzorec plati pro jakykoliv hranol s podstavou mnohotihelniku, protoze kazdy mnohothelnik
1ze rozd¢lit na trojuhelniky. Z toho plyne, Ze kazdy hranol lze rozdé€lit na trojboké hranoly

a pro né jsme jiz vzorec dokazali.

Podobné i1 ucebnice (Miillerova a kol., 2005a) ukazuje platnost vzorce pomoci trojbokého
hranolu, ale vyuzivé k tomu hranol konkrétnich rozméri. Je dan trojboky hranol s podstavou
pravouhlého trojahelnik s obsahem S, = 12 cm? a vyskou hranolu v = 9 cm. Pokud
budeme mit tyto hranoly dva a slepime je k sob¢ jako na obr. 36, ziskdme kvadr o obsahu

podstavy Sy, =2-S,, =2-12 =24 cm? a vyskou v =9 cm. Objem kvadru je
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Vi, = 24 -9 = 216 cm?. Protoze kvadr byl slozen ze dvou trojbokych jehlanti, objem jehlanu
je polovina objemu kvadru V,, = 216 : 2 = 108 cm®. Podle vzorce V = Sp " v, je objem

trojbokého hranolu V, = 12-9 = 108 cm®. Hodnoty jsou stejné, a tim jsme ovéfili,

ze vzorec plati pro jakykoliv hranol.

E

OBR. 36: SKLADANi TROJBOKYCH HRANOLU DO KVADRU (MULLEROVA A KOL., 20054, S. 124)

Pristup 3: Pomoci opsaného hranolu (Coufalova, 2007a)

Je dan trojboky hranol s podstavou o obsahu S, = % - ¢ * v, avyskou v (obr. 37). Trojbokému

hranolu opiSeme kvadr jako na obr. 37. Podstavou kvadru je obdélnik, ktery je opsany
trojihelnikové podstaveé hranolu. Obsah obdélniku je S, = ¢ - v.. Objem opsaného kvadru

jeVi=cv.rv=58,v=2-85,"v.

Podle obrazku je Vj, = 2-V,. Po upravé rovnice ziskame vzorec pro vypocet objemu

hranolu.

Vh = Sp v
c' E g D'
A | B’ A P’// | B!
| | 1
| | |
| | |
v Vv
o . R e
A 2e B A P € B

OBR. 37: TROJBOKY JEHLAN A OPSANY KVADR (COUFALOVA, 20074, S. 259)
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Piistup 4: Pomoci stavby z riiznych druhii téles (Jedlickova a kol., 2016)

Vzorec pro vypocet objemu hranolu odvodime pomoci dilkii z détské stavebnice. Kazdy
z dilkdt ma tvar hranolu (obr. 38), pfi¢emz vysky hranoli jsou stejné. Podstavy hranolii jsou

znazornény také na obr. 38. VSechny hranoly vznikly ofezdnim krychle.
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OBR. 38: DILY ZE STAVEBNICE A JEJICH PODSTAVY (JEDLICKOVA A KOL., 2016, S. 23)

Z téchto dilkti mizeme poskladat jina télesa tvaru hranolu (obr. 39). Prvni téleso je kvadr
a druhé dvanéctiboky hranol. Pro obé¢ stavby jsme pouzili stejné dilky, musi mit tedy stejné
objemy. Pod télesy na obr. 39 jsou zobrazeny jejich podstavy. Vidime, Ze jsou slozené

ze stejnych utvart, z toho plyne, Ze télesa maji i podstavy o stejném obsahu.

Pro objem kvadru plati vzorec V. =a - b - ¢, kde a, b jsou délky stran obdélniku podstavy
a c je tieti rozmér kvadru. Podstava kvadru ma obsah S, = a - b a vySka v se rovna délce
strany c¢. Vzorec pro objem kvadru Ize tedy napsat jako V = S, - v. Protoze dvanactiboky

hranol ma stejny obsah podstavy jako kvadr a vySku maji také stejn€ velkou, 1 pro hranol

plati vzorec V = S, - v.

I
11 |
11 |
| — 1T |
COMZN 4 A

-

OBR. 39: SESTAVENA TELESA (JEDLICKOVA A KOL., 2016, S. 23)
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2.9 Povrch jehlanu

Vsechny sledované ucebnice se odvozeni vzorce pro povrch jehlanu vénuji stejnym
zpisobem a velice stru¢né€. Pristup vychazi ze sit€¢ jehlanu, ktery se sklada z podstavy
a z plasté. Zalezi na typu jehlanu. Analyzované ucebnice vétSinou obsahuji obrazky sité
trojbokého a ctyrbokého jehlanu. Mame-li trojboky jehlan, podstava ma tvar trojihelniku
a plast’ se sklada ze tii trojuhelnika. U ¢tyibokého hranolu je podstavou obdélnik a plast
tvoii Ctyfi trojuhelniky atd. Protoze sit ma pokazdé jiny pocet Casti, pouzivame obecny

vzorec § = S, + S, kde Sy je obsah plaste a S, je obsah podstavy.

Ucebnice (Rosecka a Micek, 2009) se vénuje i konkrétnim typim jehlanu. Je u nich ovSem

uveden jen vzorec a obrazek (obr. 40).

2.10 Objem jehlanu
Pristup 1: Pomoci pokusu (Rosecka a Micek, 2009)

Vzorec pro objem jehlanu odvodime pokusem. Budeme potfebovat odmérnou nadobu, vodu,
téleso ve tvaru jehlanu a hranolu o stejné podstave a vysce. Do nadoby nalijeme vodu a poté
do ni vloZime hranol a sledujeme, o jakou vysku h voda v nadobé& stoupla. Hranol vynddme
a do nadoby vlozime jehlan se stejnou vyskou a podstavou. Opét sledujeme, o kolik voda
stoupla. Porovname-li, o jakou vySku se zvedla hladina, zjistime s jistou mirou nepfesnosti,
ze pti vloZeni hranolu se hladina zvysSila tfikrat vice ve srovnani se zvySenim hladiny pii

vloZeni jehlanu. Z toho plyne, Ze objem jehlanu je tfetina objemu hranolu. Obecny vzorec
pro vypocet objemu jehlanu je tedy V = S’;—'v = %Sp - v, kde v je vySka jehlanu a S), je obsah
podstavy.

Pristup 2: Pomoci opsaného hranolu (Herman a kol., 2010)

Pro odvozeni objemu jehlanu budeme potiebovat tyto vlastnosti objemu:

T¢lesa, ktera maji stejny ,,tvar a ,,velikost” (tzn., 1i8i se jen umisténim v prostoru),
maji stejny objem. Objem télesa, které je rozdéleno na nekolik €asti, se rovna souctu
objemt jednotlivych ¢asti. Dva jehlany, které maji shodné podstavy i shodné vysky,

maji tyZ objem. (Herman a kol., 2010 s. 67)
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Povrch jehlam;:
obsah podstavy
+ obsah plédsté
$=8S +8§
(4 »l

Pravidelny jehlan étyiboky

Sit:

8%

Pravidelny jehlan ¢tyrboky:
podstava — Ctverec
plast — 4 shodné
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a-v
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a

Povrch: S=a*+ 2av,

Pravidelny jehlan trojboky

Sir’:

Povrch:

Jehlan ¢tyrboky

Sit:
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rovnoramenné A

S= Sp + SP,

ay 3av
S=—£ a
2 2

OBR. 40: POVRCHY JEHLANU (ROSECKA A MIiCEK, 2009, S. 61)

Mame trojboky jehlan ABCV (budeme ho nazyvat jehlan J) a ,,opiSeme* mu trojboky hranol

ABCAB;C; (budeme ho nazyvat hranol H) (viz obr. 41). Nasim tkolem je zjistit, jakou ¢ast

objemu hranolu tvoii jehlan.

Ptesuneme se z prostoru do roviny. Je déan trojihelnik 7, kterému ,,opiSeme* pravothelnik

P (obr. 42). Zjistime, jakou cast obsahu opsané¢ho pravouhelniku P tvofi trojuhelnik 7.

Jak vidime z obr. 42, jedna se o polovinu.

Vratime se zpatky do prostoru a budeme zjistovat, jestli do hranolu H Ize umistit dva

jehlany, kter¢ maji objem V;. Takové dva jehlany mohou byt napf. umistény jako J; a J,

na obr. 43. Jehlany se neptekryvaji, pouze se stykaji ve hrané A;C. Objem jehlanu J; je stejny

jako objem J, protoZe maji shodné podstavy i shodné vySky. To samé muzeme fict

o jehlanech J a J,. Odstranime-li tyto jehlany z hranolu H, zbude nam téleso /5 (viz obr. 43).

T¢leso J5 je zase trojboky jehlan.
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OBR. 42: PODSTAVA JEHLANU A KVADRU (HERMAN A KOL., 2010, S. 68)
Porovname jehlany J, a J3. Opét miiZeme vyuZit vlastnosti pro stejny objem jehland. Jehlan
J> mé podstavu B, CCy, jehlan J; ma podstavu B; BC;. Tyto podstavy jsou shodné. Shodnou
maji i vySku. Z toho plyne, Ze jehlany J, a /3 maji stejny objem. Protoze jehlany J;, J, a /3
maji stejné objemy a dohromady tvofi objem hranolu, dostavame rovnost Vy = 3 -V}, odkud
V, = %-VH. Objem hranolu vypocitame jako Vy =S, - v, kde v je vySka hranolu a S,

je obsah podstavy.

Odvodili jsme vzorec pro trojboky jehlan a je jeste tieba ukazat, Ze plati pro jakykoliv jehlan.
Vezmeme si napt. pétiboky jehlan. Na obr. 44 mtizeme vidét, ze ho lze opét rozdélit na tfi
jehlany. VSechny maji podstavu ve tvaru trojuhelniku a stejnou vysku. Jehlan ABEV

ma objem V;, jehlan EBCV ma objem V, a jehlan ECDV ma objem V3. Pro objemy plati:

Vl = % . SABE v, Vz = % SBCE 'V, V3 = % ) SCDE 'V, kde vje V}'Iﬁkajehlanfl.

Podle pravidla pro soucet objemu plati: V =V; +V, + V5 = %-SABE v+ g *Spcg "V +

)

1 1
+§'SCDE'U:g'(SABE+SBCE+SCDE)'V: D

W=

" V.
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OBR. 43: DELENi KVADRU NA JEHLANY (HERMAN A KOL., 2010, S. 69)

Vv

B B

OBR. 44: ROZDELENi PETIBOKEHO JEHLANU (HERMAN A KOL., 2010, S. 71)

Pristup 3: Cavalieriho principem (Hejny a kol., 2016)

Tento pfistup je popsan v oddile 2.17.

2.11 Povrch valce

Pristup 1: Pomoci opsaného hranolu (Jedlickova a kol., 2016)

Pii odvozovani vzorce pro obsah kruhu jsme pracovali skruznici a pravidelnymi

mnohouhelniky, které jsme ji opisovali. Postupné jsme zvétSovali pocet vrchol

mnohothelniku, a tim se vice pfiblizovali k pfesnému obsahu kruhu.
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Podobné mizeme postupovat i v ptipadé valce. Podstava valce je kruh, kterému budeme
postupné opisovat pravidelné mnohouhelniky. Pokud tak u¢inime u horni i dolni podstavy,
zatneme tak tvofit pravidelny hranol, ktery opisuje valec. Na obr. 45 muizeme vidét
osmitthelnik opsany kruhu podstavy, ¢imz vznikne pravidelny osmiboky hranol. Cim vice

vrchold bude mit mnohotuhelnik, tim se povrch hranolu bude ptiblizovat povrchu valce.

N~
Y

\ obvod kruhu

plast valce

OBR. 45: OPSANY HRANOL VALCI (JEDLICKOVA A KOL., 2016, S. 45)
Povrch hranolu vypocitame jako soucet obsahtll podstav a plasté, miizeme tedy taky vypocitat
i povrch vélce. Podstavy tvofi shodné kruhy, jejichz obsah vypocitame S, = - r2, kde
7 je polomér téchto kruhti. P14st’ opsaného hranolu ma tvar obdélniku. Jedna strana se rovna
vysce hranolu, kterd je zaroven i vy$kou valce. Druh4 strana se rovna obvodu podstavy. Cim
vice ma podstava hranolu vrcholti, tim vice se blizi kruhu. Obvod podstavy je obvod kruhu
s polomérem r. Obsah plast¢ je S, = v - 2mr. Pokud dame vSe dohromady, sestavime
vzorec pro povrch valce: §$=2-S,+ S8, = 2-mr?4+v-2nr =2nr-r+2nr-v=

= 2nr - (r +v).
Pristup 2: Pomoci sité valce (Herman a kol., 2012a)

Sit’ vélce je sloZena ze dvou podstav a rozvinutého plasté. Podstavy jsou tvaru kruhu a plast
je rozvinut do obdélniku. Pro povrch valce plati § = 2 - S, + S, kde S, je obsah podstavy
a Sy je obsah plasté. Pro podstavu tvaru kruhu plati S, = 7 - r2, kde 7 je polomér podstavy.
P14st’ tvaru obdélniku ma rozméry 2nr a v, kde v je vyska vélce a r je polomér podstavy.
Po doplnéni do vzorce jsme ziskali vzorec pro vypocet povrchu vélce: § =25, + S, =

=2-m-r’4+v-2nmr=2nr-r+2nr-v=_2nr-(r+v).
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2.12 Objem valce
Pristup 1: Pomoci opsaného hranolu (Jedlickova a kol., 2016)

Pro odvozeni vzorce pro objem valce pouzijeme stejnou myslenku jako pro povrch vélce.
Vilci opiseme hranol. Cim vice vrcholtl bude jeho podstava mit, tim se objem hranolu bude

priblizovat povrchu objemu valce.

Hranol ma objem V = §,, - v, kde S, je obsah podstavy a v je vySka hranolu. Cim vice
se bude hranol blizit vélci, tim se podstava bude vice blizit kruhu. Pro obsah podstavy plati:
Sy=m" r2. Vyska hranolu se s postupnym zvétSovanim poctu vrcholdi opsaného hranolu
nemeéni, tedy vySka valce je stejnd jako vySka hranolu. Objem valce se rovna:
V=S, v=m-r?-v.

Pristup 2: Pomoci sestaveni ,,hranolu® z ¢asti valce (Herman a kol., 2012a)

Tento pfistup je analogicky pfistupu pro odvozeni obsahu kruhu. Valec rozdélime na sudy
pocet stejnych ¢asti a sestavime z nich nové téleso (obr. 46). Objem nového télesa je roven
objemu valce. Vyska t¢lesa v je stejnd jako vySka valce a obsah podstavy télesa S, je taktéz
stejny jako u valce. Na ¢im vétsi pocet je rozdélen valec, tim vic se nové téleso blizi hranolu

0 vySce v a podstaveé s obsahem S,. Hranol ma objem V = §,, - v. Obsah podstavy se rovna

Sp=m" r2. Vzorec pro objem vélce je V = w72 - v.

Ty e

OBR. 46: ROZDELENY VALEC (HERMAN A KOL., 20124, S. 74)

2.13 Povrch kuZzelu
Pristup 1: Pomoci sité kuzZelu — vypocet obsahu plasté pres primou iumérnost (Odvarko

a Kadlecek, 2001)

Sit'" kuzelu se sklddd z kruhu, ktery je jeho podstavou, a zkruhové vysecCe, kterd

je rozvinutym plastém kuzelu. Povrch kuzelu spocitdme jako soucet obsahu jeho podstavy
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a obsahu plasté. Obsah podstavy ziskame vzorcem S, = mr?. Vzorec pro obsah plasté
musime odvodit. Na obr. 47 si v§imejme vztahu mezi obsahem vysece a délkou kruhového
oblouku. Vezmeme-li si vysec, ktera ma polovinu obsahu kruhu, délka oblouku je polovinou
obvodu kruhu. Vezmeme-li si vyse¢, kterd ma ctvrtinu, osminu... obsahu kruhu, délka
oblouku je ¢tvrtinou, osminou, ... obvodu kruhu. Z toho plyne, ze pomér obsahu kruhové
vysece a obsahu kruhu je stejny jako pomér délky oblouku O, a obvodu celého kruhu O,

tj. Spi : S = 0, : Oy ZapiSeme tento pomér pro nas rozvinuty plast.

Mame kuzel, ktery ma délku strany s a polomér podstavy r. Obsah kruhu je S, = ms?, obvod

kruhu O, = 27s. Délka oblouku je rovna obvodu podstavy: 0, = 0, = 2nr

Spr Sk = 05 ¢ O

Spi : ms* = 2mr : 27s
Sp1 2mr
ns?  27s
2nr . rms®
Spt =5—"TS* = =7r7s
2ms s

Ziskali jsme vzorec pro vypocet obsahu plasté a obsahu podstavy a mizeme dat dohromady

vzorec pro povrch kuzelu: § = 5, + S, = rs + nr? = ar(s + 7).

-\““-,_‘21:3

s

S | |
Spl i lg lS 33

12 1 & 1
2nr 70 20 g0
r)

5

OBR. 47: PLAST KUZELU (ODVARKO A KADLECEK, 2001, S. 20)
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Piistup 2: Pomoci sité kuZelu — vypocet obsahu plasté pres rozdéleni na trojuhelniky

(Binterova, 2010)

Pro povrch kuzelu potfebujeme znat obsah podstavy a obsah plasté. Podstava je kruh a obsah
kruhu vypocitame S, = mr?. Pro odvozeni vzorce vypoétu obsahu plasté pouZijeme obr. 48.
P1ast’ tvori kruhova vyse€. Rozd€lime-li si ji na pravidelné ,,trojihelniky* a posklddame
je do ,,obdélniku* jako na obr. 48, miizeme odvodit vzorec pies obsah obdélniku. Na ¢im
vice trojihelnikl vyse€ rozdélime, tim vice se bude sestaveny ttvar blizit obdélniku. Jedna
strana obdélniku mé délku strany kuzele s, druha strana se rovna poloviné obvodu podstavy.

Obvod podstavy je obvod kruhu, tedy O = 2nr. Dame-li vSe dohromady, ziskdme vzorec

pro obsah plast¢ S, = s % 2nr = mrs.

OBR. 48: PLAST KUZELU ROZDELENY NA ,,TROJUHELNIKY“ (BINTEROVA A KOL., 2010, S. 27)

2.14 Objem kuZelu

Piistup 1: Pomoci objemu jehlanu (Odvarko a Kadlecek, 2001)

Vychéazime ztoho, Ze zndme vzorec pro vypocet jehlanu. Mame-li trojboky jehlan
s postavou o obsahu S, a vySkou v, jeho objem vypolitime V = %Sp *v. Vezmeme-li
si jehlan s podstavou pravideln€ho Sestithelniku o obsahu S, a vySkou v, jeho objem je take
V= gSp - v. Vzorec pro objem jehlanu bude stale stejny pro jakykoliv jehlan. V§imejme
si tvaru podstav. Cim vice vrcholi bude mit mnohothelnik tvofici podstavu, tim vice se bude
blizit kruhu. Objem kuzelu se tedy da vypocitat také vzorcem V = §Sp ‘v, kde v je vyska
kuZelu a S, je podstava kuZzelu ve tvaru kruhu. Obsah kruhu je dan vzorcem S, = mr?.

. v o v v . 1 1
Vzorec pro objem kuzelu miiZzeme tedy upfesnit na tvar V = gSp V= Enrz V.
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Piistup 2: Cavalieriho principem (Hejny a kol., 2017b)

Tento piistup je popsan v oddile 2.17.

2.15 Objem koule

Piistup 1: Pomoci opsaného vilce a vepsaného kuZelu polokouli (Herman a kol., 2010)

Pro odvozeni vzorce pro objem koule ndm pomtize odhad objemu polokoule. Mame ¢tverec
ABCD (obr. 49a). Nechame-li tento Ctverec otaCet kolem osy o, ktera prochazi body 4 a D,
ziskdme vélec s polomérem podstavy 7 a vyskou také 7. Pro jeho objem plati V, = nr? - r =
= ntr3. Ve ¢tverci ABCD sestrojime pravouhly trojithelnik ABD (viz obr. 49b), ktery také

nechame otacet kolem osy o. Otacenim vznikne kuzel o poloméru podstavy » a vyskou r.

2

Pro jeho objem plati V; = gnr T = gmﬁ. Sestrojime ve ¢tverci ABCD ctvrtkruh, ktery

je omezeny Useckami 4B a AD a obloukem BD (viz obr. 49c). Otacenim ctvrtkruhu kolem

osy o vznikne polokoule o objemu V.

Vznikly valec je polokouli ,,opsan a kuzel je polokouli ,,vepsan®, proto pro jejich objemy
plati V; <V, <V, po dosazeni %m‘3 <V, < mr3. Objem koule V je dvojnasobek objemu
polokoule. Pro V tedy plati %nr3 <V < 2mrs.

Herman a kol. (2010) dale bez diikazu uvadéji, ze ,,chyby* obou odhadil jsou stejné, nebot’

V je aritmetickym primérem obou nalezenych hodnot. Vzorec pro objem koule s polomérem

rje V= (ém‘3 + 27rr3) 2= %nr3.

-’ - -
(8] (o) o
D C D C D C
T r T
By A .
A T B A - T B A - T B
a) b) c)

OBR. 49: ROTACE CTVERCE, TROJUHELNIKU A CTVRTKRUHU (HERMAN A KOL., 2010, S. 118)
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Piistup 2: Pomoci opsaného valce a vepsanych rota¢nich kuzelii (Molnar a kol., 2001)

Je dana koule o poloméru r, které je opsan rotacni valec a vepsany dva rotacni kuzely
(obr. 50). Objem valce je V, = mr?-v = mr? - 2r = 2nr3, kde vyska vélce je zaroven
primér koule. Objem dvou kuzelt je 2-V, =2 -%-nrz v =12 -g-nrz T = 2-711*3,
kde vyska kuzelu je zaroven polomér koule. Objem koule V je mensi nez objem vepsaného
valce a vé&t§i nez objem dvou vepsanych kuzeld, plati tedy % ar3 <V < gnre’. V ucebnici

je dale jen uveden vzorec pro objem koule je V = gm‘?’ bez bliz§iho zdivodnéni.

Archimedes, jeden z nejvétSich matematikl, ve svém dile ,,O kouli a valci® formuloval
; , ; 4 . v ,
tvrzeni, ktera vedou k odvozeni vztahu V = 5717”3 ze vzorce pro objem kuzele a valce.

(Tvrda, 2011, s. 29)

//’—i‘x

2
IS
N- )4

OBR. 50: VEPSANE KUZELY A OPSANY VALEC KOULI (MOLNAR A KOL., 2001, S. 88)

Pristup 3: Cavalieriho principem (Hejny a kol, 2017b)

Tento ptistup je popsan v oddile 2.17.

2.16 Povrch koule
Pristup 1: Pomoci rozdéleni na trojboké jehlany (Molnar a kol., 2001)

Kouli o poloméru  rozdélime na x trojbokych jehlanii s velmi malou podstavou o obsahu S,
avyskou r (viz obr. 51). Podstava ma tvar ,,zahnutého* trojihelniku, coz budeme zanedbévat
a télesa budeme povazovat za trojboké jehlany (se zvySujicim se poctem téchto jehlana

budou jejich podstavy stale vice kopirovat kouli). Vychdzime z toho, Ze zname vzorec

pro objem koule V = 27'[7”3 a objem jehlanu V = § » - V. Objem koule je souCet objemu

trojbokych jehlantt: V = 2773 = 28, -7 + 28, -7+ = 27+ (S, + S, + ) . Secteme-li
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obsahy Sj,S,,..., tedy obsahy podstav jehlanti, ziskame povrch koule S. Jestlize

V= grtr3 = gr-S, pak S = 4mr?.

OBR. 51: TROJBOKY JEHLAN V KOULI (MOLNAR A KOL., 2001, S. 88)

Piistup 2: Pomoci rozdéleni na ¢tyrboké jehlany (Herman a kol., 2010)

Ptistup pouziva myslenku, ktera byla pouzita pro odvozeni vzorce pro obsah kruhu v oddile
2.4 u pfistupu 2. Kruh jsme délili na stale vétsi pocet kruhovych vyseci, ze kterych jsme

sestavili Utvar podobny obdélniku.

Vezmeme si kruh, ktery rozdélime na n shodnych kruhovych vyseéi (obr. 52a).
Piedstavime-li si vyse¢ jako ,,rovnoramenny trojuhelnik, ktery ma zakladnu |A;4,| = z,,
muzeme spocitat jeho pfiblizny obsah. Obsah ,.trojuhelniku SA; A, je Sy = le—r Urc¢ime-li

takto obsah u vSech vysec¢i a secteme-li je, ziskame obsah kruhu: S, = Z;—r + Z;—r + -+

Zn'T

== % (zy + z, + -+ z,). Soucet z; + z, + --- + z, je soucet vSech obloukd, ktery

tvoti obvod kruhu, ktery je dan vzorcem o = 2mr. Obsah kruhu je S; = % - 2mr = T,

a) b)

OBR. 52: ROZDELENI NA VYSECE A CTYRBOKE JEHLANY (HERMAN A KOL., 2010, S. 120)
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Podobné odvodime vzorec pro povrch koule za ptedpokladu, ze zndme vzorec pro objem
koule. Kouli rozd€lime na n shodnych pravidelnych ctyrbokych ,,jehlanti®, jejichz podstavy

budou mirn¢ zaktivené (viz obr. 52b). Soucet obsahii podstav ,,jehlant* S tvoii povrch

koule. Objem koule je V=§Sl-r+§52-r+---§ n-r=%r-(51+52+---+5n)=

1 . 4 1 .
= 7 S. Ze vzorce pro objem koule V = 5717”3 aV =3r-S dostaneme, ze S = 4mre,

P¥istup 3: Pomoci obmotavani koule a valce (Hejny a Salom, 2018)

Vzorec odvodime pomoci experimentu. Mame dvé télesa, jedno tvaru koule a druhé tvaru
valce, ktery ma polomér podstavy r stejny jako polomér koule. Pomoci provazku obmotame
cely povrch koule. Stejnou délkou provazku, kterou byla obmotana koule, obmotame 1 plast’
valce (viz obr. 53). Zjistujeme, do jaké vysky 4 se obmotal valec. I kdyz miize byt méteni
nepiesné (predméty nemusi mit Gplné stejné poloméry, téleso tvaru koule mize mit néjaké
nedokonalosti a samoziejme zélezi i na Sikovnosti pfi obalovani), méli bychom ziskat vysku,
kterd se rovnd priméru koule. Ze znalosti povrchu vélce, pfesnéji jeho plasté, vime,

ze Sy = 2mr - v. Povrch koule je jako povrch obmotane casti valce, tedy S = 2mr - 2r =

= 4mr2.

—>

OBR. 53: OBMOTAVANi KOULE A VALCE (HEJNY A SALOM, 2018, S. 30)
2.17 Cavalieriho princip

V této kapitole ptiblizim metodu vypoctu objemu téles zvanou Cavalieriho princip.

Uvazujme dvé télesa 77, T> arovinu a. Jestlize pro kazdou rovinu rovnobéznou s @ ma
jeji prunik s télesem 77 stejny obsah jako jeji pranik s télesem 7>, pak ob¢ télesa maji

stejny objem. (Dell”Acqua, 1988, s. 24)
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Jednoduse muzeme fici, ze dvé télesa, kterd maji podstavy se stejnym obsahem a vysky
stejné velké, maji stejny objem, pokud maji fezy rovnobézné s podstavami a vedené
ve stejné vzdalenosti od podstav stejné obsahy.

Cavalieriho princip mizeme znazornit pomoci minci. Posklddame-li ze stejného poctu

stejnych minci tfi sloupce, znichz jeden bude srovnan do vélce, druhy a tfeti bude n&jak

naklopen (obr. 54), ziskame tii riizna télesa, ktera maji stejny objem.

OBR. 54: VEZE Z MINCi (HEJNY A KOL., 2016, S. 46)

Cavalieriho princip mizeme zformulovat i pro dvourozmérné utvary:

Predpokladejme, ze mezi dvéma rovnobézkami jsou v rovin¢ umistény dva utvary.
Pokud kazdé4 ptfimka rovnobéznd se zminénymi dvéma rovnobéZzkami protind oba
utvary v useckach stejné délky, maji oba utvary stejny obsah. (Hejny a kol., 2017a,
s. 73)

Tento princip pro odvozeni vzorce pouzil Molnar a kol. (1999) (viz oddil 2.2, ptistup 3),

ovs$em bez zduvodnéni.

V ucebnicich, ze kterych jsem Cerpala, se Cavalieriho princip pro odvozeni vzorce pro objem
téles objevoval u fady ucebnic Hejného metody. Tyto pfistupy jsem se rozhodla zatadit

souhrnné¢ do tohoto oddilu.
Objem jehlanu (Hejny a kol. 2016)

Zaci si nejdiive na zakladé tlohy 4 na s. 51 maji pomoci vytvofeni vlastniho modelu
uvédomit, ze ze tii shodnych jehlanil 1ze sestavit krychli. Ve tfidé vznikne nékolik jehlanti
a pomoci skladani ur¢itého poctu jehlant se zaci budou snazit vytvofit krychli. Pak mizeme

fict, Ze objem jehlanu je tfetina objemu krychle.

V dalsi ¢asti si maji zaci uvédomit, ze objem jehlanu neni zavisly na tom, kde je v horni

podstavé krychle umistén hlavni vrchol (viz prvni dva jehlany na obr. 55), ani na tvaru
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podstavy, pokud mé stejny obsah (viz tfeti jehlan na stejném obrazku). Jestlize je zahrada

ve vysce %plénované vysky, pak vyska jehlanu, jehoz podstavou je zahrada, je % planované

vysky. Rozméry zahrad se také zmensi na § rozmeért podstavy. Obsah prvni zahrady je
1 1 , . 1 1

S, = (E' 100) : (g- 100) = 400 m?, obsah druhé zahrady je S, = (E' 100) : (g- 100) =

= 400 m? a obsah tieti zahrady je S; = G . 125) . (% 80) = 400 m?. Diky vypoétu rozloh

zahrad (které se shoduji) a pouziti Cavalieriho principu miizeme fict, ze vSechny tfi jehlany
maji stejny objem. Objem prvniho jehlanu uz zaci znaji (viz vyse), dospivaji tedy k poznatku,
ze objem CEtytbokého jehlanu najdeme vynasobenim obsahu podstavy a vysky télesa a objem
jehlanu neni z&visly na tom, kde je v horni podstavé krychle umistén hlavni vrchol (viz prvni

dva jehlany na obr. 55), ani na tvaru podstavy, pokud ma stejny obsah (viz tfeti jehlan

. VI Spr
na stejném vydélenim tfemi, tedy V = pTv.

V Krychlolandu za vlady Krychlana Sikmého zaZali stavét i Sikmé pyramidy.

\ FAN
£ A
100 m 100 m 100 m
00 m 100 m / 80 m

100 m 100 m 125m

a)

Za 7ivota Krychlana Sikmého se viechny pyramidy dostavély pouze do vysky 80 m (% planované vysky). Nahofe byly zfizeny zahrady.

Zjistéte rozlohy zahrad.
b) Po smrti panovnika byly zahrady zrugeny a pyramidy dostavény. Ktera z nich méla nejvét3i objem?

OBR. 55: ZADANi ULOHY VEDOUCI K OBJEMU JEHLANU (HEJNY A KOL., 2016, S. 54)
Objem kuZelu (Hejny a kol., 2017b)
Ucebnice nabada k ovéfeni nasledujiciho tvrzeni Cavalieriho principem (s. 68): ,,U hranolu
1 vélce je objem = podstava - vySka. U jehlanu je objem = %-podstava - vyska. A stejné to
bude i u kuZzelu, protoze kuzel je kulaty jehlan.“ Ovéteni pro kuzel nyni provedeme.
Mame jehlan s ¢tvercovou podstavou a kuzel se stejnou vyskou. Jejich podstavy lezi v jedné

roving. Abychom mohli pouZzit Cavalieriho princip, je zapotiebi, aby podstavy mély stejny

obsah. Necht’ napf. S, ) = Sp¢jy = 1. Pak délka strany Ctverce je a = 1 a polomér kruhu

. 1 iy : - w2 . o . .
jer =+ ProloZime télesy rovinu, které je rovnobézna s rovinou podstav. Prinikem roviny
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a jehlanu ziskame Ctverec o strané ay a prinikem roviny a kuzelu dostaneme kruh

o poloméru 1. Je tieba dokazat, Ze obsahu fezu Sy(;y je stejny jako obsahu fezu kuzelu Sy .

Prolozime-li télesy rovinu, kterd je kolma k roviné podstav a prochazi vrcholy téles.
Prinikem téles a roviny ziskame dva rovnoramenné trojuhelniky ABD a EFH (obr. 56).
Podle véty uuu o podobnosti trojuhelniktt mizeme fict, ze trojuhelniky CBD je podobny

trojthelniku ZJD a trojuhelnik GFH je podobny trojuhelniku KLH. Pro trojuhelniky CBD
1
—av 2
a IJD plati: zTar = %, po upravach ziskame a; = %, pak Si(j) = (ap)? = :—2 Pro trojuhelniky
2
GFH a KLH plati: 4= %, po upravach ziskame 1y = ﬁ, pak Sy =m-()* =

NG
v \2 w2 . . .. . o
= (m) =2 Vidime, Ze oba obsahy se rovnaji. Diky Cavalieriho principu miiZeme

fict, Ze objem kuZelu Vi je roven objemu jehlanu V;, tedy Vi =V, = %-Sp ‘v, kde S,

je obsah podstavy a v je vyska télesa.

D H
20.3° 27°
h
Rovnobé&Zna rovina 90° 69.7° 90 63°
——————————————— - e ] et oL -————
A ETAY K[ L
2
90° 697 E E]O:' 63° A o
AT C 1 B G 1
Rez jehlanu 2 Rez kuZelu VT

OBR. 56: REZ JEHLANU A KUZELU

Objem koule (Hejny a kol., 2017b)
Odvozeni vzorce pro objem koule pfedchéazi nésledujici dveé tlohy (viz obr. 57 a obr. 58).
Pomoci Pythagorovy véty zjistime délku tieti strany pravothlého trojuhelniku na obr. 57

vpravo. Oznaéme tuto stranu 7, pak rq{ = /72 — x2. Usecka 74 je zaroven polomér kruhu,
2
ktery je fezem koule rovinou w. Obsah fezu neboli kruhu S; jetedy S; =7+ (\/ r2 — xz) =

=n(r? — x?).
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Kouli o poloméru r roziizneme rovinou w, ktera je od stfedu koule S vzdélend x.Na obrazku vpravo je fez touto

kouli (rovinou prochazejici stftedem S a kolmou k @ ). Zjistéte obsah fezu.

OBR. 57: ZADANI 1. ULOHY VEDOUCI K OBJEMU KOULE (HEJNY A KOL., 2017B, S. 69)
Dale budeme tesit ulohu na obr. 58. Zjistime obsah fezu kuzelu S,. Vrcholem kuzelu vedeme
rovinu kolmou na podstavu. Rovina protne kuzel v rovnoramenném trojihelniku DBC
(obr. 59). Trojuhelniky ABC a EFC, kter¢ lezi v trojuhelniku DBC jsou podobné podle véty
uuu a z toho plyne, ze |EF| = x. Délka x je polomérem fezu kuZelu a jeho obsah je tedy
S, = m- x%. Soudet obsahti obou fezli je t(r? —x2)+mw-x?=m-r’—m-x*+m-x? =
=m-r2. Ztoho plyne, 7e souet obsahii nezdvisi na vySce x. Polozime-li rovinu
(rovnob&znou s rovinou w) do jakékoliv vysky, soudet fezii se bude vzdy rovnat 7 - 2, coz

je obsah kruhu o poloméru r.

Zjistéte, v jaké vySce mame volit rovinu e, aby soucet obsaht obou kruht byl co nejmensi.

- -—
- -
k>/

OBR. 58: ZADANI 2. ULOHY VEDOUCI K OBJEMU KOULE (HEJNY A KOL., 2017B, S. 69)

C

D A

OBR. 59: REZ KUZELU
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Nyni pfichazi na fadu Cavalieriho princip. Ke kuZzelu a polokouli pfiddme valec, ktery ma
podstavu o poloméru » a vysku taktéz o velikosti ». Budeme-li rovinou fezat 1 valec, fezem
valce bude vzdy kruh o obsahu 7 - 2. Pro fezy plati S; + S, = S3, kde S5 je obsah fezu
valce. Z Cavalieriho principu plati, Ze maji-li dvé té€lesa shodné podstavy a vysky a fezy
rovinou ve stejné vySce maji stejny obsah, maji stejny objem. Z rovnice S1 + S; = S3
po upravé ziskdme S; = S3 — S;, z ¢ehoz plyne, Ze obsah fezu polokoule je roven rozdilu
obsahu fezu valce a kuzelu. Vytizneme-li z valce kuzel, jeho objem bude stejny jako objem

polokoule. Predpoklada se, Ze zname vzorec pro objem valce V, = mr3 a objem kuZelu
3 3 3
Vi = %nr . Objem polokoule je pak V,, =V, -V, = mrd — %nr = %nr , a tedy vzorec

pro objem koule ma tvar V = %7‘[1‘3.
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Zavér

Cilem této bakalaifské prace bylo prostfednictvim analyzy vybranych cCeskych ucebnic
matematiky shrnout riizné ptistupy k vypoctu obsahd, objemi a povrchi v geometrii.
Pracovala jsem s deviti riznymi fadami ucebnic. Mym cilem nebylo pfistupy hodnotit
z hlediska vyuzitelnosti ¢i vhodnosti, ani mi nesSlo o hodnoceni samotnych ucebnic,
ale zamyslela jsem pfistupy shromazdit, popsat a pifipadn¢ matematicky rozpracovat.

Didaktické zhodnoceni by mohlo byt ndmétem navazujicich diplomovych praci.

Domnivam se, Ze cil prace byl splnén. Ke kazdé mife jsem nasla zpravidla vice metodickych
ptistupli, které byly pomérné pestré. Kazdy pfistup se snazi o zprostfedkovani urcitého
porozuméni vypoctu piislusSné mife, ne kazdy vSak dosahuje az abstraktni urovné.
Jen nékteré vzorce l1ze na Grovni zakladni Skoly korektné dokazat, u dalSich by byl potfebny
aparat vyssi matematiky (dikazy tvrzeni vSak cilem této prace nebyly, nékteré lze najit
napt. v praci Tvrdé, 2011). Proto ucebnice rliznou mérou rezignuji na matematickou

korektnost ve prospéch nazornosti.

U geometrickych utvari v roviné uc¢ebnice nabizely vice pristupti nez u téles. Ke kazdému
obrazci jsem naSla 4-5 rlznych pfistupl, pfiCemz nejcastéji se vyskytovaly pristupy,
které byly zaloZeny na déleni Gitvaru na urcité ¢asti a na jejich presunuti, diky kterému vznikl
jiny utvar. Pfistupy bylo pro odvozeni povrchu téles byly vétSinou zaloZeny na sitich téles.
U téles se v piistupech Casto objevovalo opisovani a vepisovani jinych téles, jejichz objem
¢1 povrch dokdzeme spocitat. V nékterych ucebnicich se vzorce viibec neodvozovaly.
Tak tomu bylo zpravidla u koule, kde vétSina ucebnic (Sest z deviti) odkazovala pfimo

na vzorec pro povrch i objem bez snahy o odvozeni.

Pti analyzovani u€ebnic jsem se setkala s Cavalieriho principem. Tato metoda vypoctu
objemu, pfip. obsahu, je Siroce uplatnitelnd, a proto jsem se rozhodla ji vénovat zvlastni
oddil, ve kterém jsem vysvétlila jeji princip a ukéazala ptiklady ptistupti z vybranych uc¢ebnic,
které s timto principem pracuji. Jednalo se zejména o uc¢ebnice Hejného metody.

Domnivam se, Ze ptredloZend prace muze slouzit i jako metodicky material pro ucitele
2. stupné€. Nékteré pristupy pro meé byly velmi zajimavé a urcité je vyuziji i ve své vyuce.
Vtomto tématu bych chtéla pokraCovat 1 v diplomové préaci. Zajimalo by m¢,

ktery z ptistupli k odvozeni vzorce vede k dobrému porozumeéni u zak.
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