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Uvod

V podnikani a priemysle sa casto stretavame s potrebou predpovedat bu-
dice hodnoty casovych radov. Napriklad pri riadeni zasob podniku je pozia-
davka pravidelne predpovedat dopyt pre velké mnozstvo produktov, aby mohli
byt uspokojivo napliiané potreby zékaznikov. Exponencidlne vyrovndvanie pred-
stavuje triedu metod, ktoré si schopné takéto predpovede produkovat s ohladom
na trend alebo sezénnost dostupnych minulych dat.

Metody exponencidlneho vyrovnavania st zname zhruba od 50-tych rokov
dvadsiateho storocia a dodnes st jednym z najpopularnejsich predpovednych na-
strojov v podnikani (Hyndman a kol 2008). Pévodne boli atraktivne najmé
vdaka ich nizkemu naroku na mnozstvo skladovanych dat, ¢o vsak so suc¢asnymi
technolégiami uz nepredstavuje takt velkt vyhodu oproti inym metdédam. Dnes
mozno za primarny dévod ich castej aplikacie povazovat intuitivnost a zrozumi-
telnost rovnic, ktoré vyuzivaji na predpovedanie budtucich hodnét, rovnako ako
jednoduchost ich aplikacie.

Povodne boli metoédy exponencialneho vyrovnavania navrhnuté ad-hoc. Medzi
prvymi sa touto myslienkou zaoberal Robert G. Brown okolo roku 1944, ked
ju pouzil vo vypoctovom zariadeni na sledovanie rychlosti a uhla pouzivanom
pri strelbe na ponorky (Hyndman a kol., 2008). Dalej svoju pracu v tejto oblasti
rozsiril aj na ¢asové rady s diskrétnym casom a pridal zlozky pre trend a sezénnost,
¢im sa zaobera v svojej prvej knihe (Brown) 1959).

Formulaciou statistickych modelov, vychadzajicich z predpovednych metod
exponencialneho vyrovnavania, sa ludia zacali zaoberat az v 90-tych rokoch mi-
nulého storoc¢ia. Prvy krat sa objavuje zrejme v (Ord a kol., [1997)). Vyhodou
tohto pristupu je najma moznost pocitat nielen bodové, ale aj intervalové pred-
povede, ale tiez moznost automatizacie vyberu vhodného modelu ¢i vyuzivania
metody maximalnej vierohodnosti pre odhad jeho parametrov. V dosledku toho
vsetkého bol statisticky ramec metod exponencialneho vyrovnavania vyrazne roz-
vijany v prvom desatroéi dvadsiatehoprvého storocia (Hyndman a kol., 2008)).

Cielom tejto prace je, z dévodu sirokého uplatnenia tohto pristupu v praxi,
popisat metédy exponencidlneho vyrovnavania, rovnako ako aj Statistické sta-
vové modely, pre ktoré su zakladom, prezentovat ich vyuzitie pri odhadovani
pravdepodobnostného rozdelenia budtcich hodnét a jednotlivé metddy aplikovat
na konkrétne priklady.

Cela préca je rozdelend na teoreticki a praktickt cast. V teoretickej casti naj-
skor v prvej kapitole uvedieme zakladné pojmy, s ktorymi sa mozeme stretnut
pri analyze c¢asovych radov. Druha kapitola popisuje metédy z triedy exponen-
cidlneho vyrovnavania a tretia zase ich zovSeobecnenie do stavovych modelov.
Stvrta kapitola sa venuje odvodeniu a odhadu pravdepodobnostného rozdelenia
buducich hodnét, podmieneného pozorovanou minulostou.

Druha cast préace je prakticka. V piatej kapitole najskor aplikujeme popisané
metody a modely na simulované data a ich vysledky pre predpovede porovname
so skutoénymi hodnotami odvodenymi na zaklade znalosti data generujticeho
procesu. Dalej dané metédy aplikujeme aj na redlne data a ich bodové predpovede
porovname so skutoénymi pozorovanymi hodnotami.

Vlastnym prinosom v ramci tejto prace je detailnejSie odvodenie niektorych



vzorcov v teoretickej casti a ilustracia pouzitia popisanych metéd na prikladoch.
Nasa praca tiez prepaja statisticky pristup k metoédam exponencialneho vyrovna-
vania s pristupom, ktory je vyucovany na MFF. Navyse v praktickej ¢asti obsahuje
aj vlastnu simula¢na stidiu a aplikaciu metéd na realne data.



1. Zakladné pojmy

Casovyj rad vzniké pozorovanim nejakej veli¢iny v ¢ase, pricom moze byt po-
zorovana spojito, alebo diskrétne v pravidelnych intervaloch. V tejto praci sa bu-
deme venovat casovym radom s diskrétnym casom, t.j. pod pojmom casovy rad
budeme rozumiet Tubovolnt postupnost nahodnych veli¢in {y,}, usporiadanych
v ¢ase (Cipral 2008). Dalej vzdy uvazujeme, Ze mame k dispozicii pozorovania
pre cast=1,2,...,T.

Cielom analyzy casovych radov je najdenie modelu, ktory generuje postup-
nosti podobné analyzovanému radu. Takyto model ndm okrem iného umozni na-
priklad konstruovat predpovede pre budice obdobia.

Jednym z pristupov k analyze casovych radov je ich dekompozicia na Specifické
zlozky, ktorymi st napriklad trendova (7'r), sezénna (S), cyklickd (C') ¢ rezidu-
alna (E). V ramci dekompozicie rozlisujeme aditivne a multiplikativne modely,
pripadne ich kombinacie.

Pri aditivnej dekompozicii predpokladame, Ze Casovy rad je mozné zapisaf
v tvare

yy=Tr; +S; + Cy + FEj. (1.1)

Multiplikativny model ma zase tvar
ye="Try- Sy - Cyp - Ey.

Mozeme sa vSak stretnut aj s ich kombinaciou, napriklad v tvare
Yy =Try - Sy - Cy + By

Vo vsetkych pripadoch sa zvycajne trendova, sezonna aj cyklicka zlozka povazuju
za deterministické funkcie ¢asu, zatial ¢o rezidudlna zlozka je ndhodna.

Multiplikativne modely st oproti aditivnym komplikovanejsie a ich aplikacia
v praxi moze viest k roznym numerickym problémom (Hyndman a kol., |2008). Aj
preto sa v ramci tejto prace budeme venovat len aditivinym modelom tvaru ,
pricom nebudeme uvazovat cyklickt zlozku C;. Vsetky popisané metody su vsak
po urcitej modifikacii aplikovatelné aj za predpokladu, ze niektoré zo zloziek su
v multiplikativnom vztahu k ostatnym.

Ak hovorime o wvyrovndvani casového radu, ide o odstranenie jeho nahodnej
zlozky. Néasledne dostavame vyrovnané hodnoty casového radu, oznacované g,, kde
t=1,2,....T. V pripade, zZe z casového radu eliminujeme sezénnu zlozku, hovorime
0 sezonmnom ocistovani.

Predpovede budicich, este nepozorovanych hodnot casového radu o 7 krokov
dopredu, zalozené na pozorovaniach do ¢asu ¢, budeme oznacovat ako g, . (¢). Ide
o bodové predpovede, ktoré si vystupom algoritmu alebo predpovednej metody.

Ezxponencidlne vyrovndvanie, ktorému sa v tejto praci venujeme, je jednou
z tried tychto predpovednych metod.

7, matematického hladiska si vsak zrejme zaujimavejsie Statistické modely,
ktorych vystupom je stochasticky, data generujici proces. Ten ndm umoznuje
odhadovat celé pravdepodobnostné rozdelenie, podmienené pozorovanou minulos-
tou, pre budice hodnoty. Bodovi predpoved potom ziskame ako odhad strednej
hodnoty tohto rozdelenia a navyse mézeme pocitat aj predikéné intervaly.
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(1 — «) - 100-percentny predikény interval je interval, ktory pokryva budicu,
eSte nepozorovani hodnotu ¢asového radu s pravdepodobnostou 1 —a, o € (0,1).

Pri Specifikacii statistického modelu ¢asového radu musime urcit predpokla-
dané rozdelenie jeho rezidualnej zlozky. V literature sa casto predpoklada, ze
chyby su realizdciou gaussovského bieleho Sumu (Hyndman a kol., 2008)). V prak-
tickej Casti nasej prace vSak pracujeme aj s casovymi radmi, u ktorych predpo-
kladdme t-rozdelenie chybovych zloziek, alebo Ze chyby st z posunutého expo-
nencialneho rozdelenia.

Biely sum {e;,t =1,...,T} je postupnost nekorelovanych nahodnych veli¢in
s nulovou strednou hodnotou a koneénym kladnym rozptylom o2. Hovorime, Ze
proces {e;,t=1,....,T} je gaussovsky biely sum, ak su vSetky jeho konecnoroz-
merné rozdelenia normélne (Praskova, [2016). Potom pre ¢, ¢t = 1,...,T, nutne
plati, Ze st nezavislé a rovnako rozdelené.



2. Exponencialne vyrovnavanie

Pri spracovavani tejto kapitoly sme vychadzali najmé z (Cipral 2008), me-
tody s tlmenym trendom a posledna sekcia kapitoly st spracované s vyuzitim
(Hyndman a Athanasopoulos, [2018)) a (Hyndman a kol., 2008). Vlastnym prino-
som v tejto kapitole je detailnejSie rozpisanie niektorych odvodeni a ilustracia
aplikacie popisovanych metéd na konkrétnych prikladochE].

Exponencidlne vyrovnavanie je jedna z metod eliminacie trendu v ¢asovych
radoch a patri medzi takzvané adaptivne pristupy k trendovej zlozke. Tie st
charakteristické svojou schopnostou pracovat so systematickymi zlozkami, ktoré
v Case menia svoj globalny charakter, a teda ich nemozno popisat pomocou ma-
tematickych kriviek s pevnymi parametrami. Stale vsak musime predpokladat,
ze vyrovnanie pomocou takychto kriviek je mozné aspon v kratkych tsekoch ca-
sového radu. Ich parametre sii potom zvycajne pre jednotlivé tiseky radu odlisné.

V pripade jednoduchého exponencidlneho vyrovnavania dostavame vyrovnanu
hodnotu g, tak, ze pozorované hodnoty vazime do minulosti exponencialne klesa-
jucimi vahami. Pre hodnoty ¢, pritom plati, Ze minimalizuja vyrazy typu

(e = 00" + (1 — 9:0)°B 4 (o2 — 0,2)°8° + ..., (2.1)

kde 8 € (0,1) je dopredu zvolend takzvana diskontna konstanta. Tymto sposobom
priradujeme pozorovaniam vzdialenejsim do minulosti stéle nizsie vahy.

Na zaciatok predpokladajme, Ze pracujeme s ¢asovym radom tvaru y; = T'ry +
E;, kde T'r; reprezentuje trendovi a F; rezidualnu zlozku.

2.1 Jednoduché exponencialne vyrovnavanie

Jednoduché exponencidlne vyrovnavanie sa pouziva v pripade, zZe trend v ana-
lyzovanom casovom rade mozeme povazovat za lokalne konstantny, tj. Tr; = .

Cielom je najst odhad by parametra 3y, ale kedze exponencialne vyrovnavanie
je adaptivnym pristupom k casovym radom, tento odhad bude zavisiet na case t,
v ktorom ho vykondame. Ozna¢me ho preto radsej by(t). Tento odhad predstavuje
jednak odhadnutti hodnotu trendu v c¢ase ¢, no taktiez je vyrovnanou hodno-
tou ¢, analyzovaného ¢asového radu. Podla vztahu (2.1) potom by(t) dostdvame

minimalizaciou vyrazu
oo

> (Yr-g = Bo)* (2.2)
j=1
vzhladom na fy, diskontna konsatna 3 je zvolend dopredu z intervalu (0,1).
Mobzeme si vSimnut, ze vyraz je nekoneénym suc¢tom, napriek tomu,
ze v praxi vzdy pracujeme iba s koneénymi poc¢tami pozorovani g;. Tato formu-
lacia nam vsak poslizi na jednoduchsie odvodenie vzorcov, ktoré uz pracuju iba
s konecnym poc¢tom pozorovanych hodnot.
Minimalizujme teda vyraz a polozme jeho prva derivaciu podla 5y rovni
nule:

S 2y — o) F L0,
=0

I'Déta pochddzaju zo stranky profesora Hyndmana, ale v nami pouZitych zdrojoch, ktorych
je autorom, s nimi nepracuje.



Z toho a z konvexity minimalizovanej funkcie dostavame:

Doy = bolt) D5,
j=0 7=0
= bh(t)

Je=0bo(t) = (1=B)> Ay
j=0

Tento vzorec vSak stale obsahuje nekonecény sicet a preto sa pre pouzitie v praxi
prevadza na rekurenty tvar

g=0-By+(1-75 Zﬁyt] = (1-By+p1-p Zﬁytjl_

= (1= 8yt + B

Oznaéme a = 1 — S, € (0,1), o sa nazyva vyrovnavacia konstanta. Potom
dostavame tvar:

Uy = oy + (1 — )Py (2.3)
Vyrovnané hodnota §, je teda konvexnou kombinéciou (vadZenym priemerom) po-
zorovanej hodnoty y; a predchadzajicej vyrovnanej hodnoty ¢, ;.

Zo vztahu (2.3) mézeme priamo vidiet niektoré z vyhod exponencidlneho vy-
rovnavania. Jednak je to jednoduchost vypoctov, taktiez ispornost metody, ¢o sa
tyka mnozstva skladovanych dat, kedze vyuziva len predchadzajicu vyrovnanu
hodnotu, a v neposlednom rade moznost riadit adaptivnost metédy. Zvolenim
vacsej hodnoty «, v literature sa uvddza napriklad a = 0.3 (Cipral 2008)), metoda
reaguje na zmeny v charaktere dat rychlejsie, no znizuje sa jej schopnost vyhla-
dzovania. Naopak pri mensom «, napriklad o = 0.1 (Cipra, 2008)), vyrovnavacia
schopnost metddy silnie.

Obrazok ilustruje vyrovnanie ¢asového radu pomocou metddy jednodu-
chého exponencidlneho vyrovnavania pre rézne hodnoty vyrovnavacej konstanty
a. Ide o ¢asovy rad roénych tthrnov zrazok v palcoch pre Londyn v rokoch 1813 az
19123 Zobrazena je krivka vyrovnanych hodnot pre spominané hodnoty o = 0.1
a a = 0.3 a tiez pre softvérom odhadnuti hodnotu o = 0.02. M6zeme si vSimniit,
ze pre hodnoty 0.02 a 0.1 je krivka naozaj hladsia, pre hodnotu 0.3 jej spravanie
blizsie kopiruje skuto¢ny narast a pokles mnozstva zrazok.

Pre predpovede o 7 > 0 krokov dopredu pomocou metédy jednoduchého expo-
nencialneho vyrovnavania plati:

Jir(8) = 0y (2.4)

Predpovede tejto metddy si teda konstantné a rovné poslednej vyrovnanej hod-
note. Preto je prirodzené ocakavat, ze dlhodobejSie predpovede, t.j. hodnoty
Uy, (t) pre vacsie 7, nebudd velmi presné.

S vyuzitim vzfahov a dostavame este treti tvar vzorca pre vyrov-
nant hodnotu casového radu:

U= Ua + (e = §p1) = Joa + a (e = 5, = 1)) = §yy + ey (2.5)

2zdroj: http://www.robjhyndman.com/tsdldata/hurst /precipl.dat
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Obr. 2.1: Vyrovnanie metédou jednoduchého exponencidlneho
vyrovnavania pre rozne hodnoty vyrovnavacej konstanty.

Vzorec sa nazyva aj chybovy (Cipra, 2008]). Totiz v momente ako dostaneme
pozorovanie y;, vieme urcit chybu predpovede e; = y — §,(t — 1) o jeden krok
dopredu skonstruovanej v ¢ase t — 1. Vzorec potom opravuje predchadzajicu
vyrovnanu hodnotu o redukovant chybu predpovede.

Ako uz bolo spomenuté vyssie, pre pouzitie tejto metdédy v praxi sa vyuziva
rekurentny vzorec . Pred jeho aplikaciou vsak musime najskor zvolit pocia-
to¢nu hodnotu g, a vyrovnavaciu konstantu c.

Za pociatocni hodnotu g, mozeme vziat aritmericky priemer niekolkych po-
¢iatoénych hodndt v, alebo priamo prvé pozorovanie ;.

Vyrovnavaciu konstantu « volime zvycajne z intervalu (0, 0.3] (Cipra, 2008
jednym z nasledujicich sposobov:

1. «a zvolime ako fixni hodnotu o« = 0.1 alebo a = 0.2;

2. porovnanim strednych vekov vah jednoduchych klzavych priemerov a expo-
nencidlneho vyrovnavania, t.j. rieSenim rovnice

2m 1 o0 N
1 2m(2m+1) o
T (=983,

m = (1—6)-B-<§:6’“>,
mo— (1)
1l -« 1




kde 2m — 1 by bola adekvatna dizka kizavych priemerov;

3. vyberom « zo siete tak, aby v danom rade poskytovala najlepsie predpovede
v zmysle miniméalnej hodnoty stucétu stvorcovych chyb

T
SSE = Z(yt - @t>2'
t=1

Poznamka 2.1.1. V priklade s ro¢nymi zrazkami v Londyne, na ktorom sme
ilustrovali vyrovnavanie casového radu metéodou jednoduchého exponencidlneho
vyrovnania pre rozne hodnoty parametra «, je hodnota & = 0.02 odhadnuta
softvérom vybrand prave sposobom popisanom v bode 3.

V tretej kapitole predstavime aj modernejsi pristup k odhadu parametrov me-
tod exponencidlneho vyrovnavania, ktory vychadza z ich formuléacie prostrednic-
tvom statistického modelu. Ten ndm umoznuje parametre odhadovat aj s vyuzi-
tim metédy maximélnej vierohodnosti. Ako vsak ukazeme, v pripade ze pre chyby
casového radu predpokladame normalne rozdelenie, tento odhad je ekvivalentny
prave s bodom 3., teda s minimalizaciou suc¢tu stvorcovych chyb.

2.2 Dvojité exponencialne vyrovnavanie

Dvojité exponencidlne vyrovnavanie, niekedy oznacované aj ako Brownova
metoda, sa pouziva v pripade, ze mdézeme trend vo vyrovnavanom c¢asovom rade
povazovat za lokdlne linedrny, tj. v kratkych tsekoch radu plati:

Tryj = po+ Bi-(—7)

Ozna¢me odhady parametrov [y a (1 vypocitané v ¢ase t ako by(t), by (t).
Dostavame ich minimalizaciou vyrazu

> s — (o + 1 (<) (2.6

vzhladom na [y, 51, pricom [ je opat dopredu zvolend diskontnd konstanta z in-
tervalu (0,1).
Derivujme vyraz (2.6) a polozme jeho parcidlne derivacie rovné nule:

O S - S4B L0,
0B §=0 J=0 J=0

R Y RN o U o
861 j=0 7=0 Jj=0

Tieto rovnice sa daji zjednodusit s vyuzitim nasledujtcich vzorcov:

S . g P = 2 B+ 0)
;)5 - ]2:%]5 a-e ;)JB 0 pF"



Ich aplikaciou dostavame ststavu rovnic

boit) = 25 0lt) = (1=5)- 3 Py 2.7
son) -~ a-p Lt @)

Oznacme -
Sy=(1-p)- Zjﬁjyt,j. (2.9)

S; sa nazyva jednoducha vyrovnéavacia statistika. Mozeme si vSimnuf, ze zodpo-
veda hodnote daného ¢asového radu v case t vyrovnaného metédou jednoduchého
exponencidlneho vyrovnavania. Analogicky s (2.3)) teda plati

St = oy + (1 — Oé)Stfl, (210)

kde opat o =1 — f5.
Podobne definujeme dvojiti vyrovnavaciu statistiku Stp]

SH—(1-p)-3 S,
=0

Analogicky s (2.10) mame vztah
S = a8+ (1—a)s?,. (2.11)

Pomocou nich mézeme ststavu (2.7)), (2.8)) prepisat do tvaru

bo(t) — 1_55 “bi(t) = S,
B bo(t) — 6(11_+56) b(t) = SP—(1-8)-85,
z ktorého dostavame hladané odhady ako
bo(t) = 25, — SP, (2.12)
bi(t) = 1_55 (S — Sy = % (Sy — SP. (2.13)

Predpoved o 7 (7 > 0) krokov dopredu sa potom v ¢ase t pocita podla vztahu

a .

R T o-T
Uprr (£) = bo(t) +01(t) - 7= (2+ 1_@) Sy — (1+ 1_@) SP.

Pre 7 = 0 dostavame vyrovnanu hodnotu daného ¢asového radu
N 2
yt = 25,5 — St[ ]

Hodnoty vyrovnavacich statistik Sy, Stm pritom pocitame pomocou rekurentnych

vztahov (2.10), ([211).

10



Realizécia metédy dvojitého exponencidlneho vyrovnavania v praxi opat vy-
zaduje volbu pociatocnych hodnot. V tomto pripade musime nastavit pociatocné
hodnoty vyrovnavacich statistik S; a St[z] a hodnotu vyrovnavacej konstanty a.

Pociato¢né hodnoty jednoduchej a dvojitej vyrovnavacej Statistiky sa zvycajne
uréia zo vztahov a pre t = 0, pricom odhady by(0) a b;(0) kladieme
rovné beznym regresnym odhadom parametrov [y, (81 vypocitanym tak, ze pre-
lozime priamku nejakym kratkym pociatoénym tsekom radu.

Volbu vyrovnéavacej konstanty a mozeme robit rovnako ako v pripade jedno-
duchého exponencidlneho vyrovnavania. Mozeme si zvolit fixni hodnotu o« = 0.2
alebo a = 0.3, porovnat stredny vek vah jednoduchych kizavych priemerov a véh
dvojitého exponencidlneho vyrovnavania, alebo vybrat o zo siete. Porovnavanim
stredného veku vah dostaneme

kde 2m + 1 je dlzka kizavych priemerov, ktord by bola pre dany ¢asovy rad
adekvatna (Cipraj, 2008).

2.3 Holtova metoda

Holtova metoda je zovseobecnenim dvojitého exponencialneho vyrovnéavania,
teda predpokladé casovy rad s lokalne linearnym trendom. Pouziva dve vyrovna-
vacie konstanty, konstantu « na vyrovnanie urovne L; ¢asového radu a ~ na vy-
rovnanie smernice 7;. Obe konstanty sa volia z intervalu (0,1). Plati:

Ly = ay+ (1 —a)(Liy +Ti),
T; 7(Lt - Lt—l) + (1 - ’Y)Tt—h
@t = Ly,

Upr(t) = Li+Ty-1, (7>0).

Ako pociato¢né hodnoty sa odporuca zvolit Ly = y; a Ty = ys — y1, dé sa ich
vSak volit réznymi sposobmi, vid (Cipral, 2008)) a dalsie kapitoly.

7 prvej rovnice vidime, ze uroven L, ¢asového radu je vazenym priemerom
urovne v Case t vyjadrenej hodnotou y; a tirovne pre ¢as t odhadnutej v ¢ase t —1.
Smernica T; je vazeny priemer odhadu smernice v ¢ase t, vypocitanej z hodnot
L, a L;_1, a predchadzajicej smernice v ¢ase t — 1.

Pri Holtovej metode predpokladame lokalne linedrny trend. Hodnoty L; a T;
potom modzeme chapat ako odhady absolitneho clena, resp. smernice, priamky
popisujicej tento trend v case t, vypocitané na zédklade hodnot yy,...,y;.

Holtova metéda bola povodne navrhnuta ad-hoc, iba na zaklade logickych
uvah. Az neskor sa podarilo dokazat, ze dvojité exponencialne vyrovnavanie s vy-
rovnavacou konstantou « je jej Specidlnym pripadom (Cipray, 2008), ak za vyrov-
navacie konstanty oy, Yo Holtovej metody zvolime

«a
2—«

OHolt = 04(2 - Oé), YHolt =
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Vyrovnanie ¢asového radu Holtovou metddou je ilustrované na pozorovaniach
priemeru lemu damskych sukni v milimetroch medzi rokmi 1866 az 1911E| na ob-
rdzku [2.2] Parametre vystupujtce v rovniciach vyssie boli odhadnuté softvérom
ako & = 0.8436, 4 = 0.8436. Mdzeme si vSimnut, Ze vyrovnané hodnoty cel-
kom dobre kopiruji spravanie ¢asového radu, avSak zmena trendu z rasticeho
na klesajuci a naopak sa vzdy prejavi s malym oneskorenim.

Vyrovnané hodnoty Holtovej metody

— Data
— Vyrovnané hodnoty

1000

Priemer lemu sukne [mm]
600 800
| |

1870 1880 1890 1900 1910

Cas

Obr. 2.2: Vyrovnanie ¢asového radu pre priemer lemu
damskych sukni medzi rokmi 1866 az 1911.

Predpovede budicich hodnét §,, .(t) generované Holtovou metédou vykazuji
konstantny, do nekonecna rasttci (v pripade ze T; > 0) alebo do nekonecna kle-
sajuci (pre Ty < 0) trend. Preto v pripade, Ze konstruujeme predpovede do vzdia-
lenejsej budiicnosti, mézeme pouzitim tejto metody dospiet k prilis vysokej alebo
prilis nizkej hodnote. Tento fakt bol motivaciou k zavedeniu dalsieho parametra,
ktory postupne v budicnosti trend utlmi. Prvy krat bol predstaveny v (Gard-
ner Jr a McKenzie| 1985).

2.3.1 Metddy s tlmenym trendom

Vyrovnavacie rovnice pre troven casového radu L; a smernicu 7; maji v tomto
pripade tvar:

Li = ay+ (1 —a)(Lioy + ¢Ti_1), (2.14)
T, = y(Li—Liy) + (1 —7)oT; 4, (2.15)

kde 0 < ¢ < 1. Vyrovnani hodnotu §, a predpoved @,,.(t) o 7 > 0 krokov
dopredu skonstruovanu v case t potom dostaneme ako:

@t = Ltv
Joort) = Li+ (04 ¢* + ...+ 97T

3zdroj: http://www.robjhyndman.com/tsdldata/roberts/skirts.dat
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Ak polozime ¢ = 1, dostavame Holtovu metédu. Pre hodnoty ¢ medzi 0 a 1,
plati:

¢-(¢"—1)
p—1

Parameter ¢ tlmi trend tak, Zze v nejakom budicom case sa blizi ku konstante.
Z rovnice vidime, Ze pre 7 bliziace sa k nekonecnu, predpoved konverguje
k Ly + % - Tr pre lubovolné ¢ z intervalu (0,1).

Parameter ¢ sa zvycajne obmedzuje na hodnoty v rozmedzi 0.8 az 0.98 (Hynd-
man a Athanasopoulos, 2018)). Pre mensie hodnoty je tlmiaci efekt prilis vyrazny,
pre hodnoty blizke 1 sa naopak straca jeho vyznam, kedze dostavame predpovede
velmi blizke tym z netlmeného modelu.

Rozdiel medzi predpovedami klasickej Holtovej metddy a jej verzie s tlmenym
trendom je zobrazeny na obrazku [2.3] Metédy sme opat aplikovali na Casovy
rad priemeru lemu damskych sukni medzi rokmi 1866 a 1911, a vypocitali sme
predpovede na 10 nasledujuicich rokov.

Jppr () = Li + (0 + ¢ + .. + 91T, = Ly + -Ti. (2.16)

Predpovede klasickej a timenej Holtovej metody

o

()]
—
c | —— $=1.00
=g ¢=0.98
S 5 $=0.90
> | — ¢=0.83
S —— $=0.80
§ 8 4
=
o) _
£
a 8 7

[ I I I
1905 1910 1915 1920

Obr. 2.3: Porovnanie predpovedi klasickej a tlmenej Holtovej metody.

Cervenou st zobrazené predpovede pre ¢ = 1, teda pre klasicki Holtovu
metédu. Zlta a fialova predstavuji predpovede pre odportéané hraniéné hod-
noty tlmiaceho parametra ¢. Metdéda zobrazend modrou farbou mé hodnotu pa-
rametra ¢ = 0.83, ¢o je hodnota odhadnutd softvérom (metédy odhadu budd
popisané v dalsich castiach). Pre porovnanie, predpoved klasickej Holtovej me-
tédy o 10 krokov dopredu mé hodnotu §911419(1911) = 586.57, zatial ¢o tlmend
metoda s odhadnutou hodnotou parametra ¢ tuto hodnotu predpovedala ako
U1011410(1911) = 554.20.
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2.4 Holtova-Wintersova metoda

Doteraz sme predpokladali, Zze vyrovnavany c¢asovy rad pozostava iba z tren-
dovej a rezidudlnej zlozky. V tejto casti popiseme rozsirenie Holtovej metody,
Holtovu-Wintersovu metédu, (Holt, 2004)E| a (Winters, 1960), pomocou ktorej
budeme schopni vyrovnavat ¢asové rady obsahujice aj sezénnu zlozku S;.

Holtova-Wintersova metdda pozostava z troch vyrovnavacich rovnic. Tak ako
pri Holtovej metéde mame jednu pre vyrovnanie trovne a jednu pre vyrovnanie
smernice, pribudne nam vsak dalSia pre vyrovnavanie sezénnosti. Zodpovedajuce
vyrovnavacie konstanty oznac¢ime v poradi «, v a ¢. Frekvenciu sezénnosti bu-
deme oznacovat pismenom m. Potom napriklad pre mesacné data mame m = 12,
pre stvrfroéné m = 4, atd.

Existuju dve varianty Holtovej-Wintersovej metody, ktoré sa lisia podla toho,
¢i uvazujeme aditivnu alebo multiplikativnu sezénnost, teda ¢i predpokladame,
ze vyrovnavany casovy rad ma tvar

Y = TT‘t + St + Et alebo Y = TTt . St + Et.

Aditivna sezénnost sa zvycajne pouziva v pripade, ze sezéonne vplyvy st pri-
blizne konstantné, teda ked zmena sezonnosti nekoresponduje so zmenou trendu.
V pripade, ze s sezénne zmeny proporcionalne zmenam urovne ¢asového radu,
preferuje sa naopak multiplikativna sezénnost (Cipraj, 2008]). Porovnanie ¢asovych
radov s aditivnouﬂ (vlavo) a multiplikativnouﬂ sezénnostou je na obrazku .

Pocet narodenych v NY Mesacné trzby v obchode so suvenirmi
o ]
(3] -
S 3
[
© _| ©
N —
< 3
3 T -
[
<
N ]
| i
o 8
D T T T T T T T é B T T T T T T T
1946 1948 1950 1952 1954 1956 1958 1960 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994
Cas Cas

Obr. 2.4: Casovy rad s aditivnou (vlavo) a multiplikativnou sezénnostou.

Pri aditivnej metode ¢asovy rad sezénne ocistujeme odcitanim sezonnej zlozky
a plati, Zze za rok by sa mali hodnoty sezénnosti nascitat priblizne na nulu.
Pri multiplikativnej metode vykonavame sezénne ocistenie delenim sezénnou zloz-
kou a sc¢itanim hodnot sezénnosti cez jeden rok by sme mali dostat hodnotu m
(Cipral 2008).

V tejto préci sa vSak zaoberame iba ¢asovymi radmi tvaru (|1.1)), a teda uva-
zujeme iba aditivnu sezénnu zlozku.

4Origindlna verzia je sprava Uradu pre ndmorny vyskum (Office of Naval Research, ONR)
z roku 1957, az do roku 2004 vsak nebola vydana.

5zdroj: |https://robjhyndman.com /tsdldata/data/fancy.dat

6zdroj: https://robjhyndman.com/tsdldata/data/nybirths.dat
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2.4.1 Holtova-Wintersova aditivna metoda

Na vyrovnanie irovne L;, smernice T} a sezénnosti S; pouzivame v aditivnej
metode rovnice:

L = aye—Si-m) + (1 = a)(Li-1 + Ti1), (2.17)
E = ’}/(Lt — Lt—l) + (1 — ’}/)Tt_l, (218)
St = 6<yt — Lt—l — ﬂ_l) + (]. — 6)St_m. (219)

Z prvej rovnice vidime, ze droven L; je vazenym priemerom sezénne ocisteného
pozorovania (y; —S;_,,) a nesezéonnej predpovede pre ¢as t vypocitanej v ¢ase t—1.
Rovnica smernice je identickd ako v Holtovej metéde. Co sa tyka rovnice pre se-
zénnu zlozku, ide o vazeny priemer sicasnej hodnoty sezénnosti a minuloro¢nej
hodnoty z tej istej sezény.

Posledn rovnica sa Casto uvddza aj v tvare (Hyndman a Athanasopou-
los, [2018])

Sy =0"(ys — L) + (1 — 6°)Si—m.

Ak do nej dosadime L; z rovnice ({2.17)), dostavame
St = (5*<1 — Oé)(yt — Lt,1 — 7},1) -+ [1 — (5*<1 — Oé)]st,m,

¢o je ekvivalentné s tvarom (2.19), ak za 0 zvolime §*(1 — «). Z obmedzenia
0 < 6* < 1 potom dostavame podmienku 0 < < 1 — a.
Vyrovnané hodnoty a predpovede s pouzitim tejto metdédy pocitame ako:

@t — Lt —|—St,
gt+7(t) = Li+T -7+ StJrT*m? T=12,..m,
= Li+T 7+ Siir—om, T=m+1m+2..2m,

V tomto pripade musime rozliSovat vzorce pre predpovede v ramci réznych rokov.
Na ich vypocet totiz chceme vzdy pouzit hodnoty sezénnych zloziek z posledného
pozorovaného roku.

Priklad vyrovnania ¢asového radu pouzitim Holtovej-Wintersovej metody je
na obrézku 2.5l Metédu sme aplikovali na rad logaritmickych mesacénych trzieb
obchodu so suvenirmi v plazovom rezorte v Australii od januara 1987 do decembra
1993. Tieto data sme dostali logaritmickou transforméciou pozorovani na obrazku
[2.4] vpravo.

Mozeme si vsimnuf, ze vyrovnané hodnoty naozaj zachytili sezonne vplyvy
v danom casovom rade. Tie boli taktiez prenesené aj do predpovedi budicich
hodndét na najblizsich 5 rokov.

2.4.2 Tlmena Holtova-Wintersova metdoda

V predchadzajuicich c¢astiach popisanii metodu tlmenia trendu je mozné apli-
kovat aj na Holtovu-Wintersovu metodu, ¢i uz jej aditivnu alebo multiplikativnu
verziu.
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Predpovede Holtovej-Wintersovej metody
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Obr. 2.5: Vyrovanie a predpoved ¢asového radu logaritmickych
mesacnych trzieb v obchode so suvenirmi pocas rokov 1987 az 1993.

Pri aditivnej metéde maji vyrovnavacie rovnice pre troven, trend a sezéonnost
tvar:

Ly = a(y—Si-m) + (1 —a) (L1 + ¢Ti-1),
T, = ~v(Li—Lioa) + (1 —)oTi-q,
Sy = 0y — Ly — Ti1) + (1 — 6)Siem,

kde znovu parametre volime 0 < «,~,6 < 1. Vyrovnané hodnoty a predpovede
budicich hodnét o 7 > 0 krokov dopredu pocitame podla vzorcov:

@t = Lt _I_Sta
@t—i—T(t) = Lt+ (¢+¢2+"'+¢7)E+St+T—M7 T = 1)27“'7m7
= Lit(p+d*+... 4+ + Spyrom, T=m+1,..2m,

Na obrazku [2.6] je zobrazené porovnanie predpovedi Holtovej-Wintersovej me-
tody pre casovy rad logaritmickych mesacnych trzieb v obchode so suvenirmi
z predchadzajiceho prikladu pre rozne hodnoty tlmiaceho parametra ¢. Predpo-
vede pre ¢ = 1 zobrazené cCervenou predstavuju predpovede klasickej Holtovej-
Wintersovej metddy, zltou a fialovou st vykreslené predpovede pre odportcané
hrani¢né hodnoty tlmiaceho parametra.

2.5 Klasifikacia metéd exponencialneho vyrov-
navania

Doteraz prezentované predpovedné metédy z triedy exponencialneho vyrov-

navania nie si vsetky, ktoré existuji. Kombinaciami réznych typov trendu a se-

zénnosti je mozné vytvorit az patnast odliSnych metdéd. ZvycCajne sa oznacuju
dvojicou pismen (7,S), kde T" € {N,A,Aq,M,My} je uvazovany trend, pricom
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Predpovede Holtovej-Wintersovej metody
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Obr. 2.6: Porovnanie predpovedi klasickej a tlmenej Holtovej-Wintersovej metddy.

N je ziaden, A aditivny a M multiplikativny trend. Index d oznacuje tlmeny
aditivny alebo tlmeny multiplikativny trend. Ak oznac¢ime T'r;,, predpovedant
budicu hodnotu trendu o 7 krokov dopredu, v nasom znaceni z predchadzajuicich
casti jednotlivé typy trendu znamenaji nasledovné:

N: Try, = Ly,

A: Try, = Li+ T,

Ag: Tryyr = Li+(p+¢*+...+¢7) T,
M: Try, = L TtT>
My: Tro, = Ly Tt(¢+¢2+'“+¢T).

Poznamka 2.5.1. Zrejme by bolo intuitivnejsie nazyvat trend Try,, = L; kon-
stantnym a nie ziadnym, Tr;,, = L; + T;7 linedrnym, nie aditivnym, a podobne,
avsak v tomto pripade ide o zauzivanu konvenciu, preto budeme aj dalej pouzivat
zavedené oznacenie.

S v dvojici (T,5), S € {N,A,M} je typ sezonnosti, kde N, A a M opat
znamenaju ziadnu, aditivnu alebo multiplikativnu sezénnost.

Niektoré metody prezentované v predchadzajucich castiach sa vyuzitim tejto
klasifikdcie daju oznacovat nasledovne:

(N,N) je jednoduché exponencidlne vyrovnavanie,
(A,N) je Holtova metdda,

(A4g,N)  je Holtova metdda s tlmenym trendom,
(A,A)  je Holtova-Wintersova aditivna metoda,

(A, M)  je Holtova-Wintersova multiplikativna metdda.

K dvojici (7,S) mbézeme navyse uvazovat este typ chybovej zlozky. Ku kaz-
dej z patnastich metdd pre rozne typy trendu a sezdénnosti existuje alternativa
s aditivnou alebo multiplikativnou chybovou zlozkou. Celkovo potom mame 30
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modelov exponencidlneho vyrovnévania, specifikovanych trojicou (E£,T,5), kde
E € {A,M} reprezentuje uvazovany typ chybovej zlozky, pricom A znamena
opat aditivnu, M multiplikativnu chybu, a T" a S su stale uvazovany typ trendu
a sezonnosti.

Tvar vyrovavacich rovnic pre troven, smernicu a sezénnost, rovnako ako rov-
nice pre vyrovnané hodnoty a bodové predpovede kazdej z tychto metdéd mozno
najst napriklad v (Hyndman a Athanasopoulos (2018), tabulka 7.7).
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3. Stavové modely

V tejto kapitole sa budeme zaoberat statistickymi modelmi, ktoré su zdkladom
pre popisané metody exponencialneho vyrovnavania. Tieto modely ndm umoznia
konstruovat nielen bodové, ale aj intervalové predpovede, a studovat pravdepo-
dobnostné rozdelenie budicich hodnot casového radu. Vychadzat pritom budeme
hlavne z (Hyndman a kol., [2008) a (Hyndman a Athanasopoulos, [2018).

Dalej prezentovany pristup sa objavil v 90-tych rokoch minulého storoéia a
prvy krat bol formulovany zrejme v (Ord a kol., [1997). Metédy exponencialneho
vyrovnavania boli totiz povodne formulované ad—hoc a nemali Statisticky zaklad.

3.1 VsSeobecné stavové modely

Nech y; je aj nadalej pozorovanie v Case t, a x; je takzvany vektor stavov, ktory
obsahuje nepozorované hodnoty trovne, trendu a sezénnosti daného casového
radu v Case t, x; = (Lg, T}, St, St—1,-y St—my1)T. Stavovy model potom vieme
zapisat ako

yr = w(Xe1) +r(Xe1)er, (3.1)
x¢ = f(Xe-1) + g(xi-1)e, (3.2)

kde predpokladdme, Ze {¢;} je gausovsky biely Sum s rozptylom o2. Rovnica
sa nazyva rovnicou pozorovania, rovnica je stavova rovnica.

S takto sSpecifikovanym modelom mozeme zistit, napriklad, aka je podmie-
nena strednd hodnota budiceho pozorovania, za predpokladu Ze pozname minulé
hodnoty. Toto oznacujeme ako figirp = E(ys4-|X¢). Pre mnoho modelov budi
tieto podmienené stredné hodnoty identické s bodovymi predpovedami metod,
ktoré reprezentujud, tj. pierrp = Uppr(t). Vo vSeobecnosti to vsak nebude platit
pre 7 > 2 v modeloch s multiplikativnym trendom alebo multiplikativnou se-
zémnostou (Hyndman a kol., 2008). Dalej budeme pre jednoduchost Miy1)¢ Znacit
len p;41. Pre model s aditivnou chybovou zlozkou je r(x;—1) = 1, aby platilo
Yt = Mt + €.

Kazdy z tridsiatich modelov ETS(, - ,-) sa dd zapisat v tvare (3.1), (3.2).
Prislusné rovnice pre py, Ly, T; a Sy sa daji ndjst napriklad v (Hyndman a kol.
(2008)), tabulky 2.2 a 2.3). Dalej niektoré z nich podrobnejsie popiSeme aj v tejto
praci.

Niektoré z kombinécii chyby, trendu a sezénnosti mézu viest k numerickym
problémom. Napriklad modely, ktoré vyzaduju delenie niektorou zo stavovych zlo-
ziek, mozu obsahovat delenie nulou alebo hodnotou velmi blizkou nule. Konkrétne
medzi nestabilné modely patria tri modely s multiplikativnou sezénnostou a to
ETS(A,N,M), ETS(A,A,M) a ETS(A,A;,M), ktoré sa zvycajne ani neuvazuju
pri vybere najvhodnejsieho modelu (Hyndman a Athanasopoulos, |2018)).

Modely s multiplikativnym trendom st zase uzito¢né v pripade, ze data su
striktne kladné, ale nie su stabilné, ak pozorovania obsahuji nuly alebo nega-
tivne hodnoty (Hyndman a Athanasopoulos|, 2018). Preto v pripade, ze pracu-
jeme s datami, ktoré nie su kladné, sa aplikuje len Sest cisto aditivnych modelov.
V dalsich castiach prace sa zameriame prave na tieto modely a budeme teda uva-
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zovat iba nasledujice kombindcie typu chyby, trendu a sezénnosti: ETS(A,N,N),
ETS(A,A,N), ETS(A,A4,N), ETS(A,N,A), ETS(A,A,A), ETS(A,Ay,A).

3.2 Linearne stavové modely

V pripade, ze uvazujeme len Sest c¢isto aditivnych modelov, mozeme rovnice

(3.1)), (3.2) pisat v tvare

Y = WXt e, (3.3)
Xy = FXt—l + gy, (34)

kde w a g st vektory a F je matica. Oba vektory aj matica st pevné. Clen
w'X;_1 v rovnici reprezentuje vplyv minulosti na hodnotu y;, €; predstavuje
jej nepredpovedatelni, nahodnu cast. Predpokladame, Ze ¢; je gaussovsky biely
Sum s rozptylom 2. Rovnica je rekurentnym vztahom pre vyvoj stavového
vektora v ¢ase. Clen Fx;,_; je opif efekt minulosti na stcasny stav x;, ge; je
nahodnda zmena v x;.

Poznamka 3.2.1. Takto formulovany stavovy model pripomina Kalmanov fil-
ter, popisany napriklad v (Cipral 2008). Hlavny rozdiel medzi tymito modelmi
spoCiva v tom, ze Kalmanov filter predpoklada, ze nahodné chyby, ktoré vy-
stupuji v rovnici pozorovania a v stavovej rovnici, pochadzaju z normalnych
rozdeleni s roznymi rozptylmi a ze st nekorelované. Stavové modely exponencidl-
neho vyrovnavania vsak uvazuju jednu nahodnt chybu v ¢ase t, ktora ovplyvnuje
pozorovanie aj stavovy vektor v tomto case.

[ustrujme myslienku takéhoto statistického modelu na priklade klasickej Hol-
tovej metody aj Holtovej metddy s tlmenym trendom.

Priklad 3.2.1 (Stavovy model pre Holtovu metédu). Nech py = ¢, = Ly_1+T;4
oznacuje jednokrokovu predpoved hodnoty ¥, za predpokladu, Ze pozname hod-
noty vsetkych parametrov do ¢asu t—1. Parametrami v tomto pripade rozumieme
hodnoty trovne L, a trendu T}. Dalej nech ¢, = 1, — y1¢ je chyba tejto predpovede
v case t. Potom vieme, ze

Y = Lt—l -+ ﬂ_l + €¢, (35)
a dosadenim do vyrovnavacich rovnic z predchadzajicej kapitoly dostaneme

Ly = ay+ (1 —a)( Ly +Ti1) =
= oL+ Tia+e)+ (1 —a) (L +Tiq) =
= Ly + T + ae,

Ty = (L= Lia)+ (1 =7)Tia =
= v Lia+Tia+aqg—Liq)+ 1 =971, =
= Ty 1+ ave.

Pre jednoduchost ozna¢me g = av, 0 < f < 1 a mo6zeme pisat
Ly = Liy+Tiq + ag,,
T, = T+ Be.
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Potom polozme x; = (L, T;)" a rovnice (3.5)-(3.7) m6zeme prepisat v tvare

yt == (171) Xt—1 +€t7

X; = (1 1>X —|—<a>e
t — 01 t—1 B t-

Vo vSeobecnosti pracujeme s predpokladom, ze postupnost {¢;} je gausovsky biely
2

sSum s rozptylom o°.
Priklad 3.2.2 (Stavovy model pre Holtovu metédu s tlmenym trendom). Tak ako
v prechadzajicom priklade, opat ozna¢me p; jednokrokovi predpoved hodnoty
Yy 7z Casu t — 1, teda uvazujme, ze p = 4, = Ly—1 + ¢1;—1. Nech ¢ =y — 11y a
teda

Yo = Ly + 0T1 + €. (3.8)

Analogicky ako pri klasickej Holtovej metdde, dosadenim do vyrovnavacich rovnic
dostavame

L, = L+ ¢Ti—1 + ae, (3.9)
Ty = ¢Ti 1+ avye, (3.10)

a ak polozime 5 = a7v,0 < f < 1 mozeme rovnice (3.8])-(3.10) zapisat maticovo
ako

Yo = (17¢)Xt—1+6t7

Xy = <(1) z)Xt_l_F(g)Et.

V tabulke su tvary vektorov x;, w, g a matice F pre vsetkych Sest aditiv-
nych modelov. Doteraz sme pouzivali vyrovnavaciu konstantu « pre vyrovnanie
urovne, y pre vyrovnanie trendu a d pre vyrovnanie sezonnosti. V tabulke sme
vSak zaviedli oznacenie konzistentné s (Hyndman a kol., [2008)) a (Hyndman a At-
hanasopoulos|, [2018), nakolko rovnaké oznacenie parametrov vyuziva aj v piatej
kapitole pouzivany softvér R. Vyznam vyrovnavacej konstanty a zostava nezme-
neny, 3 oznacuje sucin ay, rovnako ako v prikladoch af3.2.2] a parameter §
pre vyrovnavanie sezénnej zlozky, ktory sme uvazovali pri Holtovej-Wintersove;j
metode, sme v tejto tabulke preznacili na ~.

3.2.1 Odhad parametrov

V stavovych modeloch st pociatocné stavy a parametre zvycCajne nezndme
a musime ich odhadovat na zaklade pozorovanych dat. V tejto praci vSak bu-
deme pracovat so zjednodusujicim predpokladom, ze data generujiici proces zacal
v case 1, a teda budeme uvazovat vektor pociatocnych stavov xq za fixny a bu-
deme s nim pracovat ako s vektorom parametrov. V pripade ze by sme uvazovali,
ze data generujuci proces prebiehal uz dlhé ¢asové obdobie pred prvym pozoro-
vanim, vektor pociatocnych stavov by sme museli brat ako nahodny, nemali by
sme vsak k dispozicii jeho pozorovania (Hyndman a kol., |2008)).

Jednou z metdd, ktoré sa daji na ucel odhadovania parametrov pouzit, je
metdéda maximalnej vierohodnosti. Vierohodnostna funkcia zavisi na vektore 6
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Model X w g F

(AN,N) L, 1 a 1
(AAN) (L) (11 (@) (51
(4.40.N) (LT (1.6) (0) (3 ’
, 1 0,,0
(ANA) (LoSiSinSemon) (1,050, (,7,0,..0) 0 0, 1
m—1 m—1 Omfl Imfl Omfl
1 1 0,, 0
, 0o 1 0,,0
(AAvA) (Ltaﬂvstvstfl7'--7St7(m71)) (1 17 070 71), ((176.,’}/7 00), 0 0 Olm,—i 1
mt ml Omfl Omfl Imfl Omfl
1 6 0., 0
! i 0 ¢ 0;n7 0
(A7Ad-,A) (Ltajjtast',stfl7“'>St7(m71)) (1a¢07701) ((J(,,B,’%O,...O), 0 0 O;n—i 1
! m! Omfl Omfl Imfl O'm,fl

Tabulka 3.1: Specifikacia aditivnych modelov (ETS).

parametrov akymi si napriklad vyrovnavacie parametre, v predchadzajuicich cas-
tiach oznacené ako a, 8 a 7, alebo tlmiaci faktor ¢, ktoré v modeli ,
vystupuji vo vektoroch g a w. Dalej je funkciou rozptylu chybovych élenov o2 a
vektora x( pociatocnych stavov.

Ozna¢me y vektor pozorovanych hodnét, tj. y = (yi,...,yr)". Potom vierohod-
nostna funkcia L(y;0,0%,xq) ma tvar

T T T
E(Y7 0>02>X0) = H fyt (yt|y17"‘7yt7170> 027 XO) = H fyt (yt|07 0-27th1) = H fe (Et) ’
t=1 t=1 t=1

kde funkcia f,, oznacuje hustotu rozdelenia hodnot y, a f, je hustota chybovych
¢lenov. Vztah medzi y; a ¢ je pritom urceny rovnicou (3.3)) ako

€& =Yt — W/Xt—lv
kde x; = Fx;_1 4+ ge;. Hodnoty ¢, t = 1,....T, teda vieme vyjadrit pomocou
znamych hodndt y a pomocou odhadovanych parametrov.

Ak predpokladame, Ze ¢, ma normélne rozdelenie so strednou hodnotou nula
a rozptylom o2, tak dalej mozeme pisat

2 2\~ 7 1& &
L(y;0,0°,%xq) = (27m ) exp (—2 ; 02> (3.11)
a logaritmickd vierohodnostna funckia je

2 2 T 2 1 T 6?
l (y;9,0 ,X0> =log L (y; 0,0 ,XO) =-5 log (27m ) —3 Z —-

Td mozeme zderivovat podla o2 a derivaciu polozit rovnt nule, aby sme dostali
odhad &2

Jo? T 952 + 2

ol (Y;9,027X0) T 1 i 6? ! 2 Zthl €t2



Po dosadeni tohto odhadu do rovnice (3.11]) dostaneme profilovii vierohodnost

T

T Lo\~
exp <—w . ZE?) = (27'('80- )

t=1

N
N

L (y;0,x0) = (27r62)
a logaritmickd vierohodnost

T T 9 T_ 2 T T
¢ 33050 = s (2m) = o (D) =T () e
t=1

kde cr = —% log (%) je konstanta, ktora nezavisi od 8 ani xy. Odhady paramet-
rov metddou maximalnej vierohodnosti potom dostavame minimalizaciou vyrazu
L log (Zle ef) . To je ekvivalentné s minimalizaciou SSE = S7,(y, — ;) =
ST €2 o sme uvadzali aj v druhej kapitole ako jednu z metéd vyberu hodnoty
parametra « pri jednoduchom a dvojitom exponencidlnom vyrovnavani. Tento
odhad teda ma zmysel uvazovat aj v pripade, Zze chyby nemaji normalne rozde-
lenie, v takom pripade vsak nebude maximalne vierohodnym odhadom.

3.2.2 Vyber modelu

Jedna z metéd porovnavania modelov za ucelom vyberu toho najlepsieho je
porovnavanie presnosti predpovedi, ktoré dané modely poskytuji. Za mieru pres-
nosti predpovede pritom mézeme vziat sicet stvorcovych chyb SSE = S°7, (y; —
7,)% = L, €2, strednd absolitnu chybu MAE = YL |e;], alebo mnohé iné,
uvedené napriklad v (Cipra; (2008)), strany 243 — 247).

Dalsou moznostou je minimalizacia hodnotoy Akaikeho informac¢ného kritéria
modelu, dalej AIC. Predpokladajme, Ze mame Statisticky model tvaru (3.3)), (3.4),
a aj dalej oznacujme 6 vektor jeho parametrov, ktorymi st vyrovnavacie konstanty
a pripadne tlmiaci faktor. Oznaéme pocet parametrov modelu, teda sucet dizok
vektora 6 a vektora xg, ako k. Potom hodnota Akaikeho informacného kritéria
modelu je

AIC = 2k — 2log £ (y; é,fco) : (3.12)

kde L(y;0,xq) je vierohodnostna funkcia modelu, y = (y1,...,yr) a 0, %, s od-
hady vektora parametrov a vektora pociatocnych stavov vypocitané metdodou
maximalnej vierohodnosti. Za najvhodnejsi spomedzi porovnavanych modelov po-
vazujeme ten, ktory ma najnizsiu hodnotu AIC.

Tento pristup k vyberu najvhodnejSieho modelu pomocou ¢lenu 2k penalizuje
modely, pri ktorych musime odhadovat vicsie mnozstvo parametrov. Ak vsak mo-
del s velkym poctom parametrov dobre vystihuje data, hodnota jeho logaritmickej
vierohodnosti bude vysoka, ¢im sa hodnota Akaikeho kritéria zase znizi.

Ako sme ukazali v ¢asti venovanej odhadu parametrov modelu, v pripade ze
pre chyby modelu uvazujeme normalne rozdelenie, maximalizacia vierohodnosti
je ekvivalentna s minimalizéciou sic¢tu stvorcovych chyb SSFE. Potom mdzeme
povedat, Ze pre norméalne rozdelené chyby je aj minimalizacia Akaikeho informac-
ného kritéria len uréitou modifikédciou pristupu minimalizacie SSE. Ma vsak ta
vyhodu, ze zohladnuje pocet parametrov, ktoré musime pre dany model odhad-
nuf.
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4. Pravdepodobnostné rozdelenie
predpovedi a predikcné intervaly

V druhej kapitole tejto prace, zaoberajicej sa popisom jednotlivych metod
exponencialneho vyrovnavania, sme uviedli algoritmy pre vypocet bodovych pred-
povedi danych met6d. Vztahy pre predpovede zvysnych metdd sa daju najst napri-
klad v (Hyndman a Athanasopoulos| (2018]), tabulka 7.7). V praxi vSak moze byt
uzitocné poznat aj pravdepodobnostné rozdelenie predpovedi a predikéné inter-
valy pre jednotlivé modely popisané v kapitole 3. V tejto Casti prace sa budeme
venovat tomu, ako ich vypocitat pre Sest aditivnych modelov exponencialneho
vyrovnavania. Budeme pri tom vychadzat primérne z (Hyndman a kol., |2008) a
(Bergmeir a kol., 2016).

Predpokladajme, ze pozname model a jeho parametre, vratane pociatocného
stavového vektora xy. Potom pozname aj vektor x7, teda hodnoty stavov na konci
pozorovaného obdobia, kedze plati

x; = Fx;1 + gy,

kde ¢; mozeme pocitat ako
/
€ =Yt — WX4_1.

Potom moézeme hladat podmienené pravdepodobnostné rozdelenie budicej hod-
noty daného casového radu yr,, za podmienky xr. Stredni hodnotu tohto roz-
delenia budeme oznacovat piry-r = E (yrir|xr). Prislusny rozptyl oznacujeme
UT4r|T = var (yr-[xr).

Pravdepodobnostné rozdelenie predpovedi mozeme ziskat roznymi sposobmi.
Najcastejsim pristupom, ktory sa dé aplikovat pre lubovolny model ¢asového radu,
je simuléacia velkého mnozstva moznych buducich trajektorii z odhadnutého mo-
delu a nasledny odhad rozdelenia z nasimulovanych hodnot. Ide o veelku jednodu-
chy pristup, pomocou ktorého vsak dostaneme len numerické predikéné intervaly,
a teda ho nemozeme pouzit na algebraickd analyzu rozdelenia predpovedi.

Alternativou je analytické odvodenie tohto rozdelenia a predikénych interva-
lov. Pre ¢isto aditivne modely, ktorymi sa v tejto praci zaoberame, ide o relativne
jednoduchy vypocet, avsak pre niektoré z modelov exponencidlneho vyrovnava-
nia neexistuje analytické vyjadrenie pre strednt hodnotu a rozptyl predpovedi.
Ide napriklad o modely s multiplikativnou chybovou zlozkou, multiplikativnym
trendom a ziadnou alebo multiplikativnou sezénnostou (Hyndman a kol., |2008).

Za nevyhodu tohto pristupu vsak mozno povazovat fakt, ze pri odvodeni pre-
dikénych intervalov sa silne opiera o predpoklad normality chybovych zloziek.
Nemusi teda dobre fungovat v pripade, ze chyby v analyzovanom c¢asovom rade
nie st normalne rozdelené. Ako ukazeme v prikladoch v piatej kapitole, simula¢né
metody s vyuzitim bootstrapu sa dokazu zaobist aj bez splnenia tohto predpo-
kladu.

4.1 Analytické odvodenie

V tejto casti odvodime algebraické vzorce pre podmienent stredni hodnotu,
podmieneny rozptyl a predikéné intervaly pre budice hodnoty. Stredni hodnotu a
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rozptyl vyjadrime pomocou vektorov w, g a matice F vystupujucich v rovniciach

Y = WX t+e, (4.1)
x; = Fxy;_1+ge, (4.2)

popisujucich linearny model exponencialneho vyrovnavania. Pritom uvazujeme,
ze € je realizaciou gaussovského bieleho sumu. Tvary w,g a F pre konkrétne

modely st v tabulke [3.1 na strane

4.1.1 Stredna hodnota rozdelenia predpovede
Nech mpi-ir = E (X7p4+|x7). Potom mpir = xr a pre 7 > 0 plati

mryrr = E (XT+T|XT) =
E(FXryr_1 + gerir|Xxr) =
FE (XT+771’XT) =

2 T T
FmT+T—1\T =F Mryr—2r = ... = F mrir = F'xr,

kde tretia rovnost plati, kedze predpokladame, Ze chyby ¢; si realizaciou gaus-
sovského bieleho sumu a nezavisia na hodnotach x4 pre t > s, teda E (ery.|x7) =
E(ersr) =0 pre 7 > 1. Z toho dalej mame

prisr = E (Yrir|x7) =
= E(Wxrir1 +ergq|xr) =
= W/mT+7'—1|T =
= wWF xp,
kde sme v tretej rovnosti opét vyuzili predpoklad, ze E (er,|xr) =0, pre 7 > 1,
a v poslednej rovnosti sme len za my .y r dosadili predchddzajuci vysledok.

4.1.2 Rozptyl rozdelenia predpovede

Ozna¢me rozptylovii maticu predpovedaného vektora stavov ako Vp r =
Var (Xp4.|xr) . Potom Vi = 0, kde 0 oznacuje nulovii maticu. Dale;

Voiir = Var(Fxpi, + gerir|Xr) =
= FVar (xp4,1|x7) F +gglo? =
= FVT+T,1|TF' + gg’02 =
= F (FVT+T_2|TF/ + gg/02) F/ + gg/()'2 e
T—1 .
— 2 Z Fjgg/ (F/)] 7
5=0
kde v prvej rovnosti sme vyuzili nezavislost xr a er,, pre 7 > 1, ktora plati kedze
€ je relizécia gaussovského bieleho sumu s rozptylom 2. Potom pre podmieneny
rozptyl plati

UTyriT = Var(yT+T|XT):

= var (WXry, 1+ érp,|xXp) =

o? ak 7 =1,

02’[1 + 7! 02} . ak 7> 2,

/ 2
= WV rw+o" = {
j=1"%j

25



kde ¢; = wF/~!g. V tretej rovnosti sme znovu vyuzili predpoklad, Ze €, si
z gaussovského bieleho Sumu s rozptylom o? a teda Ze xp a er,, st pre 7 > 1
nezavislé. Poslednd rovnost plati, kedze pre 7 = 1 dostavame
! 2 / 2 2
WVri, yrw+o"=w Vprw+o" =07,
=0

zatial ¢o pre 7 > 2 mame

WVrgwto? = oY wHgg (F) w+o? =

Poznamka 4.1.1. Vzorce pre stredni hodnotu aj rozptyl sme odvodili za pred-
pokladu, zZe ¢ je realizacia gaussovského bieleho Sumu. Vysledky si vsak rovnaké
pre Iubovolné rozdelenie ¢;, staci aby bol splneny predpoklad ich nezavislosti,
nulovej strednej hodnoty a konstantného rozptylu.

4.1.3 Predikcéné intervaly

V aditivnych linedrnych modeloch, kde predpokladdme ¢; ~ N (0, 0?), bude
aj minulostou podmienené rozdelenie predpovedi normélne so strednou hodnotou
pr4rr a rozptylom vy p. Potom mozeme (1 — a) - 100-percentné predikéné
intervaly pocitat klasicky s vyuzitim strednej hodnoty a rozptylu. Ich hranice su

teda
HUT 17T F U1—a/2\/ O 47T

kde u, je g-ty kvantil Standardného normélneho rozdelenia N(0,1). Vo vyjadreni
rozptylu vri-r vystupuje rozptyl chybovych clenov 0%, za ktory pri vypocte
dosadime odhad metédou maximalnej vierohodnosti

1 T
A2 A2
6t ==> ¢,

Tt:l

ktory sme odvodili v tretej kapitole, pricom & = vy — flyy_1 = yr — wEFx, ;.

Vyjadrenie vp,,p obsahuje tiez cleny ¢; = w’ Fi~lg za ktoré dosddzame odhady
=1, .y c, . ~ A & p

¢ =w F’ g, pricom odhady parametrov vystupujicich v w,g a F dostavame

taktiez metoddou maximéalnej vierohodnosti popisanej v tretej kapitole.

Priklad 4.1.1. Ilustrujme analyticky vypocet na modeli ETS(A,N,N), ktory
predstavuje metédu jednoduchého exponencidlneho vyrovnavania. Podla tabulky
3.1] pre tento model mame

x; = Ly, w=1, g =« a F=1.
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Rovnice (4.1)),(4.2)) teda maji tvar

v = Li1+ e,
Ly = Ly + ae,

a mozeme pocitat

HT4r|T = E(yrir|Lr) = E(Lryr1 + €ryr|Lr) =
= E(Lryr1|L7) + E(ersr|Lr) =
=0
= E(LT+T—2 + a€T+T—1|LT) = .. =
= E(Lr+ aerp|Lr) = E(Ly|Lr) = Lr,

VUrgrir = Var(yrir|Lr) = var(Lpir—1 + epyr| L) =
= var(Lyy,_1|Lr) + 0% =
o2, ak 7 =1,
- { var(Lry, o + aepyr q|Ly) + 02, ak 7> 2.

Potom pre 7 > 2 dostavame

UrqrT = Val"(LT_H—_Q + Oé€T+T_1|LT) + 0'2 =
var(Lyy,_o|Ly) + a?0? + 0% =
= var(Lyy, o|Ly) + (14 a?)o® =

(1+a?)o?, ak 7 =2,
var(Lry,_3|Lr) + (1 + a® + a?)o?, ak 7 > 3,

{02, ak =1,

VT 4rIT (1+(r—1)a?)o?, akT>2.

Dosadenim do odvodenych vzorcov by sme dostali pgyr7 =1 1" 'Ly =1Lpa

o2, ak 7 =1,

“T”T:{ o (1+Sjm(1- 1)) =o” (14 (1 = 1)a?), ak 722,

teda zhodné vysledky.
Hranice (1—p)-100-percentného predikéného intervalu pre predpovede modelu
ETS(A,N,N) potom dostavame ako

LT F Ulp/g\/(l + (’7' — 1)6&2> 5’2,
kde u;_p/2 je (1 — §)-kvantil standardného normalneho rozdelenia.

Poznamka 4.1.2. V (Cipra, [2008) ma predik¢ny interval pre jednoduché expo-
nencialne vyrovnavanie tvar

(@T+T(t) Fuipy2 - dr - MAE) ,

kde
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d, je konstanta vo vyske \/g ,

MAE je stredné absoltitna chyba, t.j. MAE = £ Y0 [y — §,(¢t — 1)].

KedZe pre normdlne rozdelenti ndhodnti veli¢inu X ~ N (u, 02) plati

2
E|X —pul = \/;0,

_\2 _
tak namiesto \/711 > (Xi = X) mozeme za odhad o zobrat /Z-1 3" | X, — X,

2'n
pre X;, ktoré st nezévislé a rovnako rozdelené, X; ~ N (u, o). Analogicky teda na-
miesto odhadu 6% = %Zle &, ktory pouzivame vo vyjadreni predikéného inter-
valu v ramci tejto prace, mézeme pouzit odhad prostrednictvom M AE. Predpo-
ved §p, . (t) je v tomto pripade . (t) = Ly. Intervaly by teda boli ekvivalentné,

avsak ten nami odvodeny v priklade 4.1.1 obsahuje navyse ¢len \/ (1 +(r—1) @2).

V intervale podla (Cipral [2008) naopak nevystupuje ziaden ¢len, ktory by zavisel
na 7, a teda potom pomocou daného vzorca dostavame predikéné intervaly, ktoré
st rovnako Siroké pre Iubovolni predpovednti dobu. Prirodzene vsak ocakavame,
ze s vacsim 7 by sa mal predikény interval rozsirovat, nakolko so vzdialenejsou
budticnostou sa spaja vacsia neistota.

4.2 Simulované rozdelenie predpovedi a predik-
¢né intervaly

Znovu pripomenme, ze linedrny model exponencidlneho vyrovnavania ma tvar
, , kde ¢; st realizaciou gaussovského bieleho Sumu.

Predpokladajme, ze mame k dispozicii odhady parametrov tohto modelu, po-
¢iatoCny stavovy vektor xq, pozorovania {y;}, t = 1,2,....T, a teda aj stavovy vek-
tor x7. Ak chceme simulovat mozné budice trajektérie, znamena to, Ze chceme
vygenerovat pozorovania {yt(l)}, t=T+1,T+2,...,T+7. Ako pociato¢ny vektor
stavov v tomto pripade pouzijeme xp z odhadnutého modelu a za hodnoty ¢
pret =T+ 1,T+2,...,T + 7 vezmeme ndhodne vygenerované hodnoty z nor-
malneho rozdelenia A(0,6%), kde 62 je odhad rozptylu chybovych ¢lenov modelu.
Toto zopakujeme i = 1,2, ..., I krat, kde I je dost velké celé ¢islo (napriklad 5000).
Charakteristiky pravdepodobnostného rozdelenia predpovede y7. -7 potom od-
hadujeme zo simulovanych hodnot {y(TlJ)rT, s y(TIlT}.

Predikéné intervaly mézeme odhadnit pomocou vyberovych kvantilov nasi-
mulovanych hodnét casového radu. Hranice (1 — «) - 100-percentného intervalu
pre predikény horizont 7 s potom $ a (1 — %) vyberové kvantily hodnot yr 7.

Tato procediru mozeme pripadne upravit, ak predpokladame pre ¢; iné ako
normalne rozdelenie, generovanim hodnot z tohto rozdelenia. V simula¢nej studii
v piatej kapitole uvazujeme aj modely s chybami z t-rozdelenia alebo z posu-
nutého exponencialneho rozdelenia, pricom v simulaciach buducich trajektérii
generujeme hodnoty ¢,,t = T 4+ 1,...,T 4+ 7, z tychto rozdeleni s parametrami
odhadnutymi z dat.
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Taktiez mézeme postupovat bez predpokladu o pravdepodobnostnom rozde-
leni chyb €, a pouzit historické hodnoty a bootstrap metédu. V tom pripade si
vypocitame historické chyby e;, ¢t = 1,...,T, ako

-~/
€=Ut — WX 1

a z tychto T hodnot vyberame nahodne s opakovanim ¢isla, ktoré pouzijeme
vo vzorcoch ([(.1)), ako budice hodnoty ¢; pre t =T +1,...,T 4+ 7.

V (Hyndman a Athanasopoulos| [2018]) sa uvadza, ze takmer vsetky predikéné
intervaly modelov ¢asovych radov su prilis tizke. Dovodom méze byt, ze existuju
minimalne Styri zdroje neistoty v predpovedani s modelmi ¢asovych radov, avsak
klasicky sa zohladnuje iba neistota vyplyvajica z nahodnosti chybovej zlozky.
Zvysné zdroje neistoty vyplyvaji z toho, Zze odhadujeme parametre modelu, vo-
lime model pre historické data a predpokladame, ze sa tymto modelom budu riadit
aj budice pozorovania. Ak chceme zohladnif aspon neistotu z odhadu paramet-
rov, s vynimkou niekolkych specidlnych pripadov, neexistuju algebraické vzorce
pre vypocet predpovedi (Hyndman a kol., 2008)). To vSak do urcitej miery riesi
specidlny typ bootstrapu, v anglictine nazyvany moving block bootstrap (dalej
MBB).

Pouzitim MBB moézeme vygenerovat novy casovy rad, ktory bude podobny
tomu pozorovanému. Ak chceme aplikovat MBB metodu, najskor casovy rad
transformujeme Boxovou-Coxovou transforméciou definovanou ako

x [ log(y), ak A=0,
ST EL Ak A £0
PR )

kde parameter A odhadujeme maximalizaciou profilovej vierohodnosti, postupom
poisanym napriklad v (Zvara;, 2008)). Potom ¢asovy rad rozlozime na trendovi,
sezénnu a chybovi zlozku vyuzitim STL metédy povodne navrhnutej v (Cleveland
a kol.l [1990).

Skratka STL je z anglického Seasonal and Trend decomposition using Loess.
Samotna metéoda pozostava zo sérii vyrovnavacich operacii s vyuzitim lokalne
vazenej regressie — loess. ZjednodusSene povedané, vyuzitim tejto metdédy naj-
skor urcéime pribliznta trendovi zlozku pre analyzovany casovy rad a odcitame
ju od neho, aby sme dostali data bez trendu. Z tych potom vytvorime casové
rady pre kazdu sezénu zvlast a vyrovname ich. Takto vyrovnané ciastkové rady
déame znovu dokopy a vzniknuty rad este raz vyrovname. Opat odstranime trend,
rad sezénne ocistime pomocou faktorov z predchadzajicich krokov a ocisteny
rad vyrovname, aby sme dostali jeho trendovi zlozku. Odcéitanim takto ziskanej
trendovej a sezénnej zlozky ziskame aj rad chyb.

Rad chyb si rozdelime na bloky dopredu stanovenej dlzky (napriklad v (Berg-
meir a kol., [2016) pouzivaju dl7ku bloku aspoti dva roky, aby zachytili akiikolvek
zostavajucu sezénnost), z ktorych potom nadhodne vyberame a vyskladdme novy
rad. Nasledne k nemu naspéf pridame trendovi a sezénnu zlozku, invertujeme
Boxovu-Coxovu transformaciu a tak dostavame novy casovy rad.

Ak takto vygenerujeme [ novych casovych radov, kde I je dost velké celé
c¢islo, pre kazdy odhadneme vhodny model exponencidlneho vyrovnavania a na-
sledne simulujeme jednu budicu trajektériu, opéat dostaneme simulované hodnoty
{yg}m o y(TIJ)rT}, z ktorych mozeme odhadovat charakteristiky pravdepodobnost-
ného rozdelenia v budicom case T+ 7.
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Pri vybere modelu zvycéajne dostaneme rovnaky ETS model, avsak jeho para-
metre budu v jednotlivych pripadoch odhadnuté inak. Preto takto zohladnujeme
aj neistotu vyplyvajucu z ich odhadu aj z vyberu modelu pre historické déta,
nielen tu vyplyvajicu z ndhodnosti chybovych zloziek.

Poznamka 4.2.1. Tento pristup nam navyse umoznuje pocitat aj presnejsie bo-
dové predpovede (Hyndman a Athanasopoulos, |2018). Ak mame zaujem zlepsit
len bodovi predpoved a nie predikény interval, mozeme vypocitat bodovi pred-
poved z jednotlivych modelov pre kazdy vygenerovany rad a spocitat priemer
tychto hodnot. Takto dostavame presnejsiu predpoved, ako ti z originalneho ca-
sového radu a je to rychlejsie a jednoduchsie, ako vypocet zo simuldcii. V (Berg-
meir a kol 2016) autori tuto metédu odporicaji najmé pre data s mesacnou
sezonnostou.
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5. Prakticka cast

V tejto Casti nasej prace sa budeme venovat aplikacii postupov popisanych
v Stvrtej kapitole na simulované aj redlne data. Vyuzijeme pri tom softvér R (R
Core Team), 2019)), konkrétne funkciu ets(), ktord je sicastou balicku forecast
(Hyndman a Khandakar, 2008). Této funkcia, ak neurc¢ime inak, automaticky
vyberie najvhodnejsi model exponencidlneho vyrovnavania podla Akaikeho in-
formac¢ného kritéria (3.12). MoZeme vSak aj sami urcit model, ktory chceme, aby
tato funkcia odhadla. V tom pripade zaddme v jej Specifikacii kombinaciu ETS
typu chybovej zlozky, trendu a sezénnosti (model = "ETS”), pripadne ¢i chceme
pracovat s tlmenym trendom (damped = TRUE) alebo nie.

Funkcia ets() dalej odhadne parametre a pociatocné stavy modelu metédou
maximalnej vierohodnosti, popisanou v c¢asti 3.2.1 na strane 21} a vypocita vyrov-
nané hodnoty. Pomocou funkcie forecast.ets() potom moZzeme ziskat aj bodovi
predpoved vybraného modelu pre dany casovy rad a jej predikény interval spo-
¢itany na zaklade analytickych vzorcov uvedenych v casti 4.1 v predchadzajicej
kapitole.

5.1 Simulované data

Najskor budeme pracovat so simulovanymi datami. Tie budeme generovat
vzdy z rovnakého modelu

Y = 10g<t> + €¢,

kde vsak budeme uvazovat rézne rozdelenie chybovych clenov ¢;. Konkrétne bu-
deme postupne pracovat s normalne rozdelenymi chybami, chybami s t-rozdelenim
a s chybami z posunutého exponencialneho rozdelenia.

Najvacsiu pozornost budeme venovat pravdepodobnostnému rozdeleniu budu-
cich hodndt takéhoto ¢asového radu, ktorého charakteristiky budeme odhadovat
zo simulacii budiceho vyvoja. Vysledky z nich porovndme s hodnotami z analytic-
kych vzorcov z casti 4.1 a tiez s teoretickymi hodnotami odvodenymi na zaklade
znalosti rozdelenia ¢lenov e;.

V kazdom z prikladov detailne popiseme analyzu pre jednu konkrétnu realizé-
ciu daného ¢asového radu, vysledky jednotlivych metéd vsak budeme porovnavat
na zaklade vystupov zo sto opakovani ich aplikacie.

5.1.1 Normalne rozdelenie chybovych ¢lenov

Predpokladajme, ze mame 100 pozorovani ¢asového radu, ktory je generovany
ako
yy = log(t) + €, t=1,2,...,100,

kde e ~ N(0,1). Jedna z moznych realizcii je na obrdzku [5.1]

Spominand funkcia ets(), ktort sme nechali automaticky identifikovat model
pre tieto simulované déta, uréila ako najlepsi model ETS(A,A4,N), teda model
s aditivnou chybovou zlozkou, aditivnym tlmenym trendom a ziadnou sezénnos-
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Obr. 5.1: Simulované pozorovania ¢asového
radu y; = log(t) + €, € ~ N(0,1).

tou. Pomocou rovnic ho mézeme zapisat nasledovne

vy = (1,0)- ( %:)4‘6157

Lt 1 Cb Lt—l (8%
p— . —|— . .
() = (o 2)-(a2)+(5)«
Vyrovnané hodnoty ¢asového radu g, = L; st zobrazené na obrazku [5.2] Mo-

zeme si vSimnut, ze krivka zobrazujica vyrovnané hodnoty tvarom naozaj zod-
poveda logaritmickej funkcii, ktori sme pouzili na generovanie pozorovani ;.

Vyrovnané hodnoty modelu ETS(A,Ad,N)

Yt
2 3 4 5 6
|

1
|

—— Vyrovnané hodnoty
- log(t)
I I I T T I

0 20 40 60 80 100

0
1

Obr. 5.2: Pozorovania ¢asového radu y; = log(t) + e, ¢, ~ N(0,1),
a vyrovnané hodnoty odhadnutého modelu ETS(A,A4,N).

Odhadnuté hodnoty parametrov a a § a odhad hodnoty tlmiaceho parametra
¢ st uvedené v tabulke Rovnako v nej mozeme vidiet aj softvérom odhadnuty
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podiatotny stavovy vektor xo = (Lo, Tp) a odhad 6% rozptylu chybovych ¢lenov.
Vsetky odhady boli vypocitané metédou maximalnej vierohodnosti.

Parametre ‘ Pociatocné stavy ‘ Rozptyl

& 0.0001 | Lo 0.9103 | 62 1.0752
B 0.0001 | Ty 0.1456
o 0.9620

Tabulka 5.1: Odhady parametrov modelu ETS(A,A4,N)
pre ¢asovy rad y; = log(t) + €, ¢, ~ N(0,1).

Parametre a a 8 boli softvérom odhadnuté ako hodnoty blizke nule. Vyrovnané
hodnoty ¥,, t = 1,...,100, ktoré zodpovedaju trovni L; v ¢ase t, si potom takmer
indentické s hodnotou L;_1 + ¢T;_1, teda s troviiou pre cas t odhadnutou v case
t—1. Smernica T} v ¢ase t je kvoli malej hodnote parametra [ priblizne 96 percent
predchadzajicej smernice z casu t — 1.

Bodové predpovede pre 10 nasledujucich obdobi a prislusné predikéné inter-
valy, vypoditané s vyuzitim funkcie forecast.ets(), si na obrazku . Bledosivy
pas predstavuje 99-percentné predikéné intervaly, uzsi tmavosivy pas zobrazuje
95-percentné predikéné intervaly.

Predpovede modelu ETS(A,Ad,N)

~
©
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>
-
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o
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Obr. 5.3: Bodové predpovede modelu ETS(A,A,4,N) o 10 krokov
dopredu a predikéné intervaly pre rad y; = log(t) + €, €, ~ N(0,1).

Presné hodnoty bodovych predpovedi a predikéné intervaly uvadza tabulka
.2l Funkcia forecast.ets() tieto hodnoty, ak neuréime inak, pocita na zdklade
analytickych vzorcov, ktoré boli odvodené v stvrtej kapitole. Porovnanim s ta-
bulkou [5.3| si mézeme vSimnut, ze bodova predpoved v ¢ase 110 z tabulky
je rovna strednej hodnote rozdelenia v tomto case. Taktiez predikéné intervaly,
ktoré sme vypocitali pomocou vzorcov manualne, sa naozaj zhoduji s vystupmi
tejto funkcie.

Okrem bodovych predpovedi nas vsak zaujimalo najmé pravdepodobnostné
rozdelenie v buducich ¢asoch podmienené informéaciou do ¢asu T = 100. Kon-
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‘ Bodova predpoved

95% pred. int.

99% pred. int.

71101 (100) 15223 (2.4899, 6.5546) (1.8513, 7.1933)
71105(100) 45250 (2.4926, 6.5573) (1.8540, 7.1959)
71105(100) 45275 (2.4952, 6.5599) (1.8566, 7.1985)
71104(100) 45300 (2.4977, 6.5624) (1.8590, 7.2010)
71105 (100) 45324 (2.5000, 6.5648) (1.8614, 7.2034)
71106(100) 45347 (2.5023, 6.5670) (1.8637, 7.2057)
71167(100) 45369 (2.5045, 6.5693) (1.8659, 7.2079)
71105(100) 45390 (2.5067, 6.5714) (1.8681, 7.2100)
71100(100) 45411 (2.5087, 6.5734) (1.8701, 7.2121)
71110(100) 45430 (2.5107, 6.5754) (1.8721, 7.2140)

Tabulka 5.2: Hodnoty bodovych predpovedi modelu ETS(A,A4,N)
a prislusné predikéné intervaly pre Casovy rad y; = log(t) + €, e, ~ N(0,1).

krétne sme sa zamerali na cas t = 110 a charakteristiky jeho pravdepodobnost-
ného rozdelenia sme odhadovali zo simulacii spésobom popisanym v nasledujicich
castiach.

Z vystupu funkcie ets() mame k dispozicii stavovy vektor na konci pozorova-
ného obdobia

X100 = (L1007 Tloo),

a odhady vsetkych parametrov, ktoré sa nachadzaji vo vektoroch w, g

W = (L&)la g/: (@73)7
L ¢

(7))

Potom mozeme podla vzorca, vypodcitat hodnotu 191 a s vyuzitim pre-
pocitat novi hodnotu X191, ktort nasledne pouzijeme vo vypocte pre yy92. Takto
sme pocitali 10 budicich hodnét, pricom hodnoty ¢, pre t = 101,...110, ktoré
v tychto rovniciach vystupuji, sme generovali z normalneho rozdelenia N (0,&2),
kde 6% je odhad rozptylu chybovych ¢lenov. Celkovo sme tymto spésobom na-
simulovali 5000 moznych buducich trajektorii. Na obrazku moézeme vidiet 5
z nich.

Alternativne, bez predpokladu o pravdepodobnostnom rozdeleni chybovych
¢lenov, sme simulovali dalsich 5000 trajektérii vyuzitim bootstrap metody. To
znamend, Ze sme zo znamych minulych chyb e, = 3, — Wx,_y, t = 1,...,100,
vyberali ndhodne s opakovanim hodnoty €, pre ¢asy ¢ = 101,...,110, ktoré sme
pouzili na vypocet hodnét v, x¢, pre t = 101,...,110, podla ([£.1), (4.2). Pat takto
ziskanych trajektorii je na obrazku

V oboch pripadoch nés zaujimala stredna hodnota a rozptyl nasimulovaného
rozdelenia v ¢ase 110. Tie sme odhadli ako vyberovy priemer a vyberovy rozptyl
z 5000 hodnot, ktoré sme mali k dipozicii pre kazdu simulaciu. Predikéné inter-
valy pre predpoved v tomto ¢ase sme zo simulacii odhadovali ako (%) a (1 — %)
vyberové kvantily nasimulovanych hodnot, pricom sme uvazovali a = 0.05, resp.
a = 0.01.

a v matici F
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Simulované buduce trajektorie
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Obr. 5.4: Simulované budice trajektérie pre ¢asovy rad y, = log(t) + €,
¢, ~ N(0,1), s chybami generovanymi z N'(0,6%).

Buduce trajektorie s pouzitim bootstrap metédy
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Obr. 5.5: Simulované budice trajektorie pre ¢asovy rad v, = log(t) + €,
et ~ N(0,1), s vyuzitim metédy bootstrap.

Strednt hodnotu, rozptyl a predikéné intervaly sme pre porovnanie vypocitali
tiez s pouzitim analytickych vzorcov odvodenych v casti 4.1 v predchédzajuicej
kapitole.

Kedze v nasom pripade st hodnoty y; nezavislé a vieme, Ze sa riadia modelom
v = log(t) + €, pozndme aj ich skutoéni stredni hodnotu a rozptyl a mozeme
vypocitat aj teoretické intervaly, ktoré budu pokryvat budicu hodnotu s poza-
dovanou pravdepodobnostou, dalej oznacované ako skutocéné predikéné intervaly.
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Pre strednt hodnotu a rozptyl v ¢ase 110 plati

H110j100 = E [y110|X100, Y100, --'791] =
= E'log(110) + €;|x100, Y1005 ---» Y1] =
= log(110) + E [€&:|X100, Y1005 ---» Y1)
= log(110) = 4.7005,

varjjgjiopo = Vvar [Y110/%100, Y1005 - Y1] =
= var[log(110) + &|X100, Y100, ---, Y1) =

= var [e;[X100, Y1005 - y1] = 1.

Skutocny 95, resp. 99-percentny predikény interval dostaneme ako log(110) F
Up.975, resp. log(110) F ug.g95, kde u, je p-kvantil standardného normalneho roz-
delenia.

Porovnanie vysledkov oboch simula¢nych pristupov s analyticky vypocitanymi
a so skutonymi hodnotami je uvedené v tabulke [5.3]

fatofio0 Variopioo  95% pred. int.  99% pred. int.

Normalne chyby  4.5403  1.0722 (2.4836, 6.5465) (1.8579, 7.1549)
Bootstrap 45184 1.0304 (2.5366, 6.6149) (2.2398, 6.6742)
( ) ( )
( ) ( )

Analytické vzorce  4.5430 1.0752  (2.5107, 6.5754 1.8721, 7.2140
Skutocnd hodnota  4.7005 1.0000 (2.7405, 6.6604) (2.1247, 7.2763

Tabulka 5.3: Porovnanie vysledkov pre pravdepodobnostné predpovede
radu y; = log(t) + ¢, €, ~ N(0,1) o 10 krokov dopredu.

Mobzeme si vsimnuf, ze v tomto pripade st odhady strednej hodnoty a rozptylu
vypocitané zo simulacii za predpokladu normalneho rozdelenia chybovych ¢lenov
blizsie k tym, ktoré sme dostali analytickym odvodenim, ako odhady z bootstrap
simulacii. Predikény interval sme vSak bootstrapom ziskali presnejsi, dokonca ide
o interval, ktory je najblizsie k tomu skutoc¢nému. Taktiez vidime, ze pomocou
analytickych vzorcov dostaneme strednt hodnotu rovni bodovej predpovedi fun-
kcie forecast.ets() a jej predikény interval je totozny s analytickym.

Ak vsak chceme posudit, ktord metoda poskytuje najlepsie vysledky v po-
rovani s teoretickymi hodnotami, nestac¢i sa pozriet na jednu realizaciu modelu
v = log(t) + €, ~ N(0,1). Preto sme vygenerovali 100 moznych realizacii a
pre kazda sme odhadli stredni hodnotu, rozptyl a predikény interval sposobom,
ktory sme teraz podrobne popisali pre prva z nich. Dostali sme teda 100 odha-
dov tychto hodnot pre kazda zo simulaénych met6éd (s chybami generovanymi
z norméalneho rozdelenia A(0,6%) a s vyuzitim bootstrap metédy) a pre jednot-
livé realizacie sme ich vypocitali aj analyticky podla vzorcov zo stvrtej kapitoly.
Nésledne sme pre kazdi metdédu vypocitali priemery zo ziskanych sto odhadov
strednej hodnoty, rozptylu, hornej hranice 99-percentného predikéného intervalu
a jeho sirky a tie sme porovnali s ich skutoénymi hodnotami. Toto porovnanie
uvadza tabulka [5.4

V takomto porovnani vidime, Zze rovnako ako v predchadzajicej casti, simulé-
cie za predpokladu norméalneho rozdelenia chybovych ¢lenov poskytnu vysledky,
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[110j100  Varioioo Hornd hranica 99% pred. int. Sirka 99% pred. int.

Normalne chyby 4.5422 1.0893 7.2137 5.3611
Bootstrap 4.6238 1.0291 7.1703 5.0744
Analytické vzorce  4.5447 1.0908 7.2271 5.3649
Skuto¢na hodnota  4.7005 1.0000 7.2763 5.1517

Tabulka 5.4: Porovnanie vysledkov zo sto simuldcii modelu y;, = log(t) + €,
e ~ N(0,1), pre rozne metédy odhadov.

ktoré su blizsie k tym analytickym. S vyuzitim bootstrap metody vsak dostaneme
presnejsi odhad strednej hodnoty, rozptylu aj sirky 99-percentného predikéného
intervalu v porovnani so skutoénymi hodnotami.

Tiez si mozeme vsimnut, ze pouzitim vSetkych metéd nam vysli veelku po-
dobné vysledky. Toto vsak nebude platit pre dalsie priklady, kde uvazujeme iné
rozdelenie chybovych ¢lenov. V tabulkach [5.8 a v dalsich Castiach mdzeme
vidiet, ze vysledky jednotlivych metéd sa najma pri predikénych intervaloch lisia
vyraznejsie, ako v tomto pripade.

5.1.2 t-rozdelenie chybovych clenov

Uvazujme podobny casovy rad ako v predchadzajicom pripade a rovnako
predpokladajme, ze mame k dispozicii 100 jeho pozorovani. Tentokrat ho vsak
budeme generovat ako

Y zlog(t)—i—et, t= ].,2,...,].00,

kde ¢, ma Studentovo t-rozdelenie s troma stupnami volnosti, t.j. € ~ t3. Ide
o rozdelenie s fazkymi chvostami. Priklad realizacie takéhoto c¢asového radu je
na obrazku [5.6] MoZeme si v§imnut, Ze takto generovany Casovy rad ma vicsie
vykyvy ako ten s chybami generovanymi z normélneho rozdelenia. Je to prave
v dosledku tazkych chvostov t-rozdelenia, kvoli ktorym maju extrémne hodnoty
chyb vécsiu pravdepodobnost vyskytu.

Na tento simulovany ¢asovy rad sme znovu aplikovali funkciu ets(), ktort sme
nechali samu ur¢it najvhodnejsi model. Opét vybrala ETS(A,A4,N), popisany
v predchadzajicej casti, a odhadla jeho parametre, pociatoéné stavy aj rozptyl
chybovych ¢lenov. Odhady st uvedené v tabulke [5.5]

Parametre ‘ Pociatocné stavy ‘ Rozptyl

& 0.0001 | Lo -0.2979 | 6° 3.2510
g 0.0001 | Tj 0.5077
o 0.8942

Tabulka 5.5: Odhady parametrov modelu ETS(A,A4,N)
pre ¢asovy rad vy, = log(t) + €, €; ~ t3.

Kvoli malym hodnotam odhadov &, B , mozeme znovu povedaf, ze vyrovnané
hodnoty modelu, pre ktoré plati §, = L;,t = 1,...,100, takmer zodpovedaji od-
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Obr. 5.6: Simulované pozorovania ¢asového radu
Yy = log(t) + €, € ~ t3.

hadu trovne pre ¢as t z ¢asu t — 1. Mdzeme ich vidiet na obrézku [5.7 Pre po-
rovnanie je na nom zobrazena tiez logaritmicka funkcia, ktori sme pouzili na ge-
nerovanie hodnot casového radu. Mozeme si vSimnit, ze vyrovnané hodnoty ju
celkom dobre kopiruju.

Vyrovnané hodnoty modelu ETS(A,Ad,N)

o )
~ — Data
—— Vyrovnané hodnoty
-=- log(t)
© 7 V /] AN \MH—A-AN\/-\,?\J
- N A
o -
Lo J
I I I I T I
0 20 40 60 80 100
Cas

Obr. 5.7: Pozorovania ¢asového radu y; = log(t) + €, € ~ t3,
a vyrovnané hodnoty odhadnutého modelu ETS(A,A4,N).

Bodové predpovede modelu pre nasledujicich 10 obdobi sme pocitali s vyuzi-
tim funkcie forecast.ets(). Okrem modelu a dlzky predpovedného obdobia sme
nespecifikovali ziadne dalsie parametre, takze vystupy tejto funkcie budua opat
zhodné s vysledkami, ktoré nam poskytni analytické vzorce odvodené v Stvr-
tej kapitole. Predpovede spolu s bledosivymi 99-percentnymi a tmavosivymi 95-
percentnymi predikénymi intervalmi st na obrazku . Ciselné hodnoty st v ta-
bulke (.6
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Predpovede modelu ETS(A,Ad,N)
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Obr. 5.8: Bodové predpovede modelu ETS(A,4,4,N) o 10 krokov
dopredu a predik¢né intervaly pre rad y; = log(t) + €, ¢, ~ t3.

‘ Bodova predpoved  95% pred. int. 99% pred. int.

7110, (100) 3.9860 (0.4520, 7.5109) (-0.6584, 8.6303)
71102(100) 3.9863 (0.4523, 7.5202) (-0.6581, 8.6307)
71105(100) 3.9866 (0.4526, 7.5205) (-0.6578, 8.6310)
71104(100) 3.9868 (0.4529, 7.5208) (-0.6576, 8.6312)
71105 (100) 3.9871 (0.4531, 7.5210) (-0.6573, 8.6315)
71106(100) 3.9873 (0.4533, 7.5212) (-0.6571, 8.6317)
71167(100) 3.9875 (0.4535, 7.5214) (-0.6569, 8.6319)
71105(100) 3.9876 (0.4537, 7.5216) (-0.6568, 8.6320)
71100(100) 3.9878 (0.4538, 7.5217) (-0.6566, 8.6322)
71110(100) 3.9879 (0.4540, 7.5219) (-0.6565, 8.6323)

Tabulka 5.6: Hodnoty bodovych predpovedi modelu ETS(A,A4,N)
a prislusné predikéné intervaly pre casovy rad y; = log(t) + €, € ~ t3.

Aj v tomto pripade nés zaujimalo pravdepodobnostné rozdelenie v Case t =
110, podmienené informéaciou do ¢asu T' = 100. Jeho charakteristiky a predikény
interval sme opét odhadovali zo simulacii. Postupovali sme pritom rovnako ako
v prvom priklade. Hodnoty ¢;,t = 101,...,110, ktoré sme dosadzali do vzorcov (4.1]
a , sme teda znovu generovali z normalneho rozdelenia N(0,62), alebo sme
ich ndhodne vyberali zo zndmych minulych chyb e, = v, — W'x,_1,t = 1,...,100.
V oboch pripadoch sme urobili 5000 simulacii, z ktorych 5 mézeme vidiet na ob-
rézkoch 5.9 a 5100

Nasledne sme z 5000 simulovanych hodndt v ¢ase 110 odhadovali podmiennt
stredntt hodnotu fi119100, podmieneny rozptyl varijopnoo @ hranice 95 a 99-per-
centného predikéného intervalu. Tie sme dostali ako 0.025, resp. 0.005, a 0.975,
resp. 0.995 vyberové kvantily 5000 nasimulovanych hodnét v ¢ase 110. Vysledky
st zhrnuté v tabulke 5.7 Okrem odhadov zo simulacii tabulka obsahuje aj
hodnoty, ktoré sme dostali manudlnym vypoctom z analytickych vzorcov, a sku-
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Simulované buduce trajektorie
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Obr. 5.9: Simulované budice trajektérie pre ¢asovy rad y, = log(t) + €,
€, ~ t3, s chybami generovanymi z N (0,52).

Buduce trajektorie s pouzitim bootstrap metédy
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Obr. 5.10: Simulované budice trajektorie pre ¢asovy rad y; = log(t) + €,
€ ~ t3, s vyuzitim metody bootstrap.

tocné hodnoty, ktoré vieme vypocitat, kedze v uvazovanom priklade st hodnoty
y; nezavislé a riadia sa znamym modelom y; = log(t) + €, ¢ ~ t3.
Pre skutocnt stredni hodnotu a rozptyl plati

P00 = FE [Y1101%100, Y1005 - Y1] =

= Elog(110) + €|x100, Y1005 ---» Y1] =
log(110) 4+ E' [€¢|X100, Y1005 -+ Y1]
= log(110) = 4.7005,
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varijpjioo = Vvar [?J110|X10079100,-~-;y1] =
= var[log(110) + &|X100, Y100, ---, Y1) =

= var [e:X100, Y100, -+ Y1] =

3
= 7:3
3—2 ’

skutoény 95-percentny predikény interval dostaneme zo vztahu
Y110 = log(110) + €110,

kde €119 ~ t3. Potom ak t3(0.025) a £3(0.975) st 0.025 a 0.975-kvantily Studen-
tovho t-rozdelenia s tromi stupnami volnosti, plati

P (5 (0.025) < €119 < #3(0.975) ) = 0.95
a pre yi1p mame
P((#5(0.025) + log(110) < w1 < £5(0.975) + log(110)) = 0.95.

Skutoény 99-percentny predikény interval vieme odvodit analogicky a dostaneme
(£5(0.005) + log(110), 5(0.995) + log(110) ), kde #5(0.005) a £5(0.995) sii 0.005 a
0.995-kvantily ¢t-rozdelenia s tromi stupnami volnosti.

ftoji00  Variooo  95% pred. int. 99% pred. int.

Normalne chyby 3.9884 3.2904 (0.4458, 7.6023 (-0.7072, 8.8371
Bootstrap 3.8915 3.3267 (0.4269, 7.5180) (-5.1732, 10.1452
Analytické vzorce  3.9879 3.2511 (0.4540, 7.5219 (-0.6565, 8.6323
Skutoc¢nd hodnota  4.7005 3.0000 (1.5180, 7.8829) (-1.1404, 10.5414

N N N N
~— — — ——
~— —— N

Tabulka 5.7: Porovnanie vysledkov pre pravdepodobnostné predpovede
radu y; = log(t) + €, ¢, ~ t3 0 10 krokov dopredu.

V tabulke vidime, ze vysledky si opat podobné pre vsetky metody. Vy-
raznejsie sa lisia iba v pripade 99-percentného predikéného intervalu. Simulécie
vychadzajice z bootstrap metddy poskytli najlepsi odhad jeho hornej hranice,
hoci je cely interval o dost Sirsi, ako ten skuto¢ny. Nepresnost odhadov simu-
lacii s normalnymi chybami aj analytickych vzorcov by v tomto pripade mohla
indikovaft, ze predpoklad normality z ktorého vychadzajua, nie je splneny.

Kedze sme pracovali so simulovanymi datami, vieme, ze chyby maja v sku-
tocnosti t-rozdelenie. Toto podozrenie by sme mohli ziskat aj na zaklade histo-
gramu chybovych ¢lenov, ktory je na obrazku Na nom sa nam ukazali fazké
chvosty t-rozdelenia. Napriek tomu sme pomocou analytickych vzorcov odvode-
nych s predpokladom normélneho rozdelenia chybovych ¢lenov stale dostali 95-
percentny predikény interval, ktory je v porovnani so skutoé¢nym celkom presny.
Vacsi rozdiel si mozeme vsSimnit pri 99-percentnom predikénom intervale. Po-
zreli sme sa ale aj na to, aké vysledky dostaneme v pripade, ze budeme chyby
do simuléacii generovaf z t-rozdelenia.
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Histogram chyb modelu
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Obr. 5.11: Histogram chybovych clenov modelu ETS(A,A4,N)
pre Casovy rad y; = log(t) + €, & ~ t3.

Najskor sme potrebovali urcit pocet stupniov volnosti. Ten sme pouzitim soft-
véru odhadli metédou maximélnej vierohodnosti z daf] ako 2.5233. Nésledne
sme simulovali 5000 moznych budtcich trajektorii pre 10 nasledujtacich obdobi,
pricom hodnoty €;,¢t = 101,...,110, ktoré vystupuja v rekurzivnych vzorcoch ,
, sme generovali z t-rozdelenia prave s tymto poc¢tom stupnov volnosti. Pét
takto ziskanych budtcich trajektorii je na obrazku [5.12]

Buduce trajektorie z odhadnutého parametrického modelu

o |
0 A
= Vil
o
L(‘) —
T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Cas

Obr. 5.12: Simulované budtce trajektérie pre casovy rad
y; = log(t) + € s chybami z odhadnutého modelu.

Z nasimulovanych hodnét v case 110 sme odhadli strednt hodnotu a rozptyl

Pomocou funkcie optim(), v ktorej $pecifikdcii sme zvolili po¢iato¢nti hodnotu optimalizo-
vaného parametra rovnud 5, zadali funkciu logaritmickej vierohodnosti a zvolili Brentovu metédu
maximalizacie.
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ako
101100 = 3:9530,  VaTiig100 = 2.8218,

95-percentny predikény interval nam vysiel (0.7784,7.4371) a 99-percentny pred-
ikény interval sme dostali (—1.8948,9.1274). Tento odhad strednej hodnoty i rozp-
tylu je porovnatelny s odhadmi ostatnych metéd. Pokial ide o predikéné intervaly,
tymto sposobom sme dostali uzsie intervaly, ktoré takmer pokryvaju tie skutoc¢né,
a odhady ich spodnych hranic st blizsie k skuto¢nym spodnym hraniciam, ako
boli odhady simulacii s bootstrapom aj s normalnymi chybami.

Aby sme mohli posudif, ktord z pouzitych metdéd poskytuje najpresnejsie
vysledky, aj v tomto priklade sme vygenerovali sto réznych realizacii modelu
yr = log(t) + €, €, ~ t3,t = 1,2,...,100. Pre kazdu z nich sme spravili 5000 simula-
cii budtcich trajektorii za predpokladu normélneho rozdelenia chyb, s vyuzitim
bootstrap metddy aj generovanim chyb z t-rozdelenia s odhadnutym poc¢tom stup-
nov volnosti. Pre kazdu zo sto realizacii sme z nasimulovanych dat odhadli strednt
hodnotu a rozptyl v case 110 a 99-percentny predikény interval. Pre jednotlivé
realizacie sme tieto hodnoty spocitali aj pomocou analytickych vzorcov. Nasledne
sme zo sto hodnot pre kazdd metédu vypocitali ich priemery. Porovnanie vysled-
kov, ktoré sme dostali, sa nachadza v tabulke [5.8|

Mi10j100  Varijopoo Hornd hranica pred. int. Sirka pred. int.

Normalne chyby 4.4871 2.8166 8.7309 8.5029
Bootstrap 4.5240 2.7029 10.5240 11.5739
Odhadnuty model  4.4850 3.8911 10.5346 11.8882
Analytické vzorce  4.4816 2.8265 8.7513 8.5394
Skuto¢nd hodnota  4.7005 3.0000 10.5414 11.6818

Tabulka 5.8: Porovnanie vysledkov zo sto simuldcii modelu y, = log(t) + €,
€; ~ tg, pre rozne metdédy odhadov.

Odhady zo simulécii s normalne rozdelenymi chybami st opét najblizsie k vy-
sledkom z analytickych vzorcov. V pripade predikénych intervalov sa to da ocaka-
vat, vzhladom na to, Ze analytické vzorce pre ne boli odvodené na zaklade pred-
pokladu ¢ ~ N(0,0%). Ak vSak porovndme vysledky so skutoénymi hodnotami,
vidime, zZe simulacie zalozené na bootstrap metode a na odhadnutom modeli po-
skytli lepsie odhady hornej hranice 99-percentného predikéného intervalu aj jeho
sirky.

5.1.3 Chyby z posunutého exponencialneho rozdelenia
Stale pracujme s modelom
yy = log (t) + €, t=1,2,..,100,

kde tentokrat uvazujeme chyby z o konstantu ¢ posunutého exponencialneho roz-
delenia s parametrom A s hustotou

F(@:2) = Xexp (=A@ +0)) - T,
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Konkrétne budeme uvazovat rozdelenie s A = 1 posunuté o ¢ = 1, ktorého hustota

ma tvar

f(x) =exp(—z — 1) Ip>_q).
Dalej budeme takéto rozdelenie oznacovat Exp(1) — 1. Pre ¢, ~ Exp(1) — 1 plati
Ele] =3 —-1=1—-1=0,var[e] = 55 = 1. Toto rozdelenie sme pre chybové
¢leny vybrali z dovodu jeho nesymetrie. Jedna z moznych realizacii sto pozorovani
tohto ¢asového radu je na obrazku [5.13|
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Obr. 5.13: Simulované pozorovania casového radu
yr = log(t) + e, e ~ Exp(1) — 1.

Funkcia ets(), rovnako ako v predchédzajicich prikladoch, opat urcila model
ETS(A,A;,N) za najlepsi podla AIC kritéria. Jeho parametre, pociato¢né stavy
a rozptyl chybovych ¢lenov ¢, odhadla tak, ako uvddza tabulka [5.9]

Parametre ‘ Pociatocné stavy ‘ Rozptyl

& 0.0001 | Lo 0.8473 | 6% 1.6937
5 0.0001 | Ty 0.2481
¢ 0.9345

Tabulka 5.9: Odhady parametrov modelu ETS(A,A4,N)
pre ¢asovy rad y; = log(t) + € ~ Exp(1) — 1.

Odhady &,B su znovu cisla blizke nule, takZze vyrovnané hodnoty tohto mo-
delu, zobrazené na obrazku , su v case t takmer identické s L;_1 + (Ath_l.
Pritom smernica T; v Case t je priblizne 93 percent predchadzajticej hodnoty
smernice.

Na obrazku [5.15| mézeme vidiet bodové predpovede takto odhadnutého mo-
delu pre 10 nasledujtcich obdobi. Siri bledosivy pas predstavuje prislusné 99-
percentné predikéné intervaly, tmavosivou su zobrazené 95-percentné predikéné
intervaly. Ich ¢iselné hodnoty st uvedené v tabulke [5.10]

Rovnako ako v predchadzajuicich prikladoch nas aj teraz zaujimali charakte-
ristiky pravdepodobnostného rozdelenia budicich hodnét. Preto sme simulovali
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Vyrovnané hodnoty modelu ETS(A,Ad,N)
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Obr. 5.14: Pozorovania ¢asového radu y; = log(t) + €, ¢, ~ Exp(1) — 1,
a vyrovnané hodnoty odhadnutého modelu ETS(A,A4,N).

Predpovede modelu ETS(A,Ad,N)
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Obr. 5.15: Bodové predpovede modelu ETS(A,A44,N) o 10 krokov
dopredu a predikéné intervaly pre rad y; = log(t) + €, ¢, ~ Exp(1) — 1.

mozné budice trajektorie pre nasledujicich 10 obdobi a to opaf dvoma spdsobmi.
Najskor sme chyby €;,t = 101,...,110, do rekurzivnych vzorcov , genero-
vali z norméalneho rozdelenia s nulovou strednou hodnotou a rozptylom 42, potom
sme vyuzili metédu bootstrap. V oboch pripadoch sme simulovali 5000 trajekto-
rif, pricom pat z nich sme pre jednotlivé metédy zobrazili na obrézkoch [5.16] a
bI7

Z 5000 nasimulovanych hodnét v ¢ase 110 sme znovu odhadovali podmienenti
stredntt hodnotu gi110100 @ podmieneny rozptyl varyigi00 budicej hodnoty 110
a pomocou kvantilov sme urcili aj 95 a 99-percentné predikéné intervaly pre hod-
notu v tomto case. Taktiez sme dané charakteristiky a predikéné intervaly vypo-
¢itali aj pomocou analytickych vzorcov odvodenych v stvrtej kapitole, a na zaver
sme urcili presné hodnoty. Presnii strednid hodnotu a rozptyl sme pocitali ana-
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‘ Bodova predpoved

95% pred. int.

99% pred. int.

71101 (100) 1.3736
71105(100) 4.3788
71105(100) 4.3790
71104(100) 4.3792
71105 (100) 4.3794
71106(100) 4.3795
71167(100) 4.3797
71105(100) 4.3799
71100(100) 4.3800
71110(100) 4.3801

(1.8278, 6.9293)
(1.8280, 6.9295)
(1.8283, 6.9297)
(1.8284, 6.9299)
(1.8286, 6.9301)
(1.8288, 6.9303)
(1.8290, 6.9304)
(1.8291, 6.9306)
(1.8292, 6.9307)
(1.8294, 6.9309)

(1.0263, 7.7308)
(1.0265, 7.7310)
(1.0268, 7.7312)
(1.0269, 7.7314)
(1.0271, 7.7316)
(1.0273, 7.7318)
(1.0275, 7.7320)
(1.0276, 7.7321)
(1.0277, 7.7323)
(1.0279, 7.7324)

Tabulka 5.10: Hodnoty bodovych predpovedi modelu ETS(A,A4,N)

a prislusné predikéné intervaly pre Casovy rad y; = log(t) + €, ¢, ~ Exp(1) — 1.

Simulované buduce trajektorie
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Obr. 5.16: Simulované budiice trajektorie pre ¢asovy rad y; = log(t) + €,
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¢, ~ Exp(1) — 1, s chybami generovanymi z A'(0,5%).

logicky ako v predchadzajicich castiach. Predikény interval sme dostali z toho,

ze

Y110 = 10g(110) + €110,

kde €170 = Z — 1, pricom Z ~ Exp(1). Potom ak ozna¢ime 0.025 a 0.975-kvantily

exponencialneho rozdelenia s parametrom 1 ako zy o5, resp. zgg7s, plati

P (20.025 < Z < 20.975) = 0.95

a teda pre y;190 mame

P(Z0.025 -1+ lOg(llO) S Y110 S 20.975 — 1+ log(llO)) = 0.95.

99-percentny interval by sme odvodili analogicky a dostali by sme <20.005 -1+

log(110), z0.995 — 1 + log(ll())), kde z, je p-kvantil exponencidlneho rozdelenia

s parametrom 1.
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Buduce trajektorie s pouzitim bootstrap metédy

Obr. 5.17: Simulované budice trajektérie pre ¢asovy rad y, = log(t) + €,
e ~ Exp(1) — 1, s vyuzitim metody bootstrap.

Ciselné hodnoty vysledkov vietkych popisanych metéd st uvedené v tabulke
b.11] Ak porovnavame odhady zo simuldcii so skuto¢nymi hodnotami, simulécie
s normalnymi chybami nam poskytli nepatrne presnejsi odhad strednej hodnoty,
boostrap nepatrne presnejsi odhad rozptylu. Ak porovname odhadnuté predikéné
intervaly so skutoénymi predikénymi intervalmi, mézeme si vSimnuf, Ze boots-
trap nam v pripade 95-percentného intervalu poskytne jednoznacne najlepsi od-
had jeho hranic. Pre 99-percentny predikény interval bootstrap najlepsie odhadol
spodnt hranicu, cely interval je vsak o dost Sirsi ako ten skutocny.

[110[100  Var110]100 95% pred. int. 99% pred. int.
Normalne chyby 4.4066 1.6809 (1.8740, 6.9323) (1.1153, 7.7534)
Bootstrap 4.3499 1.6127 (3.0059, 7.7635) (2.8203, 10.7977)
Analytické vzorce  4.3801  1.6937 (1.8294, 6.9309)  (1.0279, 7.7324)
Skutoc¢nd hodnota  4.7005 1.0000 (3.7258, 7.3894) (3.7055, 8.9988)

Tabulka 5.11: Porovnanie vysledkov pre pravdepodobnostné predpovede
radu y; = log(t) + €, €, ~ Exp(1) — 1 o 10 rokov dopredu.

Ak by sme nepracovali so simulovanymi ale s redlnymi datami, informéciou
o presnom rozdeleni chybovych ¢lenov by sme nedisponovali. Vzdy si vSak mo-
zeme vykreslit histogram chyb nasho modelu a posidit vhodnost predpokladu ich
normalneho rozdelenia. Takyto histogram je na obrazku

Pohlad na tento histogram normalne rozdelenie nepripomina, da sa v nom
vsak vidief klesajica exponenciala. Skusili sme teda najst vhodny parametricky
model pre chybové ¢leny a odhadnit jeho parametre. Zvolili sme si posunuté
exponencialne rozdelenie s parametrom a, ktoré ma hustotu

1 T
f(z;a) = —exp (— — 1) , x> —a,
a a
a potom maximalne vierohodny odhad parametra a je ¢ = —minj<<igo(er).
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Histogram chyb modelu

Qo _
Te)
o _|
<
B
¢ 3
k7
g &7
o _|
o —
I T T T 1
2 0 2 4 6
Chyby

Obr. 5.18: Histogram chybovych ¢lenov modelu ETS(A,A4,N)
pre ¢asovy rad y; = log(t) + €, ¢, ~ Exp(1) — 1.

Pre chybové ¢leny nasho modelu plati @ = 1.5586. Dalej sme vygenerovali 5000
moznych budicich trajektorii pre 10 nasledujicich obdobi, a to tak, ze sme opéat
pouzivali rekurzivne vzorce a (4.2), v ktorych sme za ¢,t = 101,...,110,
dosadzali hodnoty generované z posunutého exponencialneho rozdelenia s para-
metrom a = 1.5586. Pét takto simulovanych vyvojov je na obrazku[5.19) Odhady
podmienenej strednej hodnoty a podmieného rozptylu v case 110 si

faiopoo = 4.3684,  Variiop00 = 2.0933,

predikéné intervaly, ktorych hranice sme dostali ako 0.025 a 0.975 vyberové kvan-
tily, resp. 0.005 a 0.995 vyberové kvantily, nasimulovanych hodnét v ¢ase 110, su
(2.8608, 8.3225), resp. (2.8289,9.4475). Odhad strednej hodnoty a rozptylu je me-
dzi bootstrapom a simulaciami za predpokladu normélne rozdelenych chyb, pre-
dikéné intervaly pokryvaju tie skutocné. Najlepsie vysledky, v porovnani so sku-
toénymi hodnotami, nam stale poskytla bootstrap metoda, avsak 99-percentny
predikény interval vysiel lepsi zo simulécii z odhadnutého parametrického modelu.

Pre porovnanie presnosti jednotlivych simula¢nych metod aplikovanych na da-
ta, ktoré sa riadia modelom y; = log(t) +€;, ¢, ~ Exp(1) — 1, sme znovu vygenero-
vali sto jeho realizacii a pre kazdi sme simulovali mozné budtce vyvoje. V simu-
lacidch sme najskor predpokladali, Ze chyby maji normélne rozdelenie N (0,&2),
vyberali sme ich ndhodne zo znamych minulych chyb a tiez sme odhadovali ich
rozdelenie. Potom sme odhadovali strednt hodnotu, rozptyl a 99-percentny pre-
dikény interval pre budicu hodnotu v éase t = 110. Pre kazdu realizaciu sme
stredni hodnotu, rozptyl, aj 99-percentny predikény interval vypocitali aj pomo-
cou analytickych vzorcov. Na zaver sme 100 ziskanych hodndt pre kazdu charak-
teristiku pravdepodobnostného rozdelenia spriemerovali, aby sme vysledky mohli
porovnaf so skutoé¢nymi hodnotami. Toto porovnanie mozeme vidiet v tabulke
0. 12l

Podobne ako v predchadzajucich prikladoch, aj tentokrat sa nam potvrdilo, ze
simulacie s pouzitim bootstrap metédy poskytuji najlepsie vysledky v porovnani
so skutocnymi hodnotami. Zaujimavé vsak je, ze pomocou analytickych vzorcov
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Buduce trajektorie z odhadnutého parametrického modelu
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Obr. 5.19: Simulované budtce trajektorie pre casovy rad
yr = log(t) + €, ¢, ~ Exp(1) — 1 s chybami z odhadnutého modelu.

M1t0j100  Varijopoo Hornd hranica pred. int.  Sirka pred. int.

Normalne chyby 4.5421 1.1137 7.2401 5.3887
Bootstrap 4.6214 1.0590 8.8498 5.6823
Odhadnuty model  4.5189 1.9809 10.1994 7.2899
Analytické vzorce  4.5439 1.1150 7.2428 5.3979
Skuto¢nd hodnota  4.7005 1.0000 8.9988 5.2933

Tabulka 5.12: Porovnanie vysledkov zo sto simuldcii modelu vy, = log(t) + €,
€, ~ Exp(1) — 1, pre rozne metédy odhadov.

aj s vyuzitim simulacii s norméalne rozdelenymi chybami dostavame predikéné
intervaly, ktoré su priblizne rovnako Siroké ako je ten skutocny.

5.1.4 Zhrnutie

Na zaklade doteraz prezentovanych prikladov sa javia simuldcie s vyuzitim
bootstrap metdédy ako najpresnejsi sposob odhadovania predikéného intervalu
pre budice hodnoty ¢asového radu. Pri nich totiz pracujeme bez predpokladu
o pravdepodobnostnom rozdeleni chybovych ¢lenov a teda funguja veelku presne
pre chyby z roznych rozdeleni. V pripade t-rozdelenia chybovych ¢lenov sme vsak
dostali z odhadnutého modelu porovnatelne presny odhad 99-percentného pred-
ikéného intervalu ako bootstrap metédou.

Co sa tyka odhadov podmienenej strednej hodnoty a podmieneného rozptylu
v budtcich ¢asoch, tie vychddzaju priblizne rovnako presne pre simulacie s nor-
malne rozdelenymi chybami aj s vyuzitim bootstrap metody. S vyuzitim genero-
vania chyb z odhadnutého parametrického modelu sme vsak v oboch prikladoch
dostali menej presny odhad podmieneného rozptylu.
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5.2 Realne data

V tejto casti budeme aplikovat doteraz prezentované metédy aj na realne
data. Budeme pracovat konkrétne s casovym radom stvrtroénych objemov predaja
stolového vina v Australii v tisickach litrov v obdobi od roku 1985 do roku 20117
to znamend so 108 pozorovaniami. Tie mo6zeme vidief na obrazku [5.20]
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Obr. 5.20: Pozorovania stvrtro¢nych objemov predaja
stolového vina medzi rokmi 1985 a 2011.

Vidime, ze kazdy rok je objem predaja najnizsi na jeho zaciatku a najvyssi
koncom roka, ¢o moze byt spésobené sviatoénym obdobim. Tieto sezénne vykyvy
vsak pdsobia priblizne rovnaké v jednotlivych rokoch a nezvac¢suju sa s rasticim
objemom predaja, ktory mozeme sledovat priblizne od roku 1996. Preto predpo-
kladame, ze vhodnym modelom pre tieto data by mohol byt model s aditivnou
sezénnostou s dlzkou sezény m = 4.

Na jeho odhad sme opéat pouzili funkciu ets(), ktort sme nechali vybrat naj-
vhodnejsi model automaticky. Najmensiu hodnotu AIC mal model ETS(A,A,A)
s aditivnou chybou, aditivhym trendom a, ako sme ocakavali, aditivnou sezon-
nostou. Pomocou rovnic ho mézeme zapisat ako

Ly
T
- Si-1
wo= (110001 | 27 | +a,
t—2
Si—3
Si—4
L, 110000 L o
T, 010000 T, 3
ss | looooo01 S, N
S| “loo1000 S, | Tl o |
Sy 000100 S, 0
S, 000010 S, 0

2zdroj: Australian Bureau of Statistics, www.abs.gov.au, katalégové é&islo 8504.0, Table 2.
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Odhadnuté hodnoty vyrovnavacich konstant «, 8 a v sa nachéddzaju v tabulke
[5.13] Taktiez v nej moézeme vidiet odhadnuté pocdiatoéné stavy Lo, Tp, So, S—1,

S_5, S_3, a odhad rozptylu chybovych ¢lenov o2.

Pociatocné stavy

Rozptyl

Parametre
a  0.3022
B 0.0307
4 0.1458

Ly 62819.5175
Th 56.1370
So 10990.8777
S_1 3980.6449
S_o  -2461.5984
S_3  -12509.9241

5% 9788468

Tabulka 5.13: Odhady parametrov modelu ETS(A,A,A)

pre stvrfrocné objemy predaja stolového vina v Australii.

Hodnota Sy v tomto pripade predstavuje odhad sezénnej zlozky pre posledny
stvrfrok roku 1984, ktory nase data neobsahujia. S_; je jej odhad pre treti stvrt-
rok, S_, pre druhy a S_3 je odhad sezénnej zlozky pre prvy stvrtrok 1984. Mozeme
si vS§imnut, ze vplyvom takto odhadnutej sezonnej zlozky naozaj dostavame vyssi
objem predaja stolového vina na konci roka, a naopak nizsi na jeho zaciatku,
presne ako sme konstatovali v itvodnom popise pozorovani ¢asového radu.

Vyrovnané hodnoty odhadnutého modelu ETS(A,A,A), vypocitané ako §, =
L; + S;, mozeme vidief na obrazku [5.21]

Vyrovnané hodnoty modelu ETS(A,A,A)
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Obr. 5.21: Pozorovania stvrtro¢nych objemov predaja stolového vina
v Austrélii a vyrovnané hodnoty odhadnutého modelu ETS(A,A,A).

Bodové predpovede nasho modelu pre 10 nasledujticich obdobi st spolu so si-
vymi 95-percentnymi a Sirsimi modrymi 99-percentnymi predikénymi intervalmi
na obrazku [5.22] Predpovedané budiice hodnoty su zobrazené modrou krivkou.

Ciselné hodnoty predpovedi a hranic predikénych intervalov, ktoré sme do-
stali pouzitim funkcie forecast.ets(), si uvedené v tabulke |5.141 Tieto hodnoty
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Predpovede modelu ETS(A,A,A)
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Obr. 5.22: Bodové predpovede modelu ETS(A,A,A) o 10 krokov dopredu
a predikéné intervaly pre ¢asovy rad Stvrtro¢nych objemov predaja stolového
vina v Australii.

‘ Bodové predpoved 95% pred. int. 99% pred.int

1Q 2012 82 161.0161 (76 028.9693, 88 293.0629) (74 102.1406, 90 219.8917)
2Q 2012 94 275.1167 (87 812.1988, 100 738.0346) (85 781.4028, 102 768.8306)
3Q 2012 100 383.1080 (93 546.3608, 107 219.8551) (91 398.0992, 109 368.1167)
4Q 2012 107 410.5110 (100 158.7275, 114 662.2945) (97 880.0520, 116 940.9700)
1Q 2013 82 155.2059 (74 102.6523, 90 207.7595) (71 572.3565, 92 738.0552)
2Q 2013 94 269.3064 (85 745.5376, 102 793.0753) (83 067.1753, 105 471.4376)
3Q 2013 100 377.2977 (91 346.5742, 109 408.0212) (88 508.9153, 112 245.6802)
4Q 2013 107 404.7008 (97 833.2553, 116 976.1462) (94 825.6892, 119 983.7123)
1Q 2014 82 149.3956 (71 675.1157, 92 623.6756) (68 383.8584, 95 914.9329)
2Q 2014 94 263.4962 (83 204.5384, 105 322.4540) (79 729.5620, 108 797.4304)

Tabulka 5.14: Hodnoty bodovych predpovedi modelu ETS(A,A,A) a prislusné
predikéné intervaly pre Stvrtro¢né objemy predaja stolového vina v Australii.

sa zhoduju s vysledkami, ktoré by sme dostali aplikdciou analytickych vzorcov
odvodenych v stvrtej kapitole.

Opéat nas vsak zaujimalo aj pravdepodobnostné rozdelenie buducich hodnot
podmienené informaciou do c¢asu T = 108, konkrétne jeho strednd hodnota a
rozptyl, ktoré sme aj v pripade redlnych dat odhadovali zo simuldcii budicich
trajektorii. Tie sme pocitali s vyuzitim rekurzivnych vzorcov , Sposo-
bom, ktory je podrobne popisany v ¢asti 5.1.1 na strane 34}

Najskor sme vypocitali 5000 moznych budtcich trajektorii tak, ze sme hod-
noty €,t = 109, ..., 118, ktoré potrebujeme do vypoc¢tu budicich hodnot y; a x;,
generovali ako nahodné ¢sla z norméalneho rozdelenia A(0,5%) s nulovou stred-
nou hodnotou a rozptylom rovnym odhadu rozptylu chybovych ¢lenov z modelu.
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Pét z nich je na obrazku [5.23]

Simulované buduce trajektorie
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Obr. 5.23: Simulované budice trajektorie pre casovy rad stvrtro¢nych
objemov predaja stolového vina v Australii s chybami z A(0, 7).

V dalsich 5000 simulaciach sme budice hodnoty ¢;,t = 109,.., 118, ziskali boot-
strap metodou, ¢o znamend, ze sme ich vyberali ndhodne s opakovanim z mnozi-
ny znamych minulych chyb e, = 1, — W'x,_1,t = 1,...,108. Uk4Zku piatich z nich
mozeme vidiet na obrazku [5.24]

Buduce trajektorie s pouzitim bootstrap metédy
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Obr. 5.24: Simulované budtce trajektérie pre casovy rad stvrfrocnych
objemov predaja stolového vina v Australii s vyuzitim bootstrap metody.

V oboch pripadoch sme sa zamerali na predpovede o desat krokov dopredu, t.j.
na objem predaja stolového vina v Austrdlii v druhom stvrfroku 2014. Strednu
hodnotu a rozptyl rozdelenia v case t = 118, ktory reprezentuje prave tento
stvrtrok, podmienené informéciou do ¢asu 7' = 108, sme odhadli ako vyberovy
priemer a vyberovy rozptyl nasimulovanych hodndt pre ¢as 118. Predikéné in-

[0

tervaly pre hodnoty v tomto budicom case sme odhadovali ako (5) a (1 — %)
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vyberové kvantily nasimulovanych hodnot 15, pricom sme uvazovali postupne
a=0.05aa=0.01.

Podmienent stredni hodnotu ji118/108 @ podmieneny rozptyl var;gji0s, rovnako
ako aj 95 a 99-percentné predikéné intervaly, sme dalej vypocitali aj pomocou
analytickych vzorcov zo Stvrtej kapitoly. Vysledky zo vsetkych pouzitych metod
st zhrnuté v tabulke [5.15

[118/108 Variis|ios 95% pred. int. 99% pred. int.
Normaélne chyby 94 307.8920 30 908 289.7851 (83 396.7276, 105 132.5072) (79 986.9182, 108 208.5118)
Bootstrap 94 266.7634 27 194 570.4720 (83 452.5373, 103 903.4873) (79 791.5145, 109 028.9223)

Analytické vzorce 94 263.4962 31 837 006.1021 (83 204.5384, 105 322.4540) (79 729.5620, 108 797.4304)

Tabulka 5.15: Porovnanie vysledkov pre pravdepodobnostné predpovede o 10
krokov dopredu pre stvrtrocné objemy predaja stolového vina v Australii.

Vidime, Ze obe simula¢né metody poskytli podobné vysledky, ktoré sa blizke aj
vysledkom z analytickych vzorcov. V pripade predikéného intervalu odhadnutého
zo simulécii s normalnymi chybami sa to da ocakavat, kedze analyticky predikény
interval je odvodeny rovnako s predpokladom, zZe chyby st normaéalne rozdelené.
Podobné vysledky vsSak poskytli aj simulacie s vyuzitim bootstrap metody, ktoré
sa aj na zaklade prikladov so simulovanymi datami javili ako najpresnejsie. Plati
to dokonca i v pripade 99-percentnych intervalov, pri ktorych sa v predchadza-
jucich prikladoch, kde sme uvazovali chyby z iného ako normalneho rozdelenia,
rozdiel medzi simula¢nymi metédami prejavil. Mozeme teda predpokladat, ze
rozdelenie chyb je naozaj blizke normalnemu, ¢o mozeme vidiet aj na histograme
chyb modelu na obrézku [5.25 Pre jednoduchsie porovnanie sme nim prelozili
krivku hustoty normalneho rozdelenia so strednou hodnotou rovnou priemeru
chybovych ¢lenov a rozptylom rovnym ich vyberovému rozptylu. V takom pripade
mozeme povazovat bodové predpovede aj odhady predikénych intervalov oboch
simula¢nych metéd za spolahlivé.

Histogram chyb modelu
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Obr. 5.25: Histogram chybovych ¢lenov modelu ETS(A,A,A)
pre Stvrfrocné objemy predaja stolového vina v Australii.
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Kedze pracujeme s realnymi datami a teda nepozname skutocéné rozdelenie
chyb, nemo6zeme odhady predikénych intervalov porovnat so ziadnymi teoretic-
kymi hodnotami. Pokial vsak ide o bodové predpovede, mbézeme sa pozriet na sku-
tocnu pozorovani hodnotu objemu predaja stolového vina v Australii v druhom
stvrtroku 2014 a porovnat ich s nim. Predaj v tomto ¢ase dosiahol 94 381 tisic
litrov. Simulacie za predpokladu normalne rozdelenych chyb teda predpovedali
jeho hodnotu o cosi lepsie ako bootstrap ¢i analytické vzorce.
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Zaver

Cielom nasej diplomovej prace bolo prezentovat Statistické modely pre za-
kladné metédy exponencialneho vyrovnavania, popisat ich vyuzitie pri odha-
dovani pravdepodobnostného rozdelenia budiucich hodnot, ktoré nam umoznuje
konstruovat pravdepodobnostné predpovede, a nasledne dané modely a metody
aplikovat na rézne casové rady.

V teoretickej ¢asti prace sme sa najskor venovali popisu metdd exponencidl-
neho vyrovnavania ako algoritmov na vypocet vyrovnanych hodnot a bodovych
predpovedi analyzovanych casovych radov. Zaoberali sme sa konkrétne metédami
jednoduchého a dvojitého exponencidlneho vyrovnavania, Holtovou metodou a jej
rozsirenim pre data so sezonnymi vplyvmi, Holtovou-Wintersovou metédou. Te-
ériu tykajucu sa tychto metdd sme spracovavali vychadzajic primarne z (Cipra,
2008). Predstavili sme vSak aj modifikdcie Holtovej a Holtovej-Wintersovej me-
tody a to konkrétne ich verzie s tlmenym trendom, ktorych predpovede nerasti ¢i
neklesaji v budicnosti stale rovnakym tempom a preto nedospeju k neprimerane
vysokym, resp. nizkym budicim hodnotam. Tieto modifikdcie sme spracovavali
najmé podla (Hyndman a kol., 2008). Popis jednotlivych metéd sme doplnili aj
ilustraciami na konkrétnych prikladoch.

V druhej polovici teoretickej ¢asti prace, ktort predstavuje tretia a stvrta kapi-
tola, sme sa zamerali na Statistické stavové modely, ktoré su zalozené na prezento-
vanych predpovednych metédach. Tento pristup k problematike exponencialneho
vyrovnavania nam umoznil nielen konstruovat bodové predpovede budicich hod-
not, ale tiez odhadovat ich pravdepodobnostné rozdelenie, vdaka ¢omu sme mohli
odhadovat aj predikéné intervaly s pozadovanou spolahlivostou. V ramci nasej
prace sme sa zaoberali Siestimi ¢isto aditivnymi modelmi z celkovo tridsiatich
existujicich modelov exponencidlneho vyrovnavania.

Tretia kapitola sa venovala formulacii stavovych modelov, popisu odhadu ich
parametrov metodou maximalnej vierohodnosti a metéde vyberu najvhodnejsieho
modelu pre analyzovany casovy rad. V stvrtej kapitole sme odvodili analytické
vyjadrenie pre strednti hodnotu a rozptyl minulostou podmieneného pravdepo-
dobnostného rozdelenia budtucich hodnot, rovnako ako pre hranice predikénych
intervalov pre budice hodnoty. Vzorce pre vypocet predikénych intervalov pre nie-
ktoré metddy sa sice nachadzaju aj v (Cipral 2008), avsak nie st blizsie vysvetlené
a nie je jasné, ako si konstruované. Dalej sme prezentovali simulacné pristupy,
pomocou ktorych moézeme vygenerovat velké mnozstvo moznych buducich trajek-
torii daného ¢asového radu a z tohto mnozstva hodnot, ktoré mame k dispozicii
pre vybrany budtci ¢as, odhadovat podmienent stredni hodnotu a podmieneny
rozptyl rozdelenia v tomto case. Pri spracovani tretej a stvrtej kapitoly sme vy-
chadzali z (Hyndman a kol., [2008) a (Hyndman a Athanasopoulos, [2018]).

Piata kapitola a teda praktickd cast nasej prace pozostava z aplikacie popisa-
nych metod a modelov na simulované a dalej aj na realne data.

V prvych troch prikladoch sme simulovali ¢asové rady, v ktorych sme chyby ge-
nerovali postupne zo Standardného normdlneho rozdelenia N (0,1), z t-rozdelenia
s tromi stupnami volnosti a z posunutého exponencialneho rozdelenia. Pre vSetky
takto ziskané casové rady sme nasledne simulovali ich budice trajektorie. Naj-
skor sme uvazovali, ze budiice chyby pochadzaji z normalneho rozdelenia, potom
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sme vyuzivali metédu bootstrap. V prikladoch, kde sme pre chyby uvazovali iné
ako normalne rozdelenie, sme tiez odhadli parametricky model pre chybové ¢leny
a generovali budice chyby z odhadnutého rozdelenia. Z nasimulovanych budu-
cich hodnét sme odhadli podmienent stredni hodnotu, podmieneny rozptyl a
hranice 95 a 99-percentnych predikénych intervalov. Vsetky tieto hodnoty sme
vypocitali tiez pomocou analytickych vzorcov. Tento postup, vratane generova-
nia novych dat, sme zopakovali vzdy 100 krat a vypocitali priemerné hodnoty pre
dané veli¢iny, ktoré sme porovnali s teoretickymi, odvodenymi na zaklade znalosti
skuto¢ného rozdelenia chybovych ¢lenov.

V prikladoch so simulovanymi datami sa ako najlepsi pristup javil odhad
zo simulacii, ktoré vyuzivali bootstrap metodu. T4, kedZe nepracuje s predpo-
kladom o pravdepodobnostnom rozdeleni chybovych ¢lenov, fungovala spolahlivo
vo vsetkych pripadoch, dokonca aj pri odhade 99-percentného predikéného in-
tervalu. Simulacie s chybami z normalneho rozdelenia produkovali v pripade, ze
skutocné rozdelenie normalne nie je, pre 99-percentny predikény interval dost
nepresné predpovede. Vysledky simulacii z odhadnutého parametrického modelu
boli v pripade t-rozdelenia rovnako velmi blizke skuto¢nym, v pripade posunutého
exponencialneho rozdelenia sme az taka presnost nedosiahli. Na zaklade toho by
sme v praxi odporucali pouzivat simulacie s vyuzitim bootstrap metody, ktora
poskytovala najlepsie vysledky vo vsetkych prikladoch.

V dalsej casti piatej kapitoly sme sa venovali aplikacii popisanych metod a
modelov aj na redlne data. Opat sme simulovali budice trajektorie za predpo-
kladu, ze chyby maji norméalne rozdelenie, aj s vyuzitim bootstrap metddy, a
odhadli sme podmienent stredntt hodnotu, podmieneny rozptyl a predikéné in-
tervaly pre predpoved o 10 krokov dopredu. Dané hodnoty sme vypocitali aj
s vyuzitim analytickych vzorcov. V tomto pripade vSetky metédy poskytli po-
dobné vysledky, na zaklade ¢oho sme usudili, ze skutocné rozdelenie chybovych
¢lenov je zrejme blizke normalnemu. V takom pripade mézeme povazovat vysledky
vsetkych pouzitych metod za spolahlivé.

Myslime si, ze ciel diplomovej prace mézeme povazovat za splneny. V praci
sme priniesli prehlad metéd vyuzivanych na vypocet bodovych predpovedi aj
pristupov, pomocou ktorych vieme odhadovat pravdepodobnostné rozdelenie bu-
dicich hodndt a tak konstruovat pravdepodobnostné predpovede. Dokladne sme
popisali aj aplikaciu danych metéd na priklady, s ktorymi sa moze citatel stretnut
a vysledky jednotlivych metod porovnali.
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