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Uvod

Diplomova préaca je motivovana snahou poskytnut material Studentom, zaujima-
jucim sa o cast stochastickej analyzy vhodnej pre aplikacie vo financidch. Jednym
z cielov prace je tiez zistit, s ¢im je clovek konfrontovany za predpokladu, ze ma
k dispozicii znalosti stochastickej analyzy pre Lo-martingaly. Jednotlivé partie boli
zaradené tak, aby pomohli vytvorit ramec pre riesenie uloh z oblasti finanénych
aplikacii.

V prvej kapitole nasej prace budeme smerovat k Doob-Meyerovej vete o rozklade
obmedzenych spojitych martingalov. V kapitole dva sa budeme zaoberat markovskou
vlastnostou, ukazeme si silnii markovska vlastnost Wienerovho procesu a niektoré
z jej mnohych dosledkov, vratane principu zrkadlenia Wienerovho procesu. Odvo-
dime tiez zdruzené rozdelenie sucasnej hodnoty Wienerovho procesu a jeho odpove-
dajucého historického maxima v danom case. V tretej kapitole sa budeme venovat
lokalizacii, zavedieme pojem lokalneho martingalu, platnost Doob-Meyerovej vety
ukazeme aj pre lokalne martingaly. Vo stvrtej kapitole potom na ziklade vybudo-
vanych znalosti vytvorime metodiku predstavujicu navod ako je mozné pristupovat
k rieseniu roznych tloh z oblasti finan¢nych aplikacii.



1. Doob-Meyerov rozklad
obmedzeného martingalu

V tejto kapitole budeme pracovat na filtrovanom pravdepodobnostom priestore
(Q, o F,P), kde F = (F)1>0 oznacuje filtraciu. Ak nebude uvedené inak, bu-
deme filtraciu .# uvazovat tplni a ndhodne procesy a veli¢iny redlne. Na uvod si
zadefinujeme, ¢o budeme rozumief pod pojmom lokalne koneéné delenie R .

Definicia 1.1 (Lokélne konecné delenie). Nech 0 € A C [0,00) je nekoneéna lokélne
koneéna mnozina (t.j. pre lubovolné a,b > 0 je AN [a,b] konecnd) a

A={0=08 < <dy<..}ad, ~oopren— oo. (1.1)
Potom budeme mnozinu A nazyvat lokdlne konecné delenie R, .

Definicia 1.2 (Elementdrna kvadratickd varidcia). Nech X = (X});>0 je redlny
nadhodny proces, A nech je delenie ako v (L1.1). Elementdrnu kvadraticki varidciu
procesu X vzhladom k A definujeme ako nahodny proces ([X]2);>0, spliiajtici

[e.9]

[X]tA = Z(Xt/\(sk - XtA(sk,l)Zat 2 O (12)
k=1

Poznamka 1.3. Pre zavedeni elementdrnu varidciu si povsimneme:

1. pre pevné t € [0,00) je pocet nenulovych scitancov v sume (1.2]) konecny,
2. [X]5 =0 a proces [X]? je na [0,00) nezdporny,

3. proces [X]? je v bodoch delenia A neklesajici, t.j. pre mmn € N, m < n a
Om,0n € A je
0 < [X]5, < XI5

m

Lemma 1.4. Nech A je lokdlne konecné delenie R. Pre redlny ndhodny proces
X = (Xt)tZO platz’

th = Xg + [X]tA +2 Z X5k—1(Xt/\5k - XtA5k;—1)' (13)
k=1
Dékaz. Pret € Ry je X5, (Xins, — Xins,_,) = Xens_y (Xins, — Xins,_, ), pretoze ak
o Op—1 <tjetAdp_1 =01,
4 (Sk,1 > tje t N (Sk,1 = t, t A 5k =t teda (Xt/\ék — Xt/\ék,l) = 0.
Celkovo plati

o0

X7 = X5 =Y (Xins, = Xinsp)(Xens, + Xing, )
k=1
= Z Xins, (Xens, — Xins,_y) + Z Xinsi 1 (Xins, — Xinop_,)
k=1 k=1

(Xins, — Xt/\ék_l)2 +2 Z Xing,_ 1 (Xino, — Xino,_,)-
k=1

I
hE

B
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Pripomenieme koncept jednoduchého procesu (viz Dupacova, Hurt a Stépéan, 2002,
strana 261), pomocou ktorého zavedieme elementarny stochasticky integral.

Definicia 1.5 (Jednoduchy proces). Na R, uvazujme delenie A ako v ([I.1)) a nech
§; st Fs,_, - meratelné redlne ndhodné veliciny, j € N, § nech je F5,- meratelna.
Proces (Gy)i>0, kde pre t > 0 definujeme

Gy = Eolo(t) + 3" 6515, 1) (1) (1.4)
j=1

nazyvame .% - jednoduchym ndahodnym procesom voci deleniu A.

Poznamka 1.6. Jednoduchi proces G definovany v (1.4) je .F-adaptovany a zlava
spojity.

Definicia 1.7 (Elementarny stochasticky integral). Uvazujme filtrovany pravdepo-
dobnostny priestor (£2,47,.%,P), na iom .%- jednoduchy proces G definovany v ([1.4)),

realny nahodny proces Y a delenie R zavedené v (1.1]). Proces S2(G,Y’) definovany
ako

StA(G7Y) = Z €5k71(}/;5/\5k - KA6k71)7 t 2 0 (15)
k=1

budeme nazyvat elementarny stochasticky integral procesu G voc¢i Y vzhladom k

deleniu A.

Takto definovany proces (|1.5)) je Riemanovska suma procesu G voci Y odpoveda-
juca deleniu A. V nasledujicom tvrdeni uvidime, ze takto zavedeny elementarny
stochasticky integral podla martingalu zachovava martingalovi vlastnost.

Tvrdenie 1.8. Bud M % -martingal, X .%-adaptovany proces a nech je proces
SA(X,M) integrovatelny, teda pre kazdé t € [0,00)

StA<X,M) = liXékl(Mt/\ék — Mips, ) € Ly. (1.6)
Potom je proces S*(X,M) F -martingalom.
Dokaz Pretoze X je .F-adaptovany a M je .%- martingal, je tiez S®(X,M) .Z#-

adaptovany proces. Aby sme overili, Ze proces S2(X,M) je .#-martingalom, ostéva
ukdzat, ze pre Tubovolné 0 < s <t < co je E[SA(X,M)|.Z,] £ S2(X,M).

1. Predpokladajme najprv, ze 6,1 < s < t < ¢§; pre nejaké [ € N. Vzhladom k
definicii S2(X,M) v (1.6) je zrejme SA(X,M) — SA(X,M) = X5, (M; — M,). Dalej
X5, € L(F5_,) CL(Z,) a

E[SA(X,M) — SB(X,M)|.Z#,] £ X5, E[M, — M,|.Z,] = 0.

2. Teraz nech 6,1 < s < §; < 6, < t, potom z predchadzajiceho a z vlastnosti
podmienenej strednej hodnoty je



E[SP (X, M) = S3(X,M)|.Z] = B[SP(X,M) = S5, (X,M)| 7]

+ Zk: E[S{(X,M) — S8 (X.M)|Z] + BISE (X, M) — SA(X.M)|.7] £ 0.

j=l+1

O
V zmysle vysSie zavedenych pojmov teda v rozklade (1.4) procesu X? oznacime
Specialny pripad elementarneho integralu procesu X podla neho samého

1

2(X2 Xg - [X]tA> = Z X(Skfl(Xt/\(sk - Xt/\5k,1)-

k=1

SAXX) = FB(X) 2

7 tvrdenia vyplyva, Ze pre volbu X = M je proces .#*(M) .#-martingalom, ak
je integrovatelny.

Doésledok 1.9. Bud M Ly-integrovatelny % -martingal a proces /(M) nech je
integrovatelny. Potom pre A, = lokdlne konecné delenia R plati

1. proces M? — [M]? je .F-martingal,

2. proces [M]> — [ME je Z -martingal.

Dékaz. 1. Podla lemmy [L.d]je M? — [M]2 = MZ +2.72(M), z tvrdenia[L.§ vyplyva,
7e pre .Z-martingal M je i proces .7/~ (M) .#-martingalom a teda je .#-martingalom
aj jeho dvojndsobok. Naviac M je zrejme .F-martingalom a stcet .#-martingalov
je Z-martingal.

2. Z bodu 1. uz vieme, 7ze M? — [M]* a ]\42 [M]® st Z-martingaly. Potom je
Z-martingalom aj ich rozdiel M? — [M]* — M? + [M]* = [M]* — [M]=.

O
Lemma 1.10. Nech M je spojity F -martingal obmedzeny hodnotou K € R, t.j.
Vi>0 M| <K< oo.
Nech A oznacuje lokdlne konecné delenie R, , potom pre lubovolné t > 0 plati
E([M])* < 6K*. (1.7)

Dokaz. Bez ujmy na vseobecnosti mozme predpokladat, ze ¢t € A, inak by sme
uvazovali delenie A U {t} ¢o by sa vsak vzhladom k nijak neprejavilo na lavej
strane ([1.7). Potom existuje n € N tak, ze t = ¢,,. Z dosledku vieme, ze proces
M? — [M]* je Z-martingal. Pretoze M je obmedzeny hodnotou K, dostdvame pre
ke{01,....n—1}

E[[M} — [M]5|F5,] £ B|M? — M| %5, ] £ EM7|F5,] £ K,
Oznaéme X 2L [M]2, potom
E[X; — X;,|%5,] £ K. (1.8)

5



Vieme, ze X = [M]5 = 0, teda $pecidlne pre k = 0 dostavame
E[X; — Xs,|Fs,) £ E[X4|F5,) £ K. (1.9)

Podla rovnice (1.3]) plati
X7 = [X)8 4+ 272(X). (1.10)

V nasledujucej casti ukdzeme, Ze strednd hodnota oboch ¢lenov na pravej strane
rovnosti (1.10]) je zhora obmedzen4.

1. Pre elementdrnu variaciu [X]2 je

[X]tA = Z<M5k M5k 1 Z M5k - M5k—1)2 = (QK)2Xt'
k=1 k=1

Odtial a vyuzitim ((1.9) mame pre stredni hodnotu elementérnej varidcie
E[X]® <4K’EX, < 4K*. (1.11)

2. Pre elementarnu kvadratickd variaciu X vieme, ze Xy = 0, preto

n n—1 n—1
S (X — X)) (X = Xim1) = X0 D> (X — Xpm1) = D> Xi(Xp — Xi1)
k=1 k=1 =1
n n—1 n
~ ~ ~2 ~ ~ ~
=Y X X1 — DX =D (X — Xpm1) (Xi1),
k=1 k=1 k=1

kde Xj 2 X . Pre strednii hodnotu elementérneho integralu podla (1.8) a bodu 2
plati

E:SﬂA Z Xzsk X(Sk X5k—1>
" =t " (1.12)
= EZ E[Xt - ng’yék](Xék - X5k71) < KQEZ(X5k - X5k71) < K*.
k=1 k=1
Kombinaciou vysledkov ((1.11)) a (1.12)) pre vztah (1.10) mame
E(IM]2)? = EX? = E[X|? + 2E.72(X) < 4K* + 2K* = 6 K*.
O

V nasledujucej Casti najprv pripomenieme modul spojitosti a niektoré jeho vlast-
nosti.

Definicia 1.11 (Modul spojitosti funkcie). Nech I C R je interval, f : I — R a
0 > 0. Polozme

mody(0) = sup{|f(x) — f(y)l;z.y € I,|x —y| < 6}
Funkciu mody : (0,00) — [0, oo] nazyvame modulom spojitosti funkcie f na I.

Poznamka 1.12. Z definicie modulu spojitosti priamo vypljva

vy e l:|f(x) = f(y)l < mods(|z —yl).

6



Tvrdenie 1.13. Funkcia f je rovnomerne spojita na intervale I prdve vtedy, ked

pre modul spojitosti plati

613& mods(d) = 0.

Dékaz. Viz Neubrunn, Salat a Svec (1987, Veta 2.4.3).
]

Pre nase potreby si este uvedieme definiciu analégie modulu spojitosti pre nahodny
proces do urcitého casu t > 0.

Definicia 1.14 (Modul spojitosti procesu do ¢asu t). Bud X ndhodny proces, § > 0
at € (0,00). Potom definujeme modul spojitosti procesu X do casu t ako

modx +(9) = sup{|Xs — X, |;s,r € [0,t],|s — | < d}.

Ide teda o analogiu definicie [1.11] kde by sme namiesto povodnej funkcie f defino-
vanej na I uvazovali jej restrikciu f|j 4 na uzavrety interval [0,t] C 1.

Poznamka 1.15. Trajektorie spojitého procesu si na lubovolnom uzavretom inter-
vale [0,t], t € R rovnomerne spojité, preto pre kazdé t > 0

modx.(6) — 0, 6 — 0.

Definujeme este, ¢o budeme rozumiet pod pojmom norma lokalne kone¢ného delenia
R, do nejakého konecného c¢asu.

Definicia 1.16 (Norma lokdlne konecného delenia). Pre lokdlne kone¢né delenie
A = {0y < 01 < ...} si zavedieme jeho normu do casu T > 0 ako

T|A‘ = max{\T/\ (Sk — T/\5k_1‘,k' € N}

Takto definovand norma delenia teda nie je nic¢ iné, nez norma delenia AN[0,7]U{T},
t.j. delenia A intervalu [0,T] obohateného o bod T.

Lemma 1.17. Nech M je spojityj % - martingal obmedzeny hodnotou K € R a uva-
zugme A, = lokdlne konecné delenia R, . Potom, pre kazdé t > 0 je

BIIMIE — (MJFP < 16V6K2\[B(modiy, (6] v [2)).  (113)

V ddkaze lemmy budeme ciasto¢ne vyuzivat niektoré myslienky z [Karatzas a
Shreve| (1991, Lemma 5.9.) a Dupacova a kol.| (2002, Theorem 1.6.1.).

Dékaz. Oznatme D = [M]* — [M]=. Podla dosledku je proces D spojity .#-
martingal.

Pre delenia A, = uvazujme ich zjednotenie A UZ = A = {0 = Ay < \; < ...}. Podla
dosledku plati pre D a lokalne kone¢né delenie A, ze D? — [D]* je .#-martingal,
teda pre kazdé t > 0 je ED? = E[D]*.

Zvolme t > 0. VyuZitim nerovnosti (a + b)? < 2a? + 2b* dostdvame

E[D]} = EY (D, — Diprey)’
k=1

= BY. (IMAy, — Moo, — (M, — M5, )



Pre ED? teda plati
ED} = E[DI} < 2B[[M]*]" + 2E[[MF] . (1.14)

Uvazujme najprv prvy vyraz z pravej strany nerovnosti ((1.14). Podla definicie ele-
mentarnej kvadratickej variacie je

(1]} = 202, - 15, ) (1.15)

Bud £ € N, Ay < t, k nemu najdeme [ € N, ze §;_1 < A1 < M\ < 0, pretoze
A C A. Potom pre jednotlivé s¢itance v ((1.15)) plati

[M]i - [M]AAkfl = (M/\k - M5171)2 - (Mkkﬂ - M5171)2 (1 16)
= (M>\k - M)\k—l)(M)\k + M)\k—l - 2M5l—1)‘

Pretoze 0;_1 < A\ <t A je A, — 6—1 < '|A[, potom z vlastnosti modulu spojitosti

v poznamke mje My, + M), , —2M,, < 2mody(*|Al). Pomocou (|1.15)) a (|1.16])

dostédvame

A

1)

t

o0
< I?g§(|Mt/\/\k + Mt/\)\k_l - 2Mt/\tl |2 Z(Mth - Mt/\Ak_l)z
k=1

< (2modar('|A)* M} = dmodi, (‘| A)[M]}.

Aplikovanim Hoélderovej nerovnosti na stredni hodnotu potom mame

B[[M12)} < 4/ (modiy, (1AD) y E(MI)2

7 tvrdenia |1.10| naviac vieme, 7ze \/ E([M]})? < V6K* = K21/6, z ¢oho vyplyva

E[M1]} < 4KV B (modiy, (1A])). (1.17)

Analogicky vysledok plati pre druhy c¢len v nerovnosti (1.14]), kde nahradime A
delenim =. Dohromady z (1.14)) a (1.17) mame

ED? < 8K2\/6\/E(modj1w;t(t|A|)) + 8K2\/5\/E(modj1w;t(t|5|)). (1.18)

Nakoniec z monoténnosti modulu spojitosti je modas(*|A]) < modpr. (1A V! |Z]),
¢o plati i ked na lavej strane nahradime A delenim Z=.
U

Désledok 1.18. Bud M proces ako v lemme[1.17 a nech {A},, {E}, si postupnosti
lokdlne konecnych deleni Ry také, Ze '|A,|, '|=,] —— 0 pre kaZzdé t > 0. Potom

plati
E|M] — [M]F*? —= 0.

n—oo



Dékaz. Pripomenme, ze podla predpokladu je M spojity .#-martingal obmedzeny
konstantou K. Podla lemmy jepre kazdé n e Nat >0

B — M < 16V6K B (modiy, (10, v ([2.)). (119)

Vieme, Ze trajektorie procesu M st spojité, na uzavretom intervale [0,¢] rovnomerne
spojité, a teda modul spojitosti konverguje k nule podla poznamky [1.15 Podla
Lebesgueovej vety o majorante to teda plati i pre pravi stranu nerovnosti ((1.19)).

O

Veta 1.19 (Doobova maximalna nerovnost). Bud (X;)i>o sprava spojity nezdporny
F - martingal. Potom plati

p P p
E< sup XS> < (1> E(X?), p>1.

0<s<t p—

Dokaz. Dokaz Doobovej nerovnosti je mozné najst napriklad v [Karatzas a Shreve
(1991, Theorem 3.8).
O

Tvrdenie 1.20 (L, limita martingalov je martingal). Bud {M ™} postupnost
F -martingalov takych, Ze pre kazdé t > 0 plati M( n) — My v 1Ly a M; je F-
meratelna vidy ked t > 0. Potom je aj proces M % - martzngal

Doékaz. Potrebujeme ukdzat martingalov vlastnost procesu M, t.j. E[M;|.%,] = M.
Vieme, ze pre kazdé n € Nat >0 je
Tim E|EM (017, — EM @)%, < lim E[M,d(t) - M(#)| = 0,
pretoze podla Jensenovej nerovnosti pre podmienent strednii hodnotu plati
|E[My(t) — M(8)|.7]| £E[|My(t) — M(1)]].7],
¢ize E[M,(t)|.%s] — E[M(t)|.%,] v L.

Nakoniec mame E[M (t)|.%,] £ lim,, oo E[M,(t)|-Fs] £ lim, o M,(s) = M(s).
Poznamenajme, ze vyssie uvedené limity uvazujeme v pravdepodobnosti.

O

Pripomenme, ze filtracia % je uplna, ak st vsetky P-nulové mnoziny obsiahnuté v
o-algebre %, skratene
{N € .Z,P(N) =0} C %.

Tento predpoklad tplnosti o nieco zoslabime a dalej v texte budeme predpokladaf,
ze filtracia % splna

{N € UpenZ,; P(N) =0} C Fy. (1.20)
Lemma 1.21. Na priestore (Q, .o/, F ,P) s filtriciou .F spliiajicou (1.20) wvazujme
postupnost spojitych F -adaptovanijch procesov {X(")} ) taku, Ze plati

n=

vt>0 EY sup|X® - XFD| < oo, (1.21)
k=1 5=t

Potom existuje spojity % -adaptovany proces X, pre ktory plati
VtZO ESleXSn —Xs‘mo

s<t



Dékaz. 7 predpokladu (1.21]) vyplyva, ze pre kazdé ¢ > 0 je

Sp 2 3" sup | X P — x FHD

2 00. (1.22)
Vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti pre fubovolné ¢t > 0 dostaneme

supsup | X® — XF+P)| = sup sup
peEN s<t peN s<t

p [e%e}
Z(Xs(k+jfl) _ XS(kJrj))’ < Zsup |Xs(l) _ Xs(l+1)’

I=k S5t

j=1

a vdaka ((1.22) plati >7°, sup,, | X — X+ — 0 P-s.i.
- — 00

Oznatme A, = {w € Q;5,(w) < oco}. Podla je pre kazdé m P(A,,) = 1.
Odtial ale P(N,,) = 0 kde N,, = Q\ A,, a N, patri do .%; podla predpokladu na
filtraciu . Oznacme A = N,enAm, a teda na mnozine A pre kazdé t > 0 na
intervale [0,t] postupnost {X ™ (w)} konverguje rovnomerne.

Definujme X = lim,,_,oo X™1 4, potom je X spojity nahodny proces a pre kazdé
t > 0 na intervale [0,t] je XM = X P-s.i.

Podla trojuholnikovej nerovnosti pre proces X plati

sup |XS(”) — X, ¢ Zsup |Xs(l) — Xs(l+1)|,

Sgt 1=k Sgt

odkial, spolu s vyuzitim predpokladu (|1.21]), dostdavame

Esup|X™ — X,| < > Esup XD — xH)) —— 0.
s<t

I—k Sgt k—o0
Nahodné procesy X™ st Z-adaptované, teda pre kazdé t > 0 Xt(n) e L(%#).
Mnozina A je definovand ako zjednotenie mnozin z %, teda 14 € IL(.%#,;). Pre proces

X mame X = lim,_,oo X1, € L(.%,) a teda X je .Z-adaptovany.
O

Pozorovanie 1.22. Nech M je spojity % -martingal obmedzenyj hodnotou K € R a
t > 0. Bud e > 0. Potom ezistuje § > 0 tak, Ze pre lubovolné A,V lokdlne konecné
delenia R splriajice '|A], |V| < § plati

E(sup|[M]3 — [M]])* <e. (1.23)

s
s<t

Dokaz 7 désledku [1.9] vieme, ze proces [M]* — [M]Y je F-martingal. Bud ¢ > 0,
podla Doobovej nerovnosti [I.19] plati

E(sup [M]2 — M) < 4B([M]2 — MY

s
s<t

Pre pravu stranu uvedenej nerovnosti mame podla lemmy

B(IMJ ~ [M]F)” < 16VBK? B (modiy (11A] v 7).

Pre dané € > 0 teda staci zvolif ¢ tak, aby E(modj;.,(0)) < «“6)&%.
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Definicia 1.23 (Kvadratickd varidcia procesu). Povieme, Ze spojity ndhodny proces
X ma kvadratickid varidciu, ak existuje spojity neklesajuci proces (X) tak, ze (X)g =
0 a pre Iubovolni postupnost lokédlne koneénych deleni {A,, },en taki, ze pre kazdé
t>0"A,| —— 0 plati

[X]& —— (X), (1.24)

n—oo
kde uvedenou konvergenciou rozumieme konvergenciu v pravdepodobnosti, t.j.

Ve >0 lim P(|[X]®" — (X)| >¢) = 0.

n—oo

Veta 1.24 (Doob-Meyerova). Uvazujme (2, .7 ,P) filtrovany pravdepodobnostny
priestor s filtriciou F spliajicou . Nech M je spojity F - martingal obmedzeny
hodnotou K € R, teda pre kazdét > 0 je |M;| < K < co. Potom M md kvadraticki
varidciu (M) taki, Ze (M) je F-adaptovand a M* — (M) je spojity .F -martingal.

Dékaz. 1. Uvazujme delenia A, = {£;k € No}, n € N. Potom pre Iubovolné ¢ > 0
je f|Ay] <+ — 0 ak n — oo. Majme dané¢ e > 0. Podla pozorovania existuje

§ > 0, 7e pre i,j € N spliiajice {|A;|,*|A;] < § plat
2
E((sup (M)~ [M)]) <.
s<t
Pre t > 0 nech st ¢, = 47%. Podla pozorovania postupne najdeme n;, € N,

n, > ng_1 také, ze plati

n n 2 _
E(sup\[M]sA P []\/[]sA ’“]) <47k

s<t

Aplikovanim Jensenovej nerovnosti je potom

Esup |[M]s" — [M]$™] < J B (sup |[M]2" — [M)27+])" < 27k,

s<t s<t B

Dostali sme teda, ze pre kazdé t > 0 je

5" Bl 2
k=1

s<t

o0
<> 27F « .
P

Podla lemmy existuje spojity #-adaptovany proces (M) taky, ze pre kazdé
t>0
Esup (M), — [M]s"| — 0. (1.25)

s<t k—oo

Z trojuholnikovej nerovnosti zaroven pre kazdé ¢ > 0 plati

An An
Esup |[[M]3" — (M),| < Esup [[M]3" — [M]s™ | + Esup|[M]s™ — (M),|.

s<t s<t s<t

Podla pozorovania (konvergencia v Ly implikuje konvergenciu v ILy) sa prvy
¢len na pravej strane pre n,k — oo limitne blizi k nule. Druhy ¢len konverguje k
nule z uz dokdzaného vztahu (|1.25)). Pre kazdé ¢ > 0 celkovo dostavame

Esup [M]3" — (M), — 0. (1.26)

s<t n—oo

11



Pretoze konvergencia v IL; implikuje konvergenciu v pravdepodobnosti, pre dani
postupnost deleni {A,} sme nagli spojity proces (M) taky, Ze [M]>n SN (M).

n—oo

2. Uvazujme teraz dalSiu postupnost lokalne kone¢nych deleni V,,, ktora pre Iubo-
volné t > 0 splia ‘|V,,| — 0 a oznaéme D,, = A,,UV,,. Potom, podla pozorovania
n o

plati
E(sup [M]P" — [M]$"2) =0

s<t

a vzhladom k 1} méme [M]P» L5 (M). Proces (M) je teda kvadraticka varidcia
procesu M.

3. Dalej ukazeme, Ze proces M? — (M) je .F-martingal. Z désledku vieme, Ze pre
kazdé n € N je M? — [M]*" .Z-martingal. Z uz dokézaného je nasledne
lim BJ(M7 — [M]3") — (M] = (M),)| = lim E|(M), — [M]3"] = 0.

n—00 $ n—00

Podla tvrdenia [1.20] je limita .%-martingalov v I; .%-martingal.

12



2. Markovska vlastnost
Wienerovho procesu a dosledky

Znacenie. Pre o-algebru o/ budeme oznacovat L(e/) = {X : (2, &) — (R,Z(R))}
mnozinu .o/-meratelnych realnych nahodnych veli¢in. Pre redlnu nahodni veli¢inu
Y budeme znacit I(Y') = L(o(Y)).

Definicia 2.1 (Markovsky proces). Bud (Q,Qf F ,P) stochastickd baza a nech X
je R™ - hodnotovy .# - adaptovany proces, m € N. Nech pre vSetky 0 < s <t < 00
a pre kazdu h : R™ — R borelovsky meratelnt funkciu taku, ze h(X;) € IL; plati

E[h(Xy)|F] = E[h(X;)|X4]. (2.1)

Potom hovorime, ze proces X je .#- markovski.
Pre proces X ozna¢me .Z# % jeho kanonicki filtraciu. Budeme hovorit, Ze proces X
je markovsky ak je .#X-markovsky.

Poznamka 2.2. Strucne pripomenme, Ze podla|Lachout (2004}, Véta 7.17. a Definice
7.18.), pre redlnu integrovatelni ndhodni velicinu Z € 1(Y) existuje funkcia g,
meratelnd voci stavovej o-algebre veliciny Y takd, ze Z = g(Y'), ktord je urcend Py -
jednoznacne a E[Z|Y = y|] = g(y).

V kontexte definicie markovského procesu je potom podmienka (2.1 ekviva-
lentnd tomu, Ze pre .%- markovsky proces X a meratelnu funkciu h, h(X;) € Iy
existuje g : R™ — R borelovsky meratelna funkcia, pre ktori plati

apre x € R™ je
9(x) = E[h(Xy)| X, = z]. (2.3)

Ak totiz plati (2.2)), dostavame (22.1)), pretoze

Aby sme rozhodli, ¢i je dany proces markovsky, staci miesto prace priamo s definiciou
overif jednoduchsiu podmienku uvedent v nasledujicom tvrdeni.

Tvrdenie 2.3. Uvazujme proces X ako v definicii a predpokladajme, Ze pre kaZdé
0 <s<talubovolni A € B(R™) je

P(X, € A|%,) £ P(X, € A|X,). (2.4)
Potom je X % -markovsky proces.

Dokaz. Potrebujeme overit, ze pre lubovolni borelovsky meratelni funkciu h, pre
ktort je h(X;) € Iy plati (2.1)).
1. Uvazujme mnozinu A € Z(R™) a funkciu h = 1 4. Z predpokladu ({2.4) dostdvame

E[WMX,)|Z,] = E[La(X,)|.Z,] = P(X, € A7) = P(X, € A|X,) = E[h(X,)|X,].
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2. Dalej pre k € N Iubovolné, 4; € B(R™) a a; € Ry,i = 1,...,k uvazujme jednodu-
chii funkciu b = 3% | a;1 4, potom z vlastnosti podmienenej strednej hodnoty

E[h(X s Zal L4 (X,)|7,] = Zaz L4, (X,)X,] 2 E[h(X,)|X,].
=1

3. Pre h > 0 borelovsky meratelni funkciu, pre ktort h(X;) € Iy uvazujme postup-
nost jednoduchych funkcii

k-1
hn =3 S Lpcacne iy + nlpzn).

k=1
Potom 0 < h; < hy < ... a lim,_,s h, = h. Pre kazdé n teda z predoslého kroku
2 mame E[h,(X;)|Fs] £ E[h,(X})|X]. Podla vety o monoténnej konvergencii pre
podmienent stredni hodnotu dostdvame pre h vlastnost (2.1)).
4. Nakoniec pre h borelovsky meratelnt, pre ktort h(X;) € L; uvazujeme jej rozklad
na kladnt a zdpornu ¢ast h = ht + h™, kde h™ > 0,h~ > 0. Z kroku 3 dostédvame
platnost (2.1) pre h*t a h™, a teda markovska vlastnost plati i pre ich stcet h.
Ukézali sme, ze za predpokladu (2.4 pre meratelnt funkciu h takd, ze h(X;) € Iy

plati (2.1)) a proces je .%- markovsky.
0

Uvedieme si definiciu Wienerovho procesu, s ktorou budeme pracovat ak nebude
uvedené inak.

Definicia 2.4 (Wienerov proces). Proces W = (W,);>¢ sa nazyva Wienerov, ak
1. Wy =0 a W ma spojité trajektorie,

2. pre lubovolné 0 < ¢ <ty < ... < t, su prirastky Wy, Wy, — Wy, ..., Wy, —
W, , nezavislé nahodné veliciny a pre ITubovolné 0 < s < t je W, — W, ~
N0t —s) .

Podmienku 2. mézme ekvivalentne nahradit ako

2" W je centrovany gaussovsky s autokovarianciou cov(Wy,Wy) = s A t, st > 0.

Poznamka 2.5. Dokaz ekvivalencie podmienok 2 a 2’ z definicie je mozné ndjst v
Dupacovd a kol.| (2002, Theorem 1.2.1., strana 238).

Pozorovanie 2.6. UvazZujeme jednorozmerny Wienerov proces W, potom W je mar-
kovsky.

Dékaz. Podla tvrdenia staci overit, ze pre lubovolni A € AB(R) je P(W; €
A|FW) £ P(W, € A|W,). Dokaz prebieha podla Karatzas a Shreve, (1991}, Problem
2.5.9). Uvazujme mnozinu D € #(R x R) a ukdzme

P((W, =W, W.) € D|ZY) £ P((W, — W, W.) € D|W,). (2.5)

Vieme, ze ndhodnd veli¢ina W, — W, a o-algebra .ZV st nezavislé, zaroven zrejme
W, € L(ZY). Preto pre volbu D = B x C, kde B,C € B(R) dostavame

P(W, = W, W,) € Bx Cl.ZN) £ Elg(W, — W) 1o(W,)|.Z]
L 1e(W)EAg(W, — W)|.ZN] £ 1c(W)P(W, — W, € B)
L 1o(W)E[Lg(W, — W) |[W,] £ P((W, — W,,W,) € B x C|W,),
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takze (2.5) plati pre tento Specidlny pripad. PretoZe tieto mnoziny D, pre ktoré
plati tvoria Dynkinov systém (obsahujuci vsetky meratelné obdiiniky), podla
Dynkinovho lemmatu (napriklad Lachout| (2004, Veta A.4.)) (2.5 plati pre kazda
D € AR x R). Teda specidlne, pre mnoziny D = {(z,y) : © +y € A} dosta-
vame platnost tvrdenia [2.3] pre Wienerov proces a Wienerov proces je markovsky.

O

Poznamka 2.7. Obdobné turdenie plati aj pre viacrozmerny pripad.

Wienerov proces W je markovsky, teda pre Tubovolni A borelovski, pre ktoru je
h(W,) € Ly, existuje borelovsky meratelna funkcia g, ze E[h(W})|.ZV] = g(Wy).
Ukédzme si tvar funkcie g pre h = 1(_ ), t.j. podla pozndmky a vety 7.20,
Lachout| (2004)

g(w) = P(W, < W, = w) = P(Wy = Wo+ W, < [ W, = w) = P(W, =W, < c—w)

a ak oznacime @ distribu¢ni funkciu normovaného normélneho rozdelenia, vieme (z
vlastnosti Wienerovho procesu), ze

2.1 Silna markovska vlastnost a princip zrkadle-
nia Wienerovho procesu

V nasledujucej vete a niektorych jej désledkoch budeme vyuzivat o-algebru udalosti
do markovského ¢asu. Definicia a niektoré vlastnosti tohto pojmu st zhrnuté v sekcii
Apendiz na konci tejto kapitoly.

Veta 2.8 (Silnd markovska vlastnost Wienerovho procesu). Bud W % -Wienerov
proces, T . 0 — R, nech je F - markovskyj cas a oznacme WU proces definovans
ako

W s (W = W) ljpeoy, £ > 0.
Potom plati
Pyirz, = Pw na [T < o] (2.6)

Dékaz. Podmienka (2.6)) hovori, 7e pre Tubovolnti mnozinu A € Z(R)®0>) je
PWI € A|lFZ ) e £ P(W € Ao

Pretoze veli¢ina 1, o je #,-meratelnd, mézme ju daf do viitra podmienky na lave;
strane a podla definicie podmienenej pravdepodobnosti teda potrebujeme ukazaf,
ze

1. Najprv uvazujme 7 : Q — T, kde T' C [0,00] je spoetnd mnozina a bud F ako
v (2.7) nalavo. Mnozina T je spocCetna, nasu mnozinu F' teda mdézme zapisat ako

F=|JF, kde F,=Fnr=t]€.%.

teT
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W je .#-Wienerov proces, vdaka nezéavislosti Wl na %, je Pyur, = Pw. Podla
definicie je Fy C [r = t], takZe Pyinp = Pywp = Pw. PouZitim vety o tplnej
pravdepodobnosti dostavame pre mnozinu F'

Pyiiip =Y Py, P(B|F) = Y Py s P(F|F) = (2.8)

teT teT
2. Uvazujme teraz 7 : Q — R, U{oo}. Definujme ndhodné ¢asy 7, : 2 — Q. U{oo}
predpisom
2"

Tndef(Tzn]ZT, Tp \( T Pre n — oo. (2.9)
Pre n € N su 7, % - markovské casy pretoze pre kazdé t > 0 plati

[1.27] Lt.Q”j] { Lt 27|

w <t = < =
7 < 1] o = on = on

Pre kazdé n je [T < oo] = |1, < 00|, zvolme F ako v (2.7)), potom je F' € %, C .7,
a z prvej Casti dokazu uz pre 7, vieme, ze Py p = Pi. Zvolme t € R a u € R™,
plati teda

E{exp{i(ulwg’l] +...+ u1W[;"]}|F} = E[exp{i(uﬂ/vt1 +...+ uthm)}}. (2.10)

} E?Ltznj C %.

Wienerov proces je spojity, ¢asy 7, na mnozine F konverguju k 7, teda z Lebes-
gueovej vety o majorante plati i v pripade, ked tam miesto 7, piSeme 7.
Pretoze pre procesy je ich rozdelenie urcené systémom konecne rozmernjfch rozde-
leni, mame Py = P, kde ako mnozinu F' sme uvazovali %, > F' C [ < oc].

O

Znacenie. Na priestore spojitych funkcii C'(R,) budeme oznacovat cylindrickd o-
algebru (generovanu projekciami) ako €' (R™).

Ak k predpokladom vety o silnej markovskej vlastnosti Wienerovho procesu
priddme podmienku s.i. konec¢nosti markovského ¢asu 7, dostavame nasledujtce po-
zorovanie.

Pozorovanie 2.9. Nech platia predpoklady vety[2.8 a nech naviac T 200, potom je
W nezdvisliy s F, a WU je ZU - Wienerov proces.

Dékaz. Bud F € .7, a F' = FN[r < o] € %, P(FAF'") = 0. Potom pre lubovolni
mnozinu C' € € (R") je

PWh e, F)=pPWl e C; F') = P(WV € C|[FYP(F') = P(W € C)P(F).
O

Priamym dosledkom silnej markovskej vlastnosti je princip zrkadlenia Wienerovho
procesu.

Désledok 2.10 (Pr1nc1p zrkladlenia Wienerovho procesu). Bud W % -Wienerov
proces, T S0 nech je F-markovsky cas a definujme proces W predpisom

W,=W, pret < T,

(2.11)
=2W, W, pret>r.

Potom je W .Z -Wienerov proces.
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Obr. 2.1: Tlustracia principu zrkadlenia Wienerovho procesu.

Dékaz. Oznacme si W™ = Wi, a W = (Witr — W) 1jr<oo). Potom mézme pisat
Wt = Wt(T) + W([tTlT)Jr = ft(W(T)aw[T]aT)a
Wt = Wt(T) - W([Z—lr)Jr = ft(W(T)7 - W[T]7T)7
kde f; : C(Ry)> x Ry — R, fi(w,y;8) = @ + yu_s+. Zobrazenie f = (f;)i=0, je
meratelné v zmysle f € L(¢(R)*?*® B(R,),%(R,)), ¢o ukdZeme v zévere dokazu.
Dalej vieme, 7e %, D U(W(T),T) a podla pozorovania je proces W nezavisly s
F.. Pre B € €(R,) celkovo dostavame, ze W je Wienerov proces pretoze
P(W e B) = P(f(W", —whr)e B) = P(W", - Wl r)e f'B) =
Py —win - (f 7' B) = (Pwin) @ Py ) (f ' B) = Py win . (f'B) = P(W € B).

Na zaver este overime meratelnost zobrazenia f. K tomu staci ukazat, ze f; je me-
ratelné pre kazdé t > 0.

Uvazujme teda nejaké t € [0,00) lubovolné, pevné. Polozme ¢;(x) := ¢ a hi(y,s) :=
Y(t—s)+, potom meratelnost f; = x4 + yu—s)+ = ge(x) + he(y,s) dostaneme akonahle
ukazeme meratelost g; a hy.

Pre g,(z) = 2, je meratelnost zrejmé priamo z definicie cylidrickej o-algebry. Dalej
si pre n, k € N oznaéme h\"" ako

n,k
hi ) : (?/as) = gkrn(y) : ]l[k<2"(tfs)§k+1}'

Pretoze 1jj<on—s)<kt1) € L(ZA(R4)), (t uvazujeme pevné) méame meratelnost Bk

Nakoniec teda pre n — oo bude teda aj limita meratelnych funkcii h§"”“) meratelna,
kde
. n,k
lim h") (y,s) = Y(t—s)+- (2.12)
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Celkovo teda pre kazdé t > 0 f; € L(% (R, )®* @ B(R,)) .
U

Zo silnej markovskej vlastnosti a prave ukazaného principu zrkadlenia Wienerovho
procesu vyplyvaju niektoré uzitocné vlastnosti Wienerovho procesu, ktoré si uve-
dieme vo zvysku tejto kapitoly. Jednou z nich je nasledujiice pozorovanie o rozdeleni
suprema Wienerovho procesu.

Pozorovanie 2.11. Bud W Wienerov proces a definujme W* ako
Wi = max Ws, t>0. (2.13)
Zvolme ¢ > 0 a dalej nech 1. oznacuje cas prvého vstupu Wienerovho procesu W do
mnoziny [c,00). Potom plati
PW} >c¢)=P(1. < t) =2P(W, > ¢) = P(|W,] > ¢).
Inymi slovami
Wi~ W, t>0.

Dokaz. Pre rozdelenie ¢asu 7. mozme pisat pre kazdé ¢t > 0

P(re <t) = P(1. < t, W, > ¢) + P(1. < t, W, < ¢). (2.14)

Pre prvy ¢len pravej strany uvedenej rovnosti plati P(r. <t, W; > ¢) = P(W; > ¢).
Dalej uvazujme proces W definovany v . Potom pre druhy ¢len rovnosti
si uvedomime, 7e [, < t,W, < ¢| = [W, > ¢] a pretoze W, mé rovnaké rozdelenie
ako proces W, tak celkovo dostavame

P(W; >¢)=P(r,<t)=P(W, >c)+P(W,>c)=2P(W, > c) = P([W] > ¢).

O
Dalsim z désledkov silnej markovskej vlastnosti (2.8 je, ze Wienerov proces nadobtida
Iubovolnu realnu hodnotu ¢ € R v P-s.i. kone¢nom case.

Veta 2.12 (Rozdelenie 7). Nech 7., ¢ > 0, je cas prvého vstupu Wienerovho procesu
do [¢,00), t.j. 7. = inf{t > 0; W} = c}. Potom P(1. < o0) = 1 a rozdelenie veliciny
T. je dané hustotou f, , kde pre t > 0

ult) = e expl 5}
(1) = ——=—=-exp{—=}.
2mt P
Dékaz. Pretoze je [r. < t] = [W; > ¢], podla pozorovania mame

P(W; > ¢) = P(Wi| > ¢) = 2P(W; > ¢) = 2(1 - &(5)), (2.15)

kde ® oznacuje distribu¢ni funkciu normovaného norméalneho rozdelenia. Odtial

P(r, < >0) = tllglo P(r, <t)= tlggo 2(1 — @(%)) =1.

Distribuc¢na funkcia je absolitne spojité a tak hustotu f, dostaneme jej derivaciou,
ktora je pre t kladné

Jult) = P(r. < 1) = 22(1 - 8(5)) = (%) = v exp{ -2},

t
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kde ¢ znaci hustotu normovaného norméalneho rozdelenia.

O
Pomocou principu zrkadlenia odvodime este zdruzené rozdelenie velicin Wy a W}'.
Uvazujme t > 0, a < b, b > 0 a bude nas zaujimat P(W; < a, W} > b). Oznacme si
7, = inf{t > 0; W; = b}. Uvedomime si, ze [1, < t] = [W} > b] a Ze pre uvazované
a,b plati 2b — a > b. Z principu zrkadlenia Wienerovho procesu potom dostavame

P(Wi < a,W; > b) = P(W; > 2b—a,7, < t) = P(W, > 2b—a) = A 5, e da.

Pre b > max{a,0} pocitajme

_PPWi<aWZh) _ pam® T 2(h-a) - 2oe?
dadb - ob  Vont3 .

Hladany kandidat na hustotu bude

_a) _ (2v=a)?
fWth* (a’ub) = 2(221)7\/?3)6 2t ]l[b>max{a,0}]- (216>

Spéatnou integraciou tejto funkcie je mozné overit, Ze sa jednéd o hustotu.

2.2 Apendix

Zadefinujeme si, ¢o rozumieme pod pojmom o-algebra udalosti do markovského
casu. Viac k vlastnostiam tohoto pojmu je mozné najst napriklad v Dupacova a kol.
(2002, Section 1.3, strana 244).

Definicia 2.13 (c-algebra udalosti do markovského ¢asu). Bud 7 .%#-markovsky
cas. Potom o-algebrou do markovského casu T budeme nazyvat

F, ={FeZ,, Fnlr<t]le.Z vt>0. (2.17)

Uvedieme si este niektoré tvrdenia vzhladom k definovanému pojmu o-algebry uda-
losti do markovského ¢asu, ktoré je mozné néjst napriklad v Dupacova a kol.| (2002}
cast 1.3.1).

Tvrdenie 2.14. Nech 7 je .#-markovsky cas, potom T je F-meratelnd nahodnd
velicina.

Dékaz. Dokaz tvrdenia je uvedeny v |[Dupacova a kol.| (2002, Lemma 1.3.1 a), strana
245).
O

Tvrdenie 2.15. Nech 7 je .% -markovsky cas a X F -progresivny proces. Potom X,
je F--meratelnd ndahodnd velicina definovand na [T < ool, t.j.[X; € BN [T < o0] €
ZF, pre kaZdi B € A.

Dékaz. Dokaz tvrdenia je uvedeny v Dupacova a kol.| (2002, Lemma 1.3.9 ¢), strana
248).
O
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3. Lokalizacia

V tejto kapitole sa budeme venovat lokalizacii spojitych martingalov a ukazeme
Doob-Meyerovu vetu pre rozklad lokalneho martingalu. Lokéalne martingaly potom
vyuzijeme na konstrukciu stochastického integralu, konkrétne znalosti integracie
podla Lo-martingalov rozsirime a uvedieme stochasticky integral podla lokalnych
martingalov a spojitych semimartingalov.

3.1 Lokalny martingal

V 1uvode ukazeme vetu o zastaveni (obvykle uvddzani pod nazvom ,Stopping the-
orem*), ktord hovori, ze ak martingal zastavime v markovskom cCase, zastaveny
proces bude tiez martingalom.

Veta 3.1 (Stopping theorem). Bud M sprava spojity F-martingal a T nech je F -
markovsky cas. Potom zastavensj proces M™) = (M )0 je - -martingal.

Vetu budeme dokazovat bez nutnosti pouzitia pojmu o-algebry do markovského
casu. Platnost vety si najprv ukédzeme pre pripad diskrétnych martingalov.

Tvrdenie 3.2. Nech I je lokdlne konecnd podmnoZina [0,00) a proces (My)er je - -
martingal, kde F = (F)ier. Bud 7 F-markovsky cas. Potom je zastaveny proces
M F -martingal.

Dokaz. Pre kazdé t € I je Tt ANt < t, T At je F-markovsky, potom pre Tubovolné
se€l, s<tméme [t ANt =s] € F, C.F. Preproces M potom plati
MT/\t = Z Ms]l[f/\t:s} € ]Ll(yt), tel.
sel,s<t

Pretoze 7 je .#-markovsky, méame pre s € I [T > s] € Z,. Celkovo pre t € I také,
ze s < t, (s,t) NI = dostdvame

E[MT/\t o MT/\s‘fs] = ]1[7>5]E[Mt - Mslgs] = 0
O

Dékaz. (Veta[3.1)) Uvazujme s,t € [0,00) a postupnost indexovych mnozin I,,, kde pre

n € N polozime I, %L {2%, k€ No} U{s,t}. Ozna¢me I = U,enI,, potom [ je hustd

v R;. Proces (M,)per, je diskrétnym .#-martingalom pre lubovolné n. Definujme si

pre n € N ndhodné casy 7, ako

[T27]
2n Y

= 00, T = 00.

Tp @ = T < 00,

Pre takto definované ¢asy uz vieme z (2.9), ze 7, \( T a 7, st .Z-markovské casy.

Podla tvrdenia je tiez zastaveny proces (Mpar, )per, Fp-martingal. Naviac, pre-

toze proces M je spojity, Miar., L, M, € ILy. Potom ale tiez E[M;n,, | Zs] L,

E[Mip.|-%,] a kedze uz vieme, ze E[Mir,, |-Fs] = M;p,,, celkovo dostdvame
E[M, | %] = M, ps. Nakoniec M, ; je limitou M, ,; a podla dokazu tvrdenia
je M, ry € P, teda proces M5, je F-adaptovany.

O
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Definicia 3.3 (Lokalny martingal). Nech X je spojity .-#-adaptovany nahodny pro-
ces. Ak existuje neklesajica postupnost .#-markovskych ¢asov (7,)5% o pre ktoré
P[lim,, s 7, = 00] = 1 tak, Ze pre kazdé n > 1 je proces X (™) — X .#-martingal,
potom hovorime, Ze proces X je lokdlny .7 -martingal.

Poznamka 3.4.

1. Postupnost T, markovskijch casov z definicie lokdlneho martingalu budeme na-
zijvatl lokalizujica postupnost.

2. KazZdy martingal je lokdlny martingal, opacne to neplati. UkdazZeme priklad lo-
kdlneho martingalu, ktory nie je martingal. Takyto proces nazveme striktny
lokdlny martingal.

Pozorovanie 3.5. Pre lokdlne .F -martingaly M,N je i proces M + N lokdlny 7 -
martingal.

Dékaz Ku kazdému z lokélnych martingalov M, N existuje lokaliztijuca postupnost,
Tn, T Polozme v, = 7, A 7%, potom v, je .#-markovsky cas a pre 0 < s <t,neN
mame pomocou vety

E[(M + N){™|Z.) = E[M{I + N |.Z.] 2 (M + N){™),

Ukazeme si este priklad lokalneho martingalu, ktory nie je martingalom.
Priklad 3.6 (Striktny lokalny martingal).

Nech W je .#-Wienerov proces definovany v a 71V nech je ¢as prvého vstupu pro-
cesu W do mnoziny [1,00), t.j. /¥ = inf{t > 0; W, = 1}. Vieme, Ze 7" je .Z- markov-
sky cas. Podla vety je 71" 200. My budeme bez ujmy na vSeobecnosti uvazovat,
ze Cas 1" je konecny iste. V opacnom pripade, kde 7/¥(w) = oo by sme na mnoZine
miery 0 polozili pre tieto scenére Wi(w) = t, teda W, = Wilppw coq) + UL o).

Potom pre tento proces W je 7'1 < o0 iste.

W' je spojity # martmgal a teda, podla vety Je zastaveny proces w7z

martingalom, naviac WO 1) 0 a lim;_,o I/V(T1
Uvazujme dalej spojitu rasticu funkciu f : [0, ) [0,00)
x
= , € (0,1
fla) =2, welon)
a oznacme
W = ot pre s € [0,1),
Ly=23 1 e (3.1)
1 pre s € [1,00).

Potom je proces (Ls)scjo,1) martingal vzhladom k filtracii (¥4;)scp,1), kde

@ — F s s €[0,1),
’ Foo s € [l,00

o«
@
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Obr. 3.1: Wienerov proces zastaveny v case 7/ .
a plati
Slg{l_ L, = tlggo Wipew = 1. (3.2)

Proces L je spojity, adaptovany na ¢
E[L.|9) £ L,, 0<s<r<l. (3.3)

Zéroven mame E[L;] = 1 # E[Ly] = 0, teda (Lg)s>0, nie je martingal. UkdZeme
vsak, ze ide o lokalny martingal.

Potrebujeme najst lokalizujicu postupnost markovskych ¢asov {a, }nen, tak aby pre
kazdé n € N bol zastaveny proces L(®*) martingal.
Pre n € N oznacme

a, = inf{s > 0,|Ls| > n}.

Pretoze proces L je spojity a ¢-adaptovany, «, " 00 a «, si ¥-markovské casy.
Ukazeme, ze «, je pre L lokalizujtica postupnost, t.j. pre kazdé n € N, s < r je

E[LT/\an ’gS] = Ls/\an- (34)

Uz vieme z , ze plati pre r < 1. Bez ujmy na vSeobecnosti mézme predpo-
kladat r = 1, kedze hodnoty procesu L st na [1,00) konstantné. Chceme teda overit,
ze pre kazdé n je

E[L1pa,|%:] = Lspa,, s < 1. (3.5)

Pre Tubovolné n € N mo6zme pisat podla definicie procesu L (3.1)), ze plati

7_‘/V
Ll/\an = Lan]l[an<1] +1- ]l[an>1] L) W(sl/\a)n .
- s—1—

1—sAan
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|

0.6 0.8 1.0

Obr. 3.2: Proces L.

Nakoniec dostavame postupne z (3.4) pre » < 1 a predchadzajticeho

Lora, 2 E[W 9] 2 E[Lina, |9
SAan T |: rAon ’ s:| ﬁ [ l/\an| s], S<1

1—rAan

Overili sme teda martingalovi vlastnost a L(®%) je -martingalom pre kazdé n. Cel-
kovo je teda proces L striktnym lokalnym martingalom.

V kapitole [1] sme si ukéazali vetu o Doob-Meyerovom rozklade obmedzeného spo-
jitého martingalu. Teraz dokazeme podobné tvrdenie aj pre lokalne martingaly.

Veta 3.7 (Doob-Meyerov rozklad spojitého lokdlneho martingalu). Bud M spojity
lokdlny F -martingal a nech filtricia F splria poZiadavku (1.20). Potom ezistuje aZ
na nerozlisitelnost jednoznacne urceny spojity % -adaptovany proces K, Ky = 0 s
neklesajicimi trajektoriami, taky, Ze M? — K je lokdlny F -martingal.

Poznamka 3.8. Proces K z vety[3.7 je v role kvadratickej varidcie procesu M.

Dokaz. Pre n € N uvazujme nasledujicu postupnost ndhodnych casov
T, = inf{t > 0;|M;| > n}.

Pretoze M je spojity proces, ¢asy 7, su markovské, 7, 1 oo a postupnost 7, tento
proces lokalizuje, teda pre kazdé n € N je zastaveny proces M (™) spojity obmedzeny
martingal.

Pretoze je 7, neklesajica postupnost markovskych ¢asov, pre kazdé ¢t > 0 plati

— M?

tATRATp41?

M2

tATh
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odkial

(M) = ((arr)?) ™. (3.6)

Pre kazdé n € N podla vety o Doob-Meyerovom rozklade pre obmedzené mar-
tingaly M (™) existuje kvadraticka varidcia (M (™)) tak, Ze proces

(M) = (M) (37)

je spojity #-martingal. Z platnosti vztahu (3.6) potom
(MY — (A & ()™ (g, (33)

Zaroven, aplikovanim vety na obmedzeny martingal M (7+1) existuje kvadraticks
varidcia (M(™+1) takd, ze (M(+1))2 — (M(™+1) je spojity .Z#-martingal. Odtial a
podla (3.8) teda dostavame pre kazdé n € N

(Mns0)y () ()Y (3.9)

Oznacme A, = {w € Q; (Mn+)@)()m)@) = (M) ()}, potom podla (3.9)
je P(A,) = 1 pre kazdé n € N. Z predpokladu, ktory mame na filtraciu .#, je pre
kazdé n A, € %#y. Oznacme A := U,enA,, potom tedai A € Fy. Prewe Aat>0
je

(M) (w) 222 Ky (w) € R.

Polozme K;(w) := 0 pre kazdé t > 0 aw € Q\ A, potom opédtovnym vyuzitim vztahu

(3-9) je A
K £ (p)y p e N, (3.10)

Pomocou a dostavame (M?)(™) — K(™) je spojity .#-martingal. Podla
definicie lokélneho martingalu je M?* — K spojity lokdlny .Z-martingal.
Uvazujme teraz dalsi spojity neklesajici proces K*, pre ktory je M? — K* Z-
martingal. Potom je proces K — K* spojity, je rozdielom dvoch neklesajucich pro-
cesov teda ma lokdlne koneénu variaciu a tiez je lokdlnym martingalom. Potom ale
tento proces musi byt konstantny, pretoze oba procesy K, K* zac¢inaju v nule. Proces
K je preto jednoznacne urceny az na nerozlisitelnost.

0

Definicia 3.9. Pre M, N spojité lokdlne martingaly definujme ich vzdjomna (alebo
krizovi) varidciu vztahom

(M, N, — i[(M 4N+ (M= N, teR. (3.11)

3.2 Stochasticka integracia

Cast o stochastickej integracii za¢neme pripomenutim L, integracie pre spojité Lo-
martingaly, ktorej vysledkom je spojity Lo-martingal. Nésledne, v ¢asti [3.2.2] rozsi-
rime stochasticki integraciu i pre lokélne martingaly. Uvddzané definicie a vety st
prebrané z Revuz a Yor| (1991).
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3.2.1 L, integracia voc¢i L, martingalu

Najprv teda struc¢ne zopakujeme vysledky pre Lo stochasticki integraciu a zhrnieme
zakladné vlastnosti.

Poznamka 3.10. Ls-obmedzenym martingalom budeme rozumiet martingal M, pre
ktory plati sup,so E(M?) < oo pre kaZdé t > 0.

Poznamka 3.11. V texte budeme vyuZivat pojem progresivne meratelného procesu.
Definiciu a zdkladné vlastnosti je mozné ndjst napriklad v |Dupacova a kol. (2002,
strana 247). Pripomenime, Ze spojity F -adaptovany proces je F -progresivne mera-
telny.

Veta 3.12. Bud M spojity Lo-obmedzeny % - martingal. Potom pre kazdy progre-
stvne meratelny proces K splnajici

E/OOO K2d(M), < . (3.12)

existuje jednoznacne urceny spojity Lo - obmedzeny % - martingal, ktory budeme
oznacovat ako K - M taky, Ze (K- M)y =0 a (K- M,N) = K - (M,N) pre kaZdy
spojity Lo - obmedzeny % - martingal N .

Dékaz. Viz Revuz a Yor| (1991, Theorem (2.2), strana 137), kde je priestor spoji-
tych obmedzenych L, - .%- martingalov oznacovay H?, definicia 1.21, strana 129.

O
Nasledujtce tvrdenie a jeho dokaz je mozné néjst v|Revuz a Yor| (1991, Proposition
2.5, strana 139).

Tvrdenie 3.13. Pre markovsky cas T a procesy K, M ako vo vete[3.19 plati
K-MT = (KM,

3.2.2 Stochasticky integral pre lokalne martingaly

Definicia 3.14 (Stochasticky integral voci lokdlnemu martingalu). Bud M spo-
jity lokalny martingal a K nech je stochasticky integrovatelny vzhladom k M, t.j.
progresivne meratelny nahodny proces splnajici

t
P{/ KL 2d(M), < oo} —1, t>0. (3.13)
0
Ozna¢me IM(K) spojity lokélny martingal spliiajici

1. IM(K) £ 0,

2. pre kazdy spojity lokalny martingal X plati

t
(X, TM(K)); = /0 K, d(X,M),, pre kazdé t > 0.

Potom I'"(K) budeme nazyvat stochastickyj integrdl procesu K voci lokdlnemu mar-
tingalu M.
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Poznamka 3.15. Stochastickyj integrdl IM (K) sa tieZ oznacuje ako [ KdM.

Tvrdenie 3.16. Stochasticky integrdl I (K) z definicie existuje a je jedno-

znacne urceny aZ na nerozlisitelnost.

Dékaz. Dokaz je prebrany z Revuz a Yor| (1991, Proposition 2.7, strana 140).
Uvazujme neklesajiicu postupnost markovskych ¢asov 7, taki, ze 7, 0o a ze M (™)
je Lo-obmedzeny a pre K(™) je [ K2d(M) < co. Pre tieto zastavené procesy teda
vieme pre kazdé n € N definovat stochasticky integral I™ := K(™) . M) Podla
tvrdenia dalej mame, ze I™*Y je na [0,7,] zhodny s.i. s I pre Tubovolné
n € N. Preto definujeme proces I (K) tak, aby na kaZdom [0,7,,) bol zhodny s.i. s
I™  Tento proces je zrejme spojity lokalny martingal a (K - M,N) < K (M,N) pre
Iubovolny lokalny martingal N.

[
Ukazeme si este ,retiazkové pravidlo pre stochastické integraly .

Pozorovanie 3.17. Bud X spojity lokdlny martingal, H nech je stochasticky in-
tegrovatelnsy vzhladom k X a oznacme Y = [ HdX. Dalej nech K je stochasticky
integrovatelny vzhladom k'Y a polozme Z = [ KdY. Potom KH je stochasticky
integrovatelny vzhladom k X o Z = [ KHdX.

Dékaz. Nech H je progresivne meratelny proces, pre ktory plati [ H2d(X) oo
a podobne K je progresivne meratelny proces spliiajici f(f K?d(Y) 200 pre kazdé
t > 0. Pre Y vieme, 7e d(Y) = H?d(X) a teda [; K2H?d(X) ¢ cc.

Vieme, ze Y je spojity lokdlny martingal, takze podla definicie stochastického integ-
ralu teda pre kazdy spojity lokdlny martingal L plati

(LY) 2 / HA(L,X).
Pre proces Z teda mame vyuzitim Radon-Nikodymovej vety
(L,Z) = / Kd(LY) = / KHA(L.X).

Z definice preto Z £ [ KHdX.
0

Definicia 3.18 (Spojity semimartingal). Adaptovany m-dimenzionalny proces X =
(XY™ nazyvame spojity semimartingal ak priptsta reprezentaciu

X, 2 Xg+M+V, t>0,

kde M je spojity m-dimenzionalny lokalny martingal a V' je spojity adaptovany R™-
hodnotovy proces s trajektoriami lokdlne konecnej variacie P — s.i., My =V, = 0.

Nakoniec este rozsirime definiciu stochastického integralu vzhladom k spojitému
semimartingalu ako v (Revuz a Yor, 1991, strana 141 Definition 2.9).

Definicia 3.19. Bud K progresivne meratelny, lokalne obmedzeny proces, t.j. pre
ktory existuje postupnost markovskych casov 7,, 7, /* oo a konstanty C,, tak, Ze
|K(m)| < C,. Nech X je spojity semimartingal s reprezentdciou M + V. Potom
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stochasticky integrdl voci semimartingalu X budeme nazyvat spojity semimartingal

K-X2K-M+K-A, (3.14)

kde K - M je stochasticky integral voci lokdlnemu martingalu a K -V je Stieltjesov
integral (,,po trajektériach®) vocéi d'V.

Vyznam pre nas bude mat nasledujtce tvrdenie, podla ktorého pre integraciu spo-
jitych procesov vzhladom k spojitym martingalom plati, Ze integral je limitou v
pravdepodobnosti riemannovskych stim.

Tvrdenie 3.20. Bud K spojity a lokdlne obmedzeny proces, X spojity semimartingal
a nech (A™) je postupnost deleni [0,t] takd, Ze |A"| — 0, potom

t o
/0 KdX, 2 lim Y K, (X, - X,). (3.15)

t; EA™

(Limitu wvazujeme v pravdepodobnosti. )

Dékaz. Revuz a Yor| (1991, Proposition 2.13, strana 142).
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4. Metodika a priklady

Nadalej budeme uvazovat filtrovany pravdepodobnostny priestor (Q,M F ,P), kde

filtracia spliia (T.20). Najprv uvedieme, ¢o budeme rozumiet pod pojmom Wienerov
proces do casu T € (0,00) a Wienerov proces s driftom (respektive Wienerov proces
s driftom do casu T').

Definicia 4.1 (Wienerov proces do ¢asu T'). Nech T' € (0,00) a uvazujme proces
W = (Wi)o<i<r, pre ktory plati, ze

1. W ma4 spojité trajektorie a Wy = 0,

2. pre lubovolné ty,...,t, € [0,T], t; < ty < ... < t, st prirastky W, ,W;, —
Wi, ... Wy, — W, _, nezavislé ndhodné velic¢iny a W, — Wy ~ N(0,t — s) plati
pre kazdé 0 < s <t <T.

Potom tento proces budeme nazyvat Wienerov do casu T. Ekvivalentne, podobne
ako v definicii Wienerovho procesu [2.5], mézme miesto predpokladu 2. uvazovat
predpoklad

2. W je centrovany gaussovsky proces s autokovarianciou cov(Wy,W;) = s At, s,t €
[0,77].

Definicia 4.2 (Wienerov proces s driftom). Ak je W Wienerov proces (respektive
Wienerov do ¢asu T) a pu € R, potom proces B definovany ako

By =W, + ut, t >0 (resp. t € [0,T]) (4.1)
budeme nazyvat Wienerov proces s driftom p (resp. Wienerov proces s driftom p do
casu T').

4.1 Model pre cenu akcie

Nech (Q,47,.% P) je pravdepodobnostny priestor a W oznacuje .#-Wienerov pro-
ces. V tejto kapitole budeme oznacovat S = (S;)¢>0 spojity semimartingal, ktorym
budeme modelovat cenu prodkladového aktiva, napr. akcie, menového kurzu a pod.
Na uvod si uvedieme dva zdkladné modely pre proces S.

4.1.1 Bachelierov model

Bachelierov model popisuje cenu podkladového aktiva S aritmetickym Brownovym
pohybom s konStantnymi parametrami p € R a o € (0,00), t.j.

Sy = So + ut + oWy, v diferencidlnom tvare: dS; = udt + odW;. (4.2)

Bachelierov model zjavne priptusta pre cenu akcie i zdporné hodnoty.
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Obr. 4.1: Aritmeticky Brownov pohyb pre rézne hodnoty parametra p so o = 1.

4.1.2 Black-Scholesov model

Obvykle od modelu popisujiceho pohyb podkladového aktiva vyzadujeme, aby pri-
pisoval modelovanym cenam kladné hodnoty, ¢o plati v pripade Black-Scholesovho
modelu. Tak ako i v predchadzajicom Bachelierovom modeli, parametre st ¢asovo
i priestorovo nemenné, pre cenu akcie uvazujme

Sy = Soexp{(,u — %O’2)t + aWt}, v diferencidlnom tvare: dS; = S;(udt + odWy).

3.0 4

20 -

05

0.0 =

Obr. 4.2: Geometricky Brownov pohyb pre rozne hodnoty p so o = 1.
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4.2 TItoova formula

Itoova formula hovori, ze hladka funkcia spojitého semimartingalu je tiez spojity
semimartingal a udava jeho rozklad. My budeme potrebovat It6ovu formulu len pre
semimartingaly Specialneho typu, a to pre tzv. Itdove procesy. Zopakujme najprv ¢o
myslime pod pojmom Itéov proces, potom uvedieme prislusna Itéovu formulu, ku
ktorej dokazu poskytneme odkaz na relevantny zdroj.

Pre redlnu maticu H € R™™ budeme uvaZzovat jej normu ako ||H|| = \/Tr(HH").
(V pripade n = 1 budeme tuto normu uvazovat aj pre realne vektory.)

Definicia 4.3 (Itdéov proces). Bud W n-rozmerny .#-Wienerov proces. Potom .Z-
adaptovany m-dimenzionalny spojity ndhodny proces X (definovany v budeme
nazyvat [toov, ak existuju progresivne meratelné ndhodné procesy a : R, x 2 — R™,
b:Ry x Q— R™" pre ktoré

P [ la)l+ B(s)|)ds < 00) =1, 20

a také, ze pre proces X plati pre kazdé ¢t > 0

X, 2 X, + / s)ds + / (4.3)

Poznamka 4.4. Spojity semimartingal z definicie[3.18 je teda Itéov proces, ak na-
viac su trajektorie V' lokdlne absolutne spojité a M je stochasticky integrdl vzhladom
k Wienerovmu procesu.

Veta 4.5 (Itoova). Bud W n-rozmerny .7 - Wienerov proces a X Itoov proces (4.3)).
Nech f € €V2([0,T] x R™), potom pre t € [0,T] plati

f(t,Xy) = £(0,Xo) —|—/0t Vaf(5,Xs) b(s)dW,+

| (4.4)
‘*’/ { )+ Vaf(s,Xs) a(s) + 2Tr{vif(s,Xs)b(s)b(s)T}} ds.

Dékaz. Dokaz vety je mozné najst napriklad v Karatzas a Shreve (1991 strana 150,
Theorem 3.3). V dokaze sa predpokladd uplnd filtracia, my uz ale vieme, ze ako
Wienerov proces, tak aj stochasticky integral st invariantné voc¢i zmene (zuplneni)

filtracie.
O

Poznamka 4.6. Ak je g € C*(R) a m = n = 1, potom sa predosly vzorec (4.4)
zjednodusi na tvar

. t 1
9(x0) = g(Xo)+ [ [g/(X)a(s) + 59" (X)B(s ds+/ S)dW,, te[0.T).
V' diferencialnom tvare potom symbolicky mozZeme pisat
1
AX, = alt)dt + ()W, = dg(X,) = [¢/(X)a(t) + 50" (X)W (0)]db + g (X)b(1)dIY,

Priklad 4.7. Bud (V},Wt)po dvojrozmerny % - Wienerov proces. Urcte stochasticky
diferencidl procesu X, = e'* sin W.
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V rieseni budeme ztotoznovat vektorovi premennt z s jej zlozkami v,w v poradi x =
T
(v,w) . Aplikujme Vetuna fi(v,w) = e¥sinw, kde v,w € R. Mdme 2 f,(v,w) =0,

Vahtva) = (1) ) = e (00 ).

— cosw —cosw —sinw

Podla vety 4.5 dostavame

vy, [ sinW, ' dV; 1 {w sinW, —cosW;\ (dt 0 }
dfu(Vi.Wi) = e (—COSWt> (th>+2Tr € —cosW, —sinW,; 0 dt

= e"*(sin W,dV; — cos W,dW,).

4.3 Zmena driftu stochastického procesu

O Wienerovom procese W vieme, Ze proces 5§)‘) 2t exp{ AW, — %/\zt} je martingal pre

kazdé A € R. V nasledujicom tvrdeni ukazeme, Ze pre pripad spojitych martingalov
plati aj opac¢na implikacia.
Tvrdenie 4.8. Bud X spojity % -adaptovany proces, pre ktory plati, Ze Xo = 0 a
pre kaZdé A € R je proces

e = exp{AX, — 2t} (4.5)
F -martingal. Potom je X % -Wienerov proces.

V nasledujicom poskytneme naznak dékazu tvrdenia.

Dékaz. Proces je spojity a .#-adaptovany, X, = 0. Nech s,t € [0,00), s < t. Vieme,

ze 59) je Z-martingal pre kazdé A\ € R, teda pre momentovu vytvarajicu funkciu

veliciny X; — X, mame

E{exp{/\(Xt - Xs)}] = E{exp{/\(Xt - Xs)}] = exp {%Z(t - s)} (4.6)

Prirastok X; — X, ma normalne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a rozp-
tylom ¢ — s. Ak by sme miesto strednej hodnoty v (4.6) uvazovali podmienent
stredni hodnotu, dospeli by sme k rovnakému vysledku odkial plynie nezavislost.

O
Uvedieme znenie Lévyho vety o charakterizacii Wienerovho procesu. Vetu s doka-
zom pre d-dimenziondlne procesy je mozné najst v Revuz a Yor| (1991, strana 150,
Theorem 3.6). Pre nase potreby sformulujeme vetu pre pripad d = 1.

Veta 4.9. Bud X % -adaptovany spojity proces, Xo = 0. Potom su nasledujice
turdenia ekvivalentné:

1. X je F-Wienerov proces;
2. X je spojity lokdlny martingal a (X); = t;
3. X je spojityj lokdlny martingal a pre kaZdi f € L*(R) je proces

el = exp {i [ f(s)dX. + 3 Ji f2(s)ds} (4.7)
komplexny martingal.

Poznamka 4.10. Komplexnym martingalom rozumieme proces, ktorého redlna aj
imagindrna cast st martingaly.
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4.3.1 Wienerov proces s driftom

V tejto casti ukdzeme spdsob, akym budeme schopni poupravit drift Wienerovho
procesu s driftom. Nasledne, bez ddkazu, s odkazom na literattiru uvedieme Girsa-
novovu vetu.

Nech T' € (0,00) a na filtrovanom priestore (2, %7,.%, P), (W})o<i<r nech je .Z-
Wienerov proces na kompaktnom intervale [0,77] definovany ako v a uvazujme
novu mieru Q(T)‘ ) ~ P dant pre A €  ako

QP(4) = Blexp{AWr — 13T} 4], (43)

Potom Q(T’\)(Q) =1la Q(T’\) je pravdepodobnost na (£2,47), ekvivalentnd s P. Ak je
Ae 7, t<T, potom

QP(A) = Blexp{AWr — 2 X°T); A] = B[Blesp{AWr — ;N THF; A
= Elexp{AW, — ;)\Zt}; Al = QWM (4).

Tvrdenie 4.11. Nech p € R, T € (0,00) a By :== ut + W,, 0 < t < T Wienerov
proces s driftom p na [0,T] pri miere P. Potom je proces B Wienerov s driftom na
[0, 7] pri miere Qgﬂk), s koeficientom driftu k = A+ . Specidlne, pre j = —\ je proces
B Wienerov na [0,T] voci miere Q%) ([“.3).

Dékaz Chceme ukézat, ze B, = rt + Wy, t € [0,T], kde W je Wienerov pri Qép’\ ),
Podla tvrdenia potrebujeme overit, ze pre kazdé v € R proces exp{VWt — &t}
je ( (T*),,%*) martmgal Méme W, = B, — xt = W, + (u — &)t a nech A € Z,, potom

T v2 . _ 1 v? A2 .
EQ(TA) lexp{vW; — %t}; Al = Elexp{vW; — St + AW, — 5-t}; A (49)
= Elexp{(v + M)W, — 3t(* + N> + 2v(k — p))}; Al.
Pretoze W je Wienerov, vieme, Ze proces exp{(v + A\)W; — 2t(v? + X2 + 2v(k — p))}
je martingal v pripade k = A+ p1. Proces W je Wienerov na [0,7] pri Q(T’\) alN=—pu
U
Pozorovanie 4.12. 1. Nech ¢ > 0, pre T € (0,00) wvazujme B Wienerov proces s

o e ) oot P58 .0 o ) 1~ (B

2. Nech B je Wienerov proces s driftom p na [0,00), ¢ > 0 a definujme cas 75 :=

inf{t > 0, By = ¢} = inf{t > 0, W, = ¢ — ut}. Potom plati
_ 2c —tu—c —tu4-c
P(T <t)=e u¢< —tp—c >+1_¢(\%>.
Specidlne

P(18 < 00) = % pre p < 0,
=1 prepu>0.
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Dékaz. 1. Vyuzitim znalosti zdruzenej hustoty Wy, W/ z (2.16]) dostavame
P(Br>c¢)=FE = [G”BTfiu T, ; BT, > C} Ep [GNWTf%”QT; Wi > c} =

)2
= [ 12 fwgaws (wy)er 2 T dyde = [ [, e~

T e“’”’%“szydx
oo 1,2 2y—x)? o _
f QWT p { T } cVr=y

(20 x) }dll’+f e“x_ip’ 2T

1
_ [c pr—5pT
frg f—OO (A 2

ﬁ}dm.

m exp { \/m exp { oT

Oznac¢me ¢(z) hustotu standardného normalneho rozdelenia, potom

P@}ZdzgwﬁmﬁwckﬁﬂﬁMHJ?}ﬁ(i%qm
_ ,2¢ Tu—c —Tpu+c
v ) 1 o)
2. Nech t > 0. Pre ¢as 72 kde ¢ > 0 potom plati [7? < t] = [B% > ¢] a teda z pred-

chadzajiceho bodu 1 je P(t2 <t) = P(Bf > ¢) = 620u¢< tu— c> 11— qb("i%“c),

Specidlne mame

P(7P < 00) = lim P(r7 <) = lim [e 2 ¢(252) + 1 — ¢(2%2)]

t—o0 t—o0 \/E \/E
2)Xc pre A > O7 (410)
=1 pre A < 0.
O

Désledok 4.13. Pre rozdelenie suprema procesu B, t.j. BX, = sup;so(W; + ut) kde
<0, plati
P(B:, <¢c)=1—¢*c>0.

Dokaz. 7 pozorovania 4.12| vieme, ze

¢ = P(rP < 00) = lim P(r8 < t) = lim P(B; > ¢), (4.11)

t—o00 t—o00

odtial je teda lim;_,o, P(B} < c¢) =1 — e?** ¢ > 0. Hustota pre BY je potom dand
predpisom
fB;O = 2N g ~ D(=2p,1).

Poslednt rovnost v sme dostali uvedomenim si, ze By ,* B a mame konver-

t—o00

genciu distribu¢nych funkcu P(B; <c¢) —= 1 — e teda
P(B;ko>c):P(E|n€N:B;fL>c):nli_>I£10P(B;>c) Ve e R.

B m4 distribu¢nt funkciu P(Bf, < ¢) =1—e*° ¢ > 0.
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4.3.2 Girsanovova veta

Koncept zmeny driftu Wienerovho procesu uvedeny v predchadzajicej casti [4.3.1
rozsiruje Girsanovova veta. Predstavuje vSeobecnejsiu metédu ako zmenou pravde-
podobnostnej miery upravit drift stochastického procesu. My si ju uvedieme bez
dokazu, s odkazom na prislusnu literatiru.

Poznamka 4.14. Stochasticku exponencidlu zo spojitého semimartingalu X budeme
oznacovat ako

E(X) = exp{X; — $(X)¢},t > 0.

Veta 4.15 (Girsanovova). UvaZujme stochasticki bdzu (Q,,Q% T ,P) ako v uvode
kapitoly a W mnech je n-rozmerny Wienerov proces. Nech T € [0,00) a (Yi)i>0 je
n-rozmernsyj, progresivne meratelny proces taky, Ze fOT ||Ys|[2ds < oo P-s.i. a Yy =0
pre t € (T,00). Nech je splnend nasledujica podmienka

E&(JYTdW) = 1. (4.12)

Potom je
P.Fedw / Er(JY'dW)AP = E[&p(JYdW); F|
F

pravdepodobnostnd miera na (Q,47) takd, Ze proces
B t
Wt:Wt—/ Yids, t >0
0

je n-rozmerny Wienerov proces na (Q,2/ .F ,P).

Postacujicu podmienku preto, aby bola splnend poziadavka z Girsanovovej
vety predstavuje Novikova veta, uvedend napriklad v Karatzas a Shreve (1991}, Pro-
position 5.12).

Veta 4.16 (Novikov). Bud M spojity lokdlny % -martingal a definujme pre t > 0
proces Zy 4 exp[My — 3(M),]. Ak plati

Eexp {3(M),} < o0, t >0, (4.13)
potom EZ, =1,t > 0.
Dékaz. Dokaz je mozné najst v |[Karatzas a Shreve| (1991} Proposition 5.12; strana

198).
0

Poznamka 4.17. V Girsanovovej vete tak overujeme, Ze

Eexp {; I YSTYSds} < oo, t>0. (4.14)
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4.4 Metodika

Téato c¢ast ma za ciel predstavit vseobecny sposob, akym budeme pristupovat k rie-
seniu tuloh so zadanim ako urcit spravodlivii cenu roznych finanénych derivatov.
Spolo¢nou ¢rtou tloh bude vyplata tzv. eurépskeho typu, teda v ¢ase maturity (vy-
sporiadania) 7. Metodika bude rozdelenéd do viacerych krokov, zo zac¢iatku budeme
uvazovat silné predpoklady aby vynikla hlavnd myslienka a postupne budeme tieto
predpoklady uvoliovat.

(1) Uvazujme nulovi tirokovii mieru na peniaznom trhu a predpokladajme, Ze pro-
ces pre trznd cenu akcie (St)i>o je spojity .#-martingal s hodnotami v otvorenom
intervale D C R.

(a) Pre Fr € Ly (%7) najdeme funkciu F' € C’([O,T] ><D) taku, ze F' € CQ([O,T) XD)
a spiﬁa

F(t,S;) = E[Frp| %], t € [0,T). (4.15)
(b) Pomocou Itéovej formule [4.5| overime, Ze

Fr £ F(t,S,) + [ 2£(5,9,)dS, (4.16)

a to tak, Ze pouZijeme Itoovu formulu s odkazom na F' € C?*([0,T) x D) a potom
vyuzijeme spojitost £ € C([0,7] x D).

Fr=F(TSr) = lim F(r.8,) 2 Tim [ % (s,5,)dS, + F(t.5)

’ ? (4.17)
= F(tvst) + ft %(57S8)d58

za predpokladu, zZe je prava strana (4.17)) dobre definovand ako stochasticky integral
a za predpokladu, Ze funkcia F na [0,T") x D riesi nasledujticu parcidlnu diferencidlnu
rovnicu

0=9(tz) + 190 (ta)S(t,), (4.18)
kde X(t,5;)dt = d(S);. Poziadavka vyplyva z Feynman-Kac formuly, ktora
prepaja body 1(a) a 1(b), kedze rieSenie stochastickej parcidlnej diferencidlnej rov-
nice urcitého typu s vhodnou terminalnou/koncovou podmienkou sa da ziskat
vypoctom podmienenej strednej hodnoty v . Feynman-Kac veta je uvedena na-

priklad v [Karatzas a Shreve| (1991, Theorem 4.2, strana 268).

Ozna¢me si Cy &£ F(t,S;), potom tuto hodnotu budeme interpretovat ako kapi-
tal, s ktorym sme schopni drzanim celkovo §, <t %—f(s, Ss) jednotiek podkladového
aktiva v ¢ase s € [t,T] s trznou cenou Sy ziskat portfélio, ktorého trzna hodnota je
v ¢ase T rovna predpisanej hodnote Fr = F(T, St).

Kazda uvazovana stratégia nam dava trzni hodnotu portfélia ako stochasticky in-
tegral podla procesu S, v uvazovanom pripade podla spojitého semimartingalu a
teda vysledok je lokdlny martingal.

Pre tito stratégiu budeme naviac uvazovat obmedzenie zdola rovnomerne integro-
vatelnym martingalom. Nech je teda proces L spojity lokalny martingal, Ly € IL; a
nech L > M, kde M je rovnomerne integrovatelny .%-martingal. Potom je L spojity
supermartingal, ¢o vyplyva z nasledujiceho: oznacme N = L — M, potom je N > 0
teda N je nezaporny spojity lokalny .%- martingal, Ng = Lo — My € IL; a teda N je
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spojity supermartingal. Pretoze je L = N + M dostavame, ze L je spojity supermar-
tingal. Prakticky teda médme pre uvazované stratégie dve obmedzenia - obmedzenie
zhora vyplyvajice z raciondlneho poziadavku ,nedostat sa do straty“ a obmedzenie
zdola si m6zme predstavit ako nejakt regulatéornu poziadavku zarucujicu nemoz-
nost pozicat si k realizacii arbitraze neobmedzené mnozstvo financii (napr. na tkor
stability meny). Za pritomnosti tychto poziadavok teda nie sme schopni realizovat
arbitraz a v tomto zmysle teda budeme oznacovat cenu derivatu za spravodlivi (bez-
arbitraznu). Samotny pojem arbitréaze definovat formélne nebudeme.

V pripade, ze mame supermartingal L spiﬁajﬁci Ly = Fr, potom

Lo £ E[L|%] = E[Fr|%] = F(0,5),

analogicky

L, $ E[Ly|. %) £ E|Fr|.%) = F(t,S,).
Pomocou kapitélu v hodnote C; = F(t,S;) sme schopni zaistit vyplatu Fr v ¢ase T
Dana nerovnost pre tuto situaciu Cy £ L; hovori, Ze toto je najmensi kapital, pomo-
cou ktorého vieme stratégiu replikovaf.

(2) Nadalej budeme uvazovat nulovi irokovi mieru na penaznom trhu, proces pre
cenu akcie vsak nemusi byt martingal. V tomto pripade budeme postupovat tak,
7e nadjdeme Py ~ P takd, aby zastaveny proces ST bol .Z- martingalom pri tejto
novej miere Pr. Mieru ndjdeme pomocou Girsanovovej vety a s pripomenutim m
ostdvaji rovnosti s.i. zachované pri prechode od P k Pz a naopak, rovnako ako
limity s.i.

Pretoze F' € C*([0,T) x D) je (a—F(s,Ss))

Ox SE[t,r]
integral [/ %(S,Ss)dss je dobre definovany ako pri miere P tak aj pri Pr. V oboch
pripadoch ma tu istd, s.i. jednoznacne uréeni hodnotu. To plati aj pre ostatné uva-
zované stochastické integraly.

,proces‘ so spojitymi trajektoriami a

Poznamka 4.18. Pred poslednym krokom 3 metodiky zavedieme pojem samofinan-
cujuceho portfolia.

Definicia 4.19. Nech S je trzna cena podkladového aktiva, oznacme H = (H)>o
mnozstvo jednotiek podkladového aktiva v portféliu investora a V' = (V;);>¢ nech
oznacuje trzni hodnotu portfélia investora. Volné prostriedky o hodnote V; — H,S;
nech s spojite irocené mierou r > 0. Portfélio potom budeme nazyvat samofinan-
cujuce pri urokovej miere r ak je odpovedajica trzna cena spojity semimartingal s
diferencidlom

d‘/;g = thSt + T(‘/t - HtSt)dt

Poznamka 4.20. Pre r = 0 zrejme dostdvame dV; = H,dS;. Tento pripad sa redu-
kuje na situdciv z bodu 1 a stratégiou d-hedgingu popisanou v bode 1 teda ziskavame
samofinancujuce portfolio.

Nech r > 0. Oznacme Dy := e~ " dikontny faktor odpovedajici [0,t]. Pre dynamiku
diskontovanej trznej ceny portfolia v pripade r > 0 potom plati
d (Dt‘/t) = ‘/;det + Dtd W = —‘/t’l"Dt dt + Dt(thSt + ’f’(‘/t — HtSt)dt) = th (Dt,St).

Diskontovani trini cenu portfolia teda mozme pisat ako stochasticky integrdl podla
diskontovanej trinej ceny podkladového aktiva, takzZe pre diskontované ceny sa do-
stavame do situdcie z bodu 1.

36



(3) Predpokladajme, ze irokova miera na penaznom trhu je konstantna s hodnotou
€ [0,00). Oznacme si Sy := e~ "5, proces pre diskontovani trznu cenu podklado-

- A(T
vého aktiva. Najdeme mieru Pr ~ P takt, Ze proces Si - e*”St(T) je martingalom
pri Pr. Pre diskontovanu cenu derivatu v ¢ase T' bude za tychto okolnosti platit

e TRy = Fr 2 F(1,9,) + J 2L (s,5,)dS,.

Vzhladom k poznamke teda vidime, Ze vhodnou volbou sme takymto sposobom
schopni ziskat samofinancujice portfolio.

4.4.1 Priklady

Priklad 4.21. Pre trznid cenu akcie uvazujme Bachelierov model (4.2) s parame-
trami p =0 a o =1, t.j. cenu akcie modelujeme procesom S kde

St — S() + Wt, t 2 O, (419)

a kde Sy € Li(Fo) a W je F - Wienerov proces. Zaujima nds spravodlivd (bezarbit-
rdzna v zmysle uvedenom v prvom kroku metodiky) cena Eurdpskej kipnej (,call®)
opcie v case t € [0,T] s dobou expiricie T' a vyporiadavacou cenou (,strikom“) K.

Proces pre trzni cenu akcie (4.19) je zrejme martingal, teda podla bodu 1. metodiky
hladame Spojitfl funkciu F' € C'([0,T] x R) taku, ze F' € 02([0,T) X R), pre ktoru
plati (4.15) a v ¢ase T je F(T,Sr) = (St — K)*.
Podla {D je St = S, + Wr — W,, potom
E[(Sr — K)'|.Z| = BE|(Si = K + Wy — W) |.2].
Pre x € R pocitajme
Ex+Wp—-W)" =E(@+ VT — tWI)]].[W1>;w]

= (e VT —ty)p(y)dy = 2®(25) + VT —to( A=).

Funkcia F(t,z) := :cfb( ) + VT (p( ) je spojitd na [0,7) x R, pre T ju
dodefinujeme ako F(T, x) =(x—K)"a platl pre 1u F(t,z) € C*([0,T) x R). Pre
t € [0,7] mame

F(4,S,) & E[(Sp — K)'|F)] £ (S, — K)@(f}%) + \/ﬂgp@%).

Pre F' dalej overime za pomoci Itéovej formule 4.5 E bod 1(b) z metodiky, a to, ze
Fr = F(t,5) + [ %£(5,5,)dS;. Spocitajme najprv potrebné parcidlne derivicie
funkcie F podla z a t.




Kedze a%F(t,x) = — 1.2 P(t.2), funkcia F spiiia (£.18). Pomocou Itdovej formule

2 Ox?
(4.4) nakoniec dostavame pre t € [0,7)

F(LS) 2 F(0,5) + i (5%

)dW

Limitnym prechodom t — T vidime, Ze pre hodnotu v ¢ase T plati

Fr=F(T,Sr) = lim F(r,S,) £ F(t,S,) + hm I (s K)dWS

VT—s
2 R(t,S5) + fT (

L)W,

Priklad 4.22. Uvazujme pre cenu akcie S Bachelierov model (4.2)) a predpokladajme
nulovi urokovi mieru na penaznom trhu v = 0. Oznacme ﬁt 2 g(Sg, Weys < t).
Budeme uréovat spravodlivi cenu Eurdpskej kipnej (,,call®) opcie v case t € [0,T] s

dobou expiracie T a vyporiadavacou cenou (,strikom*) K.

(1) V zmysle bodu 2 metodiky pre T' € [0, 00) ukdZeme, Ze existuje Pp ~ P mar-
tingalovad miera procesu St(T) = Sipr, t > 0.
Pre proces S uvazujeme model

S, = S+ ut + oW, = Sy + o—(“t + Wt) (4.20)

N iy
Podla tvrdenial4.11} Wienerov proces s driftom £ je Wienerov pri miere P := Q(T 2

definovanej v (4.8)), t.j.

2
% = exp{ EWr — (g) T}.
Vidime teda, Ze proces WE S W, +E(tAT), t >0 je Wienerov pri Pr a proces

S(T) So + UWET) je pri tejto miere martingal.

Pre doplnenie si este ukdzme riesenie pouzitim Girsanovovej vety:
Vieme, ze Siar = So + pu(t AT) + oWiar. Oznaéme Y proces spliajici

JoYeds = —L(tAT), tedaY, =—LTjcq.
Pre takto definovany Y je potom
Eexp {l I des} = Fexp {l J (5)21[5§T}d5} = Fexp {l(&)ZT} < o0.

Podla pozndmky [£.17] je splneny predpoklad Girsanovej vety [£.15]a existuje pravde-
podobnostna miera PT taka, ze W( ) = = Wirr + U(t AT) je Wienerov,

% = é%(—fWMﬂ e exp{ WT — <H>2T}

(2) Ukézeme, Ze pre K € R plati

Er[(Sr — K)T|F] = (S —K>(I)( )+UVT 90( S ) =:Cy, t€[0,7).

Podla predchadzajiceho je Sipr = Sy + o fot ]l[ng]dWs, potom pre hodnotu S do-
stdvame Sy = S; + ftT odW . Bude nas teda zaujimat vyjadrenie

Bl(Sy — K)*|.%) = E|(S, + o(Wr — W,) — K)*|.7). (4.21)
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W je Wienerov pri Pr, Wr—W, je nezévisld od .%, a S, je .Z,-meratelné. Spoéitajme

Ellx+0(Wyp —W,) —K)"] = E[(z — K +ovVT — tW;) "]
= ffoi/%(:c — K+ roVT —t)p(r)dr

= (v = K)[1 = (25| + ov/T =1/ s 1p(r)dr
)+m/T @(”K)—F(tl")

Funkciu F' dodefinujeme pre T ako F(T,x) = (z — K)T. Ziskali sme teda spojitt

= (v — K)o (2

funkciu a pre potrebni vysku kapitalu k realizdcii stratégie s vyplatou (S — K)* v
& 2 = St_K Sz—K
¢ase T dostavame Cy := (S; — K)@(Um) +ovT — tgp(am).
(3) Pomocou Itdovej formule ukézte, ze
(Sr— K)* 2 G+ [F (22 0ds,, te o). (4.22)

Spocitajme parcidlne derivacie F'(t,x) podla x a t.

$7(00) = 0(55) + S t) + VTl 520 = 0.

92 _ 1 z—K
@F(t,l') - a\/TftSO(o'\/sz‘)’

aFn) = (@ = K (G755 ) (3, (T = 1078) = 30T =073 (375
— VT —to( 2755 (Fae) = —30(T = 0730 (275).

Pre t € [0,T) potom podla Itéovho vzorca plati

Cy = F(t,5) 2 F(0,5) + oy ®( 275 )dS..

ov1T—s

T

Nakoniec dostavame pre ¢as T

Cr=(Sr—K)* £ Ci+ lim [7 (275 )dS, = G+ |7 (2575, )dS..

Priklad 4.23. V Bachelierovom modeli pre trzni cenu akcie (St)i>o $ nulovou bez-
rizikovou trokovou mierou r = 0 spocitajte spravodlivi (bezarbitrdznu) cenu nasle-
dugjiiceho derivatu

Fr=5; = m<a72< S;.

Chceme spocitat E[S5|.Z;]. Nech teda S; oznacuje sicasnu cenu akcie (v ¢ase t), Sf
stcasné maximum a oznac¢me si maximalny prirastok k sicasnej cene do casu T ako

M = max (S, — Sy).

t<r<T

Potom pre cenu nasho derivatu v case T' plati

Si=S"  akM<S —S,
:St—l—MakMZSZ‘—St,
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teda S5 = max{S;,S; + M }. Pre ndhodni veli¢inu M dostavame z pozorovania
o rozdeleni priebezného maxima Wienerovho procesu

M = max (S St) = max U(W W) ~o max, Wy ~ a|Wr_4|.

t<r<

Pomocou zavedenych vyrazov mézme dalej pisaf
E[S}|%#] = Elmax{S;,S; + M }|.%,]. (4.23)
Spocitajme E(max{z*,x + M}), kde x < z* € R.
E(max{z".a + M}) = ¢" + E(M — (" — 2))* = 2" + E(oVT —1|2] — (" — 2)) "
kde Z je ndhodna veli¢ina s normovanym normalnym rozdelenim. Dalej je preto
E(ovVT —1|Z] - (2" — 1)) = (¢" —2)P(oVT — 12| < 2" — )
+aﬂE[|Z|;|Z|>;§%] :(:L‘*—[E)Q[CI)< f/i>—1]+20\/T—go($_‘”)

Pre E(max{z*,x + M}) sme dostali
E(max{z*x+ M}) =2" 4+ 20VT — tgo(a’i;%) +2(z" — ) {@(Ux*;ft) — 1]

Oznacme fi(z,y) 2L 24201 — go(

derivacie funkcie f:

>—|—2y {CID (U\/%) — 1} . Spocitajme parcidlne

3ft8(2 W) =1
Afi(z o .
5t =20 (k=) -1
BQJ;tS Y) 0;
P felzy) 2 )
5y2 == Umsp(a\/zft)’
Phn) _ .
0z0y )
aft(zvy) — a
ot _\/ﬂ%‘)(WyTTt)'

Oznacme proces D, = S} — S}, potom pomocou Itdovej formule dostavame

df(S;,Dr) = 2|®(Z250) —1]dD, + dS; = 2|@( 222 ) - 1]ds,
pretoze mame

dS; +2[@(Z75) —1]dS; = [1+2(2(0) — 1)]dS; = 0dS; =0,

kde prva rovnost vyplyva z nasledujticeho: proces S} je spojity a neklesajuci, rastie
tam kde Sy = S;. Potom je miera, podla ktorej integrujeme, sistredend na mnozine
{t € [0,00),S; = S;} a pre vnutro zitvorky pri ¢ dostavame 0.

Pre kazdé r € [t,T) sme celkovo dostali

Fo(S5,S7 = 80) 2 £i(S7,S7 = S1) + 7 2|1 — B( 225 )]dS,.
Nakoniec teda staci aby z — T— a dostavame
Sy 2 fi(S7,57 = S0+ S 2[1 - e(Z% ) as..

Celkovo sme ukazali, Ze existuje replikacna stratégia, ktora poskytuje v ¢ase T' moz-
nost vyplaty Fr = S7.
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Priklad 4.24. Uvazujte model trinej ceny akcie S sledujici geometricky Brownov

pohyb teda
St = Soexp{(,u— %02)t+0Wt}, dSt = St(udt—{—ath),
kde W je Wienerov proces nezdvisly s So > 0. Oznacme Fy “L o{Sy, Ws;s < t} a
predpokladajme, Ze trokovd miera na periaznom trhu je rovnd konstante r € [0,00).
Bud Sy 2L ¢S, t > 0 diskontovand trind cena akcie pre t € [0, 00), t.j.
Sy = e Sy exp{ (1 — s0%)t+ oWy}, dS, = St((,u —r)dt + ath).

N A (T
(1) Pre T € [0,00) ukdzte, Ze existuje Pr ~ P martingalovd miera procesu S( )

Sing takd, Ze WET) S W+ EL(EAT), t >0 je Wienerov pri Pr.

g

Oznacme si Y; := —#"1 <7}, potom Y; = 0 pre t > T', Y je progresivne meratelny
proces, [i ||Ys||?ds < oo. Dalej na zéklade poznamky k Novikovej podmienke

4.16| overime pre Tubovolné ¢t > 0 konecnost vyrazu E exp {; I des}, teda

Eexp{%fot (“;;)2]1[5§T}d8} = exp{%(“;;)2 (t A T)} < 0.

Méme teda splnené predpoklady Girsanovej vety [4.15] preto existuje na priestore
(Q,.#) miera Py dana predpisom

Pr(4) = B|6r(f ~2" eV, ); A] = J, () Tap e

Radon-Nikodymova derivacia pre ¢as T' méa potom tvar

P —r —r\2
G = exp{ LWy — 5 (47) T

Voéi miere Pr je podla Girsanovej vety proces W Wienerov a stochasticky proces

A

(1) . - . .
S" 7 je pri tejto miere martingalom

dS; = (1 — r)S,dt + aSt( — Ty th> — 08,dW,.

o2

(2) Pre K € (0,00) oznacme K = e "TK a ukdieme, e plati

4T 4+ 200 )

Er[e7T(Sp — K)¥| 7] £ 5i0(dy) — K®(d-), de= ¢<ln(%)am

Pre strednit hodnotu Ep[e~""(Sp — K)*] mozme pisat

e T Er((Sy — K)] = e T Er[(St — K)ljis;>x7] = € T Er[Srlis;ox) — Kljsp k]

= G_TTET[ST]I[STEK}] — KG_TTPT[ST > K]
(4.24)

Proces S; mdézme vyjadrif za pomoci Wienerovho procesu W vzhladom k miere Pp

ako S, = e "' Spexp{—10? + oW}, potom Sy = Sy exp{o(Wr —W,) — 1o*(T —1)}.
Preto dalej pre prvy ¢len rovnosti (4.24) mame

o . 1
Er[Srlg, » i) = Er[Siexplo(Wr — W) — 5‘72(T = )} srzx]
= 6_%U2(T_t)ET[St eXp{U(VNVT - Wt)}]l[STZK}]‘
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Dalej podmienku Sp> K si vyjadrime ako
N ~ ~ 1 ”
Siexp{o(Wp —W;) — 502(T -t} > K

T—t — o/T—t :

Spoéitajme teda podmienent stredni hodnotu Ep [(S’T — k)ﬂﬁt].

Er

(x - exp {U(WT - W) - 502(T - t)} ~K)*

:E[(X-exp{a(WT—Wt)—I—( —7’—*0) )} )

(T
el () =7 - 259)]

2 X o (T—
—K-P<W1>W1TTt(ln(K>—rT— et t>)>.
Pretoze Wi ~ N(0,1) pre o,y € R plati pre stredni hodnotu na pravej strane

rovnosti (4.25))

_ 1.2 1,2 (a2 2
Ele®™ W, > y] = Iy e 7 1 Ve dw = \/127;620“ I e 2 (Wi —20wte®) gy,

= e%agfyoo o(w — a)dw = 2’ d(a — y).
V nasom pripade je a = oI —t ay = J\/ITTt(log (%) — 7T — @) Celkovo

dostavame pre diskontovani hodnotu kapitdlu potrebného k realizacii stratégie s
vyplatou (Sp — K)*

Er|(Sr — K)* 7] = S1e7 27 T e B(a — y) — KO (—y). (4.26)

(4.25)

= Ste*%‘#( N )E

Pre bod T obdobne dodefinujeme vysledni funkciu pomocou (Sr — K)*.
(3) Pomocou Itéovej formule ukdzte, Ze

(T*S)

_r a si S— rT ¢
(S — )T = (5 — K) £ Oy T (BRI 45,
1n(m/f()+%o2(T7t) ln(a:/f()f%UQ(Tft)

Oznac¢me si funkciu F(t,z) = x@( Y = ) — f(@( ST ), dodefi-
novand pomocou (x — K)™ je spojita na [0,7]. Spocitajme jej parcidlne derivacie.

9 . In(x/K)+L02(T—t) In(z/K)+L02(T—t) 1
S () = (PRS0 + o (A ) A

K In(z/K)—102(T—t) . In(z/K)+102(T—t)
- a:J\/T—tSO( U\/Y%—t ) o (I)( U\/’I%—t )’

kde sme vyuzili, ze

In(z/K)+102(T—t) . In(z/K)—L02(T—t) -
90( U\/Y%—t ) - SO( Cf\/jg—lt )eXp{_ln?}

Dalej pre druht paricalnu derivaciu podla z a derivaciu podla ¢ mdme postupne

)L o2 (T—
P (1) - (M)

Ox2 oVT—t zo/T—t
Inz/K+ic2(T—t)\ | Inz/K _3 _1
%F(t,x):xgp( U\/QT—_ )[1 2;K(T—t) 2 —I—iJ(T—t) 2}
o In K—*O’ nx ,é _1
—KQO( :v/ )[1 /K T 3 —iU(T—t) 2}

e
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Dalej je 0 = E + %%TEU% a konecne pomocou Itoéovej formule teda pre F'(t,S;)
dostavame
ln (z/K +1 2(T—t)
C, = F(t,5,) £ F(0,5,) +/ K37 0 43, (4.27)

Pre hodnotu v ¢ase T je nakoniec

In(z/K)+102(T—t) In(z/K)+102(T—t)
Cr2 Gt lim [ o(Mefacd )ds_0t+/ Va0 g3,

Priklad 4.25. V Black-Scholesovom modeli pre trini cenu akcie (S;)i>0 spocitajte
spravodlivi (bezarbitrdznu) cenu digitdlnej opcie

Cy 22 P(St > K), kde S} = rtnga%(St.

Pre cenu akcie v ¢ase t € [0,00) uvazujme proces S; = Spexp{cW; — 1o%t}. Oznacme

* SS 1 ]_
M. tlgziﬁgt ax, exp{o(Ws —W,;) — 39 (s —1)} ~ max exp{aW — 350 u}.

Potom pre veli¢inu S5 mézme pisat S} = max{S;,S; - M*}, a teda hladani spra-
vodlivi cenu budeme pocitat ako P(max{S;,S;- M*} > K|.%).

Oznatme si 7 = T — t. Proces W, = W, — tou je Wienerov na [0,7] pri P, ~ P,
kde P ,

— = e EWr—% T

dP;

Potom M* ~ max,<, e”"*. Uvedomime si, Ze max,<, eV = e”™ausr Wu g tak

polozme M aot goW2 Spravodlivii cenu teda budeme dalej pocitat ako
P(S; 2 K|#0) 2 P(S3/S, 2 K/S|F0) £ Plmax{a*, 5.} 2 9)los; seymnse

V pripade z* > y je rovno P(max{x*,MT} > y) = 1, uroven K bola dosiahnuta
uz do ¢asu t. V opacnom pripade teda y = K/S; budeme uvzovat vicsie nez 1, ¢o
znamena, ze f, 4L ln?y > (. Pripomenme este, Ze z m pozname zdruzené rozdelenie
Wi, Wi
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2 * 27700
— @_%w_%T —1 e (szfm dw
2
T Jw*=max{0,w, 1m“’}
_ _0_2 _ _<2w* w)Q‘OO
= [e 3WTFT 21 e = dw
T _ w*:max{w,lr%y}
_ogpe2 [ o1 ewtow?]™
=[e 2V ®7 \/QL@ 27 dw
L VT Jw*=max{w,u}
2 2 2 2 —w)2
00 Tyt 1 w2 o oy 1 _Quow)®
= 2 8T ———¢ 2 2 3 p)
e At rdw+ [E e A€ T dw

S TR A

()7 e ()

_1_ ®<”+\C}7/2) +e MU@(%:/Q) =: G(u,7).

Spocitajme dalej prvi a druhi parcidlnu derivaciu funkcie G podla p a prva podla
7. Znovu vyuzijeme vzorec 90(“\/5) go(%)e_%f/ 7 odkial plati rovnost

= _ge—uaq)( IH‘C:'/Q) _ %SO(W:UE/?)’
G preen (227 4 2 o) 4 (2o
B A e e )
% _ _Sp(u+$/2)£u+\c;/2 e ua(p< NT/?/Q)(% uJ\r/?ﬁ
_ gp(ut%ﬂ)%{ ;H-JT/Q ;H-UT/2}
- o= = ol
Oznacme 73 2L T — ¢,y £ % a Cp 2L G(uy ), celkovo dostavame, Ze
dCy = (,ut ) dt + 2 o Gy 1) AW, + é g(j(,ut ;) dt
= 3“ Mt Ty th‘*‘Bi [t Tt) T(um)—‘g‘?)f( tTt)} dt = ( ¢ 7¢) AW,
pretoze dry = —dt a dy; = AW, = dW, — g dt. Poznamenajme, Ze Itoova formula

nam u tejto digitalnej opcie poskytuje uvedeny vztah do prvého vstupu ceny S nad
bariéru K. Potom uz bude d-hedging nulovy. Technicky je to podobné pripadom z
minulych tloh, kde sme pouzivali pre krajny bod T prechod v limite » — T.
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Zaver

V praci sme sa venovali niektorym vybranym aspektom stochastickej analyzy,
ktoré sme smerovali k praktickému vyuzitiu vo finanénych aplikacidch. Vybudovali
sme si predstavu, ze v pripade ak uvazujeme L, integraciu ako vychodzi bod, tak
pomocou pojmu lokdlneho martingalu a Doob-Meyerovej vety je mozné naviazat na
teériu, ktora by rozsirila uz zavedené pojmy. Snazili sme sa pritom vyhnif pojmu
o-algebry do markovkého ¢asu. V tseku tedrie sa ndm podarilo tento pojem obist,
nevyhli sme sa mu v prikladoch, konkrétne pri silnej markovskej vlastnosti a na-
sledného principu zrkadlenia Wienerovho procesu. Urcite by bolo mozné nahradit
pouzity pristup alternativnym riesenim bez nutnosti vyuzitia o-algebry do markov-
ského casu, otazkou ostava, do akej miery by takyto pristup bol efektivny.
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